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VOR  WORT. 


Das  vorli<»j^endo  filementarbucli  der  Mechanik  schliesst  sieh  hin- 
HJchtlich  dt»»  Lehrganges  den  besHcren  vorhandenen  Werken  im  Allge- 
meinen an ,  geht  aber  im  Einzelnen  einen  beta^lehtlichen  Scliritt  werter. 
V«»ran  steht  die  (leometrie  der  Bewegung,  eine  Lehre,  welche  darauf 
abzielt,   zu  zeig(»n,   dass  die  reine  Bewegungstheorie,  insofern  sie  von 
d«»n  Begritfen,  welche  die  Energie  der  Bewegung  ausdrücken,  absieht, 
mit  <ler  Theorie  der  geometrischen  Verwandtwchaften  im  (irunde  iden- 
tisrh  ist.     Durch  das  Voranstellen  dieser  Lehre  tritt  der  geometrische 
<'hiirakter  der  Mechanik  mit  der  wünschenswertlien  Deutlichkeit  hervor. 
D»T   inlgrnde  Theil    «Mitwickelt   den    Bt»griff  der    Geschwindigkeit,   der 
dritt«*   dfH    dor    Beschleunigung   der  ersten   und  zweiten  Ordnung  und 
•^ibt  die  nöthigcn  Andeutungen  bezüglich  der  Beschleunigung  höherer 
Hnlnungm.     En<llich   der   letzte   Theil   behandelt   den    aus   der  Ueber- 
*'in.ind(*rhig«*rung  der   Systeme   entspringenden   B«*gritf  <ler  Masse,   der 
4M-H4-h\\indigk«'it  un«I  der  Bwchleunigungen  in  zusanim<»ngesetztrn  Sysle- 
iiH-Ti.     Er   führt    «b'U   herkömmh'rhen    Namen    der   Theorie   drr    Kraft«», 
vii'un  aii<h  v«»n  «len  „un1x'kannt4.'n  L-rsiichen  d«.T  Bewegung**  darin  <'))en- 
•nvif'nig  «»twits  gelehrt  wird,  als  in  anderen  Lehrbüchern,  sond«'rn  nur 
\i»n   Grn?»s4*n    tni\   ///<p,  u.  s.  w.,   weh'h«*   im  (irund«*   nichts  w<'it«*r  als 
<M'H  huindigk<*it4*n    un<l    Beschleunigung<'ii    zusauiUH*iigC'Jct/.tfr    Punkte 
>i!id.     V«»n   Kräft4*n,  als  solchen,  l<*hrt  kein«*  M«'chanik  «-twas,  eb«*nso- 
>*'-iii:i  als  Von  «l«*r  Kühe. 

K*»  unt«»rli«'gt  wohl  keim^m  Zweite!,  «lass  «ler  hi«T  a«l«»|>tirt«'  liejir- 
jfantf  «l«'m  heutigen  Entwickelungsgange  «l«»r  Wissenschaft  )M'>s«'r  «-nt- 
»pritht,  aN  viele  andere.    Auch  hat  «t  «ü«*  g«'waltige  Autorität  .la«olii's 


IV  VOKWORT. 

für  sich,  der  bereits  bei  seiner  Doetorpromotion  am  1.^.  August  1825 
als  fünfte  These  den  Satz  vertheidigte : 

''Theoria  mechaniees  analytiea  causam  agnoscere  nullam  potest, 
quidni,  sicuti  differentialia  prima  velocitatis  nomine,  secunda 
virium  insignimus,  simile  quid  ad  altiora  quoque  differentialia  ad- 
hibeatur;  de  quibus  theoremata  proponi  possint  prorsus  analoga  iis, 
quae  de  vi  et  de  velocitate  circumferuntur". 

Die  wissenschaftlichen  Vortheile  dieses  Lehrganges  bestehen  haupt- 
sächlich 1 .  in  dem  scharf  ausgeprägten  synthetischen  Aufbau  der  Wissen- 
schaft überhaupt,  2.  in  dem  engeren  Ansclilusse  an  die  analoge  Auf- 
stufung  der  Differentialrechnung  und  wenn  man  will  an  die  Lehre  von 
der  geometrischen  Differentiation,  Hamilton's  Quaternions  u.  s.  w.,  3.  in 
der  breiteren  Anlage  des  Grundplanes  der  Wissenschaft,  in  welchen 
sich  sehr  ungezwungen  weitere  Lehren  einfügen  lassen,  4.  in  der  klaren 
Stellung,  welche  die  sogenannten  Principe  der  Mechanik  für  die  ver- 
schiedenen Ordnungen  erlangen,  5.  in  dem  Wegfallen  verschiedener 
Axiome  und  Principien  rein  physicalischen  Inhaltes,  endlicli  6.  in  der 
Vermeidung  der  unlogischen  Spaltung  der  mechanischen  Wissenschaft 
in  djie  Lehre  vom  tileichgewichtc  und  der  Bewegung  (gibt  es  doch  auch 
ein  Gleichgewicht  der  Geschwindigkeiten  und  der  Beschleunigungen 
aller  Ordnungen).  Hiezu  konunen  aber  noch  einige  nicht  unwesent- 
liche pädagogische  Vortheile,  welche  bestehen:  1.  in  der  grösseren 
Durchsichtigkeit  des  Studienplanes,  2.  in  der  nützlichen  Wiederholung 
gewisser  Algorithmen  auf  den  verschiedenen  Stufen  des  Lehrganges, 
3.  in  der  Anregung  zur  Aufsuchung  von  Analogien  zwischen  den  ein- 
zelnen Zweigen  der  Mechanik  und  4.  in  der  Vermeidung  gewisser 
misslicher  Verwechslungen  bei  dem  Studireuden,  wie  zwischen  (ileich- 
gewicht  und  Ruhe,  zwischen  den  mechanischen  Begriffen  und  tleii 
Voraussetzungen  der  physicalischen  Wissenschaften,  zwischen  den  Ge- 
danken des  Mathenuitikers  und  ihrer  Projection  auf  die  Aussen  weit. 

Das  Buch  ist  geschriel)en  für  solche  Studirende ,  welche  eine  gute 
Grundlage  für  künftige  technische  Studien  suchen,  welche  aber  bereits 
irgend  einen  einleitenden  (yursus  der  Mechanik  und  einen  ersten  ('ursus 
der  Differential-  und  Integralrechnung  absolvirt  haben  und  die  noth- 
wendigsten  geometrischen  Kenntnisse  besitzen.  Es  soH  ihnen  die 
mechanische  Wissenschaft  in  einer  consequenten ,  syst<?matisch  geord- 
neten  Darstellung   vorführen;    es    soll    sie    in   den   Stund    setzen,    die 


VORWORT.  V 

iifiiertMi  Erscheinungen  der  Litenitur  mit  Nutzen  zu  studiren,  ihnen 
fini^e  rebung  verschaffen,  ein  niecluinisel^es  Problem  einzukleiden  und 
zu  lösen,  8owie  endlich  sie  zu  dem  Studium  der  Quellen,  der  Litemtur- 
kenntniss  und  der  Geschichte  der  Wissenschaft  anleiten. 

Mit  Iiücksicht  auf  den  geringen  (trad  von  Vorkenntnissen,  welche 
ddü  Huch  voraussetzt,  mussten  verschiedene  Theorien,  die  ein  Handbuch 
zu  jreben  verj^flichtet  ist,  hier  beiseite  gelassen  werden.  Dahin  gehört 
die  vollständige  K«ductiou  von  Problemen,  welche  von  elliptischen 
Functionen  abhängen,  die  feineren  Untersuchungen  der  Potential- 
theorie, eine  ausgeführte  Theorie  der  ehistischen  Systeme,  die  Be- 
wegung von  Systemen  in  flüssigen  Medien,  eine  allgemeine  Theorie 
der  n»lativen  Bewegung,  Störungstheorie,  die  ausführliche  Theorie  des 
.lacobi'schen  letzten  Multiplicators ,  der  Hamilton'schen  Quatemions 
in  ihrer  Anwendung  auf  Mechanik,  der  P  lücker 'sehen  neuen  Me- 
thoden u.  s.  w.  Dagegen  wurde  vieles  andere  im  Einzelnen  sorgtliltiger 
auj*g»*arbeitet,  als  wohl  sonst  zu  geschehen  pflegt.  Dahin  gehört  der 
«ranze  en^teTheil,  die  Geometrie  der  Bewegung,  insbesondere  die  geo- 
metrische Theorie  der  relativen  Bewegung,  die  Reduction  von  (le- 
M-hwindigkeiten,  Beschleunigungen  und  Kräften  für  ihre  Centralaxen, 
ili«'  UfM-hleunigung  zweiter  und  höherer  Ordnung,  die  Theori«»  der 
Kriimiiiung  «ler  liahnen  der  Punkte  des  unveränderlichen  Systems,  das 
Prineip  der  viHuellen  (»eschwindigkeiten,  die  Theorie  des  Trägheits- 
nH»in«'nt<'s.  dir  Th<»orie  der  Momentankräfte  u.  s.  w. 

I^ii*  |)arst#'llungsweise  wird  man,  wie  ich  hotte,  khir  tin<len.  Es 
i^-t  niitiirlich.  «liiss  sie  zu  Anfang  des  Buches  ausführlicher  und  bn^itiT 
-»■m  nius>,  als  in  späteren  Parthi<*n,  denn  der  Studircnd«'  wird  durch 
dii-  |{uih  M'lbst  allmählig  auf  eine  höhere  Stufe  mathematischer  Hil- 
•liiU;:  ;ieb(i)»en.  Von  Ueberschwänglichkeiten  lieim  Uegritt'  der  lel»eu- 
«iiL'i'U  Kraft  wird  man  nichts  finden;  cl««r  tlieoretisclien  Mechanik  zi<'iut 
•  im*  Nürhternlieit,  die  in  <ler  Physik  )»ei  weitem  noch  nicht  allgemein 
i-i,  Dass  von  einem  Principe  der  Trägheit  im  Puche  nicht  die  h*ede 
-•■in  konnte  und  dass<*n»e  nicht  vermisst  wird,  wird  man  )»egr<*iflich 
l«iit|»'ii. 

I>»T  kumligi*  [/eser  wird  die  Eigentliünilichk<Mt  des  Hiulies  wenigtT 
iiii  Grossen  und  Ganzen  als  in  einer  Menge  kleiner  Züge  bemerken, 
Hilijir  darauf  abzielen,  den  Stuilirenden  che  ersten  Schritte  geschickt 
luachen   zu    lehren,   iiin   allmählig  auf  ein   gewisses  wissenschaftliches 
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Niveau  zu  erheben,  ihm  von  da  den  gesicherten  Besitz  der  Wissen- 
schaft zu  zeigen,  ihn  zur  eigenen  Thätigkeit  anzuspornen  und  ihni 
das  Gefühl  hoher  Achtung  vor  den  Werken  der  grossen  Meister  mit  in 
seinen  technischen  Beruf  zu  geben,  in  welchem  die  erhebende  Idea- 
lität des  mathematischen  Gedankens  für  unsere  Zeit  immer  mehr  Be- 
dürfniss  wird. 

Ciirlsruhe,  den  21.  October  1870. 

Schell. 


Es  wird  gebeten,  vor  dem  Gebrauche  des  Buches  die  Verbes- 
serungen und  Zusätze  zu  berücksichtigen,  welche  am  Schlüsse  ange- 
fügt sind. 
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2  Die  Systeme  der  Mechanik. 

• 

während  materiellen  Flächen  nähern.  Zu  den  Systemen  der  dritten  Art 
gehören:  1.  die  Faserreihe,  eine  geordnete  Folge  materieller,  durch 
Zwischenräume  gesonderter  Linien,  2.  das  Fasorsystem,  gchildet  aus 
einer  Folge  von  Faserreihen,  welche  durch  Zwischenräume  von  einander 
getrennt  sind,  3.  das  einfache  Gewebe,  eine  Verbindung  zweier 
Faserreihen,  welche  so  liegen,  dass  jede  Faserlinie  der  einen  Reihe  alle 
Faserlinien  der  andern  Reihe  schneidet,  4.  das  zusammengesetzte 
(körperliche)  Gewebe,  eine  Verbindung  mehrerer  einfacher  Gewebe, 
welche  durch  ein  System  von  Faserreihen  durchsetzt  werden,  5.  die 
Schalenreihe,  eine  Folge  materieller  Flächen,  durch  Zwischenräume 
von  einander  getrennt,  6.  das  Fach  System,  bestehend  aus  zwei  oder 
drei  Schalenreihen,  welche  sich  wechselseitig  durchschneiden,  7.  die 
einfache  Stabreihe  und  8.  das  Stabsystem,  in  ähnlicher  Weise, 
wie  die  Faserreihe  und  das  Faicr^ystem  aus  materiellen  Linien  besteht, 
aus  stabförmigen  materiellen  Körpern  gebildet,  9.  das  einfache  Stab- 
gitter  und  10.  das  Stabgittersystem,  welche  beiden  letzteren  Sy- 
steme dem  einfachen  und  zusammengesetzten  Gewebe  analog  sind. 

Den  hier  aufgeführten  materiellen  Gebilden  legt  die  Mechanik  wei- 
tere Eigenschaften  bei,  welche  die  Beständigkeit  oder  Veränderlichkeit 
der  Verbindung  und  Gruppirung  ihrer  Elemente,  nämlich  ihrer  Punkte, 
Linien,  Fasern  etc.  unter  einander  betreffen.  Ein  System  heisst  unveränder- 
lich, wenn  während  der  Bewegung  seine  Punkte  ihre  gegenseitige  Lage 
nicht  ändern,  veränderlich  in  jedem  andern  Falle.  Unter  die  unver- 
änderlichen Systeme  gehört  das  starre  System,  unter  die  veränderlichen 
das  biegsame,  das  elastische,  das  tropfbarflüssige  und  das  elastischflüssige 
System. 

In  vielen  Untersuchungen  der  Mechanik  kann  von  der  materiellen 
Beschaffenheit  der  beweglichen  Gebilde  abgesehen  werden;  dann  werden 
dieselben  rein  geometrische  Gebilde,  denen  ausser  der  Beweglichkeit 
auch  noch  die  eben  genannten  Eigenschaften  der  Biegsamkeit,  Elastici- 
tät  etc.  verbleiben  können.  Im  Uebrigen  muss  bemerkt  werden,  dass 
die  Gebilde  der  Mechanik,  wie  sie  hier  aufgefasst  werden,  nur  gedachte 
Dinge  sind,  wie  die  geometrischen  und  dass  bei  der  Anwendung  der  Me- 
chanik auf  Vorgänge  der  physischen  Welt  in  jedem  einzelnen  Falle 
sorgfältig  zu  prüfen  ist,  mit  welcher  Berechtigung  und  mit  welchem 
Grade  der  Annähening  an  die  Wirklichkeit  man  einen  pliysischen 
Körper  als  ein  materielles  System  der  einen  oder  andern  Art  ansehen 
darf. 

§.  3.  ninsichtlich  der  Beschaffenheit  der  Bewegung  hat  man  zweier- 
lei zu  unterscheiden:  1.  den  geometrischen  Vorgang  der  Bewe- 
gung und  2.  die  Energie,  mit  welcher  die  Bewegung  erfolgt. 

Es  sei  im  Räume  eine  continuirliche  Folge  von  Gebilden  derselben 
Art  (Punkte,  Fh'ichen,   körperliche  Systeme  etc.)    gegeben;   ein    anderes 
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Gebilde,  welches  je  nach  Beschaffenheit  der  in  der  F'olgc  enthaltenen 
Gebilde  unveränderlich  oder  veränderlich  sei,  falle  der  Reihe  nach  mit 
jenen  zosamnien.  Dies  letztere  Gebilde  heisst  alsdann  ein  in  Bewe- 
gung begriffenes  nnd  sein  Durchgang  durch  die  Folge  der  Gebilde 
•eine  Bewegong  im  Räume.  Das  dauernde  Zusammenfallen  des 
Gebildes  mit  ein  und  demselben  Gebilde  heisst  die  Ruhe  desselben  in 
jenem. 

E«  sei  in  einem  in  Bewegung  begriffenen  Systeme  eine  continnir- 
licbe  Folge  von  Gebilden  derselben  Art  (veränderlich  oder  unveränder- 
lich) und  im  Räume  ein  einzelnes  Gebilde  dieser  Art  gegeben,  mit  wel- 
chem der  Reihe  nach  die  Gebilde  der  Folge  zusammenfallen.  Der 
Dorchgmng  der  Gebilde  der  Fulge  durch  jenes  einzelne  Gebilde  heisst 
die  Bewegung  des  Systems  in  diesem  letzteren.  Je  nachdem  die 
Gebilde  der  Folge  congruent  und  unveränderlich  oder  veränderlich  nnd 
Terscbieden  sind,  wird  das  einzelne  Gebilde  unveränderlich  oder  ver- 
änderlich sein. 

Die  beiden  genannten  Arten  der  Bewegung  stehen  einander  in  ge- 
wissem Sinn  dual  gegenüber.  Sie  können  an  dem  Mechanismus  der 
Drehbank  leicht  versinnlich t  werden.  Befestigt  man  das  Werkzeug  an 
der  Axe  und  hält  das  zu  bearbeitende  Material  fest,  so  durchläuft  die 
Schärfe  desselben  (als  bewegliches  System)  eine  continuirliche  Folge  ihr 
CMUgreenter  Gebilde  im  Material,  befestigt  man  aber  das  Material  an  der 
Axe  nnd  hält  das  Werkzeug  fest,  so  durchläuft  eine  Reihe  der  Schärfe 
dos  Werkzeugs  congrücnter  Gebilde  die  Schärfe. 

Die  Bewegung  eines  Systems  wird  aus  der  Bewegung  seiner  Punkte 
«rkannt.  Daher  beginnt  das  Studium  der  Mechanik  in  allen  seinen  ein- 
K^lncn  llieilen  mit  dem  Studium  der  Bewegung  des  Punktes. 

Die  Bewegung  eines  Systems  kann  je  nach   der  Beschaflenheit  des- 

***lben  sehr  mannigfaltig  sein;    auch  ist  zur  Bewegung  des  Systems  nicht 

(Inrrhaus  erforderlich,  dass  alle  seine  Punkte  in  Bewegung  sind,  vielmehr 

kinn  der  Fall  eintreten,   dass  ein  Punkt  des  Systems,  oder  eine  Punkt- 

rnhe  oder  überhaupt  eine  Parthie  des  Systems  ruht,   während  die  übrigen 

Mch   bewegen.      Bei    der   Rotation    eines    unveränderlichen    Systems    um 

^iüo  Axe    z.  B.  ruhen    alle  Punkte    des  Systems,   welchi*  auf  dieser  Axe 

U*'j:on,   bei  der  Rotation    desselben    um    einen  Punkt    rulit  dieser  allein, 

^•^i  der  Bewegung  eines  flüssigen  Systems    können    dii'  tiefer  im   Innern 

.:«'Vj;enen  Theile  desselben  ruhen,    wahrend    die  Punkte  der  Oberfläche 

»iof»  Ticlloicht  sehr  heftige  Wellenbewegung  erleiden. 

Wenn  nicht  sämmtliche    Punkte  eines   Systems    zugleich    in    Bewe- 

ri^g  »ind,  sondern  dieselben  nach  Beschaffenheit    des    Systems  einzeln 

**d^T  parthienweise  nach   nnd   nach  von  der  Bewegung  ergriflen  werden, 

*^  WlrmchlPt  man  diese   F<»rtpflHnzuiig   des  Bewegungsphänomens  selbst, 

^^n  auch  nnr  iineig(>ntlich,   als  eine  Bewegung,    indem  man   den   Inbe- 

1* 
k 


4  '  Absolute  und  relative  Bewegung.    Innere  Natur  der  Bewegung. 

griflf  aller  gänzlich  in  Bewegung  begriffenen  Punkte  (den  Erschütterungs- 
raum) als  ein  ideales,  im  Systeme  bewegliches  SpezialSystem  ansieht. 
Während  aber  die  oben  bezeichneten  Bewegungen  nothwendig  dem 
Kaume  nach  als  continuirlich  gedacht  werden  müssen  und  ein  Ueber- 
gang  in  eine  folgende  Lage  ohne  Durchlaufen  von  Zwischenlagen  als 
undenkbar  ausgeschlossen  ist,  kann  in  dem  vorliegenden  Falle  sehr  wohl 
eine  Discontinuität  dem  Kaume  nach  stattfinden.  Die  Bewegung  kann 
plötzlich  mit  einer  Lage  des  Erschütterungsraumes  an  einer  Stelle  des 
Systems  aufhören  und  an  einer  andern  Stelle  auftreten,  ohne  dass  der 
Erschütterungsraum  continuirlich  an  jene  Stelle  gelangt. 

Die  Bewegung  eines  Punktes  oder  Systems  ist  Ortsveränderung  des- 
selben in  Bezug  auf  ein  anderes  System.  Ruht  dieses  letztere,  so  pflegt 
man  die  Bewegung  eines  Punkts  oder  Systems  in  ihm  dessen  absolute 
Bewegung  zu  nennen,  ist  es  selbst  in  Bewegung  begriffen ,  so  heisst  sie 
die  relative  Bewegung  desselben  in  Bezug  auf  dies  System.  In  Bezug 
auf  einen  Beobachter,  welcher  dem  beweglichen  Systeme  angehört^  auf 
welches  eine  andere  Bewegung  bezogen  wird,  oder  welcher  wenigstens 
an  der  Beweguzg  derselben  Theil  nimmt,  wird  die  relative  Bewegung 
auch  die  scheinbare  Bewegung  genannt.  In  ähnlicher  Weise  unter- 
scheidet man  absolute  und  relative  (scheinbare)  Ruho.  Ein  Punkt  kann 
in  absoluter  Ruhe  und  relativer  Bewegung,  sowie  umgekehrt  in  abso- 
luter Bewegung  und  relativer  Ruhe  sich  befinden,  wenn  seine  Bewegung 
zugleich  aut  ein  ruhendes  und  ein  in  Bewegung  begriffenes  System  be- 
zogen wird. 

Um  die  innere  Natur  einer  Bewegung,  oder  die  Energie,  mit  wel- 
cher sie  erfolgt,  zu  beurtheilen,  vergleicht  man  sie  mit  einer  andern, 
ihrer  inneren  Natur  nach  bereits  vollkommen  erkannten  Bewegung.  Am 
geeignetsten  hierzu  ist  die  einfachste  aller  Bewegungen,  die  unterschieds- 
los immer  in  derselben  Weise  erfolgende  gleichförmige  Bewegung.  Eine 
solche  ist  z.  B.  die  Rotationsbewegung  der  Erde  um  ihre  Axe.  Sieht 
man  bei  der  gleichförmigen  Bewegung  von  allem  ab,  was  das  Bewegliche 
und  die  geometrische  Beschaffenheit  der  Bewegung  betrifft,  so  bleibt 
blos  die  Vorstellung  der  continuirlichen,  stets  in  derselben  Weise  erfol- 
genden Orts  Veränderung,  d.  h.  die  Vorstellung  der  Dauer  übrig;  sieht 
man  aber  auch  noch  von  dem  Begrenztsein  der  Dauer  ab,  so  erlangt 
man  die  Vorstellung  der  unbegränzten  Dauer  ohne  Anfang  und  Endo, 
die  Vorstellung  der  Zeit.  Es  ist  nicht  unrichtig,  die  Zeit  als  die  allge- 
meinste, aller  speziellen  Merkmale  entkleidete  Vorstellung  der  Bewe- 
gung zu  bezeichnen;  insofern  können  alle  andern  Bewegungen  mit  ihr 
verglichen,  auf  sie  bezogen  und  durch  sie  gemessen  werden.  In  ähn- 
licher Weise,  wie  man  von  einem  speziellen  Räume  durch  Tilgung  seiner 
speziellen  Eigenschaften  der  Gestalt  und  Grösse  zu  der  Vorstellung  des 
unendlichen   Raumes    gelangt,    in    welchem    alle   besonderen   räumlichen 


g  Methode  der  Behandlang. 

Die  erste,  zweite  und  dritte  Abtheilang  zusammen  bilden  die  Kine- 
matik, die  vierte  für  sich  allein  die  Dynamik  und  enthält  als  spezielle 
Unterabtheilung  die  Statik.  In  allen  Abtheilungen  werden  wir  immer 
die  Lehren,  welche  die  Bewegung  des  Punktes  betreffen ,  denen  voran- 
stellen, welche  die  Bewegung  dos  Systems  behandeln. 

Hinsichtlich  der  Methode  werden  wir  uns  der  Mittel  bedienen, 
welche  die  höhere  Analysis  und  die  analytische  Geometrie  gewähren 
und  insofern  unsere  Wissenschaft  als  „analytische  Mechanik"  be- 
handeln, doch  schliessen  wir  die  synthetische  Betrachtung  nicht  aus, 
legen  vielmehr  auf  sie  einen  sehr  hohen  Werth.  Beide  Methoden,  die 
analytische  und  die  synthetische  sind  vereint  allein  im  Stande,  der  Me- 
chanik die  Schärfe  und  die  Klarheit  zu  verleihen,  welche  heutzutage 
alle  mathematischen  Wissenschaften  auszeichnen  sollen. 


g  Bewegung  des  uuyerüuderlicheu  Systems.  I.  Cap. 

ßtems  unter  einander  die  Bewegung  aller  Punkte,  sobald  die  Bewegung 
einer  gewissen  Anzahl  von  Punkten  gefunden  ist. 

Je  zwei  Lagen  eines  in  Bewegung  begriffenen  unveränderlichen 
Systems  bilden  zwei  unter  einander  congruente  Systeme;  zwei  Lagen  eines 
veränderlichen  Systems  bilden  zwei  Systeme,  welche  zwar  nicht  con- 
gruent  sind,  wohl  aber  unter  Umständen  in  einer  anderen  geometrischen 
Verwandtschaft  stehen  können ;  sie  können  z.  B.  ähnlich  oder  allg(fmein 
projectivisch  sein,  sodass  die  Punkte  des  beweglichen  Systems,  welche 
in  gerader  Linie  liegen,  während  der  Bewegung  fortwährend  in  gerader 
Linie  bleiben,  etc.  In  allen  Fällen  heissen  die  beiden  Lagen,  welche 
derselbe  bewegliche  Punkt  in  beiden  Systemen  bei  der  Bewegung  nach 
einander  einnimmt,  homologe  Punkte  derselben,  lliemit  ist  von  selbst 
klar,  was  homologe  Linien,  Flächen  und  Räume  der  beiden  Systeme 
sind;  es  sind  solche,  welche  blos  homologe  Punkte  enthalten. 

Die  Geometrie  der  Bewegung  veränderlicher  Systeme  ist  noch  nicht 
ausgebildet,  dagegen  ist  die  der  unveränderlichen  bis  zu  einem  gewissen 
Gerade  sorgfältig  untersucht  und  darf  man  hoffen,  dass  sich  ihr  die 
Theorie  für  einige  bestimmte  Gattungen  veränderlicher  Systeme  an- 
schliessen  werde,  so  z.  B.  die  Theorie  der  Bewegung  eines  Systems, 
welches  während  der  Bewegung  sich  fortwährend  ähnlich  bleibt.  Für 
das  Studium  solcher  Parthien  der  Mechanik  wird  die  Kenntniss  der 
neueren 'synthetischen  Geometrie  unerlässlich  sein,  denn  sie  ist  ihrem 
Grundgedanken  nach  eine  Theorie  der  Verwandtschaft  der  Systeme. 

§.  2.  In  Betreff  des  Ueberganges  eines  unveränderlichen  Systems 
aus  einer  ersten  Lage  in  eine  beliebige  zweite  ist  folgender  Satz  von 
Wichtigkeit : 

Ein  4^nverän  der  liebes  System  2^  ist  aus  einer  ersten 
Lage^'  in  eine  zweite  ^"  gelangt,  sobald  irgend  drei,  nicht 
in  gerader  Linie  liegende  Punkte  Aj  B^  C  von  2^  aus  den 
Lagen  A\  B\(!^  welche  sie  in  2^  einnehmen,  in  die  homologen 
Lagen  Ä\  B'\  C"  in  Z!'  gelangt  sind  und  dabei  die  homologen 
Seiten  der  Dreiecksflächen  von  ABC  und  A" B" C"  aufcin- 
anderfallen. 

Die  Ebene  ABC  theilt  das  System  2  in  zwei  Tbeile  P,  £),  welche 
diesseits  und  jenseits  von  ihr  liegen;  diei^en  Tbeilen  entsprechen  in  If 
und  ^'  congruente  homologe  Theilc  P\  {)';  P\  Q"  \  diejenigen  Flächen 
der  Dreiecke  A  B  C^  Ä  B'  C\  Ä'  B"  C"  sind  homolog,  welche  die  Gren- 
zen homologer  Raumtheilc  sind.  Ein  beliebiger  vierter  Punkt  B  von 
21  ist  durch  seine  Abstände  B  A^  B  B^  B  C  von  A^  B^  C  und  durch  die 
Angabe,  welchem  der  Räume  P  oder  Q  er  angehört,  unzweideutig  be- 
stimmt; denn  diese  drei  Abstände  bestimmen  um  A^  J?,  (7  als  Mittel- 
punkte drei  Kugeln,  von  deren  gemeinsamen  Punkten  nur  einer  dem  Raum 
P  oder  Q  angehört.    Ist  nun  2  in  eine  solche  Lage  gelangt,  dass  A^  B^  C 
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ner  ersten  Lage  in  die  zweite  geschraubt  werden  könnte.  Um  jedoch 
zu  diesem  wichtigen  Satze,  welchen  Chasles  im  Jahre  1831  zuerst 
ausgesprochen  hat,  ohne  die  Üülfsmittel  der  modernen  Geometrie  zu  ge- 
langen, wird  ein  eingehendes  Studium  der  Aequivalenz  der  weniger 
complicirten  Bewegungen  erfordert,  das  wir  jetzt  beginnen  wollen. 

§.4.  Es  gibt  zwei  Bewegungen  eines  unveränderlichen  Systems, 
welche  man  als  einfache  Bewegungen  bezeichnet,  weil  man  auf  sie  alle 
anderen,  insbesondere  auch  die  §.  3  erwähnte  Schraubenbewegung  zu- 
rückführen kann:  die  Translation  und  die  Rotation. 

Ein  System  erleidet  eine  Translation,  wenn  alle  seine  Punkte 
parallele  und  gleiche  Strecken  in  demselben  Sinne  durchlaufen.  Die 
Grösse,  Richtung  und  der  Sinn  dieser  Strecken  heisst  die  Grösse, 
Richtung  und  der  Sinn  der  Translation.  Durch  eine  irgendwo  im 
Räume  gegebene  Strecke  von  bestimmter  Länge  und  Richtung  kann 
demnach  die  Translation  6ines  Systems  bezeichnet  werden,  sobald  der 
Sinn  etwa  noch  durch  eine  am  Ende  der  Strecke  angefügte  Pfeilspitze 
angedeutet  wird. 

Je  zwei  Lagen  eines  in  Translation  begriflfenen  Systems  sind  pa- 
rallel (alle  homologen  Geraden  und  Ebenen  sind  parallel);  die  Verbin- 
dungslinien homologer  Punkte  (Projcc|,ionsstralen ,  Sehnen)  laufen  der 
Translationsrichtung  parallel. 

Ein  System  ist  durch  Translation  aus  einer  ersten  Lage  2^  in  eine 
zweite  2^'  gelangt,  sobald  ein  Punkt  A  aus  seinem  ersten  Lage  Ä  in  seine 
zweite  Lage  Ä'  gelangt  ist.  Es  kann  dies  aus  dem  zweiten  Satze  des 
§.  2  gefolgert  werden,  indem  man  zeigt,  dass  die  unendlichferne  zur 
Translationsrichtung  senkrechte  Gerade  des  Raumes  eine  Doppellinie 
^von  2f  und  2^'  ist,  ergibt  sich  aber  auch  direkt  daraus,  dass  wenn  ^, 
B:'  irgend  zwei  andere  homologe  Punkte  von  2^,  2^'  sind,  die  Figur 
ÄÄ'B"JB^  ein  Parallelogramm  ist  und  die  veränderliche  Figur  ÄÄB B' 
während  der  Bewegung  fortwährend  ein  Parallelogramm  bleibt,  welches 
schliesslich  in  das  vorige  übergeht,  sobald  Ä  nach  Ä'  gelangt.  - 

Ein  System  kann  eine  Folge  von  Translationen  erleiden.  Alle 
seine  Punkte  beschreiben  dabei  parallele,  congruente,  ebene  oder  wind- 
schiefe Polygone  und  alle  Lagen  des  Systems  sind  unter  sich  parallel. 
Durch  ein  irgendwo  im  Raum  gegebenes  Polygon  von  bestimmten  Sei- 
tenlängen und  Seitenrichtungen  nebst  der  Bezeichnung  des  Sinnes  ist 
die  Translationsfolgo  vollkommen  bestimmt.  Bei  fortwährender  Abnahme 
der  Seitenlängen  und  gleichzeitig  wachsender  Anzahl  derselben  geht  das 
Translationspolygon  in  eine  Curve  und  die  Translationsfolge  in  eine 
krummlinige  Translätionsbewcgung  über,  welche  den  Charakter  des 
Parallelismus  der  Bahnen  und  der  Stellungen  des  Systems  bewahrt. 
Würde  die  Erde  z.  B.  keine  Axendrehung  besitzen,  so  bestände  ihre 
jährliche  Bewegung  um   die   Sonne   in   einer  krummlinigen  Translation, 
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TermÖge  welcher  alle  ihre  Punkte  parallele  und  congruente  Ellipsen  be- 
schreiben würden. 

§.5.  Ein  unveränderliches  System  erleidet  eine  Rotation,  wenn 
wahrend  der  Bewegung  desselben  zwei  seiner  Punkte  ruhen.  In  Folge 
dessen  ruhen  alle  Punkte  der  Verbindungslinie  dieser  Punkte,  mitbin  sie 
selbst.  Diese  Gerade,  um  welche  das  System  sich  dreht,  heisst  die 
Rotations axe.  Da  die  Punkte  des  Systems  während  der  Bewegung 
ihre  gegenseitigen  Abstände  nicht  ändern,  so  behalten  sie  insbesondere 
eonstanie  Abstände  von  den  Fusspunkten  der  Perpendikel,  welche  man 
von  ihnen  auf  die  Axe  fällen  kann  und  bleiben  sie  in  den  Ebenen, 
welche  durch  letztere  senkrecht  zur  Axe  gelegt  werden.  Daher  sind  die 
Bahnen  aller  Punkte  Kreisbogen,  deren  Mittelpunkte  in  der  Axe  liegen 
and  deren  Ebenen  auf  der  Axe  in  ihren  Schnittpunkten  mit  ihr  senk- 
recht stehen.  Die  Grösse  dieser  Kreisbogen  wächst  proportional  der 
Entfernung  des  beschreibenden  Punktes  von  der  Axe,  für  Punkte  der 
Axe  ist  sie  Null.  Eine  Ebene  des  Systems,  welche  durch  die  Rotations- 
axe  geht,  beschreibt  während  der  Rotation  einen  Flächenwinkel  und  alle 
solche  Ebenen  beschreiben  vermöge  der  Unveränderlichkeit  des  Systems 
Flächenwinkel  von  derselben  Grösse.  Dieser  Winkel  heisst  der  Rota- 
tioDSwinkel,  seine  Grösse  die  Amplitude  der  Rotation  und  der 
Sinn,  in  welchem  er  besehrieben  wird,  der  Sinn  derselben.  Ein  Punkt 
in  der  Einheit  der  Entfernung  von  der  Axe  beschreibt  eine  Bahn,  deren 
Länge  gleich  der  Amplitude  ist.  Um  den  Sinn  der  Rotation  zu  bestim- 
men, denken  wir  uns  eine  Ebene  senkrecht  zur  Axe;  sie  theilt  die  Axe 
in  zwei  Halbstrahlen,  welche  nach  entgegengesetzten  Seiten  der  Ebene 
gerichtet  sind.  Ein  in  der  Axe  bclindlicher  sehender  Punkt  sieht  die 
Rotation  des  Systems  in  dem  einen  oder  in  entgegengesetztem  Sinne 
erfolgen,  je  nachdem  er  sich  in  dem  einen  oder  in  dem  andern  Ilalb- 
btrahlc  befindet  und  nach  der  Ebene  liinblickt.  Bezeichnet  man  also 
denjenigen  Ilalbstrahl  der  Axe,  von  welchem  aus  gesehen  die  Rotation 
in  einem  bestimmten  Sinne,  z.  B.  in  dem  Sinne  der  Ulirzeigerbewegung 
fr&cheiut  durch  eine  Marke,  etwa  durch  eine  der  Axe  eingezeichnete 
Pfeilspitze,  so  ist  der  Sinn  der  Rotation  unzweideutig  festgesetzt.  Fügt 
man  die  Pfeilspitze  dem  Ende  einer  Axenstrecke  von  einer  Länge  gleich 
drr  Amplitude  an,  so  genügt  die«,  um  die  Rotation  nach  Axe,  Amplitude 
und  Sinn  vollständig  zu  bezeichnen.    Dixs  Zeichen  der  Rotation  ist  dem- 

nach:       '*        und  bedeutet  soviel,  als  das  etwas  ausführlichere :      y.X 


Ein  System  ist  durch  die  Rotation  aus  einer  ersten  Ln<;e  in  eine 
tveite  gelangt,  sobald  irgend  ein  Punkt  desselben,  welcher  nicht  in  der 
Axe  liegt,  in  seine  zweite  Lage  gelangt  ist.     Denn  irgend  zwei  Punkte 
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der  Axc  bilden  mit  ihm  drei  Punkte,  von  denen  jene  beiden  bereits  in 
ihrer  neuen  Lage  sich  befinden  (§.  2). 

Je  zwei  Lagen  des  rotirenden  Systems  bilden  zwei  congruente 
Systeme  mit  einer  Doppellinic,  der  Axc.  Je  zwei  homologe  Ebenen 
dieser  Systeme  schneiden  sich  auf  der  Axe,  denn  der  Schnittpunkt  der 
einen  Ebene  mit  der  Axe  fallt  mit  seinem  homologen  zusammen  und  ge- 
hört mithin  auch  der  homologen  Ebene  an.  Ebenso  können  homologe 
Linien  und  Flächen,  wenn  sie  sich  überhaupt  schneiden,  sich  nur  auf 
der  Axe  schneiden.  —  Die  Verbindungslinien  der  homologen  Punkte 
(Projcctionsstralen)  kreuzen  die  Axe  rechtwinklig,  laufen  also  alle  einer 
Ebene  senkrecht  zur  Axe  parallel. 

Bei  der  Botation  sind  die  Bahnen  der  Punkte  des  Systems  parallele 
und  ähnliche  Linien,  bei  der  Translation  sind  sie  parallel  und  con- 
gruent;  bei  der  Botation  sind  alle  Bahnen  einer  Ebene  parallel,  welche 
senkrecht  zur  Axe  gesetzt  werden  kann,  bei  der  Translation  sind  sie 
alle  einer  Geraden  und  mithin  jeder  durch  diese  geführten  Ebene  pa- 
rallel; bei  der  Botation  bewegt  sich  jede  zur  Axe  senkrechte  Ebene  in 
sich  selbst,  bei  der  Translation  jede  zur  Trauslationsrichtung  parallele 
Ebene. 

Ein  System  kann  eine  Folge  von  Botatiouen  um  verschiedene  Axen 
des  Baumes  erleiden.  Dabei  können  hinsichtlich  der  gegenseitigen  Lage 
der  Axen  folgende  Fälle  eintreten:  a)  alle  Axen  sind  unter  einander 
parallel;  die  Bahnen  der  Punkte  sind  in  diesem  Falle  parallele  aber 
nioht  ähnliche,  ebene,  aus  Kreisbogen  zusammengesetzte  Figuren ;  b)  die 
Axen  laufen  alle  durch  einen  Punkt;  die  Bahnen  der  Punkte  sind  sphä- 
rische, aus  Eugelkreisen  gebildete  Figuren;  c)  je  zwei  aufeinanderfol- 
gende Axen  schneiden  sich,  aber  keine  drei  aufeinanderfolgende  Axen 
gehen  durch  denselben  Punkt;  d)  je  zwei  aufeinanderfolgende  Axen 
kreuzen  sich  blos  (schneiden  sich  nicht).  —  Wenn  in  diesen  Fällen  die 
Axenfolge  continuirlich  wird,  so  geht  der  Ort  der  Axen  bei  a)  in  eine 
Cylinderfläche,  bei  b)  in  eine  Kegelfläche,  >bci  c)  in  eine  allgemeine  ab- 
wickelbare und  bei  d)  in  eine  windschiefe  Fläche  über. 

Bei  einer  Folge  von  Botatiouen  ist  jede  Axe  aus  einem  doppelten 
Gesichtspunkte  zu  betrachten;  sie  ist  eine  Linie  des  absoluten  Baumes 
und  zugleich  eine  Linie  des  beweglichen  Systems.  Während  nämlich 
das  System  um  eine  erste  Axe  a  rotirt,  fällt  mit  dieser  eine  gewisse 
Linie  et  des  Systems  zusammen;  durch  die  Botation  um  a  gelangt  eine 
Linie  cc  des  Systems  in  die  zweite  Axe  «',  um  welche  das  System  hier- 
auf rotirt;  durch  die  Botation  um  a  verlässt  u  die  Axe  a  und  tritt  eine 
weitere  Linie  a"  in  die  dritte  Botationsaxe  «"  u.  s.  f.  Die  Axen  a^  a\ 
a  .  . . ,  welche  dem  absoluten  Baume  angehören ,  heissen  gewöhnlich 
feste  Axen,  die  Geraden  a,  ol\  et'  ,  .  ,  des  beweglichen  Systems,  welche 
nach   und    nach   mit  ihnen  zusammenfallen,   bewegliche  Axen.     Bei   der 
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lationsgrösse  und  der  Rotationsamplitnde  ab;  sind  z.  B.  beide  Grössen 
fortwährend  einander  proportional,  so  sind  die  Schraubenlinien  ge- 
meine Cylinderschrauben. 


n.  Capitel. 

Aequivalenz  der  Bewerbungen  eine»  unveränderlichen  Systems. 
Aequivalenz  der  Translationen  und  der  Rotationen  um  parallele  Axen. 

§.  1.  Zwei  Bewegungen  eines  Systems  sind  nach  Cap.  I.  §.  3  äquiva- 
lent, wenn  durch  jede  von  ihnen  das  System  aus  einer  ersten  Lage  in  die- 
selbe zweite  Lage  übergeführt  werden  kann.  Es  kann  eine  Tolge  von  Be- 
wegungen einer  anderen  Folge,  eine  Folge  von  Bewegungen  einer  einzelnen 
Bewegung,  eine  Verbindung  zugleich  stattfindender  Bewegungen  einer  an- 
dern derartigen  Verbindung,  eine  gleichzeitige  Verbindung  von  Bewegungen 
einer  einzelnen  Bewegung  etc.  äquivalent  sein.  Eine  einzelne  Bewegung, 
welche  einer  Folge  oder  einer  gleichzeitigen  Verbindung  von  Bewegungen 
äquivalent  ist,  heisst  die  aus  diesen  zusammengesetzte,  aus  ihnen 
resultirende  Bewegung  oder  ihre  Resultante;  die  Bewegungen, 
denen  sie  aequivalent  ist,  heisscn  ihre  Com ponenten;  die  Auffindung 
der  Resultanten  mehrerer  Bewegungen  heisst  die  Zusammensetzung 
und  die  Auffindung  anderer  Bewegungen ,  aus  welchen  eine  gegebene 
resultiren  kann,  die  Zerlegung  der  Bewegungen.  Die  letztere  Auf- 
gabe ist  im  Allgemeinen  unbestimmt,  wenn  nicht  noch  andere  Bedin- 
gungen hinzutreten.  —  Auch  können  mehrere  Bewegungen  der  Ruhe 
aequivalent  sein. 

§.  2.  Für  die  Aequivalenz  der  Translationen  gelten  folgende  sehr 
einfache  Sätze. 

L  Die  Folge  zweier  Translationen  derselben  Richtung 
ist  äquivalent  einer  einzigen  Translation  der  nämlichen 
Richtung.  Die  Grösse  dieser  resultiren  den  Translation  ist 
die  Summe  oder  Differenz  der  Translationsgrössen  der 
Componenten,  je  nachdem  diese  von  demselben  oder  von 
entgegengesetztem  Sinne  sind;  der  Sinn  der  Resultanten 
stimmt   im   ersten  Falle   mit   dem   gemeinschaftlichen   Sinne 

# 

der  Componenten,  im  letzteren  Falle  mit  dem  Sinne  der 
grösseren  von  ihnen  übcroin.  Die  Ordnung  der  Aufeinan- 
derfolge der  Translationen  ist  wi  llkührlich. 

Durchljiufen  nämlich  die  Punkte  des  Systems  vermöge  der  einen 
Translation  die  Strecke  r/,  vermöge  der  andern  die  Strecke  b  von  der- 
selben Richtung,  so  führt  sie  die  Folge  beider  durch  die  Strecke  «  +  6 
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im  ersten  uod  dnrch  die  Strecke  a  —  b  im  zweiten  Falle;  ebensoweit 
fuhrt  sie  aber  die  eine  Translation  von  der  im  Satze  angegebenen  Be- 
schaffenheit. —  Sind  die  Translationen  gleich  und  entgegengesetzt,  so 
ist  ihre  Folge  äquivalent  der  Rnhe. 

Der  Satz  gilt  auch  für  die  gleichzeitige  Verbindung  der  beiden 
Translatiollen.  Denn  wenn  das  System  in  einem  andern  Systeme  die 
Translation  a,  dieses  selbst  aber  die  Translation  b,  beide  -von  derselben 
Richtung,  besitzt,  so  ist  +  ('^  i  ^)  ^i^  Entfernung  der  Systempunkte 
in  ihrer  Endlage  von  ihrer  Anfangslage  und  also  zugleich  die  Grösse 
einer  einzigen  Translation,  welche  das  System  in  dieselbe  Endlage 
bringen  kann.  Dabei  ist  es  wiederum  gleichgültig,  ob  das  erste  System 
im  zweiten  mit  der  Translation  a  sich  bewegt  und  jenes  die  Translation 
6  besitzt,  oder  umgekehrt. 

II.  Die  Folge  zweier  Translationen  verschiedener  Rich- 
tong  ist  äquivalent  einer  einzigen  Translation,  welche  nach 
Grösse,  Richtung  und  Sinn  durch  die  dritte  Seite  eines  Drei- 
ecks bestimmt  wird,  dessen  beiden  andere  Seiten  aus  den 
gegebenen  Translationen  nach  Grösse  und  Richtung  con- 
fttrairt  werden  können.  Die  Ordnung  der  Translationsfolge 
ist  beliebig. 

Dnrch  die  erste  Translation  gelangt  ein  beliebiger  Punkt  A  des 
Systems  aus  einer  ersten  Lage  ^  in  eine  zweite  Ä\  durch  die  zweite 
Translation  gelangt  er  aus  dieser  in  eine  dritte  Lage  yl'\  sodass  er  also 
ühethaupt  die  Seiton  A'  A\  Ä'  A '  des  Dreiecks  A'  Ä'  Ä"  in  dem  Sinne 
durchlauft,  der  durch  die  Ordnung  der  Buchstaben  angegeben  ist.  Bei 
der  Translationsfolge  bleibt  das  System  sich  selbst  parallel  und  ist  in 
»eine  neue  Lage  gelangt,  sobald  dies  mit  einem  seiner  Punkte  der  Fall 
\%X.  Der  Punkt  A  gelangt  aber  auch  durch  die  einzige  Translation 
A  A'\  welche  dnrch  die  dritte  Seite  des  Dreiecks  nach  Grösse  und 
Hichtang  angegeben  wird,  in  seine  neue  Lage  Ä'\  Denkt  man  sich 
die  Seiten  Ä  Ä\  Ä'  Ä"  im  Sinne  der  Translationen  durchlaufen,  so  ist 
der  Sinn  der  resultirenden  Translation  dem  Sinne  eines  beweglichen 
Punktes  entgegengesetzt,  welcher  jene  beiden  Seiten  beschreibt  und  auf 
der  dritten  Seite  Ä"  Ä  nach  Ä  znrückkehrt.  —  Bei  geilnderter  <  )rdnung 
in  der  Folge  der  Translationen  ergibt  sich  ein  congruentes  Dreieck 
A  A  '  A  \  welches  mit  A'  A"  A"  ein  Parallelogramm  bildet,  sodass  der 
.<»tx  auch  mit  Hülfe  der  Seiten  und  einer  Diagonale  dieser  Figur  aus- 
;:«*spn>chen  werden  kann.  —  Der  Satz  1.  ist' ein  s]»ezieller  Fall  dieses 
SaUtei«,  entsprechend  einem  Winkel  der  Translationen  gleich  ()  <uler  gleich  tt. 

Der  Satz  gilt  auch  für  die  gleichzeitige  Verbindung  zweier  Trans- 
lationen. Beweis  ganz  ähnlich,  nur  dass  die  Endlage  des  Systems  «Isi- 
darch  herbeigefülirt  wird,  «lass  die  eine  Translation  in  einem  System 
erfolgt,  welches  die  andere  Translation   b(«iitzt. 
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in.  Gleiche  und  entgegengesetzte  Translationen  kön- 
nen einem  Systeme  ohne  Störung  seiner  Bewegung  ertheilt 
oder  entzogen  werden. 

Mit  Hülfe  der  Sätze  I.  und  II.  können  beliebig  viele  Translationen 
zusammengesetzt  werden.  Es  verlangt  diese  Operation  blos  die  Con- 
struction  eines  Polygons,  dessen  Seiten  nach  Grösse  und  Kkthtung  die 
einzelnen  Translationen  darstellen;  die  Schlusslinie  des  Polygons  stellt 
die  resultirendo  Translation  dar.  Die  Ordnung  der  Aufeinanderfolge 
der  Translationen  ist  dabei  beliebig,  da  je  zwei  aufeinanderfolgende  und 
mithin  auch  je  zwei  beliebige  derselben  vertauscht  werden  können^  auch 
können  sämmtliche  Translationen  zugleich  erfolgen. 

Mit  Hülfe  derselben  Satze  kann  umgekehrt  jede  Translation  in 
zwei  oder  mehrere  Translationen  zerlegt  werden.  Die  Lösung  aller 
Einzelaufgaben,  welche  sich  hinsichtlich  der  Zerlegung  einer  Translation 
in  zwei  andere  bilden  lassen,  reducirt  sich  auf  die  Auflösung  eines 
Dreiecks  mit  Hülfe  gegebener  Bestimmungsstücke.  Jede  Aufgabe  der 
ebenen  Trigonometrie  hat  in  diesem  Sinne  eine  mechanische  Deutung. 

§.  3.  Ganz  abgesehen  von  jeder  mechanischen  Bedeutung  redet 
man  heutzutage  in  der  Geometrie  von  der  Znsammensetzung  und  Zer- 
legung von  Linien  und  versteht  darunter  die  Construction  der  Schluss- 
linien eines  Polygons  nach  Grösse  und  Richtung  mit  Hülfe  der  Grösse 
und  Richtung  der  Seiten  und  umgekehrt. 

Mob  ins  hat  zuerst  hiervon  als  einer  selbststandigen  Theorie  in  der 
Geometrie  Gebrauch  gemacht.  Da  die  Ordnung  der  Seiten  des  Polygons 
beliebig  verändert  werden  kann,  ohne  auf  die  Auffindung  der  zusammen- 
gesetzten Linie  Einfluss  zu  haben,  so  nennt  man  diese  auch  die  Summe 
jener  und  die  ganze  Operation  die  geometrische  Addition  der  Linien. 
In  ähnlicher  Weise  redet  man  auch  von  einer  geometrischen  Subtraction 
der  Linien.  Diese  Benennungen  sind  durch  die  Auffindung  der  geo- 
metrischen Bedeutung  des  Imaginären  von  anderer  Seite  gerechtfertigt 
worden. 

§.  4.  Für  die  Aequrvalenz  der  Rotationen  um  dieselbe  und  um 
parallele  Axen  gelten  folgende  bemerkenswerthe  Sätze: 

IV.  Die  Folge  zweier  Rotationen  eines  Systems  um  die- 
selbe Axe  ist  äquivalent  einer  einzigen  Rotation  um  die- 
selbe Axe.  Die  Amplitude  dieser  rosultire  nden  Rotation 
ist  gleich  der  Summe  der  Amplituden,  wenn  beide  Rota- 
tionen in  demselben  Sinne  erfolgen  und  gleich  ihrer  Dif- 
ferenz, wenn  sie  entgegengesetzten  Sinn  haben;  der  Sinn 
der  resultirenden  Rotation  stimmt  im  ersten  Falle  mit  dem 
gemeinschaftlichen  Sinn  der  Rotationen,  im  letzteren 
Falle  mit  dem  Sinne  derjenigen  überein,  welche  die 
grössere  Amplitude   besitzt.      Sind    die  Amplituden   der   Rotationen 
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f^leich   und  eDtgegengesetztcn  Sinnes,   so   ist  ihre  Folge   äquivalent  der 
Kabe.     Die  Aufeinanderfolge  der  Rotationen  ist  beliebig. 

Der  Satz  gilt  auch  für  die  gleichzeitige  Verbindung  zweier  Rotatio- 
nen nm  dieselbe  Axo.  —  Gleiche  and  entgegengesetzte  Rotationen  kön- 
nen einem  Systeme  ohne  Einflnss  auf  seine  Bewegung  beliebig  ertheilt 
oder  entzogen  werden. 

Mit  Hülfe  dieses  Satzes  kann  man  beliebig  viele  Rotationen  eines 
Sjttems  nm  dieselbe  Axe  zusammensetzen.  Bedient  man  sich  hiebci 
der  symbolischen  Darstellung  der  Rotation  des  vorigen  Capitels,  indem 
man  die  Amplituden  auf  der  Axe  aufträgt  und  den  Sinn  durch  die 
Richtung  der  Axe  bezeichnet,  so  wird  das  Entgegengesetztsein  der  Am- 
plituden durch  die  Vorzeichen  ausgedrückt  und  ergibt  sich  die  resulti- 
rende  Rotation  ihrer  Amplitude  nach  durch  die  algebraische  Summe  der 
gegebenen  Amplituden  und  ihr  Sinn  durch  das  Vorzeichen  dieser 
Snmme. 

Ffir  die  folgenden  Sätze  ist  es  von  Wichtigkeit,  die  doppelte  Be- 
dentong  der  Rotationsaxen  auch  in  der  Bezeichnung  derselben  auszu- 
drucken. Eine  Rotationsaxe ,  insofern  sie  als  eine  Linie  des  Systems 
angesehen  wird,  nämlich  als  Inbegriff  aller  Systempunkte,  welche  durch 
die  betreffende  Rotation  keine  Bewegung  erlangen,  wollen  wir  mit  einem 
der  griechischen  Buchstaben  €t^  ß^  y  .  .  .,  die  Gerade  des  Raumes  aber, 
in  welchem  die  Rotation  erfolgt  und  mit  welcher  die  Axe  während  der 
Rotation  zusammenfällt,  durch  den  entsprechenden  lateinischen  Buch- 
frtalien  <i,  6,  c,  .  .  .  bezeichnen;  die  Combination  beider  Buchstaben,  wie 
ju  B.  (o^,  a)  soll  ausdrücken,  dass  das  System  um  die  Axe  a  des  Systems 
rotirt,    welche  während  dieser  Rotation  in  der  Axe  a  des  Raumes  liegt. 

V.  Die  Folge  einer  Rotation  %  um  die  Axe  (or,  «')  und 
einer  Translation  r  ist  vertauschbar  und  äquivalent  der 
gleichzeitigen  Verbindung  dieser  beiden  Bewegungen.  Das 
System  ist  nämlich  aus  der  ersten  Lage  £  in  die  zweite  -iT'  gelangt, 
sobald  die  Axe  a  und  irgend  ein  Systempunkt  B  aus  ihren  ersten  Lagen 
a',  ti  in  ihre  zweiten  Lagen  a\  B'  gelangt  sind.  Es  sei  die  Ebene 
der  Figur  1.  senkrecht  zur  Axe  («,  «')  und  B^  ein 
Punkt  dieser  Ebene.  Durch  die  Rotation  0  ge- 
langt alsdann  B  aus  der  Lage  B'  nach  B^  und 
durch  die  nachfolgende  Translation  r  gehen  er  und 
//  über  in  die  Lagen  a  und  B",  Durch  die  Trans- 
l^on  gelangen  aber  a  und  B  nach  er  und  B ., 
und  durch  die  hierauf  erfolgende  Rotation  geht 
B  Tun  B^  in  dieselbe  Lage  B"  über,  wie  vorher, 
bleibt.  Bei  der  gleichzeitigen  Verbindung  beider  Bewegungen  sind  zwei 
Fälle  möglich;  entweder  das  System  rotiit  in  einem  andern  Systeme, 
welches  die  Translation  besitzt,    sodass  die  Axe  o  immer  mit  derselben 
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Linie  dieses  zweiten  System's  verbunden  bleibt,  oder  das  System  er- 
leidet die  Translation  in  einem  andern  System,  welches  um  die  Axe 
a  rotirt. 

VT.  Die  Folge  einer  Rotation  von  der  Amplitude  ^  um 
eine  Axe  (er,  a)  und  einer  zu  dieser  rechtwinkligen  Trans- 
lation T  ist  äquivalent  einer  Rotation  von  derselben  Am- 
plitude und  demselben  Sinne  um  eine  bestimmte  zu  (er,  a) 
parallele  Axe  (ft  b).  Diese  Axe  wird  durch  folgende  Con- 
struction  gefunden.  Durch  den  Schnittpunkt  der  Axe  (or,  «) 
mit  einer  zu  ihr  senkrechten  Ebene  ziehe  man  eine  Strecke 
von  der  Grösse  und  Richtung  der  Translation  und  be- 
schreibe in  derselben  Ebene  auf  derjenigen  Seite  von  r, 
nach  welcher  die  Rotation  erfolgt,  über  r  als  Sehne  einen 
Kreis,  in  welchem  zu  dieser  Sehne  als  Centriwinkel  die 
Amplitude  ^  gehört,  so  geht  die  gesuchte  Axe  (j3,  b)  durch 
den  Mittelpunkt  dieses  Kreises. 

Stellt  nämlich  Fig.  2.  einen  Schnitt  des  Systems  senkrecht  zur  Axe 
(or,  ö)  dar  und  ist  in  demselben  a  d  nach  Grösse ,  Richtung  und  Sinn 
gleich  der  Translation  r,  sowie  b  der  Mittelpunkt  des  über  a  d  auf  die 
im  Satze  angegebenen  Art  construirten  Kreises,  so  gelangt  die  durch  h 
gehende,  mit  a  parallellaufende  Gerade  ^  des  Systems  durch  die  Rota- 
tion ^  in  die  Lage  b^  und  hierauf  durch  die  Translation  r  wieder  in 
die  ursprüngliche  Lage  b  zurück.  Sie  ist  mithin  eine  Gerade  des  Sy- 
stems, welche  vor  Ausführung  beider  Bewegungen  bereits  in  ihrer  neuen 
Lage  sich  befand  und  genügt  daher  eine  Rotation  des  Systems  um  sie, 
um  dasselbe  in  seine  neue  Lage  überhaupt  überzuführen.  Um  die  Am- 
plitude und  den  Sinn  dieser  Rotation  zu  bestimmen,  reicht  es  hin, 
die  Bewegung  irgend  eines  Systempunktes  zu  verfolgen.  Hiezu  eignet 
sich  insbesondere  der  Punkt  a.  In  Folge  der  Rotation  um  (a,  a)  er- 
langt er  als  ein  Punkt  dieser  Axe  keine  Bewegung,  vielmehr  verdankt 
er  seine  Bewegung  blos  der  Translation,  welche  ihn  von  a  nach  d  führt. 
Dahin  gelangt  er  aber  offenbar  auch  durch  die  Rotation  um  (^,  6)  von 
der  Amplitude  'S",  deren  Sinn  vermöge  der  Construction  mit  dem  Sinne 
der  Rotation  um  die  Axe  (a,  d)  übereinstimmt. 

Ist  %  <^n^  so  ist  0  der  Innenwinkel  eines  über  z  zu  construirenden 

gleichschenkligen    Dreiecks;    ist   0  >  tt,   so  ist  er 
dessen  Ergänzung  zu  2  tt. 

VII.  Umgekehrt:    Jede  Rotation  um  eine 
Axe  (/?,&)  von  derAmplitude  ^  ist  äquiva- 
lent   der  Folge    einer   Rotation    von    der- 
^ /     _■  ^    ^  selben  Amplitude    und    demselben    Sinne 

um    eine  beliebige  zu  (j3,  fe)  parallele  Axe 
(«,«)    und    eine    zu    ihr    rechtwinklige     Translation.       Die 
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halben  Amplituden  der  Rotationen  nm  diese  Axen,  jedoch 
80,  dsLBB  der  Winkel  an  der  ersten  Axe  auf  derselben,  der 
an  der  zweiten  Axe  auf  der  entgegengesetzten  Seite  der 
Ebenen  aß  liegt,  nach  welcher  die  Rotation  erfolgt.  Die 
Anfeiuanderfolge  der  Rotationen   ist  nicht  willkührlich. 

1.  Es  seien  ^,  d-'  die  Amplituden  der  Rotationen  um  diese  Axen 
of,  ß  und  zwar  zunächst  von  gleichem  Sinne  (Fig.^  3).  Durch  die  Ro- 
tation um  or,  während  welcher  diese  Axe  mit  der  Geraden  a  des  abso- 
luten Raumes  vereinigt  bleibt,  gelangt  ß  in  die  Lage  b  und  rotirt  hier- 
auf das  System  um  die  Axe  (j3,  6),  wodurch  a  aus  der  Geraden  a  her-' 
ausrückt.  Man  ersetze  nun  nach  YII.  die  Rotation  &  um  a  durch  eine 
gleiche  und  gleichsinnige  um  die  Axe  j3  und  füge  die  Translation  ß  b 
hinzu,  welche  die  Sehne  des  Bogens  ist,  den  ein  Punkt  der  Axe  ß  in 
Folge  der  Rotation  um  die  Axe  a  beschreiben  würde.  Von  diesen  bei- 
den Bewegungen ,  deren  Ordnung  willkührlich  ist,  liefert  die  erste  mit  d'' 
zusammen  eine  Rotation  @  =  0  -f-  O'  um  die  Axe  ß,  gleichen  Sinnes 
mit  d'  und  ^'.  Diese  Rotation  B  und  die  nachfolgende  Translation  ß  b 
sind  aber  zusammen  nach  VI.  äquivalent  einer  einzigen  Rotation  G  des- 
selben Sinnes,  deren  Axe  {y,  c)  durch  die  Spitze  des  gleichschenkligen 
Dreiecks  ß  cb  geht,  wenn  Winkel  ß  c  b  gleich  S  und  c  auf  der  Seite 
der  Translationsrichtung  (ß  b)  angenommen  wird,  nach  welcher  die  Ro- 
tation S  erfolgt.  Da  auch  das  Dreieck  ß  a  b  gleichschenklig  ist,  so 
geht  die  Halbirungslinie  des  Winkels  ß  a  b  =  d"  durch  c  und  halbirt 
den  Winkel  ßcb  •=  ©r^O-f--^'.   Hieraus  folgt,  dass  in  dem  Dreiecke  abc 

Fi^.  3.  und  mithin  auch  in  dem  gleichnamigen 

Axenprisma  die  Winkel  b  a  c  und  abc, 
resp.  gleich  -J-  '8'  und  -J^  '^'  sind  und  zwar 
liegt  ersterer  mit  der  Rotation  um  a 
entgegengesetzt,  letzterer  mit  der  Ro- 
tation um  b  gleichartig  gegen  a  b. 
Ebenso  sind  in  dem  Dreiecke  et  ß  y 
und  dem  gleichnamigen  Axenprisma 
des  beweglichen  Systems  die  Winkel 
ß  a  y  und  cc  ß  y^  resp.  gleich  \  0  und  \  ^\  es  liegt  aber  ersterer  mit  der 
Rotation  um  er  gleichartig,  letzterer  mit  der  Rotation  um  ß  entgegen- 
gesetzt gegen  a  ß.  Der  Sinn  der  Amplitude  S  ergibt  sich  leicht,  in- 
dem man  die  Bewegung  eines  Systempunktes,  z.  B.  des  Punktes  ^,  ver- 
folgt. Derselbe  verdankt  dieselbe  blos  der  Rotation  um  die  Axe  (a,  a) 
und  gelangt  sowohl  durch  diese  als  auch  durch  die  Rotation  um  (y,  c) 
nach  6,  woraus  sich  ergibt,  dass  die  Amplituden  beider  Rotationen 
gleichen  Sinnes  sein  müssen. 

Noch  etwas  unmittelbarer  sieht  man  den  vorstehenden  Satz  folgen- 
dermassen  ein.     Durch  die  Rotation  d^  um  die  Axe  a  gelangt  die  Axe  y 
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in  die  Lage  c\  welche  in  Bezug  auf  a  b  mit  c  symmetrisch  ist;  durch 
die  nachfolgende  Rotation  d^  um  b  wird  sie  in  die  ursprüngliche  Lage 
r  snrückgef&hrt ;  daher  befand  sie  sich  vor  Ausfuhrung  beider  Bcwe- 
gnngen  bereits  in  der  Lage,  in  welche  sie  schliesslich  durch  sie  gelangen 
soll.  Es  bedarf  daher  blos  einer  Rotation  um  (y^  c),  um  das  System  in 
Mine  neue  Lage  überzuführen.  Die  Bewegung  eines  tanzenden  Paares 
kann  den  vorliegenden  Fall  einigermassen  verdeutlichen. 

Dasa  die  Aufeinanderfolge  der  Rotationen  nicht  vertanschbar  ist, 
erkennt  man  daraus,  dass  die  Axe  ß  durch  die  Rotation  um  (a,  a)  nach 
6  gelangt,  während  sie  dahin  nicht  mehr  gelangen  kann,  wenn  das 
System  snerst  um  ß  rotirt,  weil  alsdann  a  sich  aus  der  Lage  a  entfernt 
bat.    Ana  dem  Dreieck  oder  Prisma  a  b  c  ergibt  sich 

a  c        b  c        ab 

an  \  ^'  ~  sin  ^^  sin  ^  0 

2.  Sind  die  Rotationen  von  ent- 
gegengesetztem Sinn  und  ihre  Ampli- 
tuden ungleich,  etwa  O  >  O'  (Fig.  4), 
so  eraetse  man,  wie  vorher^  die  Rotation 
nm  m  dnrch  eine  gleiche  und  gleich- 
sinnige um  ß  und  füge  die  betreffende 
Translation  ß  b  wu.  Die  beiden  Rota- 
tionen ^  und  d''  um  die  gemeinsame 
Axe  ß  Uefem  aber  eine  einzige  Rotation  von  der  Amplitude  0  =  0  —  O' 
nnd  dem  Sinne  von  O  um  dieselbe  Axe  ß]  diese  Rotation  0  aber  setzt 
sicli  mit  der  nachfolgenden  Translation  zu  einer  Rotation  von  derselben 
Amplitude  und  demselben  Sinne  zusammen  um  eine  Axe  (jy  c),  welche 
wie  beim  vorigen  Fall  sich  ergibt. 

Auch  sieht  man  wieder  unmittelbar,  dass  die  Axe  y  durch  die  Ro- 
tation um  (ff,  a)  in  eine  zu  a  b  symmetrische  Lage  c  und  hierauf  durch 
die  Rotation  um  die  Axe  (/3,  b)  wieder  in  die  ursprüngliche  Lage  zu- 
rückgeführt wird,  sowie  dass  in  Folge  dessen  das  System  durch  die 
Rotation  O  —  O'  um  die  Axe  (^,  c)  in  seine  neue  Lage  gelangt.  Die 
ubigen  Gleichungen  zwischen  den  Axenabstftnden  und  den  Sinussen 
der  halben  Amplituden  bestehen  fort.  Mit  der  relativen  Grösse  der 
Amplituden  0.  ^'  ändert  sich  die  Lage  der  Axe  {y,^  c)  nach  einem  leicht 
zu  tibersehenden  Gesetze  auf  der  Halbirungsebcne  der  Amplitude  ^. 
Wichst  die  Amplitude  ^'  von  Null  an,  so  entfernt  sich  (7,  c)  von  (or,  a) 
und  rückt  ins  Unendliche,  sowie  ^' =  ^  wird,  um  von  der  eutgegen- 
^<^»etzten  Seite  nach  (ff,  <f)  zurückzukehren,  sobald  ^'  über  ^  hinaus- 
wachst. 

3.  Sind  (iie  Amplituden  ^,  ^'  gleich  und  entgegengesetzt  (Fig.  5), 
K»  tilgen  sich  dieselben  um  die  Axe  ß  und  bleibt  blos  die  Translation 
ß  b  wXb  Resultante   der   beiden  Rotationen,    d.  h.    zwei    gleiche   und 
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entgegengesetzte  Rotationen  um  zwei  parallele  Axen  sind 
äquivalent  einer  Translation;  die  Grösse  und  Richtung 
derselben  wird  durch  die  Sehne  des  Kreisbogens  angegeben, 
welche  ein  beliebiger  Systempunkt,  welcher  einer  der  Axen 
angehört,  vermöge  der  Rotation  um  die  andere  Axe  be- 
schreibt und  der  Sinn  stimmt  mit  dem  Sinne  überein,  in 
welchem  dieser  Bogen  durchlaufen  wird. 

Wegen  der  Gleichheit  der  Winkel  9 
und  '9-'  wird  b  c  parallel  a  c ,  rückt  also 
die  Axe  der  resultirenden  Rotation  ins 
Unendliche  und  wird  ihre  Amplitude 
gleich  Null.  Auch  erhellt  die  Aequivalenz 
der  beiden  entgegengesetzten  Rotationen 
mit  der  Translation  unmittelbar,  wenn 
man  bedenkt,  dass  in  Folge  beider  Rota- 
tionen die  Ebene  a  ß  in  die  ihr  parallele 
Lage  cc'  b  gelangt,  in  welche  sie  durch  die 
Translation  ß  b^=  a  a  unmittelbar  über- 
geführt werden  kann. 

Die  Aufeinanderfolge  der  Rotationen  ist  hier  ebensowenig,  wie  in 
den  beiden  vorigen  Fällen  willkührlich.  Die  Grösse  der  resultirenden 
Translation  ist  x  =  2  d  sin  ^  ^,  wenn  d  den  Abstand  der  Axen  bedeutet, 
und  bildet  ihre  Richtung  mit  der  Ebene  et  ß  den  Wnikel  j^  c  n  —  0,  und 
ist  senkrecht  zu  den  beiden  Axen. 

4.  Die  Folge  der  Rotationen  ist  äquivalent  einer  gewissen  gleich- 
zeitigen Verbindung  derselben,  nämlich  so,  dass  das  System  um  die  be- 
wegliche zweite  Axe  ß  rotirt  und  diese  Rotation  in  einem  Systeme, 
welcher  die  Axe  ß  angehört,  erfolgt,  welches  selbst  die  Rotation  um 
die  feste  erste  Axe  a  besitzt. 

§.  5.  Die  Folge  zweier  Rotationen  um  parallele  Axen  von  ent- 
gegengesetzt gleichen  Amplituden  heisst  ein  Rotationspaar.  Dasselbe 
ist  einer  Translation  äquivalent,  deren  Grösse  durch  das  Produkt  aus 
dem  doppelten  Axenabstande  und  dem  Sinus  der  halben  Amplitude  dar- 
gestellt wird;  ihre  Richtung  ist  senkrecht  zur  Halbirungsebene  der  Am- 
plitude. Unter  Anwendung  der  im  Cap.  I,  §.5.  eingeführten  Bezeich- 
nung, nach  welcher  man  die  Amplituden  auf  den  Axen  aufträgt  und 
ihren  Sinn  durch  eine  Pfeilspitze  markirt,  überzeugt  man  sich  leicht, 
dass  die  einem  Rotationspaar  äquivalente  Translation  immer  nach  der- 
jenigen Seite  der  Axenebene  hin  erfolgt,  von  welcher  aus  gesehen  die 
Pfeilspitzen  des  Rotationspaarcs  mit  der  Uhrzeigerbewegung  überein- 
stimmend erscheinen.     (S.  Fig.  6.) 

Mit  Hülfe  des  Rotationspaares  könnte  man  den  obigen  Satz  YII. 
leicht  beweisen.     Man  ertheile  dem  Systeme  um  die  Axe  a  zwei  gleiche 
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nnd  entgegen gesetste  Rotationen  ^\  von  diesen  ist  die  eine  nichts  wei- 
ter«  als  die  in  die  Axe  a  von  /?  verlegte  Eotation,  während  die  andere 
mit  der  Kotation  nm  ^  ein  Rotationspaar  bildet,  wel- 
ches der  dort  constmirten  Translation  äquivalent  ist.  '^' 

Femer  sieht  man  hieraus  zugleich,  wie  man  jede 
Kotation  ^  nm    irgend    eine    Axe  a    ersetzen    kann  ^^^-.^     "7 

durch    eine  Rotation    von    derselben  Amplitude   und       ^ 
demselben  Sinne  nm  eine  beliebige   andere  parallele 
Axe  ^  in  Verbindung  mit  einem  Rotationspaare  von 
der  nimlichen  Amplitude. 

Jede  Translation  kann  in  ein  Rotationspaar  umgesetzt  werden  und 
swar  anf  unendlich  viele  Arten. 

§.  6.  Die  Sätze  im  §.  3.  dienen  einerseits  dazu,  zwei  Rotationen 
um  parallele  Axen  in  eine  einzige  ihnen  äquivalente  zu  vereinigen ,  an- 
dererseits eine  Rotation  in  zwei  andere  von  derselben  Axenrichtung  und 
demselben  oder  entgegengesetztem  Sinne  zu  zerlegen.  Die  letztere 
Aufgabe  ut  -im  Allgemeinen  unbestimmt  und  können  noch  nähere  Bc- 
stimmnngselemente  hinsichtlich  der  Lage  der  Axen  etc.  hinzutreten. 
Das  Dreieck  ah  c  der  dortigen  Figur  lebtet  das  Verlangte.  Eine  wie- 
derholte Anwendung  jener  Sätze  führt  dazu,  beliebig  viele  Rotationen 
am  parallele  Axen,  gemischt  mit  Translationen,  welche  die  Axen  recht- 
winklig krenzen,  zu  vereinigen.  In  dieser  Hinsicht  hat  man  den  all- 
gemeinen Satz: 

IX.  Die  Folge  einer  beliebigen  Menge  von  Rotationen 
am  parallele  Axen  und  Translationen,  welche  zu  diesen 
senkrecht  sind,  ist  äquivalent  einer  einzigen  Rotation  um 
eine  jenen  gleichfalls  parallele  Axe  oder  einem  Rotations- 
paare  (einer  Translation). 

Es  seien  er,  /?,  T',  . .  .  die  parallelen  Axen  des  •Systems,    um  welche 
dasselbe  der  Reihe  nach  um  die  Amplituden  •&,  d',  ^'\  ...  in  bestimui- 
tem  Sinne  rotirt,  welcher  durch  das  Vorzeichen  der  d  ausgedrückt  wer- 
den kann.      Es    seien    ferner    fi,  ^,  c,  ...   die  Geraden    des    absoluten 
Raumes,   mit   welchen    die  Axen  während  der  einzelnen  Rotationen  zu- 
sammenfallen.   Man  ziehe  eine  beliebige  Gerade  u  des  absoluten  Raumes 
parallel  mit  <i,  6,  c,  .  .  .  und  ertheile  dem  System  um  sie  die  Rotationen 
O  und  —  O;    d'  und   —  ^';    ^"  und  —  O";  etc.,    wodurch    an  der  Be- 
wegung desselben    nichts   geändert   wird.      Diese  Rotationen    lassen  sich 
nun  mit  den  um  die  Axe  c/,  6,  c  .  .  .  stattfindenden  so  zusammenfassen, 
da»!  man  erhält    I.  eine  Rotation  um   die  Axe  f/,    deren  Amplitude    die 
Al^ehraiDche  Summe  der  Amplituden  der  gegebenen  Rotationen  ist,   und 
-.  eine  Reihe  von  Rotationspaaren,  welche,    da   sie  nichts  anderes,    als 
Traailationen  sind,  mit  den  sonst  noch  vorhandenen  Translationen  leicht 
^  ttae  Translation   (oder  ein  Rotationspaar)    vereinigt    werden   können. 
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Ist  die  Amplitade  der  Eotation  um  u  nicht  Nall ,  so  liefert  diese  mit 
der  Translation  eine  einzige  Rotation  um  eine  mit  u  parallele  Axo  und 
ist  alsdann  diese  die  Resultante  aller  Bewegungen;  ist  jene  Amplitude 
gleich  Null,  so  ist  die  Resultante  jene  Translation,  oder  wenn  man  lieber 
will ,  ein  ihr  äquivalentes  Rotationspaar. 

§.  7.  Von  den  Sätzen  der  §§.  3  —5.  werden  wir  im  Folgenden  vor- 
zugsweise in  dem  Falle  Gebrauch  machen ,  dass  die  Translationen  und 
die  Amplituden  der  Rotationen  unendlich  klein  werden.  Hiebe!  treten 
wesentliche  Vereinfachungen  derselben  ein. 

1.  Es  besitze  das  System  eine  unendlich  kleine  Rotation  von  der 
Amplitude  d  d^  um  die  Axe  cc  und  zugleich  eine  unendlich  kleine  Trans- 
lation d  X  senkrecht  zu  ihr.  (Fig.  7,  a.)  Nach  VI.  ist  die  Resultante  bei- 
der Bewegungen  eine  Rotation  um  eine  zu  a  parallele 
Axe  ß\  man  findet. aus  derselben  mit  Hülfe  der  dortigen 
Betrachtung,  indem  man  <&  und  r  ohne  Ende  abnehmen 
lässt,  wodurch  die  Ebene  (er  ß)  beider  Axen  zur  Trans- 
lationsrichtung senkrecht  wird  und  die  erste  der  dort 
entwickelten  Gleichungen  übergeht  in  dz  =  d'd  ^.  Da- 
her ist  der  Abstand  d  der  Axe  der  resultirenden  Ro- 
tation von  der  Axe  a: 

dx 


Fig:.  r 


n 


a) 


^9      tf 


ij 


> 


d  = 


d^ 


Man  sieht  die  Richtigkeit  dieser  Gleichung  auch 
unmittelbar  ein,  wenn  man  bedenkt,  dass  sämmtliche 
Punkte  der  zur  Translationsrichtung  senkrechten  Ebene 
a.^T^  a  j3  (Fig.  7,  b.)  vermöge  der  Translation  um  eine  ge- 
meinsame unendlichkleine  Strecke  dx  fortgeführt  wer- 
den, während  die  Rotationsaxe  a  diese  Ebene  in  zwei 
Theile  theilt,  so  dass  die  Punkte  des  einen  Theiles  vermöge  der  Rota- 
tion nach  der  einen,  die  des  andern  nach  der  entgegengesetzten  Seite 
der  Ebene  geschleudert  werden  und  zwar  um  unendlichkleine,  ihrer 
Entfernung  von  der  Axe  a  proportionale  Strecken.  Daher  gibt  es  in 
demjenigen  Theile,  für  welche  beide  Bewegungsrichtungen  entgegen- 
gesetzt sind,  in  einem  bestimmten  Abstände  d  von  der  Axe  a  eine  ge- 
rade Punktreihe  oder  Axe  /?,  welche  gleiche  und  entgegengesetzte  Be- 
wegungen erlangt  und  deren  Bewegung  mithin  äquivalent  der  Ruhe 
ist.  Für  sie  veX  dx  =  d-  d^^  wie  oben.  Die  Amplitude  und  deren 
Sinn  ergibt  sich  für  die  Rotation  um  j3  sofort,  indem  man  die  Bewegung 
eines  Punktes  der  Axe  a,  welcher  blos  die  Translation  dx  besitzt,  als 
Rotation  um  ß  auffasst. 

2.  Das  System  besitze  zwei  unendlichkleinc  Rotationen  von  den 
Amplituden  </^,  dO^  (Fig.  8,  a,  b.)  um  zwei  parallele  Axen  or,  j5.  Nach 
Satz  VIII.  sind  sie   zusammen  äquivalent  einer  einzigen  Rotation,  deren 


«y , 

*  -y 


26  Unendlicbkleine  Rotationen.  II.  Cap. 

Eotation  um  a  keine  Bewegung,  die  Rotation  um  ß  aber  führt  ihn  um 
die  Strecke  äß  •  d^'  senkrecht  zur  Axenebene  fort,  daher  besteht  die 
Gleichung  ^  »d  S  =  äß*dd'\  welche  aber  mit  Hülfe  von  ö^  =  ^  +  «y  = 

(^J^  +l)  =  äy  (^  +  1  )  übergeht  in  rfÖ  =  d^  +  d%\   Der  Sinn 

von  d%  stimmt  mit  dem  Sinn  von  d^\  also  auch  von  dO  überein. 

Sind  die  Rotationen  entgegengesetzt  (Fig.  8,  b.),  so  ergibt  sich  in 
ähnlicher  Weise,  dass  die  Punkte  des  Streifens  a  ß  aus  doppeltem 
Grunde  aus  der  Axenebene  herausgeschleudert  werden,  während  die 
Punkte  der  beiden  Ausseniäume  entgegengesetzte  Bewegungen  an- 
nehmen.» Daher  können  nur  in  ihnen  Paukte  liegen,  deren  Bewegung 
äquivalent  der  Buhe  ist.  Ist  nun  d^  y^  d&'y  so  folgt,  dass  ein  Punkt 
y  in  dem  der  Axe  a  anliegenden  Aussenraume  um  die  entgegengesetzten 
Strecken  äy  *  d&  und  ßy  *  dd'  aus  der  Axenebene  herausgetrieben  wird 
und  da  für  diesen  Kaum  (xy  <i  ßy^  so  kann  sehr  wohl  das  kleinere  öy 
mit  dem  grösseren  d  0  ein  Produkt  liefern  gleich  dem  Produkte  des 
grösseren  ^  mit  dem  kleineren  d^\  Für  Punkte  y  des  andern  Aussen- 
raumes  ist  dies  nicht  möglich ,  da  für  sie  cty  "^  ß  y  und  folglich  wegen 
d&>  d^'  auch  äy  -  dd"  stets  grösser  als  ßy  '  d 0'  ist  und  ihm  also  für 
keine  Lage  des  Punktes  y  gleich  werden  kann.  Die  Gleichung  äy  -  dd-  = 
ßy  •  d  d^  sagt  aber  wieder  aus,  dass  die  gesuchten  Punkte  auf  einer  Ge- 
raden y  liegen,  welche  die  Streifen  im  umgekehrten  Yerhältniss  der 
Amplituden  als  Aussenlinie  theilt.  £s  gibt  nur  eine  solche  Gerade,  da 
diese  Theilung  nur  auf  eine  Weise  möglich  ist;  sie  existirt  immer,  wel- 
chen Werth  auch  das  Yerhältniss  der  Amplituden  haben  mag.  Indem 
man  die  Bewegung  eines  Punktes  auf  cc  als  Rotation  um  y  auffasst,  ge- 
langt man  zur  Kenntniss  der  Amplitude  d  S  der  resultirenden  Rotation. 
Man    hat  nämlich   hierfür  wieder  äy  *  d  S  s=  äß  -  d  9\   woraus   aber  mit 

—  _         —  fßy         \        -    /dd^  \ 

Hülfe   von   aß  =  ßy  —  ay  =  ay   I  -    —  ^  )  =  «7  (  ^"^  —  ^  j    g©^^^^^®^ 

wird:  dS  =  d^  —  dd'\ 

Sind  endlich  die  Amplituden  entgegengesetzt  gleich,  so  erlangt  ein 
Punkt  y  des  Streifens  die  Bewegung  äy  -  d&  +  ßy  -  d&  =  (öy  +  ßy)  dd^ 
:==  aß  '  d^  und  ebenso  ein  Punkt  der  Aussenraume  die  Bewegung 
ßy  '  dd^  —  äy  •  dd^  oder  äy  •  dd"  —  ßy  '  dd-j  deren  gemeinschaftlicher 
Werth  ebenfalls  äß  '  dd^  ist.  Alle  Punkte  der  Axenebene  haben  also 
dieselbe  Bewegung  und  das  ganze  System  also  eine  Translation. 

Die  Resultate   dieser  Betrachtungen  sind  daher: 

Eine  unendlich  kleine  Rotation  von  der  Amplitude  dd" 
um  eine  Axe  a  und  eine  unendlich  kl  eine  Translation  dz 
senkrecht  zu  dieser  Axe  sind  zusammen  äquivalent  einer 
Rotation  derselben  Amplitude  und  desselben  Sinnes  um 
eine  zu  a  parallele  Axe  ß,  welche  in  der  durch  a  zur  Trans- 


HL  Cap.  Bewegung  parnllel  einer  Ebene.  27 

lationsrichtung    senkrechteu    Ebene    im     Abstände   d  = 

d^ 

▼  on  a  auf  derjenigen  Seite  von  a  liegt,  auf  welcber  die 
Pankto  dieser  Ebene  durch  die  Kotation  und  die  Trans- 
lation entgegengesetzte  Bewegungen  annehmen. 

Zwei  unendlichkleine  Rotationen  verschiedener  Am- 
plituden JO,  dd^  um  zwei  parallele  Axen  a,  ß  sind  äquiva- 
lent einer  einzigen  Rotation  um  eine  gleichfalls  parallele 
Axe,  welche  in  die  Ebene  aß  fällt.  Sie  theilt  den  Streifen 
a  ß  im  umgekehrten  Verhältniss  der  Amplituden  und  zwar 
als  innere  Theilungslinie,  wenn  die  Amplituden  gleichen 
Sinnet,  als  äussere  Theilungslinie,  wenn  sie  entgegenge- 
setsten  Sinnes  sind;  im  letzteren  Falle  findet  sie  sich  auf 
der  Seite  der  Axe  der  grösseren  Amplitude.  Die  Amplitude 
der  resultirenden  Rotation  ist  die  Summe  oder  Differenz 
der  gegebenen  Amplituden,  je  nachdem  diese  gleichen  oder 
entgegengesetzten  Sinn  haben;  ihr  Sinn  stimmt  im  erstem 
Falle  mit  dem  gemeinschaftlichen  Sinne  beider,  im  letztern 
Falle  mit  dem  Sinnn    der  grösseren  Amplitude  üborein. 

Zwei  entgegengesetzt  gleiche  unendlich  kleine  Rota- 
tionen um  zwei  parallele  Axen  or,  ß  (ein  unendlich  kleines 
Kotationtpaar)  sind  äquivalent  einer  unendlich  kleineu 
Translation  senkrecht  zur  Axenebene  ctß^  deren  Grösse 
gleich  dem  Produkte  des  Axonabstandos  und  der  gemein- 
schaftlichen Amplitude  ist. 


m.  Capitel. 

Bewegung  eines  unveränderlichen  Systems  parallel  einer  Ebeno. 

§.  1.  Die  Lehren  des  vorigen  Capitels  über  die  Acquivaleuz  der 
Translationen  und  der  Rotationen  um  parallele  Axen  reichen  hin,  um  eine 
genaue  Einsicht  in  den  Vorgang  der  Bewegung  eines  uuverändorlichcn 
Sybtems  zu  erlangen,  bei  welcher  die  Bahnen  aller  Punkte  ein  und  der- 
selben Ebene  parallel  sind.  Hierbei  bewegt  sich  jeder  zu  dieser  Ebene 
paralh^l  geführte  Schnitt  des  Systems  in  seiner  Ebene,  führen  alle  Punkte 
einer  zu  der  Ebene  senkrechten  Geraden  congruente  Bewegungen  aus 
ood  lind  mithin  die  Bewegungen  aller  Parallelschnitte  zu  jener  Ebene 
dieselben.  Daher  genügt  die  Untersuchung  der  Bewegung  eines  sülchcn 
l'arallelschnittes,  d.  h.  die  Untersuchung  der  Bewegung  eines  e))euen 
^TStems  in  seiner  eigenen  Ebene, 
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Fiff.  9. 


I.  Welches  auch  immer  die  Bewegung  eines  ebenen  un- 
veränderlichen Systems  in  seiner  eigenen  Ebene  sei,  sie 
ist  immer  äquivalent  einer  Rotation  um  ein  bestimmtes  in 
der  Ebene  des  Systems  liegendes  Centrum;  und  wie  hieraus 
unmittelbar  folgt: 

Welches  auch  immer  die  Bewegung  eities  räumlichen 
unveränderlichen  Systems  parallel  einer  Ebene  sei,  sie  ist 
stets  äquivalent  einer  Rotation  um  eine  bestimmte  zu  jener 
Ebene  senkrechte  Axe. 

Es  seien  l!  und  2!'  die  beiden  Lagen  des  beweglichen  ebenen 
Systems  2*,  welche  dasselbe  zu  Anfang  und  am  Schlüsse  seiner  Be- 
wegung einnimmt.  Diese  beiden  Lagen  bilden  zwei  in  einer  Ebene 
vereinigte  congruente  Systeme  gleichartiger  Lage*);  es  kommt  darauf 
an  zu  zeigen,  dass  dieselben  einen  Doppelpunkt  besitzen,  d.  h.  dass  es 
einen  Punkt  der  Gesanmtebene  gibt,  in  welchem  ein  Paar  homologer 
Punkte  beider  Systeme,  vereinigt  ist.   Zu  dem  Ende  seien  A\  Ä'  (Fig.  9,  a.) 

irgend  ein  Paar  homologer  Punkte ; 
joder  Geraden  von  2\  welche  durch 
Ä  hindurchgeht,  entspricht  sodann 
eine  bestimmte  Gerade  von  S'\ 
welche  den  Punkt  A''  enthält,  so- 
dass ^ ,  Ä'  die  Mittelpunkte  zweier 
homologer  Stralenbüschel  sind. 
Diese  Stralenbüschel  sind  gleich- 
liegend, sodass,  wenn  ein  beweg- 
licher Stral  von  Ä  sich  im  Sinne 
der  Uhrzeigerbewegung  dreht,  der 
homologe  Stral  von  A"  sich  in 
demselben  Sinne  dreht;  die  Büschel 
sind  als  Bestandtheile  congruenter 
Systeme  congruent,  so  dass  je  zwei 
Stralon  des  einen  denselben  Win- 
kel einschliessen,  wie  die  homologen 
'  Stralen  des  andern.  Ziehen  wir 
jetzt  den  Stral  d'  von  Ä^  welcher 
durch  Ä'  geht  und  bestimmen  den 
ihm   homologen   Stral    d"   von    Ä\ 


^J  B 


*)  Zwei  congruente  vereinigte  Ebenen  können  gleichartige  oder  ungleich- 
artige Lagen  haben;  jede  Ebene  hat  nämlich  ein  doppeltes  G epräge  und  es  findet 
gleichartige  Lage  statt,  wenn  die  homologen  Gepräge  der  Ebenen  auf  dieselbe 
Seite  der  Gesammtebene  fallen,  in  welcher  beide  vereinigt  sind;  durch  Umklap- 
pen der  einen  Ebene  geht  die  gleichartige  Lage  in  die  ungleichartige  über.  Im 
vorliegenden  Falle  ist  das  Umklappen  und  damit  auch  die  ungleichartige  Lage 
ausgeschlossen. 
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•o  ist  der  Winkel  (c^a),  den  er  mit  einem  beliebigen  andern  Strahle 
«'  Ton  X  bildet ,  gleich  dem  Winkel  (rf  V) ,  den  der  homologe  Strahl  «" 
mit  rf"  bildet  und  liegen  beide  Winkel  auf  homologen  Seiten  von  d' 
aiid  (T.  Hieraus  folgt,  dass  d  und  a"  sich  unter  constantem  Winkel 
schneiden,  nämlich  unter  dem  Winkel,  den  ä  und  cf"  mit  einander  ein- 
schfietten.  Daher  ist  der  Ort  der  Schnittpunkte  der  homologen  Stralen 
beider  Büschel  ein  Kreis,  welcher  durch  Ai  und  Ä'  geht,  diesen  con- 
staoten  Winkel  als  Peripheriewinkel  fasst  und  folglich  den  Stral  i'  in 
X!  berührt.  Durch  jeden  Punkt  dieses  Kreises  gehen  mithin  zwei  ho- 
mologe Stralen  der  beiden  Büschel.  Besitzen  die  Systeme  nun  einen 
Doppelpunkt,  so  muss  derselbe  auf  diesem  Kreise  liegen.  Denn  es  sind 
in  ihm  swei  homologe  Punkte  C,  C'  vereinigt  and  daher  die  Geraden 
^^,  C JC  als  Verbindungslinien  homologer  Punkte  homologe  Stralen 
der  Büschel  ^,  Ä'  und  schneiden  sich  folglich  auf  dem  Kreise.  Die 
homologen  Stralen  wie  a',  a"  sind  Träger  congruenter  Punktreihen 
XSr ..,  Ä'  g-  T'\,,  so  dass  Ä  S'  '^^Ä'  S\  Ä  r  =  Ä'  r"  u.  s.  f.; 
sollen  daher  homologe  Punkte  C,  C  in  einen  Punkt  C  zusammenfallen, 
•0  moss  dass  Dreieck  Ä  CA'  gleichschenklig  werden  und  kann  ein 
Doppelpunkt  nur  Schnittpunkt  des  in  der  Mitte  von  A  Ä'  auf  Ä  Ä'  er- 
nchteten  Perpendikels  mit  dem  Kreise  sein.  Von  den  beiden  Schnitt- 
punkten C,  Z>  kann  aber  nur  der  eine  Doppelpunkt  sein.  Zwar  gehen 
Bieh  beiden  homologe  Strahlen  paar  o  der  Büschel  Ä^  Ä\  aber  nur  in 
einem  von  ihnen,  C^  schneiden  sich  dieselben  so,  dass  die  zusammen- 
trHTenden  Ualbstrahlen  Ä  C  .  .  .,  A"  C"  .  .  .  homologe  Punkte  ent- 
Wten. 

Es  gibt  daher  nur  einen  Doppolpunkt  und  derselbe  existirt  immer, 
wenn  er  auch  in  einem  speziellem  Falle  in's  Unendliche  rücken  kann. 
In  denselben  zu  finden ,  braucht  man  nur  ausser  dem  Perpendikel, 
welches  in  der  Mitte  der  Sehne  Ä  Ä'  errichtet  wurde,  noch  ein  zweites 
*n  der  Mitte  einer  andern  Sehne  B  B'  zu  construiren,  ihr  Schnittpunkt 
liefert  den  gesuchten  Doppelpunkt.  Durch  Rotation  um  den  Doppel- 
punkt gelangt  das  System  aus  der  ersten  Lage  in  die  zweite.  Die  Am- 
plitude derselben  ist  gleich  dem  Winkel  zweier  homologer  Geraden,  wie 
«•  B.  <f^  <f".  Die  homologen  Geradcnpaaro  bilden  mit  einander  den- 
•«Iben  Winkel,  da  die  Geraden  des  beweglichen  Systems  durch  dieselbe 
^Ution  aus  der  ersten  in  die  zweite  Lage  gelangen. 

»Sind  die  Sehnen  Al  ä'  und  B  B"  parallel  und  fallen  die  Perpon- 
<i>kel,  welche  in  ihrer  Mitte  errichtet  wurden,  nicht  zusammen,  so  rückt 
i^  Schnittpunkt  und  damit  das  Rotatitmscentrum  in*8  Unendliche.  Die 
liottüon  geht  in  eine  Translation  über  und  bemerkt  man,  dass  dieser 
J'nD  nnr  eintritt,  wenn  Ä  Ä'  =  B'  5"  ist  (Fig.  9,  b). 

Fallen  aber  beide  Perpendikel  zusammen,  so  folgt,  dass  die  Ab- 
■^nde   des  Centrums    von    beiden    Sehnen    sich    wie    die   Lftngcn    der 
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Sehnen  verbalten  und  dient   diese  Bemerkung  zur  Auffindung  desselben. 
(Fig.  9,  c). 

Würden  die  Systeme  £\  H'  zwei  Doppelpunkte  C,  D  besitzen, 
so  mtissten  sie  zusammenfallen.  Denn  wogen  der  gleichartigen  Lage 
fallen  diesseits  und  jenseits  der  Verbindungslinie  derselben  homo- 
loge Theile  der  Ebenen  aufeinander.  Sind  nun  in  C  die  Punkte  Ä^ 
Ä\  in  D  die  Punkte  ^,  5^'  vereinigt  und  ist  ^,  If'  ein  weiteres  Paar 
homologer  Punkte  der  Systeme,  so  fallen  die  Dreiecke  Ä  B'  E  und 
Ä'  Bf'  Ef'  vermöge    der  Congruenz  zusammen  und  damit  also  die  Punkte 

§.  2.  Es  seien  jetzt  -ST,  2f\  2f'\  .  .  .  eine  Reihe  von  Lagen,  welche 
das  ebene  System  2  während  seiner  Bewegung  durchläuft.  Die  Be- 
wegung, welche  dasselbe  aus  der  Lage  2f  nach  2^'  führt,  ist  äquivalent 
einer  Rotation  0'  um  ein  gewisses  Centrum  C  (Fig.  10),  die  Bewegung, 
durch  welche  dasselbe  aus  der  Lage  Z"  in  die  folgende  Lage  2f'*  ge- 
langt, ist  äquivalent  einer  Rotation  ^''  um  ein  anderes  Centrum  C"  u.  s.  f. 

i-'igr.  10.  Construiren   wir   alle    diese  Centra  und  er- 

theilen  dem  System  2  statt  seiner  wirk- 
lichen Bewegung  nach  und  nach  die  Rota- 
tionen ^\  -ö""  .  .  .  um  sie,  so  ergibt  sich  eine 
Bewegung,  welche  mit  der  wirklich  statt- 
findenden in  den  Lagen  Z\  E'\  2""  .  .  . 
übereinstimmt.  Schaltet  man  nun  zwischen 
je  zwei  aufeinanderfolgenden  dieser  Lagen 
andere  Lagen  des  beweglichen  Systems  ein 
und  bestimmt  von  Neuem  die  Rotations- 
centra  und  Amplituden,  wie  vorher,  so  er- 
hält man  eine  Bewegung  des  Systems, 
welche  der  wirklich  stattfindenden  sich  be- 
reits weit  enger  anschliesst.  Setzt  man  die- 
sen Prozess  immer  weiter  fort,  so  häufen  sich  die  Centra  immer  dichter 
und  weil  je  zwei  aufeinanderfolge  Lagen  des  Systems  immer  weniger 
von  einander  abweichen,  so  nehmen  die  Amplituden  immer  mehr  ab  und 
erkennt  man,  dass  die  wirklich  stattfindende  Bewegung  die  Grenze  ist, 
welcher  sich  die  Rotationsfolge  ohne  Ende  nähert.  Dabei  nähert  sich 
die  Reihe  der  Centra  einer  bestimmten  Curve,  sodass  man  beim  Ueber- 
gang  zur  Grenze  selbst  den  Satz  erhält: 

IL  Die  Bewegung  eines  unveränderlichen  ebenen  Sy- 
stems in  seiner  eigenen  Ebene  ist  äquivalent  einer  conti- 
nuirlichen  Folge  von  Rotationen  um  die  Punkte  einer  be- 
stimmten in  der  Ebene  gelegenen  Curve  (C)\  und  mit  Rücksicht 
auf  die  Bewegung  eines  Systems  parallel  einer  Ebene : 

Die    Bewegung     eines     unveränderlichen    körperlichen 


III.  Cap.  Bewegfnn^  parallel  einer  Ebene.  3X 

^Systems  parallel  einer  Ebene  ist  äquivalent  einer  conti- 
nnirlichen  Folge  von  Rotationen  um  die  Erzengnngslinien 
eines  snr  Ebene  senkrecbten  Cylinders  (C)  als  Axen. 

Die  Cnrve  (C)  ist  zum  Verständniss  der  Bewegung  des  Systems 
swar  weientlich,  aber  noch  nicht  hinreichend,  vielmehr  gehört  dazu  noch 
eine  andere.  Wfthrend  sich  nämlich  das  System  am  C  dreht,  fällt  mit 
diesem  Centmm  ein  gewisser  Punkt  V  des  Systems  zusammen,  welcher 
C  verllUst,  sobald  die  Drehung  um  C  beginnt;  während  dieser  liegt 
ein  Sjstempnnkt  F"  in  C";  ebenso  fällt  während  der  Drehung  um  C" 
mit  diesem  Punkte  ein  gewisser  Punkt  V"  zusammen  u.  s.  f.  Sowie 
nitn  die  Punkte  C  in  der  Grenze  eine  Curve  des  absoluten  Raumes  bil- 
den, so  ut  der  geometrische  Ort  der  Punkte  T  schliesslich  eine  gewisse 
Corre  des  Systems,  deren  Punkte  während  der  Bewegung  mit  den  Punk- 
ten der  Cnrve  (C)  zur  Berührung  kommen,  so  zwar,  dass  die  Curve  {T)  in. 
jeder  Lage  des  Systems  die  Curve  (C)  berührt  und  während  der  Bewe- 
gung anf  ihr  hinrollt  ohne  zu  gleiten.    Man   hat  daher  weiter  den  Satz: 

III.  Die  Bewegung  eines  unveränderlichen  ebenen  Sy- 
stems in  seiner  Ebene  kann  definirt  werden  als  das  Rollen 
einer  bestimmten  Cnrve  (JT)  des  beweglichen  Systems  auf 
einer  bestimmten  Cnrve  (C)  der  festen   Ebene.     Oder  auch: 

Die  Bewegung  eines  unveränderlichen  räumlichen  Sy- 
stems parallel  einer  Ebene  kann  definirt  werden  als  das 
Rollen  einer  bestimmten  Cylinder fläche  (F)  des  beweglichen 
Systems  auf  einer  bestimmten  festen  Cylinderfläche  (C)  des 
Kanmes   ohne  Gleiten. 

Man  kann  leicht  zu  einer  Folge  von  Punkten  C  die   entsprechende 
Folge    der  Punkte    F  constniiren.      Man    trage   zu   dem  Ende   an  C  (f 
entgegengesetzt    dem    Sinne    der  Rotation    um   C   den  Winkel   /^'  Cf  C 
gleich  der  zu  C  gehörigen  Amplitude  O'  an  und  nehme  V  /'"  =  C  C'\ 
Hierauf    ziehe    man    7'"y"    so,    dass    der   Winkel    FT"}'"   gleich    dem 
Winkel  C'C"C"'   wird,    trage   an    /'"/'   wiederum    entgegengesetzt    der 
Rotation   um  C"   die    diesem  Centrum    entsprechende   Amplitude   O"  an 
und  mache  /'"  i""  =  C"  C".    Setzt  man  diese  ('onstruction  fort,  so  er- 
Ukh   man   ein   Polygon  [/'],    dessen  Aussenwinkel   gleicli    den   Polygon- 
vinkeln    des  Polygons    [C]  sind    vermehrt   um    die   den  Punkten  C  ent- 
sprechenden Kotationsamplituden,  welches  Polygon  also  bei  der  Rotation 
de«  Systems  um  die  Punkte  C  sich  mit  seinen   Seiten  an  die  Seiten  von 
C\  anlegt.     Geht  nun  das  Polygon   [C]   in  die  ('urve  {(-)    über,    welche 
der  Ort   aller  Rotationscentra  im  absoluten  Räume  ist,    so    geht  das  Po- 
lygon [Fj  zugleich  in  die  Curve  (/*)  über,  welche  alle  Punkte  des  Sy- 
stems enthält,   welche  nach    und    nach   mit    den   Punkten    der  Curve  {(') 
tniammenfallen ,  und  welche,  indem  sie  über  die  Curve  {C)  hinrollt,  das 
System  ndthigt,  die   ihm  vorgeschriebene  Bewegung  auszuführen. 
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§.  3.  Jeder  Lage  des  ebenen  Systems  eoispricfat  ein  bestimmter  PqdIi 
C  der  Curve  (C),  nm  velchen  dasBelbe  eine  nnendlicb  kleine  Rotatio 
annrührt,  um  in  die  folgende,  nnendicb  nabe  Lage  zu  gelangen.  Diese 
Punkt  beiset  das  augenblickliche  oder  momentane  Rolationscentmi 
des  Systeme  (kürzer  wollen  wir  „Homentancentrnm"  sagen)  nnd  di 
unendltcbkleine  Rotation  am  dasselbe  die  Elementarbewegnng  de 
Systems.  Statf  „  Momentan cent mm "  is:t  bei  dem  räamlicben  Syetem 
„  Homentanaxe"  zn  sagen. 

In  Folge  der  Elementarbewegnng  beschreibt  jeder  Punkt  des  System 
ein  Element  seiner  Babn,  welcbes  als  unendlich  kleiner  Kreisbogen  di 
das  Momentancentmm  als  Uittelpunkt  oder  anch  als  nnendlicb  klein 
gerade  Linie  angesehen  werden  kann,  deren  Richtung  die  Richtung  dt 
Tangente  an  die  Bahn  des  Punktes  ist.  Da  die  Tangente  des  Kreises  ai 
dem  Radios  derselben  senkrecht  steht,  so  siebt  man,  dass  die  Verbii 
dungslinien  des  Moment  an  centmms  mit  den  Punkten  des  Systems  di 
Normalen  der  Bahnen  dieser  Funkte  sind  und  dass  in  jeder  Lage  d( 
Systems  die  Normalen  der  Bahnen  seiner  Punkte  sich  in  ein  und  den 
selben  Punkte  schneiden,  nämlich  im  Momentancentmm  jener  Lagi 
Die  Aufgabe,  die  Tangente  und  Normale  an  irgend  eine  der  Curven  z 
ziehen,  welche  die  Punkte  dcsSystems  während  derBewegung  beachreibei 
ist  mit  UUlfe  des  Momentancentrums  sehr  einfach  zu  lösen. 

§.  4.  Ans  Cap.  I,  §.  2.  erhellt,  dass  die  Bewegung  eines  unverSndei 
lieben  Systems  bestimmt  ist,  §obald  die  Bewegung  irgend  dreier  sein« 
Punkte,  die  nicht  in  gerader  Linie  liegen,  bestimmt  ist.  Es  seien  < 
J},  C  drei  solche  Punkte  des  Systems  und  bewege  sich  einer  von  ibnci 
z.  B.  A  auf  einer  gegebenen  ebenen  oder  doppelt  gekrümmten  Curve  (n 
Für  jede  seiner  Lagen  auf  derselben  ist  der  Punkt  B  auf  die  ObetfiäcL 
einer  um  A  mit  AB  als  Halbmesser  beschriebenen  Kngelääche  beschränk 
nimmt  man  daher  auch  für  B  eine  Curvo  (ß)  als  gegeben  an,  auf  we 
eher  dieser  Punkt  sich  bewegen  soll,  so  ergeben  sieb  die  de&  versehii 
denen  Lagen  von  A  auf  (o)  entsprechenden  Lagen  von  B  auf  (ß)  a 
die  continuirliche  Folge  der  Durchschnitte  dieser  Curve  (j3)  mit  Jen« 
Kugelfläuhc,  Für  jede  Lage  der  Geraden  A  B  ist  alsdann  der  driti 
Punkt  C  auf  den  Umfang  eines  Kreises  bcüchränkt,  dessen  Mittelpunl 
der  Schnittpunkt  einer  durch  C  gebenden  za  A  B  senkrechten  Ebene  m 
A  B  ist.  Um  also  die  Bewegung  dieses  dritten  Punktes  C  zn  bestimme) 
darf  man  nicht  etwa  noch  eine  dritte  Curve  willkührlich  annehmen  un 
festsetzen,  C  seile  sich  auf  ihr  bewegen.  Denn  da  C  ausserdem  auc 
auf  jenem  Kreise  liegen  muss,  so  mlisste  die  Bedingung  noch  hinzi 
treten,  dass  der  Kreis  in  allen  seinen  Lagen  die  dritte  Curve  schneidei 
dadurch  aber  die  WillkUhrlichkeit  der  Wahl  jener  Curve  aufgebobe 
wird.  Vielmehr  darf  nur  noch  eine  Fläche  E  als  Ort  des  Punktes 
beliebig  angenommen  werden  und  auf  dieser  ergeben  sich   die  den  ve 
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sich  von  C  an  eine  oder  die  andere  der  Curven  (a),  (j5)  mehrere  Nor- 
malen legen,  so  entscheidet  die  bekannte  Länge  AB^  welche  Verbin- 
dungslinie der  Fusspnnkte  werden  muss,  welche  zwei  von  den  ver- 
schiedenen Fusspunkten  der  Normalen  zu  wählen  sind. —  Da  das  Bogen - 
Clement,  welches  ein  beliebiger  Systempunkt  D  beschreibt,  als  unendlich 
kleiner  Kreisbogen  um  das  Momentancentrum  C  angesehen  werden  muss, 
so  folgt,  dass  die  Bahn  des  Punkts  D  von  sämmtlichen  Kreisen,  welche 
aus  den  Momentancentris  C  mit  den  Abständen  CD  derselben  von  den 
entsprechenden  Lagen  des  beschreibenden  Punktes  D  beschrieben  wer- 
den können,  berührt  wird.  Die  Bahn  des  Punktes  D  ist  also  die  Enve- 
loppe  derselben. 

Behufs  der  analytischen  Behandlung  der  vorstehenden  Aufgaben 
nehmen  wir  in  der  festen  Ebene  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem 
der  a:,  y  und  in  dem  beweglichen  Systeme  ein  anderes  der  |,  n]  an.  Das 
erste  sei  beliebig  gewählt,  der  Ursprung  des  zweiten  aber  sei  die  Mitte 
der  Geraden  A  B  und  seien  A  B  und  die  in  ihrer  Mitte  errichtete  Senk- 
rechte die  Axen  der  |  und  i;.  Die  Coordinaten  des  Punktes  A  auf  der 
Curve  (a)  seien  Xai  y«,  als  Functionen  irgend  einer  Variabein  ia  ge- 
dacht, durch  deren  Elimination  die  Gleichung  der  Curve  (o)  in  der  ge- 
wöhnlichen Form  gefunden  würde;  die  Coordinaten  von  B  auf  der  Curve 
iß)  seien  in  ähnlicher  Weise  Xß^  yß  und  als  Functionen  einer  andern 
Variabein  iß  gegeben.  Ist  alsdann  a  der  constante  Abstand  AB  beider 
Punkte,  so  besteht  zunächst  die  Gleichung 

und    werden    die    Coordinaten     des    beweglichen    Ursprunges     0'    sein : 

1  (^a  ■'"  ^/j)»  if^a  ■'"  y^^'  Charakterieirt  man  ausserdem  die  specielle 
Lage  des  beweglichen  Coordinatcnsystems  gegen  das  feste  durch  den 
Winkel  A,   welchen  die  positiven  Axen  der  .r,  |  mit  einander  einschliesseu, 

sodass  also 

cos  k              sin  XI 
=  =  -^  (2) 

^/J  — ^a  Vß-Va  " 

so  bestehen  zwischen  den  Coordinaten  .r,  y  eines  Punktes  der  festen 
Ebene  und  denen  |,  ?/  des  mit  ihm  in  einer  speziellen  Lage  des  Systems 
zusammenfallenden  Punktes  die  Gleichungen : 

^  =  i  (^a  +  V    +   ^  ("f^s  l  —  r]  sin  l 

y  =  i  (y^  +  Vß)    +  ^  ^^^^  ^  +  ^  ^«*  ^» 
Bedeuten  nun   o:,  y   die  Coordinaten   des  Momeptancentrums  C,    so 
sind  I,  ri  die  Coordinaten   des  mit  ihm    zusammenfallenden  Systempunk- 
tes r  und  müssen  .r,  y  den  Gleichungen    der  Normalen    an  (a),  (/3)  in 
den  Punkten  A^  B  genügen,  nämlich 

{X  -  .rj  x^  +  [y  —  y„)  y„'=  0 

{x  —  x^  x'  +  {y  —  y^  y'  =  0, 
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Elemente    der    Bewegung    beruht    das,    was    als    Dualismus    bezeichnet 

wurde. 

§.  6.      Als    erstes  Beispiel    für    die    bis   jetzt    behandelten   Lehren 

dieses     Capitels     wählen     wir     die     elliptische     Hypocyclo'iden- 

b  e  w  e  g  u  n  g. 

Ein    ebenes     unveränderliches    System    bewegt    sich    in 

seiner  Ebene  so,  dass  zwei  seiner  Punkte,    A  und  B  (Fig.   12) 

Figr.  12.  fortwährend  auf  zwei  festen  zu 

einander  rechtwinkligen  Ge- 
raden (a),  iß)  bleiben,  man  soll 
finden:  1.  das  Momentanceu- 
trura  C  für  eine  beliebige  Lage 
des  Systems,  sowie  den  Ort  (C) 
aller  Momen tancentra,  2.  den 
Ort  (r)  aller  Systempunkte  F, 
welche  nach  einander  mit  den 
Momentancentris  C  zusammen- 
treffen, endlich  3.  die  Bahn 
eines  beliebigen  Systempunk- 
tes Z>nebst  der  Tangente  oder  Normalen  derselben  in  einem 

beliebigen  ihrer  Punkte. 

1.  Das  Momentancentrum  C  ist  der  Durchschnitt  C  der  in  den  Punkten  A^  B 
anf  ihre  Bahnen  (a),  (p)  errichteten  Normalen  AC^  BC.  .Da  in  dem  Rechteck 
OABC  die  Diagonale  0(7,  welche  dies  Centrum  mit  dem  Schnittpunkte  der  festen 
Geraden  verbindet,  constant,  nämlich  gleich  AB  ist,  so  ist  der  Ort  (C)  aller  Mo- 
mentancentra  ein  um  0  mit  AB  sAa  Radius  beschriebener  Kreis. 

2.  Da  alle  Dreiecke  ABF^  welche  im  beweglichen  System  über  AB  als 
Grnndlinie  mit  den  verschiedenen  Punkten  F,  welche  mit  den  Momentancentris  C 
zusammentreffen,  als  Spitzen  gebildet  werden  können,  bei  V  rechtwinklig  sind,  so 
ist  der  Ort  (F)  ein  über  AB  als  Durchmesser  beschriebener  Kreis.  Dieser  Kreis 
geht  während  der  Bewegung  fortwährend  durch  0  hindurch  und  berührt  den  Kreis 
der  Momentancentra  so,  dass  beide  auf  dieselbe  Seite  der  gemeinschaftlichen 
Tangente  fallen.  Die  Bewegung  des  Systems  kann  daher  ebensogut  durch  das 
Rollen  eines  Kreises  auf  der  Innenseite  eines  andern  Kreises  von  doppelt  so 
grossem  Halbmesser  delinirt  werden ,  als  durch  die  Bewegung  der  beiden  System- 
puukte  Ay  B  auf  den  festen  Geraden  (a),  {ß)\  daher  der  Name  „Hypocycloiden- 
bewegung".  Die  Bewegung  ist  eine  periodische  und  kehren  dieselben  Lagen  des 
Systems  nach  zwei  vollen  Umläufen  des  rollenden  Kreises  «wieder;  sie  kann  in 
beiderlei  Sinne  erfolgen,  im  Sinne  der  Uhrzeigerbewegung  und  im  umgekehrten. 

3.  Um  die  Bahn  eines  beliebigen  Systempunktes  D  (Fig.  13)  zu  finden,  bestim* 
men  wir  zunächst  die  äussersten  Lagen,  welche  derselbe  während  der  Bewegung 
erreicht.  Der  Punkt  />,  der  Mittelpunkt  0  des  festen  und  der  Mittelpunkt  O*  des 
rollenden  Kreises  kommen  während  einer  vollen  Periode  der  Bewegung  viermal 
in  gerade  Linie  zu  liegen,  zweimi»]  so,  dass  7>  ausserhalb  der  Strecke  00'  zwischen 
0  und  der  Peripherie  des  festen  Kreises  sich  befindet  und  zweimal  so,  dass  er 
zwischen  0  und  0'  liegt.  Diese  Lagen  folgen  abwechselnd  auf  einander  und  treten 
je  nach  einer  halben  Umdrehung  des   rollenden  Kreises  ein,    liegen   mithin  paar- 
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Strecken.  Denn  da  das  Dreieck  00' Fq  gleichschenklig  ist  und  »an  seiner  Basis 
Winkel  gleich 'V^  besitzen  muss,  weil  der  Aussenwinkel  2  ip  ist,  so  folgt,  dass  der 
Punkt  Tq  für  jede  Lage  des  Systems  sich  auf  EE'  befinden  inuss.  Auch  kann  die 
geradlinige  Beschaffenheit  der  Huhn  dieser  Punkte  unmittelbar  auf  folgende  Art 
erkannt  werden.  Denkt  man  sich  nämlich  die  Lage  des  Systems,  bei  welcher  A 
mit  dem  Punkte  0  zusammenfällt  (Fig.  14,  a,  b.),  also  das  Dreieck  ARD  die  Lage 


Fi^.  14  a. 


Fijf.  11  b. 


A  B^  ö    hat,  so  muss,  da  Winkel  B  A  D^^  Winkel  BAD,  die  Gerade  OD    durch 

i  §  m  '  '  0  4  9  '  0 

D  hindurchgehen,    d.  h.   der  Punkt  D  muss   für   jede  Lage  des  Systems  auf   dorn 
Stralo  OD^  oder  seiner  Hückverlängorung  liegen. 

Um  die  Lage  der  Hauptaxeu  der  von  einem  bestimmten  Systempuukte  be- 
schriebenen Ellipse  zu  bestimmen,  sei  (Fig.  12)  /u.  der  Winkel  DO'A  im  System, 
den  die  Verbindungslinien  0' D  des  beschreibenden  Punktes  und  des  Mittelpunktes 
des  beweglichen  Kreises  wie  der  Geraden  B A  bildet,  deren  Endpunkte  auf  den 
festen  Geraden  (a),  (ß)  sich  bewegen.  Die  Lage  der  grossen  Axe  ist  nun  die-^ 
jenige,  für  welche  D  in  den  Punkt  E  (siehe  Fig.  13)  eintritt;  daher  muss  der 
Winkel  ^,  den  die  grosse  Axe  mit  («)  bildet,  die  Hälfte  von  {t,  sein.  Man  sieht 
hieraus,  dass  alle  Punkte  einer  Geraden  des  Systems,  welche  durch  (/  geht, 
Ellipsen  beschreiben,  deren  Ilauptaxen  in  dieselben  Richtungen  der  festen  Ebenen 
fallen.  Für  /*  =  0  erhält  man  die  Gerade  AB  selbst;  für  ihre  Punkte  wird  ^  =  o; 
alle  ihre  Punkte  beschreiben  daher  Ellipsen,  deren  Hiiuptaxenrichtnngen  in  (et) 
und  iß)  liegen.  Das  Quadrat  der  halben  Excentricität  c  dieser  Ellipsen  ist 
c^=  {\  a-\-  dY  —  {\  a  —  dy  =  2  a  dy  es  ist  also  diese  Grösse  das  geometrische 
Mittel  zwischen  dem  Durchmesser  2  a  des  festen  Kreises  und  dem  Abstände  d  des 
beschriebenen  Punktes  von  dem  Mittelpunkt  des  rollenden  Kreises. 

4.  Um  die  Bahn  eines  Systempunktes  D  ana- 
lytisch zu  bestimmen,  seien  £,  rj  (Fig.  15]  seine 
Coordinaten  in  Bezug  auf  ein  dem  System  ango- 
höriges  rechtwinkliges  Coordinatensystem,  dessen 
Axe  der  £  in  ^  die  Gerade  BA  fällt  und  dessen 
Ursprung  der  Mittelpunkt  derselben  ist.  Ferner 
seien  jc^  y  die  Coordinaten  desselben  Punktes  in 
Bezug  auf  das  Coordinatensystem  der  festen  Ebene, 
dessen  x-  und  y-Axe  in  die  Geraden  (a)  und  {ß) 
fallen.  Während  der  Bewegung  des  Systems 
bleiben  also  £,  17  constaiit,  dagegen  sind  a;,y  die 
variabeln  Coordinaten  eines  Punktes  der  Bahn, 
welche  D  beschreibt.  Wählt  man  nun  den  Winkel  BA0  =  'ff)  als  unabhängige 
Variable,  welche  die  spezielle  Lage  des  Systems  bestimmt,  so  sind  die  Coordinaten 
des  beweglichen  Ursprungs  \  a  cos  ip  und  ^  a  sin  i/>  und  erhält  man  aus  den  Glei- 
chungen des  §.  4  oder  auch  unmittelbar  durch  Projection  des  Dreiecks  O'pD  auf 
die  festen  Axen  die  beiden  Uleichuugeu: 


FiR-.  15. 
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Kijf.  1«. 


OC  rechten  Winkeln  gegenüberliegt,  so  ist  sie  ein  Darch- 
mcsscr  dieses  Kreises;  dieser  findet  sich  mit  Hülfe  des 
Dreiecks  AOB  und  hat,  wenn  X  den  Winkel  der  Geraden 


bedeutet,  den  Werth  OC 


AB 


sin  l 


— .    Es  ist  mithin  OC  con- 


stant  und  folglich  der  Ort  der  Momeutancentr.i  auch  hier 


ein  Kreis  vom  Radius 


a 


sin  X' 


wenn  AB  =  a   gesetzt  wird. 

Da  femer  der  Winkel  AGB 
=  sr  —  X  constant  ist,  so  ist 
derOrt  derPunkte  Fein  Kreis 
und  zwar  der  obenerwähnte 
dem  Viereck  OACB  umschrie- 
bene. Sein  Durchmesser  ist 
wie  früher  gleich  dem  Radius 
des  Kreises  derMomentancen- 
tra.  Die  Bewegung  besteht 
auch  hier  in  dem  Uollen  des 
kleineren  Kreises  auf  der  In- 
nenseite des  grösseren.  Jeder 
Punkt  auf  dem  Umfang  des 
rollenden  Kreises  beschreibt 
auch  hier  einen  Durchmesser 
des  festen  Kreises,  wie  man 
direkt  mit  Hülfe  derselben 
Constructiou,  die  oben  ange- 
wandt wurde,   einsieht. 

Errichtet  man  auf  OA  diu 
Gerade  0^' senkrecht,  welche 
den  rollenden  Kreis  in  ^'trifft, 
so  bewegt  sich  der  Punkt  B' 
des  Systems  auf  dieser  Ge- 
raden; AB'  ist  Durchmesser 
des  rollenden  Kreises,  mithin 
gleich  OC  und  sieht  man, 
wie  die  vorliegende  Aufgabe 
identisch  mit  der  im  Vor- 
stehenden behandelten  ist. 
Man  kann  irgend  zwei  Durch- 
messer dos  festen  Kreises  als 
die  festen  Goraden  (a),  (|S) 
aunehiiien. 

7.  Um  die  elliptische  Hy- 
pocyclo'idenbewegung  zu  rea- 
lisiren,   lässt  man  ein  cylin- 
drisches  Zahnrad   im   Innern 
■*  eines   andern    von    doppelter 

Grosse    laufen,    indem   man  die  Mittelpunkte   beider  durch   eine  Stange  verbindet 

und  das  bewegliche  mit  Hülfe  einer  Kurbel  dreht. 

§.  7.   Die  Kurbelbcwegung.     (Fig.  17.) 

Kin     ebenes    unveränderliches    System     bewegt    sich    in 
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y  =  1/  cos  t/;  +  {^a  —  I)  Äiw  i^. 

Liegt  der  Punkt  1^  auf  der  Geraden  ABy  so  ist  t?  c=  0  und  ist  die 
Elimination  leicht  auszuführen.  Man  erhält  als  Gleichung  für  die  ge- 
suchte Bahn: 

(^  «  -  I)  o;  =  ii  a  +  I)  //(i  n^i)'~+  !/'  +  /r^U '«  -IF -^^?- 
Für  §=0,    d.  h.  für  die  Mitte  von  AB  wird  diese  Gleichung  besonders 
einfach,  nämlich: 

X  =  y'f^nfyi  4-  /l  «-^  —  ,/ 

Die  Elimination  des  Winkels  i/;  ist  zwar  immer  ausführbar,  doch 
werden  dio>  Resultate  etwas  ungefügig.  Die  Figur  17  stellt  die  Curven 
(C)  und  (i'),  sowie  die  Bahn  des  Mittelpunktes  O'  von  AD  dar. 

§.  8.  Ein  ebenes  System  bewegt  sich  so,  dass  zwei  sei- 
ner Punkte  \i,  ß  auf  den  Umfangen  zweier  Kreise  (a),  (ß) 
fortrücken  (Fig.  18),  die  Curven  (6'),  (F),  sowie  die  Bahn  eines 

Vor.     18. 

r 


S y  8 1  (»  m ))  u  11  k t e s  />   zu    bestimmen,    welcher    auf    der  Geraden 
AB  liegt. 

Der  Schnittpunkt  der  Normalen  beider  Kreise  in  A  und  B  liefert 
das  Momentancentrum  C;  hiernach  erhält  man  leicht  durch  Zeich- 
nung die  Curvc  (6');  ebenso  die  Curvc  (F),  indem  man  über  AB  als 
Ba«is  in  irgend  einer  Lage  dieser  Geraden  die  sämmtlichen  Dreiecke 
ACB  construirt.  Man  erkennt  leicht,  dass  beide  Curven  von  derselben 
Art  sind.  Die  sämmtlichen  Dreiecke  or//  nämlich  haben  dieselbe  Seite 
(fO'  und  sind  auf  den  Seiten  OCy  O'C  die  Segmente  (L4,  OB  von  unver- 
änderlicher Länge.  Construirt  man  daher  über  -/  ß  in  irgend  einer  Lage 
alle  Dreiecke  ACB  und  verlängert  die  Seiten  (JA,  CB  über  A  und  B 
hinaus  uii  die  liadien  der  Kreise,  so  liegen  die  Enden  der  Verlänge- 
rungen auf  zwei  Kreisen,  welche  um  A  und  B  mit  denselben  Radien  be- 
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Aus  diesen  vier  Gleichungen  sind  A,  fi  und  tf;  zu  climiniren,  um  die  ge- 
suchte Gleichung  zu  finden.  Die  Bahn  eines  Systempunktes  2>,  welcher 
auf  der  Geraden  AB  liegt,  hildet  eine  Schleife,  welche  symmetrisch  liegt 
gegen  0  0\  sodass  also  der  Doppelpunkt  in  diese  Gerade  fällt.  Diese 
Curve  geht  in  eine  Lemniscate  über,  wenn  der  beschreibende  Punkt  die 
Mitte  von  A  B  ist,  die  Kreise  sich  rechtwinklig  schneiden  und  die  Länge 
von  AB  gleich  dem  Centralabstande  00'   ist. 

Die  vorliegende  Aufgabe  findet  eine  wichtige  Anwendung  durch  das 
Watt'sche  Parallelogramm.    Zieht  man  nämlich  (Fig.  10)  durch  0'  eine 

Fifr.  19.  Parallele  zu  AB^    sowie  durch 

jg-  y^         ^"^\  A  und  den    die  Schleifencurve 

^..y'-^^^^^"^-^^^  /  \       beschreibenden  Systempunkt  /> 

<::^.; ^-0^--^  ^     ^^^  '^^  Parallelen  AG  und  LH 

^-^^^'^"'''^^i^^  j     zu    O'B,    so    bleibt    GH    wäh- 

/  y\    \^^^'^>^?^^'^^^^  /     ^^^^  ^®**  Bewegung  gleich  AD^ 

I  Q  I  \  /       mithin  constant  und  wenn  man 

\  y  \v. ^^  die  vier  Punkte  A^  G,  H^  D  zu 

^  einem  Parallelogramm  verbindet, 

dessen  Seiten  um  seine  Ecken  drehbar  sind,  so  bedarf  man  blos  noch  der 
unveränderlichen  Geraden  OA  und  O'G^  um  mit  Ilinweglassung  aller  übrigen 
Figurtheile  den  Punkt  B  zu  iiöthigen,  die  Schleifencurve  zu  beschreiben. 
In  der  Nähe  des  Doppelpunktes  ist  die  Schleife,  wenn  die  Dimensionen 
des  Apparates  zweckmässig  gewählt  werden,  innerhalb  gewisser  Grenzen 
nahezu  geradlinig;  dieser  Umstand  ist  der  Grund  für  die  praktische  An- 
wendbarkeit. Zieht  man  noch  0'/>,  so  besteht  für  die  Lage  des  Schnitt- 
punktes iü' dieser  Geraden  mit  ^G  die  Proportion  0' K  :  O'D  =  BA:  BB  nnd 
ist  folglich  das  Verhältniss  O'K  :  0'/>  constant.  Daher  beschreibt  der 
Punkt  IC  eine  der  Schleifenlinie  des  Punktes  B  ähnliche  Curve  und  kann 
also  der  Punkt  IC  ähnlichen  Zwecken  dienen,  wie  der  Punkt  />. 

Die  hier  behandelte  Aufgabe  ist  eine  Verallgemeinening  der  Auf- 
gabe des  §.  7;  sie  geht  in  jene  über,  wenn  der  Kreis  um  0'  in  eine 
durch  den  Punkt  0  gehende  Gerade  übergeht,  indem  r  =  oo  wird. 

§.  9.  Bisher  haben  wir  immer  angenommen,  dass  die  Bewegung 
des  Systems  in  der  Ebene  dadurch  definirt  sei,  dass  zwei  seiner  Punkte 
sich  auf  zwei  gegebenen  Curven  bewegen.  Die  Beweji^ung  kann  aber 
noch  auf  mannigfache  andere  Weisen  definirt  werden;  so  z.B.  dadurch, 
dass  eine  bestimmte  Curve  des  Systems  während  der  Bewegung  fort- 
während zwei  gegebene  Curven  berührt.  Von  dem  Zustandekommen 
einer  solchen  Bewegung  gewinnt  mau  auf  folgende  Weise  eine  deutliche 
Vorstellung.  Man  bringe  die  bewegliche  Curve  mit  der  ersten  festen 
Curve  zur  Berührung  und  lasse  sie  berührend  längs  derselben  so  lange 
hingleiten,  bis  sie  in  eine  Lage  gelangt,  in  welcher  sie  auch  die  zweite 
berührt;    hierauf  drehe   man   sie   unendlich    wenig   um  den  Berührungs- 
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die  Coordinaten  des  gemeinsamen  Berührungspunktes,  so  müssen  x\  y 
den  Gleicliungen  (1)  und  (4),  sowie  ihren  ersten  Differentialgleichungen 
genügen.  Dadurch  erhalt  man  vier  Gleichungen  und  aus  diesen  durch 
Elimination  von  x\  y  eine  Relation  zwischen  a^b,  '^,  In  ähnlicher 
Weise  erhält  man  vermöge  der  Bedingung,  dass  die  bewegliche  Curve 
die  Curve  (2)  berühren  soll,  eine  zweite  Relation  zwischen  denselben 
Grössen. 

Bezeichnen  von  jetzt  an  o:,  y  die  Coordinaten  irgend  eines  Sy8tem- 
punktes  J,  i?  in  der  durch  «,  fr,  i\>  charakterisirteu  Lage  des  Systems,  so 
bestehen  zwischen  diesen  vier  Grössen  wiederum  die  Gleichungen 

X  ^=  a  -{■  §  cos  tjj  —  7}  sin  tjj 
y  =b  +  1]  cos  tf;  +  §  sin  i/^ 
und  indem  man  jetzt  aus  diesen  die  Grössen  «,  fr,  t^  mit  Hülfe  der  vor- 
hin   erwähnten  Relationen  eliminirt,    ergibt   sich   die  gesuchte  Gleichung 
der  Bahn  des  Systempunktes  (J,  •»^). 

In  der  vorstehenden  allgemeinen  Aufgabe  sind  eine  Menge  von 
Einzelaufgaben  enthalten ,  welche  daraus  hervorgehen ,  wenn  man  die 
festen  Curven  oder  die  bewegliche  Curve  oder  beidf  zugleich  spezialisirt 
und  die  Degenerationsfälle  mit  berücksichtigt.  Lassen  wir  zunächst  die 
bewegliche  Curve  allgemein  und  spezialisireu  die  festen.  Wenn  die  eine 
von  diesen  sich  auf  einen  Punkt  reducirt,  so  erhält  man  die  Bewegung 
eines  Systems,  bei  welcher  die  bewegliche  Curve  eine  feste  Curve  be- 
rührt und  fortwährend  d.urch  einen  festen  Punkt  hindurchgezogen  wird; 
reduciren  sich  beide  Curven  auf  Punkte,  so  entsteht  die  Bewegung,  bei 
welcher  eine  Curve  des  beweglichen  Systems  fortwährend  durch  zwei 
feste  Punkte  hindurchgeschoben  wird;  reducirt  sich  nur  eine  der  festen 
Curven  auf  einen  Punkt,  welcher  aber  auf  der  andern  liegt,  so  berührt 
die  bewegliche  Curve  eine  feste  Curve  immer  in  demselben  Punkt  und 
schiebt  sich  durch  den  Berührungspunkt  hindurch.  Werden  die  beiden 
festen  Curven  congnient  und  fallen  in  eine  zusammen,  so  fallen  auch 
ihre  Berührungspunkte  mit  der  beweglichen  zusammen,  dann  berührt  die 
bewegliche  diese  feste  so,  dass  das  Gleiten  an  derselben  ausgeschlossen 
ist  und  sie  auf  ihr  hinrollt;  dann  ist  die  feste  der  Ort  der  Momentan- 
centra  selbst  und  die  bewegliche  die  Curve  {F).  Dies  liefert  zugleich 
eine  ebenso  einfache  Construction  für  die  Curve  (F)  wie  für  die 
Curve  (C). 

Mit  diesen  mannigfachen  Specialisirungen  der  festen  Curven  können 
sich  Spezialisiiungen  der  beweglichen  combiniren.  Diese  kann  sich  z.  B. 
auf  zwei  Punkte  reduciren,  oder  auf  eine  Gerade  und  einen  Punkt,  oder 
eine  Curve  und  einen  Punkt  oder  sie  kann  in  zwei  Gerade  zerfallen 
u.  dgl.  m.  Diese  Uebersicht  soll  nur  die  Reichhaltigkeit  des  hier  vor- 
liegenden Stoffes  andeuten;  einige  Einzelheiten  wollen  wir  jetzt  noch 
besprechen. 
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§.  10.  Ein  obonos  ßystcm  bowogt  «ich  so,  dass  o,  ine  Kei- 
ner Gc^raden  fortwährend  durch  einen  festen  Punkt  geht 
ond  ein  Punkt  auf  ihr  längs  einer  festen  Geraden  fortrückt; 
man  soll  die  Curven  (6'),  (F)  und  die  Bahn  eines  Systeni- 
ponktoft  bestimmen  (Oonchoidenbewegu  ng). 

Von  den  beiden  festen  Curven  des  vorigen  §.  hat  sich  die  eine  auf  eine 
Gerade  (f  (Fig.  20),  die  andere  auf  einen  Punkt  0  reducirt,  den  man  als  einen 
vewcbwindenden  Kreis  ansehen  kann;  die  bewegliche  (Jurve,  welche  beide 
l>erttlirt,  zerfällt  in  eine  Gerade 

Qud     einen    auf   ihr    liegenden  *'''^-  ^• 

Ihinkt  B^  der  gleichfalls  als 
anendlichkleiner  Kreis  gelten 
kann.  Die  Normalen  auf  g  in  ^ 
B  und  auf  die  bewegliche  Ge- 
rade in  O  liefern  das  Momt*ntan-  B\ 
eentmm  T;  indem  man  im  System  | 
aber  der  beweglichen  Geraden  — 
in  irgend  einer  ihrer  Lagen, 
s.  B.  in  der  za  g  senkrechten 
Lage  OB^  Dreiecke  ^„/7>  con- 
gmeot  den  Dreiecken  BCO  con- 
stmirt,  erhftlt  man  die  Punkte 
/".  Die  (hirve  (C)  ist  eine  Pa- 
rabel. Sind  nämlich  B^^0  und  eine  Parallolo  zu  //  durch  O  gelegt,  die 
Axeii  der  j*,  //  eines  festen  Coordinatensystenis  und  ist  ii;  n=  1i  O  B ^^  <lor 
verandriliche  Winkel,  welcher  die  Kago  der  beweglichen  Geraden  clia- 
rakterisirt,  s<»  erhält  man  für  die  (Koordinaten  .r,  //  des  Punktes  T  aus 
den  l>n»iecken  ^/?„ /?  und  OCP^  wenn  ^  und  //  den  Abstand  a  besitzen, 
y  =— -  «  •  /;/  fj»,  .r  ~  -  i/  •  ^/t/;,  mithin  //*  =  «.r.  Brennpunkt  und  Directrix  der 
Parabel  Mehen   von    ^>  um    J  </ ab.     Für  die  Curvc  (/*)sei    /?„/>r^ //^=.r 

and  ///'  =  -  OC  zr=i  »/,   dann  ist  x  •=r^  ^  »/  =  *  '7  ^'   und    folglich 

ikird  die  ftleichung  dieser  (^irve:  '/•  (.»^  +//*)- .'*\  oder  in  Polarcoor- 
dinaten  für  B^  als  Pol  und  //„O  als  Polaraxe  o  rtis'*0-  -  a.  Man  erhält 
daher  Punkte  der  Curve  (/'),  indem  man  in  //,  dem  SclinittjMinkte  der 
Kiclitung  des  Kadiusvectors  mit  der  Soheiteltangente  der  Parabel  ein  Per 
|iendikel  NA'  auf  die  Richtung  des  Kadiusvectors  errichtet,  indem  />„A'— =(i 
«ird. 

Tm   die  Hahn   eines  Systempunktos  zu    bestimmen,    sei   //„  der  lir- 
•pmng  de«   festen   Koordinatensystems   d<'r  .r,   v,    O//,,   die   positive   Hieb 
tniip:   iler  .r-Axe,   die   fterade  </  die  //-Axe,    //  der  Ursprung  des  beweg- 
lichen System«  der  i,  i/,   OB  «üe   positive   Kirhtnng  der  i;  dann   sind   die 
<'«i«»tfiinaten    des  beweglichen    Trsprungs    .»*  =  (»,  v  =-  n  hj  il'  und   mithin 
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geht  die  Gleichung  der  Bahn  des  Systempunktes  durch  Elimination  von 
iff  aus  den  Gleichungen: 

X  =  S  cos  tf;  —  ri  sitj  tf; 

'  y  r=i  a  ig  ti>  -\- 1]  cos  '^  -{•  ^  sin  i\f 

hervor.    Für  iy  ==  0,  d.  h.  für  die  Punkte  der  beweglichen  Geraden  er- 
hält man  die  Conchoiden  des  Nicomedes,  nämlich 

§.  11.  Die  Bewegung  eines  ebenen  Systems  sei  dadurch 
bestimmt,  dass  eine  Gerade  desselben  fortwährend  durch 
einen  festen  Punkt  A  geht,  während  eine  andere  zu  ihr 
senkrechte  Gerade  des  Systems  einen  festen  Kreis  berührt, 
dessen  Mittelpunkt  ^  nicht  mit  A  zusammenfällt. 

Es  leuchtet  ein,  dass  der  Kreis  hiebei  nichts  Wesentliches  ist.  Denn 
da  die  Tangente  des  Kreises  immer  coustanten  Abstand  vom  Mittel- 
punkte  hat,  so  kann  eine  Linie  des  Systems  mit  ihr  parallel  gezogen 
werden,  welche  in  allen  Lagen  des  Systems  durch  den  Mittelpunkt  hin- 
durchgeht. Demnach  kommt  die  Bedingung  der  Bewegung  des  Systems 
darauf  hinaus,  dass  zwei  zu  einander  senkrechte  Gerade  des  Systems 
durch  zwei  feste  Punkte  A  und  B  hindurchgehen. 

Da  die  Punkte  A^B  als  verschwindende  Kreise  angesehen  werden 
können,  welche  von  den  beiden  beweglichen  Geraden  berührt  werden, 
so  folgt,  dass  der  Schnittpunkt,  der  in  A  und  B  auf  sie  errichteten  Nor- 
malen das  Momentancentrum  C  und  ein  Kreis  über  AB  als  Durchmesser 
den  Ort  dos  Momentancentra  darstellt.  Ist  ferner  0'  der  Schnittpunkt 
der  beweglichen  Geraden,  so  bleibt  in  dem  Hechtecke  AO'BC  die  Diago- 
nale 0'C  =  AB  constant,  daher  liegen  die  Punkte  F  des  Systems  von 
dem  Systempunkte  0'  alle  um  die  Strecke  AB  ab  und  bilden  also  einen  um 
0'  als  Mittelpunkt  mit  A  B  als  Halbmesser  beschriebenen  Kreis.  Dem- 
nach kann  die  vorliegende  Bewegung  auch  definirt  werden  durch  das 
Rollen  eines  Kreises  auf  einem  andern  von  halb  so  grossem  Durch- 
messer, wenn  sie  so  erfolgt,  dass  beide  Kreise  immer  auf  derselben  Seite 
der  gemeinschaftlichen  Tangente  liegen. 

Vergleicht  man  die  vorliegende  Bewegung  mit  der  im  §.  6.  behan- 
delten ,  so  zeigt  sich  der  §.  5.  erwähnte  Dualismus  zwischen  beiden, 
welcher  darin  besteht,  dass  die  Ourven  {C)  und  (F)  ihre  Eollen  ver- 
tauschen und  sich  noch  insbesondere  in  den  die  Bewegung  definirenden 
Bedingungen  dahin  ausspricht,  dass  in  derselben  Punkt  und  Gerade  mit 
einander  verwechselt  sind.  Aus  §.  5.  folgt,  dass  ein  Punkt  der  festen 
Ebene  in  dem  beweglichen  System  eine  Ellipse  beschreibt,  dieselbe, 
welche  in  der  dualen  Bewegung  ein   Systenipunkt   iit   der   festen  Ebene 
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§.  12.  Von  den  Entwickelnngen  der  letzten  §§.  lassen  sieh  sahl- 
lose  geometrische  Anwendungen  machen.  So  z.  B.  auf  die  Constmction 
der  Tangenten  der  Fasspunktcnrven,  indem  man  den  Pol  und  die  Omnd- 
curve  als  die  festen  Curven  ansieht,  längs  welchen  zwei  zu  einander 
senkrechte  Gerade,  die  Tangente  der  Ornndcorve  and  das  vom  Pol  aaf 
sie  gefällte  Perpendikel  hingleiten.  Ebenso  kann  man  vermöge  jenes 
Dualismus  zu  jeder  Erzeugungsart  einer  Curve  sofort  noch  eine  zweite 
angeben. 

§•  13.  Sind  die  Curven  (C)  und  (F)  selbst  gegeben,  sowie  irgend 
eine  Anfangslage  von  (JT)  auf  (C),  so  sind  blos  die  Bahnen  der  System- 
punkte zu  finden.  Diese  Aufgabe  heisst  das  Problem  der  Rouletten ;  es 
besitzt  zwei  Umkehrungen,  welche  eintreten,  wenn  die  Gattung  der  za 
erzeugenden  Curven,  ausserdem  aber  nur  die  eine  oder  die  andere  der 
beiden  Curven  (C),  (F)  gegeben  ist.  Hierüber  verbreiten  sich  die  Werke 
über  analytische  Geometrie  ausführlicher,  insbesondere  die  Sammlung 
von  Lehrsätzen  und  Aufgaben  aus  der  analytischen  Geometrie  von 
Magnus,  Bd.  I,  S.  603—622. 

Ein  wichtiger  besonderer  Fall  ist  der,  dass  die  Curve  (C)  eine  Ge- 
rade, die  Curve  (F)  ein  Kreis  ist.  Die  Systempunkte  beschreiben  hie- 
be! bekanntlich  Cycloiden  und  zwar  gemeine,  verkürzte  oder  ver- 
schlungene Cycloiden,  je  nachdem  sie  der  Peripherie,  dem  Innenraume 
oder  dem  Aussenraume  des  rollenden  Kreises  angehören. 

§.  14.     Bei  dem  Hinrollen   der  Curve   (F)   auf  der  Curve  {€)  be- 
schreibt jeder  Punkt  D  des  Systems   ein  Element  2>2>'  (Fig.  22)   seiner 
Bahn  als  Kreisbogen  um  das  Momentancentrum  C  als  Mittelpunkt.    Der 
Fi^.  SS.  Kreis,    welchem    dies  Element   angehört,    hat  mit 

jener  Bahn  blos  dies  Element  oder  also  die  Tan- 
gente gemein  und  ist  nicht  etwa  der  Krümmungs- 
kreis derselben.     Der  Krümmungsmittelpunkt  er- 
gibt sich  vielmehr,   wenn  man    die  Normale  DC^ 
welche   durch   das   Momentancontrum   C  geht,    mit 
der   folgenden   Normalen   D'C,   welche   durch   das 
folgende  Momentan centrum    C  geht,    zum  Durch- 
schnitte IC  bringt. 
Im   Uebrigen    kennt    man    eine    sehr   elegante   Methode,    um    den 
Krümmungshalbmesser  der  Bahnen   der  Systempunkte   zu   finden.     Die- 
selbe rührt  von  Abel  Transon  her  (Vgl.  L'Institut.    Ann(5e  1844.  S.  573, 
sowie  Liouville,    Journal   de  Mathöm.   T.  X.  S.  148;  1845)    und  wurde 


XXXIV,  S.  447,  woselbst  sich  noch  manche  Einzelheiten  Über  den  Dualitmns  der 
Bewegung  finden,  lieber  die  Scbneckenlinien  dos  Pascal  ebcndas.  S.  158  and 
Note  XXI.  S.  369. 
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der  gemeinschaftlichen  Tangente,  so  gentigt  eine  gleichzeitige  Acnderung 
des  Zeichens  von  r  und  q  um  die  Formeln  für  diesen  Fall  umzuge- 
stalten; sie  werden: 

i'X^  (^  ^\  '        ^  ^ 

(3)  I ^ )  eos  I  = 7^5 

J_  _  i- 

(4)  Ä  =  ^'2  ""         "" 


^'(7   -   7) 


^  \7  "  7/  ""''''*  '* 

Man  wendet  die   obige  Formel   (4)  mit  Leichtigkeit  auf  die  Hjpo- 
cycloidenhewegung  an  (§.  6.).     Man  hat  hiefür  r  :=:  a,  r'=-^fl,  also 

q  —  a  cos  t 

fallt  man  daher  ein  Perpendikel  OP  vom  Mittelpunkte  0  des  festen 
Kreises  auf  die  Eichtung  der  Normalen  C/>,  so  wird  DP  =  q' —  «  cos  i  und 
ist  also  R  die  dritte  Proportionale  zu  q  =  CD  und  DP. 

Es  ist  leicht,   die  Bedeutung   der  Verbindung  —  +   -r   der    Krüm- 

r         r 

mungsradien  der  Curven  ((7),  (JT)  zu  erkennen,  in  welcher  diese  Grössen 
allein  in  den  Formeln  für  R  auftreten.  Man  kann  nämlich  eine  Cy- 
cloide  construiren,  welche  die  gemeinsame  Tangente  dieser  Curven  zur 
Basis  und  mit  der  Curve  (Z>)  die  beiden  Elemente  DD\  D'D"  und  folg- 
lich auch  den  Krümmungshalbmesser  gemein  hat.  Der  Wälzungskreis 
dieser  Cycloide  muss  die  Eigenschaft  besitzen,  dass  er,  dem  beweg- 
lichen System  angehörend  gedacht,  durch  Drehung  um  das  Momentan- 
centrum  um   die   Elementaramplitude   in   seine  nächstfolgende  Lage  ge- 

langt.     Daher   muss   sein   Contingenzwinkel   gleich  'cd  (  ~  i   -/ ),  d.  h. 

der  reciproke  Werth  seines  Kadius  K  muss 

K  r  —    r 

sein.  Abel  Transon  nennt  diesen  Kreis  den  llollkreis  (cerclc  de  roule- 
ment).  Diese  Cycloide  wechselt  mit  jeder  Lage  des  Systems;  nur  wenn 
(C)  eine  Gerade  ist  und  (T)  ein  Kreis,  bleibt  sie  constant  dieselbe, 
ist  aber  verschieden  für  die  verschieHenen  Systempunkte.  In  diesem 
Falle  beschreiben  die  Systempunkte  selbst  Cycloiden  der  verschiede- 
nen Formen,  für  alle  ist  die  gemeinsame  Formel  für  den  Krümmungs- 
halbmesser 

(5)      Ä  =  p'2^— J, ., 

'  q  —  Kcos» 
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voria  f   die  Normale  der  einzelnen  Cycloide,  vom  Curvenpunkte  bis  zur 
Crdoidenbasi«  gerechnet,  ist. 

Iit  die  Bewegung  des  Systems  dadurch  definirt,  dass  zwei  Punkte 
i,  ^  desselben  auf  festen  Curven  («),  (ß)  bleiben,  so  erhält  sich  für 
dw  CAnitmctiön  des  Krümmungshalbmessers  folgende  Methode.  Die  For- 
mt\  (5.)  auf  den  Punkt  A  bezogen,  gibt 

(6)     K cos  t\  =  AC—^ 

wenn  Ä,  der  Krümmungshalbmesser  von  (a)  in  ^  und  1,  der  Winkel 
ist,  den  die  Normale  in  A  mit  der  Normalen  in  C  bildet.  K  cos  f  j  stellt 
aber  die  Projection  des  Radius  des  Rollkreises  auf  A  C  dar.  Die  Formel 
(6|Mit  voraus,  dass  die  Curve  (a)  concav  liegt  gftgen  C]  liegt  sie 
coBTex,  so  wird 

K  COS  i\  =  AC  -\ — =--• 

Allgemein  gültig  aber  erhält  man    die  Projection  des  Mittelpunktes  des 
K«>llkreuef  auf  AC^    wenn   man   auf  AC  von  A  aus   auf  der   concaven 

i^ite  der  Curve   (a)  die  Länge  -— —  aufträgt.   Ebenso  erhalt  man  mittelst 

BC  nni  j?2t  welches  die  analogen  Elemente  der  Curve  {ß)  sind,  die 
Projection  des  Mittelpunktes  des  Rollkreises  auf  OB,  Daher  hat  man 
jetzt  diesen  Mittelpunkt  selbst.  Projicirt  man  nun  diesen  Punkt  nach 
T  auf  die  Normale  DC  der  Bahn  des  Systempuiiktcs  D,  so  wird  der 
Krümmangshalbmesser  R  in  IP  die  dritte  Proportionale  zu  DC  und  J)T^ 
DÜmlich 

R  ==       -• 
I>T 

C*hakh*s  hat  diese  Methode  von  Abel  Transon  verallgemeinert  und 
dir  Aufgabe  gelöst,  den  Krümmungshalbmesser  der  Enveloppe  zu  Hnden, 
«eiche  von  einer  beliebigen  C'urve  des  beweglichen  Systems  erzeugt 
wird.  Er  geht  dabei  von  folgender  von  Savary  aufgestellten  Formel 
aiu,  worin  r,  r  die  Radien  der  Curve  (C)y  (T)  wie  vorher  bedeuten,  y, 
7'  dir  Krtimmungsmittelpuuktc  der  Systemcurve  L  und  ihrer  Enveloppe 
£  beseichnen,  nämlich 


\}'C        yCJ  r  r 


I>ie  Punkte  y,  y  liegen  auf  der  gomeinschnftlichen  Normalen  von 
L  an«!  A\  welche  durch  C  hindurchgeht.  Man  gelangt  zu  dieser  Formel 
in  ähnlicher  Weise  wie  zu  der  von  Abel  Transon,  indem  man  bedenkt, 
daaa  die  Normalen  der  Enveloppe  zugleich  Nonnalen  der  Curve  L  sind 
und  durch  die  Momentancentra  hindurchgehen,  sowie  durch  die  Hemer- 
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kung,  dass  das  Bogenelement  der  Cnrve,  welche  der  Punkt  y  beschreibt, 
wie  oben  doppelt  ausgedrückt  werden  kann. 

Die  Bewegung  des  Systems  sei  dadurch  definirt,  dass  eine  Curve 
(A)  desselben  (die  sich  in  zwei  Cnrven  spalten  kann)  zwei  feste  Gnrvcn 
(a),  (./?)  fortwährend  berührt.  Haben  nun  f,  z  ^  die  Bedeutung  von 
y,  y\  f  für  die  Curve  (o)  in  dem  Punkte,  wo  (A)  sie  berührt,  so  kann  (a) 
als  Enveloppe  von  (A)  angesehen  werden,  sodass 


\eC   —  6  C/  r   —    r 


Eliminirt  man  aus  dieser  und  der  vorigen  Gleichung  —    +  — ,  so  kommt: 

r  r 

{je  ^  7c) '""^  =  {^  ±  Tc)""'^- 

Nun  sind  fC^  s'Cy  yC  bekannt,  da  sie  die  Abstände  der  Krümmungs- 
mittelpunkte  dreier  gegebener  Curven  von  dem  Momentancentaum  sind; 
die  letzte  Gleichung  liefert  also  yC  und  folglich  den  Krümmungsmittel- 
punkt /  der  Enveloppe  J?,  sobald  man  die  Lage  der  Normalen  an  die 
Curve  (C),  {F)  kennt,  auf  welche  sich  die  Winkel  9,  tff  beziehen.  Um 
diese  zu  finden,  wenden  wir  die  Savary^sche  Gleichung  auch  auf  die 
Curve  {ß)  an,  ftir  welche  f,  f,  %  die  Bedeutung  von  f,  s\  ^  bei  der 
Curve  (er)  haben,  und  setzen  also 


{ic'^w)''"'^=^r^7 


Hierdurch  erhalten  wir  mit  Hülfe  der    für  die  Curve  (a)  aufgestell- 
ten Relation 

cos 


cos 


x~\tc  -  ^cJ'KbC-  bCJ 


wodurch  das  Verhältniss  gegeben  ist,  in  welchem  die  Normale  von  (C), 
(F)  den  Winkel  der  Normalen  der  Curven  (a)  und  (ß)  theilt.  Man 
braucht  also  zur  Construction  des  gesuchten  Krümmungshalbmessers  der 
Enveloppe  die  Curven  (C),  {F)  selbst  nicht  zu  kennen. 
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b  und  liefert  die  Ebene  derselben  den  Bogen  grössten  Kreises  a  b,  wel- 
cher den  Winkel  der  beiden  Axen   misst.      Einen  dritten  Punkt  ß   gibt 

die  Axe  ß  und  ist  der  Bogen  ßcc  gleich  b  a. 
Trägt  man  nun  an  a  6  bei  a  und  b  die  halben 
Amplituden  ^  -O",  4^  -Ö"'  der  Rotationen  um  «,  b 
an  und  zwar  ^  d"  dem  Sinne  der  zuerst  er- 
'^  folgenden  Rotation  entgegengesetzt,  ^  ^'  über- 
einstimmend mit  dem  Sinn  der  zweiten  Rota- 
tion ,  so  erhält  man  im  Durchschnitt  der 
Schenkel  dieser  Winkel  die  dritte  Ecke  c  eines 
sphärischen  Dreiecks  abc  und  mit  ihr  eine  ge- 
wisse Axe  c,  welche  durch  sie  und  den  Kugel- 
mittelpunkt 0  hindurchgeht.  Bestimmt  man 
nun  zu  c  den  gegen  a  b  symmetrisch  liegenden 
Punkt  c  und  zieht  nach  ihm  durcti  0  die  zur 
Axe  c  symmetrisch  gegen  die  Ebene  ab  gelegene 
Axe  c\  so  erkennt  man,  dass  die  mit  c  zusammenfallende  Gerade  y  des 
Systems  durch  die  Rotation  &  um  (a,  a),  durch  welche  ß  in  die  Axo  b 
eintritt,  nach  c'  gelangt  und  hierauf  durch  die  Rotation  0"'  um  (/3,  b)  wie- 
der in  ihre  frühere  Lage  zurückkehrt;  mithin  ist  y  eine  Linie  des  Systems, 
welche  bereits  vor  Beginn  der  Bewegungen  in  ihrer  neuen  Lage  sich 
befand.  Daher  kann  das  ganze  System  durch  die  Rotation  um  die  Axe 
(y,  c)  in  seine  neue  Lage  gelangen.  Um  die  Amplitude  ©  dieser  resul- 
tirenden  Rotation  zu  finden,  genügt  die  Bemerkung,  dass  die  Axe  ß  ihre 
Bewegung  der  'Rotation  -O"  um  die  Axe  (a,  a)  allein  verdankt  und  durch 
diese  nach  6,  in  eine  zu  ac  symmetrische  Lage  gelangt,  woraus  folgt, 
dass  der  Winkel  ßcb  =  S  die  der  Axe  (y,  c)  entsprechende  Amplitude, 
also  der  Aussenwinkel  des  spärischen  Dreiecks  abc  bei  c  die  halbe  Am- 
plitude darstellt. 

Aus  dem  Dreieck  abc  folgt  cos  l- Gj  =  —  cos  ^  6"  cos  ^  4^ 

+  sin  ^  0  sin  ^  d^  •  cos  («  6),  oder  also 

cos  ^  S  =  cos  ^  d"  cos  ^&'  —  sin  ^  0  sin  ^  &'  •  cos  (a  b) 
Fig-.  23  b.  und  weiter 

sin  (rt  c)   sin  {b  c)    sin  (q  b) 

sin  ^  ^'  sin  \  ^  sin  \  S  * 

X  sowie  auch  für  die  Neigung  p  der  resultirenden 

Axe  c  gegen  die  Ebene  «  b  der  gegebenen  Axen  (Fig.  23  b): 

sin  p.  sin  ^  S  =  sin  ^  d"  •  sin  ^  O'  •  sin  (r/  b) . 

Es  ist  nämlich  in  Betreff  der  letzteren  Gleichung,    wenn  bd  das  von  b 
auf  die  Seite  a  c  gefällte  sphärische  Perpendikel  ist,  einerseits 

sin  {b  c)  •  sin  ^  6  =  sin  {b  d)  ==  sin  ^  ^  •  sin  («  b) 
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die  resultirende  Axe  c  nach  Richtung  nnd  Sinn  und  ist  zugleich  der 
resultirenden  Amplitude  dS  proportional.  Dies  führt  zu  dem  folgenden 
Satze,  welcher  unter  dem  Namen  des  Satzes  vom  Parallelogramm 
der  Rotationen  bekannt  ist: 

Die  Folge  oder  auch  die  Verbindung  zweier  unendlich- 
kleiner Rotationen  d&^  d^'  um  zwei  sich  in  einem  Punkte  0 
schneidendeAxen  (o^fO),  (/3,  6)  ist  aequivalent  einer  einzigen 
unendlichkleinen  Rotation  dS  um  eine  Axe  (^,  c),  welche 
durch  den  Schnittpunkt  0  geht  nnd  in  die  Ebene  jener 
beiden  Axen  hineinfällt;  man  erhält  diese  resultirende 
Axe  nach  Richtung  und  Sinn  durch  die  Diagonale  eines 
Parallelogramms,  dessen  Seiten  zwei  den  Amplituden  d^y 
d^'  proportionale,  auf  den  Axen  (a,  a),  (jS,  6)  von  ihrem 
Schnittpunkte  aus  übereinstimmend  mit  dem  Sinne  der  Ro- 
tationen aufzutragende  Strecken  sind;  die  Amplitude  dS 
der  resultirenden  Rotation  ist  der  Länge  dieser  Diagonale 
proportional. 

Da  die  Amplituden  der  Rotationen  unendlich  klein  sind,  so  liegt  ß 
der  Geraden  b  unendlich  nahe  und  tritt  a  nur  unendlich  wenig  aus  der 
Geraden  a  heraus;  die  Geraden  or,  ß  können  daher  als  mit  a,  b  zusam- 
menfallend angesehen  werden;  der  Unterschied  der  Aufeinanderfolge 
der  Rotationen  fällt  hier  weg,  beide  Rotationen  können  als  gleichzeitig 
erfolgend  gelten  und  ist  es  gleichgültig,  ob  man  das  System  die  Rotation 
dd"'  um  ß  in  einem  System  ausführend  sich  denkt,  welches  um  a  die 
Rotation  dd"  besitzt  oder  das  System  um  or  rotirt  in  einem  andern 
Systeme,  welches  die  Rotation  um  ß  besitzt. 

Auch  kann  man  die  Richtigkeit  des  vorstehenden  Satzes  auf  folgende 
Art  unmittelbar  einsehen.  Die  Axe  a  theilt  die  Ebene  ab  in  zwei  Fel- 
der; durch  die  Rotation  um  sie  werden  die  Punkte  des  eines  Feldes 
nach  der  einen,  die  des  andern  nach  der  andern  Seite  der  Ebene 
ab  geschleudert,  während  die  Punkte  der  Axo  hierbei  keine  Bewegung 
annehmen.  Ebenso  theilt  die  Axe  b  die  Ebene  a  6  in  zwei  andere 
Felder,  für  welche  in  Bezug  auf  die  Rotation  um  b  Aehnliches  gilt.  Beide 
Axen  zusammen  theilen  die  Ebene  in  zwei  Paar  Scheitelräumo  und  das 
Zusammenwirken  beider  Rotationen  ertheilt  den  Punkten  des  einen 
Paares  gleichartige,  denen  des  andern  Paares  entgegengesetzte  Be- 
wegungen. Bios  in  diesem  letzten  Paare  können  also  Punkte  liegen, 
welche  ungeachtet  beider  Rotationen  in  Ruhe  bleiben.  Ist  /  ein  Punkt 
dieses  Scheitelpaares  und  fällt  man  von  ihm  auf  a  und  b  die  Perpen- 
dikel yPy  yQy  so  sind  die  beiden  unendlich  kleinen  Wege,  um  welche 
er  senkrecht  zur  Ebene  ab  nach  der  einen  und  der  andern  Seite  hin- 
ausgeschleudert  wird   yP'dd^   und/ß-rfd';    dieselben   werden   gleich. 
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sobald  y  P  '.  yQ^=  d^'id^  und  liegen  daher  die  Punkte  /  in  einer 
durch  den  Schnittpunkt  0  der  Axen  gehenden  Geraden  ,  welche  den 
Winkel  des  Scheitelraumes  nach  einem  Sinusverhältniss  theilt,  welches 
den  Werth  d^' :  dd^  besitzt.  Da  diese  Theilung  für  alle  Werthe  des 
VerfalUnisses  immer  durch  eine  einzige  Gerade  möglich  ist,  so  folgt,  dass 
et  in  dem  fraglichen  Paar  Scheitelräumen  eine  Gerade  gibt,  welche 
dvreh  die  beiden  Rotationen  nicht  in  Bewegung  geräth,  um  welche  das 
Sjttem  sich  folglich  dreht.  Die  Construction  des  Parallelogramms  folgt 
dinos,  dass  yP^  yQ  den  Sinussen  der  Winkel  «0/,  hOy  proportional 
oad;  die  Amplitude  d%  der  resultirenden  Rotation  ergibt  sich,  sobald 
■ao  die  Bewegnng  eines  Punkts  einer  der  Axen,  z.  B.  des  Punktes  Q 
▼on  h  als  Rotation  um  die  Axe  Oy  auffasst. 

Der  Smts  vom  Parallelogramme  der  Rotationen  erweitert  sich  zu 
Satxe  vom  Parallelepiped  und  Polygon  der  Rotationen,  sobald 
fon  ihm  wiederholte  Anwendung  behufs  Zusammensetzung  mehrerer 
aBendfiehkleiner  Rotationen  macht.  Will  mau  hiebei  fortwährend  auf 
der  Kogelfläche  construiren ,  so  kommt  alles  auf  die  Theilung  von  Kreis- 
bogen nach  gegebenem  Verhältnisse  oder  schliesslich  auf  die  Aufsuchung 
einei  gewissen  Punktes  in  eiüem  gegebenen  sphärischen  Punktsysteme 
hinaoi,  welcher  durch  fortgesetzte  Theilung  von  Bogen  grösster  Kreise, 
vdehe  zwischen  den  Punkten  desselben  gezogen  werden  können,  nach 
gegebenen  Verhältnissen  entspringt. 

Von  nicht  geringerer  Bedeutung  ist  die  Zerlegung  einer  unendlich- 
kleinen Rotation   in   zwei  oder  mehrere   andere,    welche   man  durch  die 
ungekehrte   Anwendung    des    Parallelogramms    der  Rotationen    erreicht. 
Eb  einfaches,  aber  lehrreiches  Beispiel   hierfür  bietet    die  Rotation  der 
E^  am  ihre  Axe  dar,    wenn  von   dem   gleichzeitigen  Fortrücken  ihres 
Mittelpunktes  «m  Räume  abgesehen  wird.   Die  unendlich  kleine  Rotation 
i%  der  Erde  um  ihre  Axe  fiS  (Fig.  26)  zerlegen  wir  in  der  Ebene  des 
Meridians  irgend  eines  Beobachtungdortcs,  dessen 
geographische  Breite  A  sei,  in  zwei  Oomponenten 
^^1  d%'  um   die  Vertikale  W   des   Ortes   und 
ebe  so  dieser  senkrechte  um  die  dem  Horizonte 
parallele    durch    den    Erdwinkelpunkt   gehende 
Axe  HH\     Man   erhält   hierfür   mit   Hülfe  des 
Parallelogramms  der  Rotationen 

d%^=id%    tinl,    db'  =3  rfe  .  C(is  A. 
Die  Componente  um   die  Vertikale   ist  es, 
vekhe    in    dem    Foucault*schen   Pendel  versuch 
sar  Anschauung   gelangt.     Der   Sinn    der  Rotationsnxo    für  d%   ist   von 
Norden  nach  Süden  gerichtet,  da  die  Erde  sich  von  Westen  nach  Osten  , 
jfefaft;    daher  ist   der  Sinn    der  Axe    für   die  Rotation  d^    der  Sinn  der 
Veitikmleii  nach  dem  Mittelpunkt   der  Erde  und   der  Sinn   der  Axe   für 
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dd"'  nach  Süden  gerichtet.  Die  Rotation  dO^'  führt  den  Meridian  und 
mit  ihm  eine  am  Beobacbtungsorte  befindliche  Pendelebene  um  die  Axe 
HB*  und  ändert  nicht  die  Lage  dieser  Ebene  gegen  die  Ebene  des 
Meridians,  daher  bemerkt  ein  Beobachter  nichts  von  ihr;  die  Rotations- 
compononte  ^0-  dagegen  dreht  die  Erde  unterhalb  das  Pendels  fUr  nörd- 
liche Breiten  im  Sinne  von  Norden  über  Westen  nach  Süden  zu  und 
es  scheint  daher  die  Pendelebene  dem  Beobachter  im  umgekehrten  Sinne 
sich  zu  drehen.  Für  südliche  Breiten  wechselt  diese  scheinbare  Drehung 
den  Sinn,  für  die  Breite  Null  verschwindet  dieselbe.  Denkt  man  sich 
die  Zerlegung  der  Erdrotation  jeden  Augenblick  ausgeführt,  so  summiren 
sich  rfO,  rfO",  d&\  sodass 

Zd&  =  sinl'  ZdS  ,    £ dd-'  =:  cos  k  S dS, 
und  wenn  £d&  =  2%  wird,  d.  h.  die  Erde  eine  volle  Umdrehung  macht, 
so  beträgt  die  Drehung  £  dd^  um  die  Vertikale  2  n  sin  k.   Umgekehrt  ent- 

2  n 
spricht   einer  vollen  Umdrehung   der  Pendelebene   die  Amplitude  —7 — - 

StH  A 

der  Axendrehung  der  Erde. 

§.  3.  Durch  die  Untersuchungen  der  beiden  vorigen  §§.  sind  wir 
in  den  Stand  gesetzt,  eine  genaue  Einsicht  in  den  Vorgang  der  Bewe- 
gung eines  unveränderlichen  Systems  zu  erlangen,  welches  um  einen 
Punkt  rotirt.  Bei  dieser  Bewegung  beschreiben  die  Punkte  des  Sytems 
sphärische  Bahnen,  welche  concentrischen  Kugelflächen  angehören,  deren 
gemeinsamer  Mittelpunkt  jener  Punkt  ist.  Ein  sphärischer  Schnitt  des 
Systems ,  um  diesen  Mittelpunkt  geführt,  bewegt  sich  in  seiner  eigenen 
Kugelfläche  und  die  Bahnen  aller  auf  einer  durch  den  Mittelpunkt 
gehenden  Geraden  des  Systems  sind  ähnliche  Curven.  Es  genügt  da- 
her die  Bewegung  eines  einzigen  solchen  sphärischen  Schnittes  zu  unter- 
suchen, um  die  Bewegung  aller  Systempunkte  kennen  zu  lernen  und 
kommt  demnach  das  Problem  der  Rotation  eines  unveränderlichen  Systems 
um  einen  Punkt  auf  das  einfachere  der  Bewegung  eines  sphärischen  Systems 
auf  seiner  eigenen  Kugelfläche  zurück.    Man  hat  hierfür  folgenden  Satz. 

Jede  Bewegung  eines  unveränderlichen  sphärischen 
Systems  auf  seiner  Kugelfläche  ist  äquivalent  einer  Rota- 
tion desselben  um  eine  bestimmte  durch  den  Kugelmittel- 
punkt hindurchgehende  Axe;  oder  wie  hieraus  unmittelbar  folgt: 

Jede  Bewegung  eines  unveränderlichen  räumlichen 
Systems  um  einen  Punkt  ist  äquivalent  einer  Rotation  des- 
selben um  eine  bestimmte  durch  diesen  Punkt  gehende  Axe. 

Sind  nämlich  2'  und  £''  die  beiden  Lagen  des  beweglichen  sphä- 
rischen Systems  2,  welche  dasselbe  zu  Anfang  und  Endo  seiner  Be- 
wegung einnimmt,  so  bilden  £\  2?"  zwei  vereinigte  congruente  sphä- 
rische Systeme;  es  kann  gezeigt  werden,  dass  dieselben  stets  zwei 
Doppelpunkte   besitzen,   welche  Gegenpunkte  auf  der  Kugclfläche  sind. 
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Zu  dem  Ende  seien  Ä  Ä'  (Fig.  26)  ein  Paar  homologe  Punkte  von  Ü^  Z"; 
jedem  Haoptkreise  a  durch  Ä  entspricht  ein  Hauptkreis  d'  durch  Ä\ 
S4>dass  der  sphftriflche  Stralenhüschel  Ä  dem  sphärischen  Stralenbüschel 
Ä'  homolog  ist;  diese  Büschel  sind  cong^ent,  es  bilden  daher  irgend 
swei  Strmlen  des  einen  denselben  Winkel  miteinander,  wie  die  homo- 
loges Stralen  des  andern  und  wenn  ein  be-  ^  ^ 
weglkher  Stral  den  einen  Büschel  in  einem 
gewissen  Sinne  beschreibt,  so  beschreibt  der 
homologe  Strml  den  homologen  Büschel  in  dem- 
selben Sinne.  In  dem  Yerbindungsstrale  von 
j(  und  Jt  insbesondere  sind  zwei  Stralen  ver- 
cfiiigtf  ein  Stral  i  von  A'  und  ein  Stral  e' 
▼oo  jC^  denen  wiederum  in  Ä'  und  Ä  resp. 
die  Strmlen  i'  nnd  e  entsprechen.  Den  Punk- 
ten S  eines  Stnües  a  entsprechen  Punkte  5" 
des  homologen  Strales  a\  welche  auf  homo- 
logen Seiten  von  Ä^  Ä'  in  gleichen  sphärischen 
Abetlnden  Ä  S  ^=^  Ä' S'  liegen.  Die  Durchschnitte  homologer  Stralen- 
pamre  a',  a'  bilden  nun  eine  Curve,  welche  durch  Ä^  Ä'  hindurchgeht  und 
in  diesen  Punkten  die  Stralen  e\  d''  berührt,  wie  man  leicht  findet, 
wenn  man  ein  Paar  bewegliche  Stralen  verfolgt.  Auf  dieser  Curve 
liegen  nothwendig  die  Doppelpunkte  der  Systeme  2^,  ^'\  wenn  solche 
existiren.  Denn  ist  C  ein  solcher  Doppelpunkt,  so  sind  in  derselben 
swei  homologe  Punkte  C\  C"  vereinigt  und  er  ist  mithin  Schnittpunkt 
b'«mologer  Stralen  C A\  CA',  Diese  Curve  wird  durch  das  im  Mittel- 
punkte von  AÄ'  ermittelte  sphärische  Perpendikel  symmetrisch  getheilt 
und  liegen  daher  die  Schnittpunkte  desselben  mit  ihr  von  den  Punkton 
A^  A'  gleich  weit  entfernt.  Von  diesen  Schnittpunkten  ist  der  eine  ein 
Doppelpunkt.  Die  Stralen  e\  e'  zerlegen  nämlich  die  Kugel  fläche  in 
swei  Paar  Schcitelräume,  von  denen  nur  das  eine  homologe  Punkte  ku- 
i;leich  enthalten  kann,  nämlich  dasjenige,  in  welchem  sich  die  homologen 
Sriienränme  der  Stralen  e\  e"  übereinanderlagern.  Daher  ist  derjenige 
Ton  jenen  Schnittpunkten,  welcher  sich  in  diesem  Paare  Schoitelräume 
findet,  ein  Doppelpunkt.  Da  zwei  homologe  Stralen  a\  n"  sich  aber  in 
zwei  Gegenpunkten  schneiden,  so  besitzt  die  Curve  zwei  Aeste.  deren 
Punkte  (tegenpunktc  sind.  Daher  gibt  es  noch  einen  zweiten  Doppel- 
punkt, welcher  der  Gegenpunkt  des  eben  bestimmten  ist,  woraus  die 
Richtigkeit  des  Satzes  erhellt. 

Die  hier  erwähnte  Curve  ist  der  sphärische  Kegelschnitt,  d.  h.  die 
Uurchschnittslinie  eines  Kegels  zweiten  Grades  mit  einer  concentrischen 
Kugelfliche.  Legt  man  nämlich  durch  die  homologen  Stralenpaare  wie 
•\  m"  und  'den  Kugelmittelpunkt  Ebenen,  so  sind  diese  homologe 
Ebenen  der  räumlichen  Systeme  11\  E"  und  bilden  zwei  homologe  gleiche 
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Ebenenbüschel,  deren  Axen  sich  in  dem  Kugelmittelpnnkte  schneiden; 
dieselben  erzengen  durch  die  Durchschnittslinien  ihrer  homologen  Ebenen- 
paare einen  Kegel  zweiten  Orades ,  dessen  Schnitt  mit  der  Kugel  jene  ans 
zwei  Aesten  bestehende  Curve  ist.  Die  wenigen  oben  benutzten  Eigen- 
schaften der  Curve,  nämlich  dass  jeder  Ast  von  einem  Hauptkreise  in 
zwei  Punkten  getroffen  wird  und  dass  sie  sjrmmetrisch  liegt  gegen  das 
sphärische  Perpendikel,  welches  in  der  Mitte  von  ÄÄ'  errichtet  werden 
kann,  ergeben  sich  unmittelbar  aus  der  obigen  Gonstruction  derselben 
auf  der  Kugelfläche. 

Der  Hauptbogen  Ä  Ä\  welcher  zwei  homologe  Punkte  der  sphäri- 
schen Systeme  verbindet,  heisst  eine  sphärische  Sehne  der  Systeme. 
Die  Perpendikel,  in  den  Mitten  der  sphärischen  Sehnen  errichtet,  schnei- 
den sich  dem  Obigen  zufolge  sämmtlich  in  den  beiden  Doppelpunkten. 
Die  Perpendikel  auf  irgend  zwei  Sehnen  genügen  daher,  die  Doppel- 
punkte zu  finden.  Durch  Rotation  um  einen  Doppelpunkt,  oder  was 
dasselbe  ist,  um  beide  Doppelpunkte  oder  ihre  Verbindungslinie  gelangt 
das  bewegliche  sphärische  System  Z,  aus  der  Lage  Z'  in  die  Lage  Z" \  die 
Amplitude  derselben  ist  der  Winkel,  welchen  die  Hauptbogen  vom  Doppel- 
punkte nach  zwei  homologen  Punkte  Ä^  Ä'  gezogen  mit  einander  bild^D. 

Die  Uebertragung  aller  auf  der  Kugelfläche  hier  ausgeführten  Con- 
structionen  auf  das  räumliche  System,  welches  sich  um  den  Kugelmittel- 
punkt dreht,  besteht  grösstentheils  nur  in  einer  Aendernng  des  Wort- 
ausdruckes. An  die  Stelle  des  Punktes  auf  der  Kugelfläche  tritt  die 
Oerade,  welche  durch  den  Rotationsmittelpunkt  geht,  an  die  Stelle  homo- 
loger Punkte  treten  homologe  Geraden  dieser  Art,  der  Hauptbogen  wird 
ersetzt  durch  die  Ebene,  welche  den  Mittelpunkt  enthält,  die  sphärische 
Sehne  wird  zur  Ebene  des  Winkels  zweier  nach  homologen  Punkten  durch 
den  Mittelpunkt  gezogenen  Geraden  u.  s.  f. 

§.  4.  Wenn  ein  sphärisches  System  2^  sich  auf  seiner  Kugelfläche 
bewegt  und  wenn  2f^2f\2f'\  .  .  .  eine  Reihe  von  Lagen  ist,  welche  das- 
selbe während  seiner  Bewegung  durchläuft,  so  ist  die  Bewegung  aus  der 
Lage  If  in  die  Lage  2^'  äquivalent  einer  Rotation  um  einen  bestimmten 
Punkt  C  der  festen  Kugelfläche  (oder  seinen  Gegenpunkt  oder  um  beide), 
die  Bewegung  aus  der  Lage  £  in  die  Lage  £''  ebenso  äquivalent  einer 
Rotation  um  ein  zweites  Gentrum  C'\  u.  s.  f.  Wählt  man  nun  die 
Zwischenlagen  £\  Z'\  S"\  .  .  .  immer  dichter  und  dichter  an  einander, 
so  häufen  sich  die  Rotationscentra  C^  C\  ,  .  gleichfalls  und  werden  die 
Amplituden  für  die  Rotation  aus  einer  Lage  des  Systems  in  die  nächst- 
folgende immer  kleiner.  In  der  Grenze  geht  die  Folge  der  Rotationen 
in  die  wirklich  stattfindende  Bewegung  und  die  Folge  der  Centra  C  in 
eine  continuirliche  Curve  {C)  auf  der  festen  Kugelfläche  über.  Während 
der  Rotation  um  C  fallt  ein  gewisser  Systempunkt  F"  mit  C  zusammen, 
während   der  Rotation   um  C  ein  anderer  Systempunkt  P"   mit  diesem 
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«.  8.  f.  Bei  dem  Orensenttbergange  erhält  man  daher  noch  eine  zweite, 
aber  dem  bewegliehen  System  angehörende  Gurve  (r),  deren  Punkte 
wlhfend  der  Bewegung  des  Systems  nach  und  nach  mit  den  Punkten 
der  CarrQ  (C)  susammentreffen.  In  dem  Momente,  in  welchem  die  ver- 
•diwindend  kleine  Rotation  um  C"  beginnt,  ist  F''  in  C"  eingetreten 
«ad  Terlitst  F'  den  Punkt  C]  daher  haben  beide  Gurven  die  Bogen- 
deaiente  CC  und  F' P"  gemein,  d.  h.  sie  berühren  sich  in  C.  Fügt 
diesen  Betrachtungen  über  die  Bewegung  des  sphärischen  Systems 
entsprechende  über  die  Bewegung  des  körperlichen  Systems  um  den 
Ktt^elmittelpunkt  hinsu,  so  gelangt  man  dazu,  die  folgeuden^Sätze,  welche 
den  Sitsen  im  III.  Cap.  §.  2.  analog  sind,  aufzustellen. 

Jede    Bewegung    eines    unveränderlichen    sphärischen 
Systems  auf  seiner  Kugelfläche  ist  äquivalent  einer  conti- 
Bvirliehen  Folge  von  Rotationen   nm   die  Erzeugungslinien 
einer  bestimmten  Kegelfläche,   deren  Mittelpunkt  der  Mit- 
telpunkt der  Kugel  ist  und  welche  durch  eine  bestimmte  auf 
der  Kugelfläche  liegende  Gurve  {€)  hindurchgeht,  oder  auch: 
Jede    Bewegung    eines     unveränderlichen     räumlichen 
Systems    um    einen   Punkt   ist    äquivalent    einer    continuir- 
Ueken  Folge  von  Rotationen  um  Axen,  welche  durch  diesen 
Punkt  gehen    und   die  Erzeugungslinien    einer  bestimmten 
von  der  speziellen  Natur  derBewegnng  abhängigen  Kegel- 
fliehe  des  absoluten  Raumes  sind. 

Jede  Bewegung  eines  unveränderlichen  sphärischen 
Sjitfms  auf  seiner  Kugolflächo  ist  äquivalent  dem  Rollen 
«iner  bestimmten  Gurve  (/')  des  beweglichen  Systems  auf 
^iner  bestimmten  anderen  Gurve  (C)  der  festen  Kugel- 
fliehe. 

Jede  Bewegung  eines  unveränderlichen  .  räumlichen 
^Jitems  nm  einen  Punkt  ist  äquivalent  dem  Rollen  einer 
heitimoi trn,  dem  beweglichen  System  angehörenden  Kegel- 
fUehe  (/*)  auf  einer  bestimmten  andern  Kegelfläche  (C)  des 
^l^toloten  Raumes,  welche  mit  jei>er  den  Punkt,  um  wcl- 
^^^n  das  System  sich  bewogt,  zum  gemeinschaftlichen  Mit- 
telpunkte hat. 

§.  5.  Jeder  Lage  des  beweglichen  Systems  entspricht  eine  be- 
stimmte Gerade  C  des  Kegels  (C),  um  welche  dieselbe  eine  unendlich- 
kl^De  Rotation  ausführt,  um  in  die  folgende,  jener  unendlichnahe  Lage 
**  geUngen.  Diese  Gerade  hcisst  die  jener  Lage  entsprechende  Mo- 
B^ciitADaxo  des  Systems  und  die  unendlichkleine  Rotation  um  sie  die 
Eleaentarbewegung  des  Systems.  Die  M.omentanaxe  ist  eine  Dop- 
pelHaie  der  beiden  aufeinanderfolgenden  unendlichnahen  Lagen  des 
^yiteoM  und  sämmtliche  Momentanaxen    laufen    durch    den    allon  Lagen 
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gemeinsamen  Doppelpunkt,  nämlicli  den  Punkt,  um  welchen  das  Syatem 
sicli  überhaupt  bewegt.  Vermöge  der  Elementarbewegung  beschreibt  jeder 
Systempunkt  ein  Element  seiner  Bahn  als  einen  unendlichkleinen  Kreis- 
bogen, dessen  Mittelpunkt  der  Fusspunkt  des  von  ihm  auf  die  Momentan- 
axe gefällten  Perpendikels  ist.  Dieser  Kreisbogen  oder,  was  auf  das- 
selbe hinauskommt,  die  Kichtung  seiner  Tangente  ist  senkrecht  zu  der 
Ebene,  welche  durch  dies  Perpendikel  um  die  Momentanaxe  gelegt  wer- 
den kann,  d.  h.  die  Ebene,  durch  den  beschreibenden  Punkt  und  die 
Momentanaxe. gelegt,  ist  die  Normalebene  der  Bahn  des  Punktes.  Daher 
schneiden  sich  die  Normalebenen  der  Bahnen  sämmtlicher  Systempunkte 
in  den  Punkten,  welche  ein  und  derselben  Lage  des  Systems  angehören, 
in  der  dieser  Lage  entsprechenden  Momentanaxe.  Um  also  die  Normal- 
ebene und  die  Tangente  an  die  Bahn  eines  Systempunktes  zu  con- 
struiren ,  bedarf  es  nur  der  Aufsuchung  der  entsprechenden  Momentanaxe. 

Für  die  Bewegung  des  sphärischen  Systems  auf  seiner  Kugelfläche 
ändert  sich  blos  die  Nomenclatur  ein  wenig.  Die  Momentanaxe  wird 
vertreten  durch  zwei  Punkte,  von  denen  jeder  als  Momentan centrum 
angesehen  werden  kann.  Vermöge  der  Elementarbewegung  beschreibt 
der  Systempunkt  das  Element  eines  Kreisbogens,  der  um  das  Momentan- 
centrum mit  dem  sphärischen  Abstände  des  Systempunktes  in  diesem  be- 
schrieben werden  kann.  Die  sphärischen  Normalen  der  Bahnen  aller 
Punkte  laufen  durch  das  zugehörige  Momentancentrum. 

§.  6.  Die  Bewegung  eines  unveränderlichen  räumlichen  Systems 
überhaupt  ist  durch  die  Bewegung  dreier  nicht  in  gerader  Linie  liegen- 
der Punkte  bestimmt  (Cap.  I,  §.  2.).  In  dem  vorliegenden  Falle  der  Ro- 
tation um  einen  Punkt  kann  man  den  ruhenden  Punkt  als  den  einen 
von  diesen  ansehen  und  bedarf  es  nur  noch  der  Kenntniss  der  Bewegung 
von  zwei  mit  diesem  nicht  in  gerader  Linie  liegenden  Punkten,  um  die 
Bewegung  aller  Systempunkte  ermitteln  zu  können.  Da  die  System- 
punkte nur  sphärische  Curven  beschreiben  können,  so  ist  die  Bewegung 
des  Systems  bestimmt,  sobald  zwei  Curven  auf  zwei  mit  dem  festen 
Rotationsmittelpunkte  concentrischen  Kugelflächen  (die  auch  in  eine 
Kugclfläche  zusammenfallen  können)  als  Bahnen  zweier  Punkte  gegeben 
sind.  Statt  dessen  können  auch  die  beiden  Kegelflächen,  welche  diese 
Curven  enthalten  und  mit  dem  Rotationsmittelpunkt  concentrisch  sind, 
als  Orte  für  zwei  Gerade  des  Systems  angenommen  werden. 

Es  ist  interessant  und  sehr  lehrreich,  die  Betrachtungen,  welche  wir 
in  den  §§.  4  — 11  des  vorigen  Capitels  für  die  Bewegung  eines  unver- 
änderlichen Systems  parallel  einer  Ebene  oder  für  die  Bewegung  eines 
ebenen  Systems  in  seiner  Ebene  durchgeführt  haben,  zu  übertragen  auf 
die  hier  vorliegende  allgemeinere  Bewegung  eines  Systemes  um  einen 
festen  Punkt  oder  die  Bewegung  eines  sphärischen  Systemes  auf  seiner 
Kugelfläche.     Das  Allgemeine   dieser  Uebertragung  ist   sehr   leicht,    die 
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V.  Capitel. 

Aequivalenz  von  Translationen  und  Rotationen  um  fi:ekreu8te  Axen  mit 
der  SchraubenbewefiTims:.    Die  allgemeinste  Art  der  Bewesnws  eines  un- 
veränderlichen Systems. 

§.  1.     Ein  unveränderliches  System  rotire  um  die  Axe  a  (Fig.  27) 
p.    27  um^  die  Amplitude  -ö"  und  erleide  hierauf  eine  Trans- 

lation T  parallel  dieser  xVxe.  Vermöge  der  Rotation 
beschreibt  ein  Punkt  A  des  Systems,  welcher  sich 
in  A'  befindet,  einen  Kreisbogen  A'a,  dessen  Ebene 
senkrecht  zur  Axe  a  ist  und  welcher  einem  Centri- 
winkel  A'Oa  gleich  der  Amplitude  ^  entspricht; 
durch  die  nachfolgende  Translation  durchläuft  A 
sodann  die  Strecke  a  A''  =.  t  parallel  der  Axe  und 
gelangt  dadurch  in  die  Endlage  A'\  Ebendahin 
gelangt  A^  indem  das  System  zuerst  die  Translation  und  hierauf  die 
Rotation  erleidet;  der  Punkt  durchläuft  hiebei  zuerst  die  Strecke 
A'a  :=  T  parallel  zur  Axe  und  hierauf  den  Kreisbogen  aA"'  parallel  und 
gleich  dem  vorigen  A'a.  Aehnliches  gilt  für  alle  Systempunkte  und 
die  Folge  der  Rotation  und  der  Translation  ist  vertauschbar.  Beide  Be- 
wegungen können  zugleich  stattfinden,  sei  es,  dass  das  System  die  Trans- 
lation besitzt  und  sie  in  einem  andern  System  ausführt,  welches  um  die 
Axe  a  des  absoluten  Raumes  rotirt  oder  sei  es,  dass  es  um  die  in  a  be- 
findliche Systemlinie  cc  in  einem  andern  Systeme  rotirt,  welches  die 
Translation  besitzt.  Bei  der  gleichzeitigen  Verbindung  beider  Bewegungen 
durchlaufen  die  Systempunkte  A  cylindrische  Curven,  welche  im  Allge- 
meinen Schraubenlinien  genannt  werden  und  gelangen  auf  diese  Weise 
in  dieselben  Endlagen  wie  vorher.  Während  der  Bewegung  wachsen  die 
Amplitude  und  die  Translation  allmählig  auf  «O*  und  t  an;  je  nach  dem 
Verhältnisse,  in  welchem  die  gleichzeitigen  Aenderungen  beider  erfolgen, 
ist  die  Beschaffenheit  der  Schraubenlinien  verschieden.  Bleibt  die  Trans- 
lation fortwährend  der  Rotationsamplitude  proportional,  so  sind  sie  Bah- 
nen der  Systempunkte  gemeine  Schraubenlinien.  Nennt  man  in  diesem 
Falle  die  einer  vollen  Umdrehung  2  n  entsprechende  Translationsgrösse  h 
die  Höhe  des  Schrauben  ganges,  so  erhält  man  dieselbe  aus  der  Gleichung 

'o~  ^^  Ä»  iiämlich  Ä  =  7C  A,  wenn  das  constante  Verhältniss  —  gleich  k  ge- 
setzt  wird. 
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Die  Schraubenbewegnng  bt  eine  aus  einer  Rotation  und  einer  zur 
RotalioDffaxe  parallelen  Translation  zusammengesetzte  Dewegung;  sie 
kann  in  diese  beiden  Componenten  wieder  zerlegt  werden  und  ist  diesen 
in  beliebiger  Ordnung  Äquivalent. 

§.  2.  Für  die  Aequivalenz  der  Schraubenbewegung  mit  Translationen 
mnd  Rotationen  gelten  folgende  Sätze. 

* 

I.  Die  Folge  einer  Rotation  'O-  und  einer  zur  Rotations- 
axe  geneigten  Translation  r  oder  auch  die  gleichzeitige  Ver- 
bindung beider  Bewegungen  ist  äquivalent  einer  Schrauben- 
bevegang;  die  Axe  der  Schraubenbewegung  ist  parallel  der 
Hotationsaxe  und  die  Amplitude  ihrer  Rotationscomponente 
•timmt  mit  ^  nach  Grösse   und    Sinn    überein,    die  Transla- 
tionicomponente    derselben   ist   xsinly    wenn    k    die  Neigung 
▼on  T  gegen   eine    zur   Rotationsaxe  senkrechte    Ebene  be- 
deutet.     Ist   nämlich    (Fig.  28.)  o   die  Rotationsaxe  und  zerfällt  man 
die  Tranilation    t    in    zwei    Componenten   rsin  A, 
» CMi,  erstere  parallel,  letztere  senkrecht  zu  a,  so 
i*t  die  Rotation  ^  um  er  in  Verbindung   mit   der 
Tniislation  r  cos  l  äquivalent  einer  Rotation  ^  um 

^ine  Axe  /?,  welche  mit  o  im  Abstände  d=^T 


V\g.  28. 


sin  ^  0- 
P*r*nel  läuft  (Vgl.  Cap.  II,  Satz  VI);  diese  Rotation 
MtH  mit  der  andern  Componente  rshiX  der  Trans- 
^ioo  die  Schraubenbewogung  um  die  Axe  ß. 

Ut  A  =      ,  so  verschwindet  die  Tran.slation8componentc  der  Schraii- 

W'iibewegung  und  reducirt  sich  diese  auf  eine  blosse  Rotation.  Man 
•^It  den  Satz  VI  in  Cap.  II  wieder. 

11.  Umgekehrt  ist  jede  Schraubenbewegung  äquivalent 
^»»er  Rotation  um  eine  beliebig  wählbare,  zur  S cli raube n- 
•^*  parallele  Axe  von  derselben  Amplitude,  wie  die  Rota- 
tioQfcomponente  der  Schraubenbewegung  und  einer  zur 
Ate  geneigten  Translation. 

Man  erhält  dies  Resultat,  indem  man  die  Schraubonbewegung  in 
il>re  Rotations-  und  Translationscomponente  zerlegt,  die  Axe  der  ersteren 
^^  Cap.  II,  Satz  V.  in  eine  parallele  Axe  verlegt  und  die  hiebei  sich 
^rjtbfndc  Translation  mit  der  Translation scomponenten  der  Schrauben- 
^*P*og  vereinigt.  Die  aus  beiden  Translationen  resuUirende  Trans- 
Won  iit  geneigt  gegen  die  Axe  der  Rotation,  da  von  ihren  Componenten 
^^c  eine  dieser  parallel,  die  andere  zu  ihr  senkrecht  ist. 

Hl.  Die  Folge  zweier  Rotationen  um  zwei  gekreuzte 
Axen  (er,  a),  (^,6)  ist  äquivalent  einer  Schrauben  bewegung. 
^*  diese  zu  finden,   sei  (Fig.  21)  a.)  a  die  erste,   ß  die  zweite  Axe,  O 
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Zwei  Rotationen  um  gekreuzte  Azen. 
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die  Amplitude  der  Rotation  um  a,  0*'  die  Amplitude  der  Kotation  um  / 
Während  der  Kotation  um  a  bleibt  diese  Axe  mit  der  Geraden  a  de 
Raumes  vereinigt  und  gelangt  die  Aue  ß  durch  dieselbe  in  die  Gerad 
b,  um  welche  hierauf  die  zweite  Rotation  erfolgt.  In  Folge  der  Rotatio 
um  a  beschreiben  alle  Punkte  B'  der  Axe  ß  Kreisbogen  S  S\  dere 
Ebenen  senkrecht  zu  o  sind  und  diese  Axe  in  den  Kreismittelpunkte 
Ä  treffen;  alle  diese  Kreisbogen  nebst  den  zugehörigen  Sehnen  Sh 
entsprechen  der  Amplitude  O  als  Centriwinkel.  Durch  irgend  einen  de 
Punkte  B'  ziehen  wir  mit  a  die  Parallele  a  und  ersetzen  die  Rotatio 
%  um  a  durch  dieselbe  Rotation  um  a  und  die  zugehörige  Translatio 
B'B'\  Die  beiden  Rotationen  0",  «Ö*'  um  die  sich  schneidenden  Axen  a', 
sind  aber  nach  Cap.  IV.  §.  1.  äquivalent  einer  einzigen  Rotation  %  ui 
eine  gewisse  durch  B^  gehende  Axe  /',  welche  durcli  die  dort  angegeben 
Construction  gefunden  wird.  Die  Folge  der  Rotationen  O,  6"'  jim  di 
Axen  er,  ß  ist  demnach  äquivalent  der  Rotation  6  um  /  in  Verbindan 
mit  der  Translation  B^  B'\   in  beliebiger  Aufeinanderfolge   dieser  beide 


Fig.  29  a. 


Figr.  29  b. 


Bewegungen.  Die  Translation  B^ S'  zerlegen  wir  nun  in  zwei  Comp< 
nenten  BB"'  und  B'"Bf\  von  denen  die  erstere  senkrecht,  die  letztei 
parallel  zur  Aixe  /  ist  und  verbinden  die  zu  /  senkrechte  Translation) 
componente  B'B^"  nach  Cap.  II,  Satz  VI.  mit  der  Rotation  0  um  diese  As 
zu  einer  Rotation  0  um  eine  zu  y  parallele  Axe  y.  Diese  Rotation  ' 
um  y  endlich  liefert  in  Verbindung  mit  der  zu  ihr  parallelen  Translationi 
componenten  B>''B"  die  Schraubenbewegung,  welche  der  Folge  der  R< 
tationen  -ö",  «Ö"'  um  die  Axen  a,  ß  äquivalent  ist.  Die  Rotationsfolge  ii 
nicht  vertauschbar,  wohl  aber  können  beide  Rotationen  gleichzeitig  stat 
finden,  so  zwar,  dass  das  System  um  ß  rotirt,  während  ß  selbst  einei 
um  (of,  d)  rotirenden  zweiten  Systeme  angehört,  in  welchem  das  gegeben 
System  jene  Rotation  um  ß  ausführt. 
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Ebene  (ci'ß)  errichteten  Perpendikel,  d.  h.  in  der  Kichtung  des  kürzesten 
Abstandes  der  beiden  Axen  a,  ß  bildet.  Ist  d  dieser  Abstand,  so  stellt 
daher  d  sinp  die  Prcjection  von  d  auf  die  Axe  y,  d.  h.  die  halbe 
Translationsgrösse  ^r  dar.  Multiplicirt  man  daher  die  vorstehende  Glei- 
chung mit  dy  so  erhält  man  aus  ihr 

^ T  '  sin  ^G  =  d  '  sin  ^&  •  sin  ^ 9  -- sin  (a |3 j, 

d.  h.  das  Produkt  der  Sinusse  der  halben  Amplituden  der 
Rotati-onen  um  zwei  Axen,  des  kürzesten  Abstandes  dieser 
Axen  und  des  Sinus  ihrer  Neigung  ist  gleich  dem  Produkte 
aus  der  halben  Translation  und  dem  Sinus  der  halben  Am- 
plitude der  der  Folge  beider  Rotationen  äquivalenten 
Schrauben bewegung.  Dieser  Satz  wurde  zuerst  1840  von  Rodrignes 
bewiesen.  (Vgl.  dessen  Abhandlung:  Des  lois  gdomötriques  qui  r^gissent 
le  döplacement  d'un  Systeme  solide  dans  Tespace,  et  de  la  Variation  des 
coordonnöes  provenant  de  ces  ddplacements.  Liouvill/e's  Journal  de 
Math^m.  T.  V,  p.  390.) 

§.  4.  IV.  Umgekehrt  ist  jede  Schraubenbewegung  äqui- 
valent der  Folge  zweier  Rotationen  um  zwei  sich  kreu- 
zende Axen  und  zwar  auf  unendlich  viele  Arten,  sodass 
man  die  eine  der  beiden  Axen  willkührlich  annehmen  und 
die  andere  dazu  finden  kann.  Ist  die  zweite  Axe  ß  gegeben,  so 
kann  man  mit  Hülfe  der  bekannten  Schraubenbewegung  leicht  die  Lage 
h  bestimmen,  in  welche  ß  durch  die  Schraubenbewegung  gelangt  und 
kann  demnach  zu  jedem  Punkte  B'  auf  ß  den  homologen  Punkt  B^'  auf 
h  finden.  Vermöge  der  Rotation  um  die  noch  unbekannte  erste  Axe 
muss  aber  ß  gleichfalls  in  die  Lage  h  versetzt  werden.  Hieraus  folgt, 
dass  alle  Geraden,  wie  ^J?",  welche  homologe  Punkte  von  j3  und  6  ver- 
binden, die  Sehnen  von  Kreisbogen  sind,  deren  Mittelpunkte  auf  der 
ersten  Axe  liegen  und  deren  Ebenen  senkrecht  zu  dieser  ersten  Axe  sind. 
Eine  Ebene,  in  der  Mitte  von  B'B"  normal  zu  dieser  Sehne,  geht  daher 
durch  die  gesuchte  Axe;  eine  Normalebene  zu  einer  weiteren  Sehne 
CC^  liefert  durch  ihre  Schnittlinie  mit  dieser  die  erste  Axe  selbst.  Ist 
die  erste  Axe  a  gegeben  und  wird  die  zweite  gesucht,  so  führt  eine  'ähn- 
liche Construction  zum  Ziel.  Man  bestimmt  vermöge  der  Schrauben - 
bewegung  die  Lage,  in  welche  et  gelangen  muss  und  da  sie  ihre  ganze 
Bewegung  der  Rotation  um  die  zweite  Axe  verdankt,  so  genügen  die 
Normalebenen  in  der  Mitte  zweier  Sehnen  auch  hier  um  die  Axe  b  und 
folglich  auch  um  ß  zu  finden. 

Zwei  Axen,  für  welche  die  Rotationsfolgc  einer  gegebenen  Schrauben- 
bewegung äquivalent  ist,  heissen  coujugirto  Axen.  Es  ist  immer 
genau  anzugeben,  welche  von  ihnen  die  erste,  welche  die  zweite  sein 
soll.    Für  alle  Paare  conjugirter  Axen  ist  nach  dem  Satze  von  Rodrigues 
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VI.  Zwei  Schränbenbewegungen  sind  einer  einzigen 
dritten  Scbraubenbewegung  äquivalent;  die  Ordnung  Mer- 
selben  ist  nicbtvertauschbar.  Es  genügt,  die  Schraubenbewegungen 
in  ihre  Rotations-  und  Translationscomponenten  aufzulösen;  die  beiden 
Translationen  liefern  wieder  'eine  Translation ,  die  Rotationen  eine  Ro- 
tation nebst  Translation.  Setzt  man  die  so  gewonnenen  Translationen 
in  eine  einzige  zusammen,  so  verbindet  sie  sich  nach  Satz  I.  mit  dpt 
zuletzt  erhaltenen  Rotation  zu  der  resultirenden  Schraubenbewegung. 

§.  6.  Werden  die  in  den  sechs  vorstehenden  Sätzen  auftretenden 
Translationen  und  Botationsamplituden  unendlich  klein,*  so  vereinfachen 
sich  die  Sätze  in  folgender  Weise. 

1.  Die  Folge  oder  auch  die  gleichzeitige  Verbindung  einer  unend- 
lich kleinen  Translation  dt  und  einer  unendlich  kleinen  Rotation  dd"  um 
eine  zur  Richtung  von  dz  geneigte  Axe  of  ist  äquivalent  einer  unendlich 
kleinen  Schraubenbewegung  von  derselben  Amplitude  dd^  und  Translation 
dt  um  eine  zur  Axe  a  parallele  Axe  /3;  diese  Axe  ß  liegt  mit  a  in  einer 
zu  der  durch  a  und  dv  bestimmten  Ebene  senkrechten  Ebene  und  zwar 
auf  derjenigen  Seite   von  a,  nach  welcher  hin   die  Rotation  dd^  erfolgt, 

dt 
in  einem  Abstände  rf  ==  "t-^^^osI^  wenn  A,  wie  früher,  die  Neigung  von 

dx  gegen  die  zu  a  senkrechte  Ebene  bedeutet.     (Vgl.  Fig.  28.) 

2.  Die  Folge  oder  auch  gleichzeitige  Verbindung  zweier  unendlich 
kleinen  Rotationen  d^^  dd^  um  zwei  sich  kreuzende  Axen  («,  «)  und 
(/3,  b)  ist  äquivalent  einer  unendlich  kleinen  Schraubenbewegung.  Die 
Figur  29  b.  erleidet  hiefür  folgende  Modificationen.  Da  rf^,  rf^'  ver- 
schwindend klein  sind,  so  fällt  die  Axe  y  in  die  Ebene  {aß)  und  läuft 
also  die  Axe  der  Schraubenbewegung  parallel  mit  den  Ebenen  der 
Schicht,  welche  durch  die  Axen  a,  ß  bestimmt  wird ;  sie  ist  mithin  senk- 
recht zu  dem  kürzesten  Abstände  AB'  =  d  dieser  Axen.  Die  Amplitude 
dS  der  Schraubenbewegung  erhält  man  zufolge  des  Satzes  vom  Paralle- 
logramm der  Rotationen  (Cap.  IV.  §.  2.)  und  zwar  ist 


sm 


ycc        sin  yß        sin  aß 


d^  dd^  d& 

Die  unendlich  kleine  Translation  B'B''  ist  senkrecht  zu  AB'  und  f&llt  in 
die  Ebene  {aß) ;  ihr  Werth  ist  d  •  d^.  Da  die  Ebene  BB^'B'"  mit  der 
Ebene  (ay\  also  jetzt  mit  der  Ebene  (aß)  zusammenföllt,  welche  senk- 
recht zu  AB'  ist,  so  fällt  der  Punkt  C  in  die  Richtung  des  kürzesten 
Abstandes  AB'  beider  Axen  und   ist   seine  Entfernung   von   der  zweiten 

B'  B"  d& 

Axe  CB"  =  — ^  .  cos  {B^B'B")  =d~'  cos  ya,  da  Winkel  B^'ffBT" 

u  fj  d\9 

gleich  Winkel  (yV)  =  (y  a)  ist  (weil  B'B^'  auf  «und  B^B^"  auf  y  senk- 
recht steht).     Die   Translationscomponente   der   Scbraubenbewegung    ist 
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vorigen  Capiteln  erörtert  worden,  denn  die  Bewegung  des  Systems  ist 
in  diesen  Fällen  äquivalent  einer  Rotation  um  die  Verbindungslinie  der 
beiden  Doppelpunkte  als  Axe  und  einer  Rotation  um  den  einen  Doppel- 
punkt. Es  bleibt  daher  von  allen  möglichen  Fällen  der  Bewegung  eines 
unveränderlichen  Systems  blos  der  eine  noch  zu  untersuchen,  in  welchem 
die  beiden  Lagen  keinen  Doppelpunkt  besitzen;  dieser  Fall  ist  der  all- 
gemeinste und  zu  seiner  Behandlung  dienen  die  in  vorliegendem  Capitel 
bis  jetzt  entwickelten  Sätze,  aus  denen  sich  die  folgenden' ergeben. 

I.  Jede  Bewegung  eines  unveränderlichen  Systems  £ 
aus  einer  ersten  Lage  £'  in  eine  zweite  £''  ist  äquivalent 
der  Folge  zweier  Rotationen  um  zwei  Axen  auf  unendlich 
viele  Arten,  sodass  die  eine  von  diesen  willkührlich  ge- 
wählt und  die  andere  dazu  gefunden  werden  kann.  Sindnäm- 
lich ß\  ß"  irgend  zwei  homologe  Gerade  von  £\  £"  und  auf  ihnen  A*^  A'\ 
B\  B''  zwei  homologe  Punktpaare,  so  construire  man  die  Kugelfläche, 
welche  diese  beiden  Paare  enthält  und  denke  sich  ein  Hülfssystem  a, 
dessen  beide  Lagen  (t',  <r"  die  Punkte  Ä\  B' ;  Ä\  B'  als  homologe  Punkte 
und  den  Mittelpunkt  der  Kugelfläche  als  Doppelpunkt  (0',  0")  besitzen. 
Nach  Cap.  IV.  gelangt  dies  System  a  aus  der  Lage  ö'  in  die  Lage  a" 
durch  Rotation  um  eine  bestimmte  durch  den  Doppelpunkt  gehende  Axe 
(i,  welche  die  Durchschnittslinie  der  Normalebenen  ist,  welche  man  in 
den  Mitten  der  Sehnen  j(Ji\  BB"  auf  diesen  Sehnen  errichten  kann. 
Mit  dieser  Axe  a  fällt  eine  gewisse  Gerade  ol  des  Systems  J^  zusammen, 
und  da  durch  Drehung  um  sie  die  Gerade  ß  aus  der  Lage  ß'  in  die 
Lage  ß"  tibergeführt  wird,  so  bedarf  es,  nachdem  dies  geschehen,  blos 
noch  einer  Rotation  um  letztere,  damit  das  System  E  vollständig  in  die 
Lage  ^"  gelange.  Die  Linie  ß  kann  willkührlich  angenommen  werden 
und  zu  ihr  als  zweiter  Rotationsaxe  die  zugehörige  erste  Axe  a  nach  der 
vorigen  Construction  gefunden  werden. 

IL  Jede  Bewegung  eines  unveränderlichen  Systems  S 
aus  einer  ersten  Lage  2?'  in  eine  zweite  H''  ist  äquivalent 
der  Folge  einer  Translation  und  einer  Rotation  in  belie- 
bigerOrdnung  auf  unendlich  viele  Arten.  Ertheilt  man  nämlich 
dem  System  eine  Translation  übereinstimmend  nach  Grösse,  Richtung 
und  Sinn  mit  der  Verbindungssehne  zweier  homologer  Punkte  Äy  Ä'  von 
E'  und  E'\  so  gelangt  dasselbe  in  eine  gewisse  Lage  E^y  in  welcher  es 
mit  -2"  einen  Doppelpunkt  (-4',  Ä'^  besitzt.  Nach  Cap.  IV.  gibt  es  daher 
eine  durch  A*'  gehende  Axe  «,  durch  Rotation  um  welche  E  aus  der 
Lage  E^  in  die  Endlage  2^'  gelangen  kann.  Da  Translation  und  Rotation 
vettauschbare  Bewegungen  sind,  so  kann  das  System  auch  erst  die  Ro- 
tation um  eine  zu  der  eben  erwähnten  Axe  parallele,  durch  Ä  gelegte 
Axe  ausfuhren  und  dann  die  Translation  AÄ'  erleiden,  um  schliesslich 
in  dieselbe  Lage  I^'  übergeführt  zu  sein. 
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tems  mit  einer  SuhrftQbeDboweg.      V.  Cnp. 
ndere  Z"   ist    äquivalent    einer 


Schraubenbewegung. 

Dem  vorigen  Satz  zufolge  ist  nämlich  die  Bewegung  des  Syatenu 
äquivalent  einer  Translation,  welche  nach  Grösse,  Richtung  nnd  SioD 
mit  der  Verbindnngssehne  zweier  homologer  Punkte  A,  A'  von  £  nnd 
S,"  übereinstimmt  und  einer  Kotation  um  eine  dutcL  den  Funkt  Ä 
gehende  Axe  a.  Diese  beiden  Bewegungen  sind  aber  iiaoh  §.  1,  Satz  I, 
einer  Schraubenbewegung  äquivalent,  welche  wie  dort  gefunden  wird, 
indem  man  die  Translation  ÄA'  in  zwei  Componenten  zerlegt,  die  eine 
parallel  der  Rotati o d saxe ,  die  andere  senkrecht  zu  ihr.  Die  eratere 
dieser  Componenten  ist  die  Translationscomponente  der  Schraub en- 
bewegung,  die  zweite  bestimmt  in  Verbindung  mit  der  Kotation  am  u 
die  Axe  derselben  ihrer  Lage  und  Amplitude  nach. 

Unmittelbar  kann  dieselbe,  wie  folgt,  bestimmt  werden.  Da  das  ' 
System  in  seine  neue  Lage  übergeführt  ist,  sobald  drei  nicht  in  gerader 
Linie  liegende  Punkte  ihre  Endlagen  erreicht  haben,  so  mUssen  drei 
Sehnen  ÄÄ\  B'ff',  (fC\  welche  nicht  parallel  sind,  zur  AufEndnug  ge- 
nügen. Nun  ist  die  Richtuug  der  Ase  «  und  mithin  auch  die  der 
SchranbeuRxe  die  Richtung  des  Raumes,  in  Bezug  auf  welche  alle  Sehnen, 
insbesondere  also  auch  jene  drei  gleiche  Projectionen  besitzen.  Zieht 
man  also  durch  irgend  einen  Punkt  0  des  Raumes  drei  Strecken  Oa,  Ob, 
Oc  (Fig.  32.)  gleich,  parallel  nnd  von  dem- 
^s.  3».  selben  Sinne  mit  den  Sehnen  AA",  B'B",  CC" 

/     ^       ^  legt    durch    die  Punkte  a,  b,  c  eine  Ebene 

^  -^4-,  ind  zieht  durch  0  die  Normale  dieser  Ebene, 

so  erfüllt  dieselbe  die  Bedingung  der  Gleich- 
heit der  Projectionen,  und  zwar  ist  sie  die 
einzige  Richtung,  welche  dieser  Bedingung 
genügt.  Nachdem  auf  diese  Weise  die  Rieb- 
tung  der  Schranbenaxe  gefunden  ist,  ernbt 
sich  die  Lage  derselben  im  Räume  nna  im 
beweglichen  System  folgen dermassen  mit 
Hülfe  zweier  Panktpaare,  z.  B.  A' ,  A" ; 
B",  ß'.  Zwei  durch  Ä  und  Ä'  zur  Schrau- 
bcnaxenrichtung  parallel  gezogene  Gerade  a'  und  a"  sind  homologe 
Gerade  von  Z.'  und  ^",  indem  eine  bewegliche  Gerade  durch  die 
Schraub enbeweguug  aus  der  Lage  o'  in  die  Lage  «"  gelangt;  sie 
liegen  daher  auf  einer  Cyl in d erfläch e ,  deren  Axe  mit  der  Schrauben- 
axe  zusammenfKIlt.  Legt  man  daher  durch  sie  eine  Ebene  nnd  hal- 
hirt  den  zwischen  ihnen  in  dieser  enthaltenen  Parallelstreifen  d  e" 
durch  eine  ihnen  parallele  Nonnalebene  (welche  mithin  durch  die  Hitte 
der  Sehne  AA'  geht),  eo  muss  diese  die  Schraubenaxe  enthalten ;  wendet 
man  dieselbe  Constmction   nochmals,    nämlich  in  Bezug  auf  die  Punkte 


V.  C«p.  Centralaxe  der  Bewegung.  77 

^,  B^  an,  indem  man  durch  diese  zwei  zur  Schraubenaxenricbtung  pa- 
rallele Gerade  /^t /^'  zieht,  so  liefert  die  Ebene,  welche  den  Parallel- 
streifen  f^ß'  normal  halbirt,  durch  ihren  Durchschnitt  mit  der  vorigen 
Normalebene  die  Schraubenaxe  selbst.  Um  die  Amplitude  der  Schrauben- 
bewegnng  zu  finden^  hat  man  nur  nöthig,  durch  die  bereits  gefundene 
Schraubenaxe  und  zwei  homologe  Punkte,  z.  B.  Ä^  Ä\  zwei  Ebenen  zu 
legen,  ihr  Winkel  ist  die  gesuchte  Amplitude.  Der  ebengeführte  Beweis 
zeigt  iQgleich,  dass  jede  Bewegung  des  Systems  nur  einer  einzigen  Schrau- 
benbewegong  äquivalent  sein  kann. 

Die  Aeqnivalenz  der  Bewegung  eines  unveränderlichen  Systems  mit 

einer  Schranbenbewegung  wurde  von  Chasles  entdeckt  und  im  Bulletin 

des  Sciences  mathdm.   von  Ferussac  als   eine  Mittheilung  an  die  Socidt^ 

pbüomatiqae  zu  Paris  vom  5.  Februar  1831  zuerst  gedruckt.    In  Ueber- 

einatiminung  mit  Chasles  wird  die  Schraubenaxe  auch  die  Centralaxe 

(besser  Centralaxe   der  Bewegung  zum  Unterschiede   von    der  von 

Poinsot  gefundenen  Centralaxe  der  Kräfte)  genannt. 

Der  Satz  über  die  Schraubenbewegung  ergibt  sich  auch  aus  dem 
obigen  Satze  I;  jedes  Paar  Rotationsaxen ,  wie  sie  dort  gefunden  wer- 
den, ist  ein  Paar  conjugirter  Axen  der  Schraubenbewegung. 

§.  8.  Die  Schraubenaxe  ist  eine  Doppellinie  der  beiden  Systeme 
^t  £";  zieht  man  durch  alle  Punkte  von  Z'  einerseits  und  durch  die 
Omen  homologen  Punkte  von  Z."  andererseits  Geraden  parallel  dieser 
^^*i  80  bilden  sie  zwei  IJarallelstralenbündel  homologer  Geraden  der 
^jsteme,  die  Axe  ist  der  Doppelstral  dieser  Bündel.  Die  Punkte  des 
^weglichen  Systems,  welche  in  die  Schraubenaxe  fallen,  erleiden  wäh- 
wnd  der  Schrauben bewegung  eine  blosse  Verschiebung  in  ihr,  alle  andern 
™kte  des  Systems  eine  Verschiebung  parallel  dieser  Axe  und  eine  Rota- 
tion nm  dieselbe.  Die  Verbindungssehnen  homologer  Punkte,  welche  in 
^ic  Ale  fallen,  sind  alle  gleich  und  sind  die  kleinsten  Sehnen  des  Systems, 
"t  t  die  Translation  und  6  die  Amplitude  der  Schraubenbewegung,  so 
**t  die  Grösse  /  einer  Sehne,  deren  Mitte  von  der  Axe  den  Abstand  r 
^^^    gegeben    durch    die  Gleichung    /'=4r*^/</*^6  +  T'''  und  die 

'•ügente    ihrer  Neigung   9  gegen    die  Axe   durch    Uj  (p  =  "     cotg  ^  S, 

Alle  Sehnen,  welche  gleichen  Abstand  von  der  Axe  haben,  sind  daher 
strich  und  gleichgeneigt  gegen  die  Axe;  mit  wachsendem  Abstände 
*Xchst  die  Sehne  und  nähert  sich  ihre  Lage  gegen  die  Axe  immer  mehr 
^«r  rechtwinkligen  Kreuzung. 

Die  Schraubenbewegung  ist  äquivalent  einer  Rotation  um  irgend  eine 
^iende  des  obigen  Parallelstralenbündels  von  derselben  Amplitude  in  Ver- 
bindung mit  einer  Translation  gleich  der  einem  Punkte  der  Geraden  ent- 
sprechenden Sehne  des  Systems.  Je  weiter  diese  Rotationsaxo  sich  von  der 
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Schraubenaxe   entfernt,    um  so  grösser  wird   die  zugehörige  Translation 
und    um   so   mebr    biegt  sieb,   dieselbe   von    der  Rotationsaxe  ab. 

Die  Schraubenaxe  ist  die  einzige  Doppellinie  der  Systeme  £\  £"\ 
hieraus  folgte  dass  wenn  dieselben  einen  Doppelpunkt  besitzen,  dieser 
auf  der  Axe  liegen  muss.  In  diesem  Falle  fallen  alle  homologen  Punkte 
auf  der  Axe  zusammen,  verschwindet  die  Translationscomponente  der 
Schraubenbewegung  und  geht  diese  selbst  in  eine  blosse  Botation  über, 
wie  dieselbe  Cap.  IV.  näher,  untersucht  wurde.  Besitzen  Z'  und  £" 
zwei  Doppclpunkte,  so  tritt  Aehnliches  ein  und  erhalten  wir  den  Fall  des 
Cap.  II. 

§.  9.  Es  sei  jetzt  Z\  Z'\  £'"  .  .  .  eine  Reihe  von  Lagen,  welche 
das  System  £  während  seiner  Bewegung  durchläuft.  Die  Bewegung, 
welche  dasselbe  aus  der  Lage  £'  nach  2"  führt,  ist  äquivalent  einer 
Schraubenbewpgung  von  der  Amplitude  O'  und  der  Translation  r  um 
eine  gewisse  Axe  C,  die  Bewegung  aus  der  Lage  -2"'  nach  £"'  ist  ebenso 
äquivalent  einer  zweiten  Schraubenbewegung  ('9'",  t")  um  eine  zweite  Axe 
C"  u.  s.  f.  Coustruiren  wir  alle  diese  Axen  und  ertheilen  dem  Systeme 
E  statt  seiner  wirklichen  Bewegung  nach  und  nach  die  Schranben- 
bewegungen  {^\  t'),  ('9'",  t"),  (-9^'",  r'")  .  .  . ,  so  ergibt  sich  eine  Bewegung, 
welche  mit  der  wirklich  stattfnidenden  in  den  Lagen  S\  £'\  S,'"  .  .  . 
übereinstimmt,  im  Uebrigen  aber  im  Allgemeinen  von  ihr  abweicht. 
Schaltet  man  aber  zwischen  je  zwei  aufeinanderfolgenden  dieser  Lagen 
andere  Lagen  des  beweglichen  System«  ein  und  wiederholt  die  Con- 
struction  der  Schraubenbewegungen,  wobei  sowohl  die  Amplituden,  als 
auch  die  Translationen  und  nicht  minder  die  Axen  sich  ändern,  so  er- 
gibt sich  eine  Bewegung,  welche  sich  der  wirklichen  Bewegung  weit 
inniger  anschlicsst.  Bei  Fortsetzung  dieses  Prozesses  häufen  sich  die  Axen 
immer  dichter  und  dichter,  nehmen  die  Amplituden  und  Translationen, 
weil  die  Lagen  des  Systems  einander  immer  näher  aneinanderrücken, 
ohne  Ende  ab  und  nähert  sich  der  Ort  aller  Axen  einer  bestimmten  ge- 
radlinigen Fläche,  die  ganze  Bewegung  aber  der  wirklich  stattfindenden 
Bewegung  ohne  Ende  als  ihrer  Grenze.  Durch  die  Vollziehung  dieses 
Grenzüberganges  ergibt  sich  daher  der  Satz: 

IV.  Die  Bewegung  eines  unveränderlichen  Systems  ist 
äquivalent  einer  continuirlichen  Folge  verschwindend  klei- 
ner Schraube nbewegungen  um  die  Erzeugungslinion  einer 
bestimmten  geradlinigen  Fläche  {C)    des  absoluten  Raumes. 

Während  das  System  die  Schraubenbewegung  um  die  Axe  C'  er- 
leidet, fällt  eine  bestimmte  Linie  F'  des  Systems  mit  C  zusammen  und 
verschiebt  sich  in  Folge  der  Translationscomponente  der  Schrauben- 
bewegung in  ihr;  durch  die  folgende  Schraubeubewegung  um  C"  verlässt 
r'  diese  Linie,  während  derselben    fällt   aber  eine  zweite  Linie  F"  des 
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Orte  dieses  Punktes  parallel    der   S  cli  r  au  b  en  ax  e    ge- 
legt  werden. 

Während  der  Bewegung  fallen  mit  den  Axen  c\  c\  c"  .  .  .  gewisse 
Linien  /,  y\  y", . .  des  Systems  zusammen  und  da  der  Punkt  A  die  Punkt- 
reilie  Ä^Ä\Ä" ,,,  welche  auf  dem  geometrischen  Orte  der  Axen  c\  c\  c" ... 
liegt,  durchläuft,  so  gehen  alle  diese  Linien  y  durch  A  hindurch  und  bil- 
den im  beweglichen  System  eine  Kegelfläche,  deren  Erzeugungslinien  nach 
und  nach  mit  der  Rotationsaxe  zusammenfallen.  Ziehen  wir  durch  den 
Punkt  Ä  ausser  c  noch  eine  Schaar  Gerader,  resp.  parallel  c\  c'\  .  .  . 
so  bilden  diese  einen  zweiten  Kegel,  und  wenn  wir  diesem  die  Trans- 
lation A' A" A'" .  ,  .  ertheilen,  so  gelangen  wegen  des  Parallelismus 
diese  Geraden  nach  und  nach  in  die  Lage  von  c\  c\  c" . . . ;  rollt  daher 
der  erste  Kegel  (y)  auf  diesem  zweiten  (c),  während  dieser  selbst  die 
Translation  erleidet,  so  gelangt  das  System  nach  und  nach  in  alle  seine 
Lagen.     Daher: 

Vn.  Die  Bewegung  eines  unveränderlichen  Systems  ist 
äquivalent  dem  Rollen  eines  dem  System  angehörigen  Ke- 
gels auf  einem  andern  gleichfalls  beweglichen,  aber  nicht 
dem  System  angehörigen  Kegel,  welcher  eine  Translation 
besitzt,  welche  durch  die  Bahn  des  Mittelpunktes  des  er- 
steren  Kegels  bestimmt  ist. 

§.  10.  Jeder  Lage  des  Systems  entspricht  eine  bestimmte  Gerade 
der  Fläche  (C),  um  welche  dasselbe  eine  unendlich  kleine  Schrauben- 
bewegung ausführt,  um  in  die  folgende  unendlich  nahe  Lage  zu  gelangen. 
Diese  Gerade  heisst  die  Momentanaxe  und  die  unendlich  kleine 
Schraubenbewegung  um  sie  die  Elementarbewegung  des  Systems, 
entsprechend  jener  Lage  desselben. 

In  Folge  der  Elementarbewcgung  beschreibt  jeder  Punkt  des  Systems 
ein  Element  seiner  Bahn  als  Element  einer  gewissen  gemeinen  Cylinder- 
schraube;  ist  daher  die  Momentanaxe  und  das  Verhältniss  der  Ele- 
mentaramplitude zur  Elementartranslatiou ,  welche  ihr  zukommen,  be- 
kannt, so  hat  die  Aufgabe,  die  Tangente  und  Normalebene  der  Bahn 
zu  bestimmen,  keine  Schwierigkeit.  Die  Cy linderschraube  hat  übrigens 
mit  der  Bahn  des  Punktes  blos  ein  Element  gemein  und  berührt  sie  folg- 
lich blos  in  der  ersten  Ordnung;  sie  ist  wesentlich  verschieden  von  der 
Schmiegungsschraubenlinie,  welche  die  Curve  weit  inniger  berührt. 

An  diese  Betrachtungen  lässt  sich  die  Behandlung  einer  Reihe  von 
allgemeinen  und  speziellen  Aufgaben  anschliessen,  in  ähnlicher  Weise,  wie 
wir  dies  Cap.  III.  und  IV.  gethan  haben.  Die  Bewegung  des  Systems 
ist  bestimmt,  sobald  die  Bewegung  dreier  Punkte  desselben  bestimmt 
ist.  Man  findet  die  Momentanaxe  und  die  Elemente  der  Schraubenbewegung 
um  sie,  indem  man  die  §.  7.  III.  (Fig.  32.)  gegebene  Construction  für 
den  Fall  durchführt,  dass  die  Sehnen  ÄÄ\  B' B'\  CC  die  unendlich  kleinen 
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wollen  wir  die  Schmiegungsschraubenlinie  der  Curven  dop- 
pelter Krümmung  bestimmen. *)  Ein  unveränderlicbes  System  £  be- 
wege sich  so ,  dass  ein  Punkt  A  desselben  eine  gegebene  Curve  doppelter 
Krümmung  beschreibt,  eine  durch  J  hindurchgehende  Gerade  t  des  Sy- 
stems fortwährend  Tangente  dieser  Curve  und  eine  durch  t  gehende 
Ebene  s  fortwährend  Schmiegungsebene  derselben  bleibt.  Die  zu  t  in  i 
senkrechte  durch  A  gehende  Gerade  g  bleibt  dann  immer  Hauptnormale 
und  die  zu  s  normale  gleichfalls  durch  A  gezogene  Gerade  n  die  Binor- 
male der  Curve.  Die  drei  zu  einander  rechtwinkligen  Geraden  t^  ifj  n 
charakterisiren  das  bewegliche  System  hinreichend  und  um  die  Bewegung 
desselben  mit  den  im  vorigen  §.  angegebenen  B estimmun gs weisen  der 
Bewegung  in  Einklang  zu  bringen,  genügt  es,  sich  auf  i  irgend  einen 
Punkt  B  und  auf  q  einen  andern  Punkt  C  des  Systems  zu  denken;  von  den 
drei  Punkten  A,  By  C  ist  alsdann  der  erste  genöthigt,  die  gegebene  Curve 
zu  beschreiben,  während  der  zweite  auf  deren  Tangentenfläche  und  der 
dritte  auf  deren  Fläche  der  Hauptnormalen  oder  ELrümmungshalbmesser 
bleiben  muss.  Der  Uebergang  des  Systems  2  aus  einer  Lage  2^,  in 
welcher  A^  t,  q^  n  die  Lagen  A\  t\  q\  n  haben,  in  eine  andere  unend- 
lich nahe  Lage  2'\  in  welcher  diese  Elemente  sich  in  A[\  (\  q\  ti'  be- 
finden, erfolgt  durch  eine  Elementarschraubenbewegung,  um  die  Be- 
stimmung deren  Axe,  Elementartranslation  und  Elementaramplitnde  es 
sich  hier  handelt.  Die  Bewegung  des  Systems  ist  nun  zunächst  äquiva- 
lent der  Translation  ÄÄ\  welche  das  Bogenelement  ds  der  Curve  dar- 
stellt, und  einer  Rotation  um  eine  durch  Ä'  gehende  Axe  y.  Da  nach 
Ausführung  der  Translation  die  Punkte  der  Tangente  i  durch  die  Rotation 
in  die  Punkte  der  Tangente  f  gelangen  müssen,  so  folgt,  dass  die  Rota- 
tionsaxe  in  der  zur  Schmiegungsebene  (/Y)  normalen  Halbirungsebene  des 
Contingenz winkeis  d^  liegen  muss;  da  ferner  durch  dieselbe  Rotation  die 
Gerade  g  aus  der  Lage  ()],  in  welche  sie  durch  die  Translation  gelangt 
ist ,  in  die  Lage  von  g'  übergeführt  werden  soll,  so  muss  die  Rotations- 
axe  in  einer  Ebene  liegen ,  welche  den  Winkel  p,  q"  halbirt  und  su 
dessen  Ebene  senkrecht  ist.  Die  Schnittlinie  beider  Halbirungsebenen 
ist  folglich  die  Rotationsaxe  selbst.  Da  dm  unendlich  klein  ist,  so  filllt 
die  erste  Halbirungsebene  mit  der  Ebene  (^'w'),  der  sogenannten  rectifi- 
cirenden  Ebene  der  Curve  im  Punkte  -/  zusammen  und  ist  folglich  die 
Rotationsaxe  senkrecht  zu  q  und  da  die  zweite  Halbirungsebene  senk- 
recht zur  Ebene  (^j  ^")  oder  also  senkrecht  zu  der  Ebene  ist,  welche  mit 


*)  Vgl.  meine  Schrift:  Allgemeine  Theorie  der  Curven  doppelter  Krüromung, 
in  rein  geometrischer  Darstellung.  Leipz.,  13.  G.  Teubner,  1859.  S.  82,  sowie  S.  21  o. 
51.  —  In  neuester  Zeit  gab  Chelini  in  Battaglini's  Giornale  di  Matematica.  T.  V. 
(1867).  p.  96  eine  Kntwickelung  der  Schraubenbewegnng  der  Curven  doppelter  Krüm- 
mung in  der  im  Texte  befolgten  Anordnung. 
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vas  wegen   des  unendlichkleinen  Winkels    da  keinen  ünter- 

lit)  auf  der  Ebene  von  da,  die  Binormale  auf  der  des  Winkels 

e  Kotationsaxe  oder  rectificirende  Gerade  auf  der  Ebene  von 

sind  die  Winkel  des  sphärischen  Dreiecks  bei  q''  und  ^]  gleich 

n  t)  =-"=  -^    —   {yO\  iwithin  erhält  man 

.  da        R  ,  d(o         R 

cos  {yt)  =    ,/=  -,     sw  {yt)~-         — 
^'    '  dk  r  dk  () 

it  wird 

de  =  ds  •  cos  [yi)  =   ,.  ds  x=^  -  '  ds 

dk  r 


P  = 


d(o     ds  _  ä2 
dk     dk         Q 

man  demnach  den  Krümmungshalbmesser  A'J{  =  p  in  C  so, 
4'if=7?2  wird  und  zieht  durch  C  eine  Gerade  parallel  der 
len  Ebene  (/'w'),  welche  mit  der  Richtung  der  Tangente  /'  einen 

det,  dessen  Cosinus  -  ist,  so  ist  sie  die  gesuchte  Schraubenaxe 

:he  das  System  {ign)  sich  bewegen   muss,   um   aus   der  Lage 
die  Lage  {f'q!'n')   zu   gelangen.     Die  Translation    der  hierzu 
ilementarschraubenbewegung  ist  de  und  die  Amplitude  d  k, 
kann    die  Schraubenbowegung    auf   mannigfache  Art  in    zwei 
um  conjugirto  Axcn  auflosen;  nimmt   man  zu  der  einen  von 
Tangente,  so  wird  die  andere  die  Krtimmungsaxe    (die  Nor- 
^chmiegungsebene  im  Krümmungsmittelpunkte);    sie   sind    ein 
winklig  conjugirte  Axen.     Durch   die  Rotation   um  die  Krüm- 
von    der  Amplitude  gleich  dem  Contingcnzwinkel  da  gelangt 
nach  A"  und  q'  nach  ^|,    /  nach  /'  in  der  Schmicgungsebeue 
Rotation   um    die   Tangente    von    der   Amplitude    gleich   de 
gswinkel  da  rückt  q  aus  der  Lage  q^  in  die  definitive  Lage 
Ige  der  Schraubenbewegung  beschreibt  der  Punkt  A  das  Bog 
i4"  als  Element  einei  gemeinen  (Jylinderschraube,  deren  A 
lasisradius    des   zugelhörigen  Cylinders   ist   p.      Da  die  A 
)r   rectificirenden  Geraden  y  ist,  so  ist  diese  Gerade  eia 
nie   des    Cylinders   und    da   sie   in  dor   zur  Schmiegungs 
n  rectificirenden  Ebene  {t'n)  liegt,  so  besitzen  die  beide 
'''  gleiche  Neigung  gegen  sie.    Daher  hat  die  erwähnte  Cy 
nit  der  gegebenen  Curve  zwei  Tangenten  gemein  und 
1  dreipunktig;   in  Folge    dessen    hat   sie  auch  mit  ihr 
n  Krümmungskreis.     Da  beide  Curven  aber   auch  die  ^""- 
ade   gemein   haben,   so    fallen    nicht  nur  ihre  ersten, 
die  folgenden  Schmiegungsebcnen  zusammen  und  habe^  ^  ^f 


^ 
> 


*r 


"S^ 
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bestimmen  vier  Doppelebenen,  welche  durch  sie  bindurchgehen  und  sechs 
Doppellinien,  welche  sie  paarweise  verbinden.  In  jeder  dieser  Doppel- 
ebenen liegen  also  im  Allgemeinen  drei  Doppelpunkte  und  drei  Doppel- 
linien, in  deren  jeder  Doppellinie  zwei  Doppelpunkte,  aber  nicht  mehr. 
Wenn  daher  ein  System  sieb  so  bewegt,  dass  es  während  der  Bewegung 
sich  selbst  projectivisch  bleibt,  so  ist  diese  Bewegung  durch  folgende 
Eigenschaften  ausgezeichnet : 

1.  In  jedem  Momente  der  Bewegung  ruhen  vier  bestimmte  Punkte  des 
Systems,  während  die  übrigen  "rings  herum  liegenden  sich  bewegen.  Diese 
vier  Punkte  wechseln  mit  jeder  andern  Lage  des  Systems  und  erzeugen 
vier  Curven  im  absoluten  Raum,  welche  die  geometrischen  Orte  dieser 
Buhepunkte  sind,  sodass  in  jedem  Moment  die  Bewegung  von  vier  System- 
punkten, welche  in  diese  Curven  eintreten,  für  einen  Augenblick  erlischt« 

2.  In  jedem'  Momente  ruhen  6  Gerade  des  Systems,  sodass  deren 
Punkte  blos  in  diesen  Geraden  sich  bewegen;  jede  Gerade  enthält  zwei 
der  vorgenannten  vier  Ruhepunkte. 

3.  In  jedem  Momente  ruhen  vier  Ebenen  des  Systems,  sodass  deren 
Punkte  und  Geraden  blos  in  ihnen  sich  bewegen;  jede  Ebene  enthält 
drei  der  ruhenden  Linien  und  drei  Ruhepunkte. 

Die  angegebene  Zahl  der  Ruhepunkte,  Ruheliuien  und  Ruheebenen 
ist  blos  das  Maximum,  sie  kann  geringer  sein;  dann  werden,  wie  man 
sagt,  einige  von  ihnen  imaginär. 

Man  kann  zeigen,  dass  für  die  Bewegung  eines  Systems,  welches 
während  seiner  Bewegung  sich  ähnlich  bleibt,  von  den  vier  Ruhepunkten 
nur  zwei  vorhanden  sind,  von  denen  der  eine  in  endlicher  Entfernung, 
der  andere  aber  im  Unendlichen  liegt,  dass  mithin  von  den  6  Ruhelinien 
nur  eine  einzige,  nämlich  die  Verbindungslinie  der  beiden  Ruhepnnktei 
und  von  den  vier  Rnheebenen  nur  zwei,  nämlich  die  unendlich  ferne  Ebene 
und  die  zu  der  einzigen  Ruhelinie  im  endlich  entfernten  Ruhepnnkte 
senkrechte  Ebene.  Hienach  besteht  die  Bewegung  eines  veränderlichen 
sich  ähnlich  bleibenden  Systems  in  einer  Rotation  um  eine  Axe  and 
einer  gleichzeitigen  Bewegung  der  Systempunkte  in  der  Richtung  nach 
einem  bestimmten  Punkte  hin  oder  von  ihm  weg  und  zwar  so,  dass  das 
Abstandsverhältniss  von  ihm  für  alle  dasselbe  bleibt. 

Soll  das  System  während  seiner  Bewegung  sich  selbst  congruent 
bleiben,  so  geht  es  in  ein  unveränderliches  über.  Für  die  congruenten 
Systeme  entfernt  sich  der  letzte,  in  endlicher  Entfernung  liegende  Ruhe- 
punkt der  ähnlichen  Systeme  gleichfalls  ins  Unendliche ,  während  die 
Ruhelinie  bleibt,  in  ihr  aber  zwei  homologe  Grade  liegen,  welche  erst 
durch  Verschiebung  sich  decken  können.  In  der  Ruhelinie  finden  wir 
die  Axe  und  in  der  Verschiebung  die  Translation  der  Schrauben- 
bewegung des  unveränderlichen  Systems  wieder.  Hiemit  ist  die  zu  An- 
fang  des   Cap.  I    ausgesprochene   Behauptung    gerechtfertigt,    dass    di 
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Bo wegen  sich  zwei  Systeme  zugleich,  so  nimmt  jedes  im  andern 
successive  andere  und  andere^  Lagen  an  und  beschreibt  also  jeder  Punkt 
des  eipen  im  andern  eine  relative  Bahn.  Die  Orts  Veränderung  des 
einen  Systems  im  andern  heisst  seine  relative  Bewegung  in  Bezug  auf 
dieses.  Es  hat  also  jedes  von  ihnen  eine  relative  Bewegung  in  Bezug  auf 
das  andere. 

Bewegen  sich  drei  Systeme  zugleich,  so  hat  jedes  in  Bezug  auf  jedes 
andere  eine  relative  Bewegung;  da  aber  die  beiden  andern  selbst  in 
Bezug  auf  einander  relative  Bewegungen  besitzen,  so  kann  eine  aolcbe 
relative  Bewegung  mehrmals  mit  der  Bewegung  der  ersten  der  drei 
Systeme  in  Verbindung  gebracht  werden.  Insofern  könnte  man  von 
relativen  Bewegungen  verschiedener  Ordnungen. sprechen:  das  bekannte 
Beispielvom  Passagier,  welcher  sich  auf  dem  Schiffe  bewegt,  während 
dieses  den  Strom  hinabfahrt  und  dieser  an  der  Bewegung  der  Erde  Theil 
nimmt,  gentigt  dies  zu  erläutern. 

Die  Aufgaben,  welche  der  Geometrie  der  Bewegung  hinsichtlich  der 
relativen  Bewegung  eines  Punktes  zufallen,  sind  folgende: 

1.  Wenn  gegeben  ist  die  absolute  Bahn  des  Punktes,  die  Bewegung 
des  Systems  und  eine  Beziehung,  vermöge  welcher  zu  jeder  Lage  des 
Punktes  die  ihr  entsprechende  Lage  des  Systems  gefunden  werden  kann, 
die  den  absoluten  Orten  des  Punktes  entsprechenden  relativen  Orte  des- 
selben im  System,  also  auch  seine  relative  Bahn  in  diesem  zu  bestimmen. 

2.  Wenn  gegeben  ist  die  relative  Bahn  des  Punktes  im  System,  die 
Bewegung  des  Systems  und  eine  Beziehung,  durch  welche  zu  jeder  rela- 
tiven Lage  des  Punktes  auf  der  relativen  Bahn  die  entsprechende  Lage 
des  Systems  gefunden  werden  kann,  die  entsprechenden  absoluten  Orte, 
also  auch  die  absolute  Bahn  des  Punktes  zu  bestimmen. 

3.  Wenn  gegeben  ist  die  absolute  Bahn  des  Punktes,  seine  relative 
Bahn  und  eine  Beziehung,  welche  die  entsprechenden  absoluten  und 
relativen  Orte  bestimmt,  sowie  ein  bewegliches  System,  welchem  die 
relative  Bahn  angehört,  die  jenen  Orten  entsprechenden  Lagen  des 
Systems  oder  die  Bewegung  des  Systems  zu  finden  (unbestimmte  Auf- 
gabe). 

Aehnliche  Aufgaben  lassen  sich  für  die  relative  Bewegung  zweier 
Systeme  aufstellen,  wobei  aber  jede  derselben  in  doppeltem  Sinne  gelöst 
werden  kann,  nämlich  einmal  für  das  eine,  das  anderemal  für  das 
andere  System.     Sie  lauten:  / 

1.  Wenn  gegeben  sind  die  absoluten  Bewegungen  zweier  Systeme 
(durch  die  Elementarschraubenbewegungen  für  alle  Lagen  oder  die 
Flächen  (C)  und  (i^))»  die  relative  Bewegung  des  einen  in  Bezug  auf  das 
andere,  d.  h.  die  Elemente  der  relativen  Schraubenbewegung  oder  die 
relativen  Flächenpaare  (C),  {P)  zu  bestimmen,  vorausgesetzt,  aass  eine 
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ist.  Da  das  System  hicbei  ruht,  so  geschieht  die  Bestimmang  der. re- 
lativen Bewegung  in  demselben  hiedurch,  wie  die  einer  absoluten  und 
ist  mithin  dieser  Satz  das  Mittel,  um  die  Bestimmung  der  relativen  Be- 
wegung eines  Punktes  auf  die  einer  absoluten  zurückzuführen. 

In  gleicher  Weise  lassen  sich  diese  Betrachtungen  auf  die  relative 
Bewegung  eines  Systems  in  einem  andern  anwenden.  Die  relative 
Bewegung  eines  Systems  in  Bezug  auf  ein  anderes  System 
wird  nicht  geändert,  wenn  man  beiden  in  jedem  Momente 
ein  und  dieselbe  Elementarbewegung  (Elementarschrauben- 
bewegung  von  derselben  Translation  und  Rotation  um  die- 
selbe Axe)  ertheilt. 

Die  relative  Bewegung  eines  Systems  in  Bezug  auf  ein 
anderes  System  ist  in  jedem  Momente  die  Besultante  aus 
der  absoluten  Bewegung  des  ersteren  und  der  entgegen- 
gesetzten Bewegung  des  zweiten,  nämlich  die  aus  diesen 
beiden  Elementarschraubcnbewegungen  resultirende  Sie- 
mentarbewegung. 

§.  3.  Die  Anwendung  dieses  Princips  auf  die  Lösung  der  obigen 
Aufgaben   über  die  relative  Bewegung  eines  Punktes   oder  Systems   ist 

,  leicht.     Es  sei  für  irgend  eine  Lage  des  Systems 

/  (^»  J^  (Fig.  35)  die  Momentanaxe  und  pp  das  Ele- 

>^    j/  ment   der  Schraubenlinie,   welches    der   mit   dem 

Punkte  P,  dessen  relative  Bewegung  zu  bestimmen 
\      I        ist,  zusammenfallende  Systempunkt  p  beschreiben 
/  ^V^       würde;    kehrt   man  die  Elementarbewegung    des 

Z/^'       Systems    um,    so    stelle   pp^    das   dieser    umge- 
/  ^>/\  kehrten  Bewegung  entsprechende   Schraubenele- 

/  X  ment  de8s61ben  Punktes  dar.     Der  Punkt  P  be- 

/  schreibe   nun   das  Element  PP'  seiner  absoluten 

/  Bahn   während    der  Elementarbewegung   des  Sy- 

stems; die  Diagonale  PP^  des  unendlich  kleinen 
Parallelogramms  PPP^p^  stellt  alsdann  das  Element  der  relativen  Bahn 
dar  und  P\  P^  sind  die  correspondirenden  Orte  des  Punktes  P  am  Ende 
der  Elementarbewegung.  Wiederholt  man  dieselbe  Construction  für  die 
folgende  Elementarbewegung  des  Systems,  so  ergibt  sich  ein  weiteres 
Paar  correspondirender  Orte  u.  s.  f.  und  können  auf  diese  Weise  be- 
liebig viele  Punkte  der  relativen  Bahn  bestimmt  werden. 

Soll  andererseits  aus  der  relativen  Bewegung  eines  Punktes  und 
der  Bewegung  des  Systems  die  absolute  Bewegung  des  Punktes  ge- 
funden werden,  so  folgt  ebenso  einfach,  dass  das  Element  der  absoluten 
Bahn  die  Diagonale  des  unendlichkleinen  Parallelogramms  ist,  dessen 
Seiten  das  Element  der  relativen  Bahn  und  das  Element  sind,  welches 
der  mit  dem  Punkte,  um  dessen  absolute  Bewegung  es  sich  handelt,  zu- 
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für  Bewegungen  von  endlichen  BahnHtrecken;  und  da  bei  Translationen 
alle  homologen  Parthien  der  Figuren  sich  parallel  bleiben,  so  «kann  man 
die  Sehnen  der  Bogen  oder  die  Bogen  selbst  zur  Bildung  der  Paralle- 
logramme verwenden.  Ebenso  gut  hätte  man  auch  die  Parallelogramme 
APpÄ  und  PpF^Py  benutzen  können;  man  hätte  dann  pp  als  die 
Bahn  des  Sjstempunktes ,  welche  dieser  in  Folge  der  direkten  (nicht 
umgekehrten)  Translation  beschreibt  und  die  absolute  Bewegung  ans 
der  Bewegung  des  Systempunktes  und  der  relativen  Bewegung  zu- 
sammengesetzt gedacht ,  während  nach  der  vorigen  Construction  die 
relative  Bewegung  aus  der  absoluten  und  der  entgegengesetzten  Be- 
wegung des  Systempunktes  als  Resultante  hervorgehend  gedacht  wird. 

Man  kann  die  Construction  auf  verschiedene  Weise  fortsetzen.  Ein- 
mal kann  man  AÄ'Pp^  und  pP^'Pij)2  ^^^^^^  und  erhält  mit  Hülfe  der 
Lage  p2  des  Punkts  p,  welche  der  umgekehrten  Translation  AA'  ent- 
spricht, den  Punkt  P^  der  relativen  Bahn,  welcher  durch  die  direkte 
Translation  mit  P^'  zusammengeführt  wird;  oder  man  führt  die  Con- 
struction für  den  mit  P'  zusammenfallenden  Systempunkt  P^  unter  Zu- 
grundelegung der  Translation  j^Ä'  aus,  muss  alsdann  aber  den  gewon- 
nenen relativen  Ort  in  die  ursprüngliche  Lage  dos  Systems  zurückver- 
setzen, da  die  Construction  annimmt,  dass  das  System  bereits  die 
Translation  AA    ausgeführt  habe  und  P,  sich  in  P'  befinde. 

Ist  der  Punkt  P  in  absoluter  Ruhe,  so  rcducirt  sich  4ie  absolute 
Bahn  PP'P"  ...  auf  diesen  Punkt  und  fällt  die  relative  Bahn  PP^P^  . . . 
mit  der  entgegengesetzten  Translationsbahn  pp^  P2  •  -  *  zusammen  und 
ist  der  direkten  Translationsbahn  ppp\..  symmetrisch  gleich  in  symme- 
trischer Lage.  Ein  passendes  Spezialbeispiel  hiezu  bietet  die  jährliche 
Bewegung  der  Erde  dar.  Wenn  dieselbe  keine  Axendrehung  besässo, 
so  wäre  sie  ein  in  Translation  begriffenes  System  und  die  Translations- 
bahn wäre  die  Ellipse,  welche  ihr  Mittelpunkt  um  den  Sonnenmittel- 
punkt als  Brennpunkt  im  Laufe  des  Jahres  beschreibt.  Wird  nun  der 
Sounenmittelpunkt  als  in  absoluter  Ruhe  befindlich  angenommen,  ^o  ist 

dessen  relative  Bahn  in  Bezug  auf  die  Erde 
'^'  eine  symmetrisch   gleiche  und    symmetrisch 

liegende  Ellipse,  welche  vom  Sonnenmittel- 
punkte um  den  Erdmittelpunkt  als  Brenn- 
punkt im  umgekehrten  Sinne  der  Bewegung 
der  Erde  beschrieben  wird. 

2.    Es    sei   PPP'\.,   (Fig.  36)  die 
absolute  Bahn  eines  Punktes  Py  ein 

"  '       i 

1  System  Z*  besitze  eine  Rotation    um 

die     Axe    «,     vermöge    welcher    die 
Systempunkte   Kreisbogen    senkrecht    zur   Axe    beschreiben 


r 
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um  die  Momentanaxe  von  27'  ertheilt  und  beide  Bewegungen  zu  der  aoB 
ihnen  entspringenden  Schraubenbewegung  zusammensetzt ,  gelangt  man 
zur  Kenntniss  der  gesuchten  Elemente  der  relativen  Bewegung.  Das 
System  Z"  verhält  sich  dabei  für  jeden  Moment  wie  ein  ruhendes  und 
ergibt  sich  in  ihm  eine  geradlinige  Fläche  (C*"),  auf  welcher  eine  ge- 
wisse geradlinige  Fläche  (JT')  rollt  und  gleitet,  um  dem  System  £'  die 
relative  Bewegung  zu  ertheilen.  Die  erstere  Fläche  ist  der  Ort  der  re- 
lativen Momentanaxen  im  System  £'\  die  zweite  der  Ort  der  Geraden 
von  £\  welche  durch  die  relative  Bewegung  mit  den  Homentanaxen  zu- 
sammentreten. 

§•  6.  Für  die  analytische  Behandlung  kommt  das  Problem  der  re- 
lativen Bewegung  eines  Punktes  auf  das  Problem  der  Coordinatentrans- 
formation  zurück.  Man  denkt  sich  nämlich  zwei  Coordinatensystemei 
von  denen  das  eine  dem  absoluten  Räume,  das  andere  dem  beweglichen 
Systeme  angehört.  Die  Coordinaten  eines  beweglichen  Punktes  in  Be- 
zug auf  das  erste  geben  seinen  Ort  im  absoluten  Räume  an  und  heimsen 
seine  absoluten  Coordinaten ,  die  Coordinaten  dieses  Punktes  in  Bezug 
auf  das  andere  bestimmen  seinen  Ort  im  beweglichen  Systeme  und  sind 
seine  relativen  Coordinaten.  Die  Art  und  Weise,  wie  diese  Coordinaten 
sich  ändern,  bestimmt  die  Bewegung  der  einen  oder  der  andern  Art. 
Die  absoluten  Coordinaten  dos  Punktes  seien  x^  y,  z;  die  relativen  der- 
selben x\  y\  z  \  die  Bewegung  des  Systems  werde  durch  die  Bewegung 
des  Ursprungs  der  relativen  Coordinaten  und  der  Axen  des  relativen 
Coordinatensystems  bestimmt.  Da  letztere  iu  verschiedenen  Fällen  ein- 
facher, in  anderen  complicirter  ist,  so  behandeln  wir  dieselben  der 
Reihe  nach. 

1.   Das  bewegliche  System  besitze  Mos  eine  Translation  (Fig.  37); 

hiebei  bewegen   sich  die  Axen  der   a:',  y',  z    pa- 
Jf*  rallel  mit  sich ;  wir  nehmen  der  Einfachheit  wegen 

*         die   Axen    beider  Coordinaten    als   mit   einander 
^  resp.  parallel  an.  Sind  a:,,  yj,  z^  die  Coordinaten 

^       des    beweglichen  Ursprungs,    so    hängen   sie  mit 
oV- — Ur— I — ■» — ac       den  6  übrigen  durch  die  Gleichungen  zusammen: 


r' 


9a 


ar^+a:'  — a:  =  0,  y,  +y'— f/  =  0,  Zj  +z'  — zcsO, 

welche  man  findet,    indem  man  den  Umfang  des 

Dreiecks,    gebildet    von    den   Anfangspunkten   der   beiden  Coordinaten- 

systeme  und  dem  Punkte  (ary  z),  auf  die  absoluten  oder  auf  die  relativen 

Axen  projicirt,  gleich  Null  setzt.    Die  relativen  Coordinaten  sind  daher: 

X     ■  X    "~^    X  * 

y  "=  y  —  y\ 

Z      =    Z    —    Z^', 

sind  also  die  absoluten  und  die  Coordinaten  des  relativen  Ursprungs  als 
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X  zz^ai  +  bri  +  ci  ^=zx  —  x^ 

y  =  a'l  +  llt\  +  cl     und  zugleich :     r\-^  y  —  y^ 

t!  =«"|  +  V'n  +  c"f  ?  =  «  -  «, , 

mithin  aus  diesen  Gleichungen  zusammen: 

a;'  =  a  (a;  —  x y)  +  6  (y  —  t/i)  +  <?  (^  —  «i) 
y'  =  a'  (ar  —  a:,)  +  6'  (y  —  y,)  +  c'  (z  —  z ,) 
z'  =  «"  (x  -  a:0  +6"  (y  -  y,)  +  c"  (z  -  z,), 

§.  7.  Die  Zerlegung  der  absoluten  Bewegung  eines  Panktes  in 
zwei  oder  mehrere  andere  (welche  zum  Theil  als  relative  Bewegungen 
anzusehen  sind)  ist  ein  wirksa,mes  Mittel,  um  eine  schwierige  Unter- 
suchung zu  erleichtern  oder  wenigstens  ühersicbtlicher  zu  machen.  Der 
Gebrauch  der  Coordinatensjsteme  führt  fast  von  selbst  dazu;  wir  wollen 
einige  der  wichtigeren  Fälle  daher  behandeln. 

1.  Ein  Punkt  beschreibt  eine  ebene  Curve,  bezogen  auf  ein  Parallel- 
coordinatensystem  der  or,  y;  man  kann  seine  Bewegung  zerlegen  in  eine 
relative  läAgs  der  Ordinate  und  die  Translation  der  Ordinate  (oder  der 
ganzen  beweglichen  Ebene)  parallel  der  Abscissenaxe  oder  umgekehrt  in 
eine  relative  Bewegung  parallel  der  Abscissenaxe  und  eine  Translations* 
bewegung  parallel  der  Ordinatenaxe.  Die  Projectionen  des  Punktes  auf 
die  Coordinatenaxen  stellen  diese  Bewegungen  dar. 

2.  Ein  Punkt  beschreibt  eine  ebene  Curve ;  man  bezieht  dieselbe 
auf  ein  Polarcoordinaten System.  Die  Bewegung  zerfällt  hier  in  eine 
relative  Bewegung  längs  des  Radiusvectors  und  eine  Botation  der  Ebene 
um  den  Pol. 

3.  Ein  Punkt  beschreibt  eine  Raumcurve;  sie  wird  auf  ein  Parallel 
coordinatensystem  bezogen.  Die  Bewegung  zerfällt  in  die  Bewegungen 
der  Projectionen  des  Punktes  auf  die  Axen  oder  in  die  Bewegung  seiner 
Projection  auf  eine  Coordinaten ebene  und  eine  Translation  parallel  der 
Axe,  welche  nicht  in  diese  hineinfällt. 

4.  Ein  Punkt  beschreibt  eine  Baumcurve;  man  bezieht  dieselbe  auf 
ein  räumliches  Polarcoordinatensystem  mit  Hülfe  von  Radiuayector, 
Winkel  zwischen  ihm  und  der  Polaraxe  und  Winkel  zwischen  der  Ebene 
des  ebengenannten  Winkels  und  der  Fundamentalebene.  Die  Bewegung 
kann  zerfällt  werden  in  die  Bewegung  längs  des  Radiusvectors  und  eine . 
sphärische  Bewegung  oder  in  eine  Botation  um  die  Polaraxe  und  eine 
ebene  Bewegung,  von  denen  die  sphärische  und  die  ebene  Componente 
noch  weiter  aufgelöst  werden  können. 

ö.  Wenn  ein  Punkt  eine  Gerade  beschreibt,  diese  Gerade  sich  in  einer 
Ebene  bewegt,  sodass  sie  sich  in  einem  jeden  Momente  um  den  Punkt 
umdreht  und  die  Ebene  sich  im  Baume  so  bewegt,  dass  sie  jeden  Mo- 
ment um  diese  bewegliche  Gerade  rotirt,  so  ist  die  absolute  Bahn  des 
Punktes  eine  Baumcurve,    deren  Tangente   die    Gerade    (weil  sie  durch 
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je  swei  aufeinanderfolgende  Lagen  des  Punktes  geht)  und  dessen  Schmie- 

gungsebene  jene  Ebene  ist  (weil  sie  durch  je  zwei  aufeinanderfolgende 

Lagen  der  Geraden  gebt).      Umgekehrt  kann   man  die  Bewegung  eines 

Punktes  lerlegen  in   die  Bewegung  in    der  Schmiegungsebene  und   die 

Bewegung  dieser  Schmiegungsebene  selbst;  die  Bewegung  in  der  Schmie- 

gangsebene  zerfRUt  aber  weiter  in  die  Bewegung  in  der  Tangente  und 

die  Bewegung  der  Tangente  in  dieser  Ebene. 

§.  8.  Zwei  unveränderliche  Systeme,  welche  sich  zugleich  bewegen, 
Verden,  rein  geometrisch  aufgefasst,  im  Allgemeinen  in  einander  ein- 
inagen,  aodasa  Punkte  und  Theile  des  einen  zwischen  Theile  des  an- 
dna  gelangen,  über  diese  hinweggehen,  etc.  Von  den  vielen  Möglich- 
keitea,  welche  in  dieser  Hinsicht  stattfinden  können,  wollen  wir  hier 
Um  die  eine  nfther  betrachten,  dass  es  in  den  Systemen  zwei  Flächen 
gibt,  welche  während  der  Bewegung  furtwährend  in  Berührung  bleiben 
nd  iasbetondere  die  relative  Bewegung  dieser  Flächen  selbst  ins  Auge 
fMMQ.  £■  ist  dieser  Fall  Hir  die  Technik  besonders  wichtig  und  sind 
n  der  R^el  diese  Flächen  Oberflächen  der  physischen  Körper,  welche 
dortielbtt  die  unveränderlichen  Systeme  oder  wenigstens  Theile  von 
dietea  reprisentiren. 

Hiatichtlich  der  Berührung  zweier  Flächen,  d.  h.  wenn  dieselben 
gemebschaltliche  Tangenten  ebenen  und  Normalen  und  den  Berührungs- 
pvibder  erateren  als  gemeinschaftlichen  Doppelpunkt  ihrer  Schnittcnrven 
■^  deoselben  besitzen,  sind  für  unsere  Untersuchung  folgende  Fälle 
boTomheben :  a)  die  Berührung  findet  blos  in  einem  einzigen  Punkte 
•^t,  welcher  während  der  Bewegung  für  beide  Flächen  derselbe  bleibt; 
")  die  Berührung  findet  in  einem  einzigen  Punkte  statt,  welcher  zwar 
••f  der  einen  Fläche  immer  derselbe  bloibt,  auf  der  andern  aber  conti- 
AUrlich  wechselt  (eine  springende  Bewegung  wird  hier  ausgeschlossen), 
■^>dui  die  verschiedenen  Punkte  einer  Curve  der  zweiten  Fläche  nach 
«nd  Q«eh  mit  jenem  in  Berührung  kommen;  in  diesem  Falle  gleitet  jede 
^^Uie  an  der  andern  hin;  c)  die  Berührung  findet  in  einem  Punkte 
*^i  welcher  aber  auf  beiden  Flächen  continuirlich  wechselt,  sodass  es 
^  jeder  Fläche  eine  Curve  gibt,  deren  Punkte  nach  und  nach  mit 
^•ftkten  der  andern  in  Berührung  kommen.  Diese  Curven  haben  in 
jedfn  Berührungspunkte  der  Flächen  zwei  Tangenten,  welche  beide  in 
^le  gemeinschaftliche  Tangentenebene  der  Flächen  fallen;  fallen  hio  seibat 
"••»amen  und  sind  die  vom  Berührungspunkte  auf  beide  Curven  durch- 
^fenen  Bogen  gleich,  so  findet  ein  Kollen  der  einen  Fläche  auf  der 
*»deni  statt,  sind  diese  Bogenlängen  ungleich,  Kollen  und  Gleiten. 
•"Hneidet  aber  die  eine  Tangente  die  andere  unter  einem  Winkel,  so 
S^tet  die  eine  Fläche  an  der  andern;  der  Fall  b)  ist  alndann  eine 
*^l>««i«litÄt  dieses  Falles,  welche  hervortritt,  wenn  die  eine  Curve  sich 
••^  «aen  Punkt  reducirt ;  der  Winkel  der  Tangenten  kann   veränderlich 
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sein  und  liie  nnd  da  aucli  Null  werden,  alsdann  findet  ein  momentaner 
Uebergang  vom  Gleiten  zum  Rollen  statt,  d)  Die  Berührung  findet  in 
mehreren  Punkten  statt,  e)  die  Flächen  berühren  sich  in  allen  Punkten 
einer  Linie,  f)  sie  berühren  sich  mit  allen  ihren  Punkten.  Die  Be- 
wegung ist  im  letzten  Falle  eine  schleifende ;  sie  findet  statt,  wenn  eine 
Kugelflächo  auf  einer  ihr  congruenten  oder  eine  Schraubcnfläcbe  auf 
einer  congruenten  Schraubenfläche  fortrückt. 

Wir  wollen  jetzt  sehen,  wie  diese  Fälle  in  Folge  der  Elementar- 
bewegung  der  beiden  Systeme,  £\  2^',  welchen  respective  unsere  Flächen 
S'j  S",  die  sich  fortwährend  berühren,  angehören,  zu  Stande  kommen. 
Es  genügt,  die  relative  Bewegung  der  einen  Fläche  gegen  die  andere 
zu  untersuchen  und  wir  reduciren  die  relative  Bewegung  von  ^  gegen 
2^'  auf  eine  absolute,  indem  wir  2l'  die  entgegengesetzte  Bewegung  von 
^'  ertheilen,  sie  mit  der  absoluten  Bewegung  von  £"  verbinden  und  Z^' 
selbst  als  ruhend  denken.  Es  sei  C  die  Momentanaxe  für  diese  Bewegung 
für  irgend  eine  Lage  des  Systems  ^',  dd"  und  dt  die  Elementaramplitude  und 
die  Elementartranslation,  welche  ihr  zukommen,  B  einer  der  Berührungs- 
punkte der  Flächen  S\  S"  und  BP  =  r  sein  Abstand  von  C.  Man  ersetze 
die  Elementarrotation  dd'  durch  eine  ihr  gleiche  um  eine  durch  B  gehende, 
mit  C  parallele  Axe  c  und  füge  die  hieraus  entspringende  Translation 
r(?0,    welche  rechtwinklig  zur  Ebene  (Cc)  ist,  hinzu;   sie  setzt  sich  mit 

dx  zu  einer  resultirenden  Translation  du  =  ydi^  4"  r^  d^^  zusammen, 
welche  mit  der  Botation  dd^  um  die  Axe  c  die  gesammte  Elementar- 
bewegung des  Systems  £  darstellt.  Im  Berührungspunkte  B  haben  nun 
die  Flächen  ein  Flächenelement  gemein,  welches  in  die  gemeinschaft- 
liche Tangentenebene  fällt.  Damit  sich  also  die  beiden  Flächen  nach 
Ausführung  der  Elementarbewegung  in  einem  folgenden,  dem  Punkte  B 
unendlich  nahen  Punkte  von  Neuem  berühren,  ist  nothwendig,  aber  auch 
genügend,  dass  die  Translation  du  der  gemeinschaftlichen  Tangenten- 
ebene in  B  parallel  sei.  In  allen  Fällen,  in  welchen  die  Kotation  rfd  =  0 
ist,  findet  ein  Gleiten  der  Fläche  S"  an  5"  statt;  die  Flächen  berühren 
sich  mit  anderen  und  anderen  Punkten,  deren  Tangentenebenen  also 
jedesmal  zusammenfallen,  es  geschieht  dies  aber  allein  in  Folge  einer 
Translation  du, 

Ist  die  Translation  (f m  =  0,  ohne  dass  dO  um  c  verschwindet,  so 
muss  dz  =  0  und  r  =  0  sein;  es  geht  mithin  die  Momentanaxe  C  durch 
den  Punkt  B]  durch  die  Rotation  um  sie  gelangen  zwei  folgende  Punkte 
der  Flächen  zur  Berührung  in  einem  gemeinsamen  Punktet' und  wenn  jetzt 
wiederum  die  Translation  Null  ist,  so  rotirt  das  System  um  eine  Momentan- 
axe c\  welche  durch  B"  geht  u.  s.  f.  In  allen  Biesen  Fällen  findet  ein 
Rollen  der  Fläche  S'  auf  S"  ohne  Gleiten  statt.  Es  ist  hiebei  nicht  nöthig, 
dass  die  Axen  c,  c,  .  .  in  die  Tangentenebenen  der  Punkte  B,  B^,  ,  ,  fallen; 
findet  dies  nicht  statt,  so  kann  man  die  Rotation  JO  um  c  in  zwei  Com- 
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gleichnamigen  Schrift).  —  Poinsot:  Theorie  nonyelle  de  la  rolationo  des  coi 
(Joam.  des  Mathdm.  p.  Lionville,  t.  XVI,  p.  9  et  289),  in  welcher  Arbeit,  * 
eine  weitere  Ansführang  einer  gleichnamigen  des  Verfassers  aus  dem  Jahre  li 
ist,  die  Theorie  des  Rollens  der  Kegel  (f)  und  (C)  zuerst  vollständig  entwiek 
ist.  —  Möbins:  Ueber  die  Zusammensetzung  unendlich  kleiner  Drehung 
(Grelle,  Joum.  d.  reinen  und  angewandten  Mathematik.  Bd.  XVIII.  S.  189 — 2 
a.  1836.)  —  Rodrigues:  Des  lois  g^om^triquos  qui  r^gissent  le  ddplacem« 
d'un  sjrst&me  solide  dans  Tespace,  et  de  la  Variation  des  coordonn^es  proveni 
de  ces  d^placements  consid^r^s  inddpendamment  des  causes  qui  peuvent  les  p 
duiro.  (Joum.  des  Math^m.  p.  Liouville,  t.  V.  p.  380  —  440.).  —  Lamarle:  M( 
sur  la  th^orie  g^ometrique  des  centres  et  axes  instantan^s  de  rotation  (Bullet.  < 
s^ances  de  l'Acad.  des  sciences  de  Bruxelles,  a.  1859),  sowie  dessen  Eipos^  g* 
mcStrique  du  Calcul  differentiel  et  integral,  pr^cddd  de  la  cindmatique  du  point, 
la  droito  et  du  plan.  Paris  1861  und  1863.  —  Stegmann:  geometrische  Unt 
suchungen  über  Drehung.  Marburg  1853.  —  Chelini:  Dei  rooti  geometriei  e  1< 
leggi  nello  spostamento  di  una  fignra  di  forma  invariabile.  Bologna  1862,  soi 
dessen  Elcmenti  di  Meccanica  razionale.  Bologna'1860.  — r  Resal:  TraitJ  de  cii 
matique  pure.    Paris  1862.  —  Belanger,  Traitd  de  cindmatique.  Pari«  1864. 


Zweiter  Theil. 

Die  Geschwindigkeit  der  Bewegung. 


I.  Capital. 

^  Chtehwindiffkeit  einea  Punktes.    Projectionen  der  Oesohwindigkeit 

auf  Axen  und  Ebenen. 

§.  1.  Die  Geometrie  der  Bewegung  betrachtet  die  Bewegung  als 
Mute  Aendentng  des  Ortes  ohne  Rücksiebt  auf  die  innere  Natur  der- 
^Wb;  ibr  genttgt  es,  zu  bestimmen,  wobin  der  bewegliche  Punkt 
^^  das  bewegliche  System  gelangt  und  welche  Lagen  es  durchläuft 
^^  wenigstens  durchlaufen  könnte,  um  eine  bestimmte  Lage  zu  er- 
^^Am.  Nun  kann  aber  dieselbe  geometrische  Bewegung,  sowohl  die 
^iQe•  Punktes  als  die  des  Systems  auf  sehr  verschiedene  Art  erfolgen, 
*ckneller  oder  langsamer  in  sehr  mannigfachen  Abstufungen.  Um  die 
innere  Natnr  einer  Bewegung  zu  erkennen,  vergleicht  man  sie  mit  anderen 
^reiti  bekann  ton  Bewegungen  mit  Uülfo  des  Begriffs  der  Geschwindig- 
keit. Derselbe  basirt  auf  der  Vorstellung  der  Zeit.  Die  Zeit  wird  als 
cootiDiiirlich,  unbegrenzt,  aber  beliebig  begrenzbar,  mithin  als  messbar 
S^bt;  die  Einheit  derselben  ist  an  sich  willkürlich,  gewöhnlich  wählt 
*>n  aber  dazu  die  Secundo  mittlerer  Zeit,  wie  sie  die  Uhren  angeben, 
'^ie  Astronomie  unterscheidet  nämlich  drei  Arten  der  Zeiteintheilung: 
^ieStemzeit,  die  wahre  Souncnzeit  und  die  mittlere  Sonnenzeit.  Der 
^^^tig  ist  die  constante  Umdrehungszeit  der  Erde;  der  wahre  Souuen- 
^  itt  die  Zeit  des  scheinbaren  Umlaufs  der  Sonne  um  die  Erde  und 
^  ▼erlnderlich  im  Laufe  des  Jahres,  der  mittlere  Sonnentag  aber  ist 
^ie  mittlere  Dauer  des  wahren  Sonnentages.  Der  mittlere  Sonnentag  hat 
»^lUO,  der  Sterntag  nur  86104,09  Sekunden  mittlerer  Zeit;  letzterer  ist 
^•0  etwa  um  i  Minuten  kürzer,  als  ersterer. 

In  allen  mechanischen  Untersuchungen,  wobei  es  sich  um  Bewegung 
^^eh,  tritt  die  Zeit  als  unabhängige  Variabcle  auf  und  pflegt  als  solche 
"^  dem  Buchstaben  /  bezeichnet  zu  werden;  für  bestimmte  constante 
^^D  rescrvirt  man  sich  gern  die  gloichlautouden  T,  i. 
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§-.  2.  Wir  beginnen  mit  der  Geschwindigkeit  des  Punktes  und  wc: 
den  erst  später  von  der  Geschwindigkeit  im  Systeme  reden.  Die  B< 
wegung  eines  Punktes  beisst  gleichförmig,  wenn  derselbe  in  gleichei 
übrigens  beliebigen  Zeiten  gleiche  Längen  seiner  Bahn  durchläuft;  si 
beisst  veränderlich  in  jedem  andern  Falle.  Zwei  gleichförmige  B( 
wegungen  besitzen  gleiche  Geschwindigkeit,  wenn  der  bewegliche  PudI 
bei  beiden  gleiche  Längen  in  derselben  Zeit  durchläuft;  ist  die  We( 
länge  bei  der  einen  das  Doppelte,  Dreifache,  Vierfache  etc.  der  We| 
länge  bei  der  andern,  so  beisst  die  Geschwindigkeit  derselben  doppe 
so  gross,  dreimal  so  gross,  viermal  so  gross  etc.,  als  die  der  anderei 
Sind  daher  V,  V*  die  Geschwindigkeiten  zweier  gleichförmigen  Bewi 
gungen,  a,  a'  die  Längen,  welche  die  beweglichen  Punkte  in  der  Ifeil 
einheit  zurücklegen,  so  besteht  die  Proportion  V:V'=^  a-.a.  Wählt  ma 
nun  zur  Einheit  der  Geschwindigkeit  die  Geschwindigkeit  der  glcicl 
förmigen  Bewegung,  bei  welcher  in  der  Zeiteinheit  die  Längeneinhe 
durchlaufen  wird,  so  wird  diese  Proportion,  wenn  V*  die  Einheit  der  G< 
schwindigkeit  bedeutet  und  mithin  a' =  1  gesetzt,  die  Masszahl  V:\ 
aber  mit  v  bezeichnet  wird,  tibergehen  in  t;=a,  d.  h.  bei  der  gleicl 
förmigen  Bewegung  ist  die  Masszahl  der  Geschwindigkeit  die  Massasal 
der  Länge,  welche  in  der  Sekunde  durchlaufen  wird.  Kürzer,  w^n 
auch  weniger  accurat,  sagt  man  gewöhnlich :  Bei  der  gleichförmige 
Bewegung  ist  die  Geschwindigkeit  der  Weg  des  Punktes  i 
der  Zeiteinheit.    —   Beschreibt  der   bewegliche  Punkt   in   der  Zeit 

den  Weg  rv  gleichförmig  mit  der  Geschwindigkeit  a,  so  ist  —    der  Wef 

TV 

welchen  er  in  der  Zeiteinheit  zurücklegt,  also  —  =  a  oder«;  =  af,  d.h.:  Be 

der  gleichförmigen  Bewegung  ist  der  in  irgend  einer  Zei 
zurückgelegte  Weg  gleich  dem  Produkte  aus  der  Geschwin 
digkeit  und  der  Zeit. 

Ein  Punkt  bewege  sich  in  der  Linie  OS  gleichförmig  mit  der  6< 
schwindigkeit  a,  befinde  sich  zu  den  Zeiten  Iq  und  t  respective  in  h 
und   M  und   seien   von    dem   beliebigen  Anfangspunkte  0  ab    gerechnc 

OMq  =  Sq,  OM=s^  diese  Abstände   positi 
*^'  genommen  im  Sinne  der  Bewegung,    negati 

M    x  im  entgegengesetzten ;  dann  iit  MqM=  s  —  -i 

der   in   Zeit   t  —  /  q  zurückgelegte  Weg   un 
folglich 

Für  /q  =  0,  d.  h.  wenn  man  die  Zeit  von  dem  Momente  an  zählt,  wo  d( 
bewegliche  Punkt  den  Punkt  Mq  verlasst,  wird  diese  Gleichung  etwi 
einfacher,  nämlich 

^  =  ^0  +  *  ^- 
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Weg  darstellt;  es  seien  ferner  v  und  v+  Jv  die  Werthe  der  Geschwin* 
digkeit,  welche  der  Punkt  zu  denselben  Zeiten  besitzt  und  scbliesslick 
werde  Ji  bereits  so  klein  gedacht,  dass  innerhalb  dieses  Zeitintervalls 
die  Aenderung  dv  der  Geschwindigkeit  das  Zeichen  nicht  wechselt,  d.  h. 

V  selbst  während  dieses  Intervalles  nicht  vom  Abnehmen  zum  Wachsen 
oder  von  diesem  zu  jenem  übergeht.  Würde  nun  der  bewegliche  Punkt 
während  der  Zeit  Jt  das  einemal  mit  der  Geschwindigkeit  v,  das  andere- 
mal  mit  der  Geschwindigkeit  v-\-/iv  in  der  Richtung  von  ilf  nach  ilf  sieh 
gleichförmig  bewegen,  so  wären  r-^/  und  (ü  +  z/t;)«^/  seine  Wege,  aber 
keiner  von  ihnen  würde  die  mit  der  veränderlichen  Geschwindigkeit 
durchlaufene  Strecke  ^is  darstellen,  vielmehr  würde  ^s  zwischen  beide 
fallen ,  sodass  mit  Bücksicht  auf  das  Vorzeichen  von  J  v  die  Ungleichung 

V  M  ^  /d  s  ^  (ü+^t;)  z//  besteht,  aus  welcher  durch  Division  mit  Ji  die 
die  folgende  entsteht: 

Lässt  man  nun  ^t  ohne  Endo  abnehmen,  welches  unmittelbar  auch  die 
unendliche  Abnahme  von  /l s  und  Jv  nach  sich  zieht,  so  fallen  die 
Grenzwerthe   vulh^v-^-Jv  zusammen    und   mit   ihnen    folglich  auch  der 

Grenzwerth   —  von  — r-»     Es  ergibt  sich  daher  durch   diesen  Grenzüber- 

gang  die  Gleichung: 

ds 

d.  h.  die  Geschwindigkeit  einer  veränderlichen  Bewegung 
am  Ende  der  Zeit  t  ist  die  Derivirtc  des  von  dem  beweg- 
lichen Punkte  durchlaufenen  Raumes  nach  der  Zeit,  d.  h. 
das  Element  dieses  Raumes^  dividirt  durch  das  Zeitelement, 
in  welchem  es   durchlaufen  wird. 

Die   gleichförmige  Bewegung  ist    ein   spezieller  Fall   veränderlicher 

Bewegung;  für  sie  reducirt  sich  die  Geschwindigkeit  auf  eine  Oonstante. 

Die  Gleichung  für  die  gleichförmige  Bewegung,  nämlich  s  =  s^  +  ai  lie- 

ds  d  s 

fert  übereinstimmend  hiemit  v  =  —  =  a.  —  Aus  der  Gleichunc:  v  ==  — 

dt  ^  dt 

folgt  ds  ^=:  vdt,   d.  h.  das   während   des   Zeitelementes   dt  beschriebene 

Bahnelement  ds  wird   erhalten,    indem   man    die  Geschwindigkeit   v  mit 

dem  Zeitelemente  multiplicirt.    Nun  galt  für  die  gleichförmige  Bewegung 

der  Satz,  dass  der  Weg  gleich  dem  Produkte  der  Geschwindigkeit  und 

der  Zeit  ist,    für  beliebige  endliche  Zeiten.     Man  sieht    daher,    dass  bei 

einer   beliebigen    Bewegung    derselbe   Satz    für    die  Bewegung   während 

des    Zeitelcmentes    gilt    und    man    während     desselben   jede   Bewegung 

als   eine  gleichförmige  behandeln  darf. 
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§.  4.    Ist  V  als  Function  der  Zeit  bekannt,  so  liefert  die  Gleichung 
4i  ==  fdi  durch  Integration   die  Gleichung   der  Bewegung,  nämlich : 


—  *o=/  ^^^y 


s 

worin  fg,  Sq  zwei  zusammengehörige  Spezialwerthe  von  /  und  s  sind.  Ist 
f  als  Function  von  s  gegeben ,  so  erhält  man  die  Gleichung  der  Be- 
wfgnng  unter  der  Form  : 


So 

Die  Gleichung  der  Bewegung  s=f{t)  kann  analog,  wie  in  §.  2. 
gcoaetrisch  constmirt  werden.  Sie  stellt  eine  Curve  dar,  die  Tangente 
^er  Neigung  derselben  gegen  die  Axe  der  (  ist  die  Geschwindigkeit 
vnd  es  gibt  mithin  das  Steigen  und  Fallen  der  Tangente  das  Wachsen 
nd  Abnehmen  der  Geschwindigkeit  an.  Die  Tangente  an  die  Curve 
i*t  aber  selbst  die  Linie,  welche  eine  gleichförmige  Bewegung  darstellt ; 
■ui  tieht  daher,  wie  die  Geschwindigkeit  der  veränderlichen  Bewegung 
übereinkommt  mit  der  Geschwindigkeit  einer  gleichförmigen  Bewegung, 
^  welcher  sie  während  des  Zeitelementes  zusammenfällt. 

Iit  die  Geschwindigkeit  als  Function  der  Zeit  bekannt,  so  kann 
^*^  dieselbe  als  Ordinate  einer  Gurve  construiren  für  die  Zeit  als 
Abfeilte.  Diese  Curve  heisst  die  Geschwindigkeitscurve.  Für  die 
gleichförmige  Bewegung  ist  sie  eine  mit  der  Abscissenaxo  parallellaufende 
Gerade.  Der  Flächenraum  dieser  Curve,  begrenzt  von  zwei  Ordinaten, 
dem  iwischeuliegenden  Bogen  und  der  Abscissenaxo,  nämlich  das  Inte- 
st/prf/  stellt   die  Diflfereuz  s  —  5q,  d.h.  den  in  der  Zeit  /  —  /„  durch- 

Wenen  Weg  dar. 

§.5.  Bisher  war  nur  von  der  Grösse  der  Geschwindigkeit  die  Rede; 
*•*>  ipricht  aber  auch  von  ihrer  Richtung.  Unter  der  Richtung  der 
^*^ichwindigkcit  versteht  man  die  Richtung  der  Bewegung, 
Q^mUch  die  Tangente  der  Bahn  dos  beweglichen  Punktes, 
'^'jl*  I.  Till.  Cap.  I,  §.1.)  Bei  der  geradlinigen  Bewegung  bleibt  mit- 
"*ö  die  Richtung  derselben  fortwährend  die  nändiche,  bei  der  krumm- 
lioigeQ  wechselt  sie  von  Punkt  zu  Punkt.  Würde  bei  der  krummlinigen 
°*^egnng  alles  plötzlich  hin  wegfallen,  was  die  Bahn  krümmt,  so  würde 
^^^  bewegliche  Punkt  in  der  Richtung  seiner  Bewegung,  d.  h.  in  der 
**ogente  der  Bahn  seine  Bewegung  fortsetzen  und  dieselbe  würde  fortan 
^'fadlinig  sein;  würden  zugleich  auch  alle  Umstände  hinwegfallen,  welche 
die  Bewegung  veränderlich  machen ,  so  würde  die  Bewegung  gleich- 
förmig werden.  Der  Punkt  würde  alsdann  in  der  Richtung  der  Tangente 
^  der  zuletzt   erlangten    Geschwindigkeit   sich    gleichförmig   bewegen. 
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Man  pflegt  auf  der  Tangente  vom  Berührungspunkte  aus  im  Sini 
der  Bewegung  die  Geschwindigkeit  als  Länge  aufzutragen.  Von  de 
beiden  die  Geschwindigkeit  bestimmenden  Merkmalen,  Grösse  un 
Richtung,  kann  jedes  für  sich  und  können  auch  beide  zusammen  ui 
veränderlich  werden. 

§.  6.     Als  Beispiel   wählen   wir    die    Bewegung,    deren    Gleichan 

ds 
5  =  5„  +  Vi)^  +  ^^^^  iß^-    Für  sie  ist  v  =  —   ==z  Vq  +  a(^    mithin    ände 

sich  die  Geschwindigkeit  der  Zeit  proportional  und  stellt  der  Coefflciei 
a  die  nach  jeder  Zeiteinheit  erfolgte  Aenderung  derselben  dar.  Die  Gi 
schwindigkeitscurve  ist  eine  Gerade,  welche  gegen  die  Axe  der  t  untc 
einem  Winkel  k  geneigt  ist,  für  welchen  lang  A  :=  a  ist.  Die  Bewegun 
heisst  die  gleichförmig  veränderliche  und  zwar  je  nach  der  positiven  od( 
negativen  Beschaifenheit  von  ce  gleichförmig  beschleunigt  oder  gleicl 
förmig  verzögert;  a  selbst  wird  die  Beschleunigung  genannt.  Der  in  d< 
Zeit  /  durchlaufene  Weg  ist  s  —  SQ=^VQt  -\'^ccl'*=^at{vQ  +  v).  Er  wir 
durch  den  Inhalt  des  Trapezes  der  Geschwindigkeitslinie  dargestcll 
Wir  werden  später  auf  diese  Bewegung  zurückkommen. 

-§.  7.  Da  jede  Bewegung  eine  Gleichung  hat  zwischen  s  und  /,  s 
kann  eine  ziemlich  grosse  Parthie  der  analytischen  Geometrie  der  Eben 
unmittelbar  in  die  Mechanik  übersetzt  werden,  sobald  man  .voraussetz 
dass  zwei  oder  mehrere  Bewegungen  zugleich  auf  derselben  Bahn  ei 
folgen.  So  hat  die  Aufsuchung  der  Coordinaten  des  Schnittpunkte 
zweier  Geraden  die  Lösung  der  mechanischen  Aufgabe  zur  Folge:  „Zwc 
Punkte  bewegen  sich  in  derselben  Bahn,  die  Gleichungen  ihrer  gleicl 
förmigen  Bewegungen  sind  s  =  s^^-\'  at  und  5  =  (Xq  +  cr^,  wann  und  w 
werden  sich  die  Punkte  begegnen?"  Ist  die  Bahn  eine  in  sich  ziirücli 
kehrende  Linie,  so  ergeben  sich  viele  Lösungen.  An  die  Stelle  der  gleich 
förmigen  Bewegungen  können  hiebei  andere  treten,  etc.    Die  Bedingung 

dass  drei  Geraden  sich  in  einem  Punkt 
schneiden,  liefert  mechanisch  gedeutet  di 
Lösung  der  Aufgabe:  „Drei  Punkte  bc 
wegen  sich  gleichförmig  auf  derselbe! 
Bahn,  werden  sie  überhaupt  einmal  all 
drei  zusammentreffen  und  wann  und  w< 
wird  dies  geschehen?**  u.  s.  w. 
A  pbb:^PP  i'P^    ^  ^*®    Technik    macht     hiervon     nütz 

liehen  Gebrauch.  Hierher  gehört  z.  B 
die  für  die  graphischen  Eisenbahnfahrpläne  übliche  Construction.  Es  se 
(Fig.  40)  PqSSICB  die  Linie,  deren  Ordinaten  die  von  einem  beweg 
liehen  Punkte  in  den  durch  die  Abscissen  angegebenen  Zeiten  durch 
laufenen  Strecken  darstellen.     Die  Figur  zeigt,  dass  der  Punkt  zur  Zei 


I.  Cip. 
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/i  =  AP^  von  A  abgeht ,  zur  Zeit  ( j  ==  AP^  in  S  ankommt  und  wenn  P^^  S 
one  O^rmde  ist,  sich  gleichförmig  dortbin  bewegt  bat.  Ist  SS  parallel 
der  Axe  I,  so  drückt  dies  ans,  dass  der  Punkt  hierauf  bis  zur  Zeit 
i^=i  AP^  in  S  yerweilt  und  wenn  SB  geradlinig  und  parallel  PqS  mit 
denelben  Geschwindigkeit,  wie  vorher,  sich  von  S  nach  B  bewegt  und 
18  letiterem  Orte  zur  Zeit  '3=  AP^  ankommt.  Grösserer  Uebersicht- 
fickkeit  wegen  kann  man  sich  auf  der  Ordinatenaxe  die  den  verschie- 
dcoen  Zweiten  entsprechenden  Entfernungen  von  A  aus  abtragen,  sodass 
dieie  Axe  die  geradlinig  ausgestreckte  Bahn  des  Punktes  darstellt.  Die 
Figv  leigt  weiter,  dass  ein  anderer  Punkt  zur  Zeit  (q  den  Ort  B  ver- 
llttt  und  nach  A  zurückkehrt,  zur  Zeit  i(-='AP(  dem  ersteren  Punkte 
io  K  begegnet,  hierauf  zur  Zeit  i^  =  AP^  in  S  eintrifft,  um  nach  einem 
Verweilen  /j'  —  ^2  =  ^i^z  *"  5  zur  Zeit  //  =  AP^  in  A  anzulangen. 
Die  Neigung  der  Strecken  BS^  SP^  gßgen  die  Axe  der  /  gibt  die  Ge- 
Kbvindigkeit  der  Bewegung  des  zweiten  Punktes  an.  Zugleich  lehrt 
die  Figur  die  Orte  zu  bestimmen,  an  welchen  beide  Punkte  zu  derselben 
Zeit  lieh  befinden. 

§.  8.  Unter  der  mittleren  Geschwindigkeit  der  veränderlichen 
Bewegung  eines  Punktes  während  der  Zeit  i —  i^^  während  welcher  er 
den  Raum  5  —  ^0  durchläuft,  versteht  man  die  constante  Geschwindig- 
keit, out  welcher  er  in  derselben  Zeit  denselben  Raum  durchlaufen 
*Me.  Ist  daher  v  diese  mittlere  Geschwindigkeit,  so  besteht  die 
Gleichung : 

Setzt  man  in  diese  Gleichung  den  Werth  für  s  —  5„  aus  §.  4.  ein, 
^  ^hält  man,  falls  v  als  Function   der  Zeit  bekannt  ist. 


***  tber  ü  als  Function  von  s  gegeben,   so   erliält  man  durch  Kinsctzcn 

'^^  dort  fiir   /  —  /«    gegebenen  Aus- 

«^^ickea: 


Fl^.  41. 
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»Stellt  (Fig.  41)  die  Geschwindig- 
■^'tscnnre  dar,  so  drückt  der  Flächen- 
^•»ni  derselben,  welcher  über  der 
'**•"  '-  '0  «teht,    den  Raum  s  —  .<?„ 

«Ol  und  ist   folglich  die  mittlere  Geschwindigkeit  die  Höbe  eines  Rcolit- 
»b  von   derselben  Basis,    dessen   Fläche    gleich    diesem  Flächenraumo 
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ist.  —  Ist  V  =  f{t)f  schaltet  man  zwischen  ( q  und  l  in  gleichen  Inter- 
vallen aufeinanderfolgend  die  Werthe  (j,  /j,  ^3***  ^«-i  ein  und  bildet  das 
arithmetische  Mittel  ans  den  den  Zeitwerthen  /q  ,  /j  ....  («.i  entsprechen- 
den Werthen  /'(^o)»  f{^i)j  fih)  •  •  'fi^n-i)  der  Geschwindigkeit,  nämlich  die 
Grösse 

|l/('o)+/'('i)  +  ---+A('»-)]. 

SO  geht  dieselbe  in  der  Grenze  für  wachsende  n  und  abnehmende  Zeit- 
intervalle in  die  mittlere  Geschwindigkeit  über.   Denn  aus  den  Gleichungen 

welche  die  Gleichheit  der  Zeitintervalle  ausdrücken,  folgt, 

und  indem  man  hieraus  den  Werth  für  n  entnimmt  und  in  den  Ausdruck 
des  arithmetischen  Mittels  einführt,  nimmt  dies  die  Gestalt 

r-V  [/Co)  +fi(i)  +  •  •  •  +  /'('.-i)l 

•  *  0 

an  und  sein  Grenzwerth  ist  daher  nach  der  Definition  des  bestimmten 
Integrales 


0 

wie  oben. 


rhß^'^''' 


'« 


§.  9.  Projicirt  man  einen  in  Bewegung  begrifi*euen  Punkt  M 
durch  einen  Stral  oder  auch  durch  eine  Ebene  nach  irgend  einem  be- 
stimmten Gesetze  jeden  Augenblick  auf  eine  feste  Gerade  als  Axe,  so 
besitzt  die  Projection  m  desselben  eine  Bewegung,  deren  Natur  von  der 
Bewegung  jenes,  der  Lage  der  Axe  und  dem  Gesetze,  welchem  die  Pro- 
jection unterworfen  ist,  abhängt.  Die  Bewegung  der  Projection 
eines  Punktes  auf  eine  Axe  wird  auch  die  Projection  der 
Bewegung  desselben  auf  diese  Axe  genannt;  ihr  gegenüber 
mag  die  projicirte  Bewegung  die  Hauptbewegung  heissen. 

Ist  MM'  =  ds  (Fig.  42)  das  im  Zoitolemeute  dt  von  iJf  beschriebene  Weg- 
element, so  ist  seine  Projection  mni=^dxdas  in  demselben  Zeitelemente 
von  m  auf  der  Axe  durchlaufene  Element;  es  sind  mithin  nach  §.  4. 

ds  dx 

dt'  dt 

die  Geschwindigkeiten  der  Hauptbowegung  und  der  Projectiousbewegung 
zur  Zeit  /.  Zwischen  den  Elementen  ds  und  dx  besteht  aber  vermöge 
des  Gesetzes  der  Projection  ein  Abhängigkeit  und  in  Folge  dieser  wird 
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Es  stellen  mithin  die  ersten  Derivirten  der  Coordi- 
naten  des  beweglichen  Punktes  in  Bezug  auf  die  Zeit  die 
Geschwindigkeiten  der  drei  Projectionsbewegungen  auf  di© 
Coordinatenaxen  dar  und  sind  gleich  den  Projectionen  der 
Geschwindigkeit  der  Hauptbewegung  auf  diese  Axen. 

Da  die-  Quadratsumme  der  drei  Projectionen  einer  Strecke  auf  drei 
rechtwinklige  Axen  gleich  dem  Quadrate  der  Strecke  selbst  ist,  so  folgt; 

Es  ist  daher  die  Geschwindigkeit  der  Hauptbewegung' 
die  Diagonale  des  über  den  Geschwindigkeiten  der  drei 
Projectionsbewegungen  auf  'drei  rechtwinklige  Axen  con- 
struirten  Parallelepipeds.  Dies  folgt  auch  aus  den  drei  letzten 
der  vorstehenden  Gleichungen  mit  Rücksicht  darauf,  dass  fUr  die  Cosi- 
nusse der  Bichtungswinkel  a,  |3,  ^  einer  Geraden  die  Belation  gilt 
cos  «^  +  cosß'^  +  cosy^  =  1. 

Quadrirt  man  die  drei  ersten  Gleichungen  im  Fall  eines  rechtwink- 
ligen Coordinatensjstems,  so  folgt  weiter 


»^  =  Vx^  +  vJ^  + 


""'  —\dT)  "^  \dt)  ^  Kit)  -"^     le        ~  W  ' 


da  ds'^  =  dx'  +  dtß  +  dz'^. 

Endlich  erhalt  man   noch  für  die  Richtung  der  Geschwindigkeit 

cos  et cos  ß        cos  y 1 

Vx  Vy  Vz  v' 

An  diese  Formeln  schliessen  sich  die  folgenden  Hauptaufgaben 
über  die  Geschwindigkeit  an,  welche  mit  Hülfe  derselben  leicht  zu 
lösen  sind: 

1.  Wenn  die  Coordinaten  des  beweglichen  Punktes  als  Functionen 
der  Zeit  gegißben  sind,  die  Geschwindigkeiten  der  drei  Projections- 
bewegungen, die  Geschwindigkeit  der  Hauptbewegung,  ihre  Richtung  und 
die  Beschaffenheit  der  Hauptbahn  zu  finden. 

2.  Wenn  die  Geschwindigkeiten  der  drei  Projectionsbewegungen  als 
Functionen  der  Zeit  gegeben  sind,  die  Coordinaten  des  beweglichen 
Punktes  und  dessen  Bahn  zu  finden. 

3.  Wenn  der  Bogen  .v  der  Hauptbahn  als  Function  der  Zeit  ge- 
geben und  die  geometrische  Beschaffenheit  der  Bahn  bekannt  ist,  die 
drei  Projectionsbewegungen  zu  bestimmen. 

Ist  die  Bahn  der  Hauptbewegung  eine  ebene  Curve,  so  vereinfachen 
sich  die  Formeln.  Nimmt  man  nämlich  die  Ebene  dersell)en  zu  einer 
der  Coordinatenobenon,  z.  B.  zur  .ry-Ebene,  so  erhält  man 


l  Cftp.  Projection  der  Geschwindigkeit  anf  Ebenen.  Hl 

dz 

2  =  0,     -*  =  0,     cosy  =  0,     cosß  =  sin  er, 


dx  dy       ,       f^A\{ 


§.11.  Projicirt  man  einen  beweglichen  Punkt  M  durch  einen  Stral 
uf  eine  Ebene  e,  so  wird  die  Bewegung  seiner  Projection  (i  die  Pro- 
jedion seiner  Bewegung  auf  diese  Ebene  genannt.  Sind  die  Projec- 
tioDPo  rechtwinklig,  so  besteht  zwischen  den  Geschwindigkeiten  v  und 
ff  der  Hauptbewegung  und  der  Projectionsbewegung  die  Gleichung 
ri  =  rcof  y,  wenn  der  Winkel  y  die  Neigung  der  Bogenelemente  ds  und 
^  beider  Bahnen,  oder  also  die  Neigung  der  Tangente  der  Hauptbahn 
gegen  die  Projectionsebene  darstellt. 

Projicirt  man  die  Bewegung  auf  die  Coordinatenebenen  eines  recht- 
vinkfigen  Coordinatensystems  des  xyz  und  bezeichnen  or,  ß,  y  die  Nei- 
gungen der  Tangente  der  Hauptbahn  gegen  die  Coordinatenaxen ,  so 
lind  deren  Neigungen  gegen  die  Ebenen  der  yt,  zx^  xy  die  Complemente 
M  «f,  jJ,  y  and  folglich  die  Geschwindigkeiten  ry,,  Vxxy  Vxy  der  drei  Pro- 
jectionsbewegnngen 

r^,  =  V  sin  er,   Vzx  =  v  sin  /3,   Vxy  =  v  sin  y. 

Zwei  der  Projectionsbewegungen  genügen,  um  die  Hauptbewegnng 
w  bestimmen.  Sind  die  Projectionsbewegungen  Fiu.  43. 

^^  die   drei  Axen  gegeben ,    so    können    die  ; 

J'f'^jectionsbewegungen  für  die  Ebenen  go- 
•onden  werden  und  umgekehrt  k.inn  man  aus 
J'dor  Projectionsbewegung  für  eine  Ebene  die 
Wd^n  Projectionsbewegunpjen  für  die  beiden 
'n  dieser  Ebene  liegenden  Axcn  finden.  Das 
^^^^il  dieser  Betrachtungen  ergibt  sich  leicht       Y  \^[y 

»«  Fig.  43. 

\ 

§.  12.  Alh  BeiKpiel  zu  den  vorstehenden  Lehren  wühlen  wir  zu- 
*^»«b$t  folgende  Aufgabe. 

Kin  Punkt  M  bewegt  sich  mit  constantcr  Geschwindig- 
keit r  =  «  auf  dem  Umfanjre  eines  KroiscH,  welches  ist  die 
'^^^chtffenheit  der  Projection  seiner  Bewegung  anf  irgend 
♦*inf  in  (Irr  Ebene  des  Kreines  liegende  Axe,  z.  B.  auf  oincMi 
*^'fchmes8er  des  Kreises? 

Kg  seien  M^^,  M  die  Lagen  des  beweglichen  Punktes  zu  den  Zeiten 
'  =  0  und  1=  t  und  werde  die  Bewegung  auf  den  durch  J/,,  gehenden 
Daicboieiser  3f^,  M^  projicirt.  Der  in  der  Zeit  /  durchlaufene  Bo«;en 
^^M^sz  f  ist  f  =  fi/r=rri^,  wenn  r  den  Radius  des  Kreises,  t|»  den  zu 


)^ 
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M^M  gehörigen  Centriwinkel  bezeichnet.     Der  Weg  der  Projection  m 
der  Zeit  /  i8t^m  =  <J  =  r  —  r  cos  tjß  und  der  Abstand  vom  Mittelpnnk 
Fi^.  44.  nämlich  mC  =  a:  =  r  cos  ij;.     Aus   der   61 

chung   at  =  r^  folgt,  wenn  a  :  r  =  &  gese 
wird,  ilf  =  (ot  und  hiemit  wird 

s  =  rdütf   X  =  r  cos  ©/,  a  =  r  —  o?. 

Die  Geschwindigkeit    der    Projectionsl 
wegung  ist 

da  dx 

t;x  =  —  = —  •=  rtQ  stn  (oU 

dt  dl 

Zu  derselben  Formel  führt  auch  der  Satz  Vx=^  v  cos  a  (§.  8.).    De 
der  Winkel  cc,  den  die  Tangente  in  M  mit  der  Projectionsaxe  bildet, 
^n  —  1/;,  folglich  wird  Vx  =  a  sin  ilf  =  r  a  sin  ca  l. 

Die  Gleichungen  x  =  rcosat,  v^  ^=^  r  oo  sin  a  t  geben,  soweit  nur  < 

Orte  und  Geschwindigkeiten  des  Punktes  m  in  Frage  kommen,  yollsU 

digen  Aufschluss  über  die  Natur   der  Projectionsbewegung.     Sie  zeig< 

dass  dieselbe  in  Bezug  auf  beides  periodisch   ist;   der  Punkt  m  oscill 

zwischen  den  Grenzlagen  Mq  und  M^.     Den  Mittelpunkt  C  des  Kreii 

passirt  er   zu   den   Zeiten    /,    fär  iifelche   .r  =  0,    d.   h.  mt  =  ^n^  j 

.              2n+  1         .  ,      ^.    ,.  ,         ,      „  :      .        2«+  In  ^  ^  «, 

f  ;r, . . .  — - —  7t  wird,  nämlich  zu  den  Zeiten  t  =  — ,  fi=0, 1,2,. 

in  Mq  befindet  er  sich  zu  den  Zeiten,  für  welche  x  =  r  wird ;  dieselb 
ergeben  sich  durch  die  Bedingung  o)/  =  0,  2  7r,  4  7r,  ...  2n7C,  nämli 

2nn  ^   ^    ^  .      »^     .  r^  .  (2n+l)n 

t  = ,  fi  =  0,  1,  2,  . . . :  m  M.  ist  er  zu  Zeiten  t  =  ^^ —.n  = 

CO  '     »  »  1  w         ' 

12,...     Die  Zeiten ,   welche  zwischen  zwei  aufeinanderfolgenden  Lag 

Mq^  oder  M^  verfliessen,  sind  gleich  gross,  nämlich  T  =  —  und  dopp 

so   gross,    als   die   Zeiten,    welche    zwischen    zwei   aufeinanderfolgend 
Lagen  C  liegen. 

Die  Geschwindigkeit  v^  wird  Null  in   den  Lagen  M^^  M^  und 
reicht  ihr  Maximum  r(i)  =  «,   sobald  der  Punkt  den  Mittelpunkt  C  pi 
sirt;   sie  wächst,  während  er  von  M^  bis  C  geht,    nimmt  hierauf  biJs 
Null  ab,  während  er   der  Grenzlage   M ^    zueilt,    wechselt    hierauf  ibi 
Sinn  und  wächst  im  Negativen,  während  er  nach  C  zurückkehrt,  und  v* 
schwindet  wieder,  sobald  er  die  andere  Grenzlage  Mq  erreicht. 

Trägt  man  Vx  als  Ordinate  zu  x  als  Abscisse  auf,  so  bilden  die  Ei 

j;2  j,    2 

punkte  der  Ordinaten  eine  Ellipse,  deren  Gleichung  — j  +  -^^  =  1  8 

den  Gleichungen  für  x  und  Vx  durch  Elimination  von  /  entspringt.    I 
Grösse  o,  welche  hier  auftritt  und  mit  deren  Hülfe  die  Goschwindigk 
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mit  welchem  er  eben  zasammen trifft.  Dabei  kann  das  System ,  in  w 
cbem  der  Punkt  die  erste  Bewegung  ausführt,  unveränderlich  oder  bx 
veränderlich  sein,  sodass  die  Punktreihe  m,  m\  tn\.,  im  absoluten  Ran 
entweder  blos  fortgefiihrt  wird  oder  zugleich  auch  ihre  Gestalt  änd( 
Jene  Punktreihe  ist  die  relative  Bahn  des  beweglichen  Punktes  im  i 
stem  und  die  erste  Bewegung  seine  relative  Bewegung  in  Bezug  i 
dieses;  sie  combinirt  sich  mit  der  Bewegung  des  Systems  und  bildet« 
absolute  Bewegung  des  Punktes.  Durch  die  Bewegung  des  Systems  I 
schreibt  die  Punktreihe  eine  Fläche  im  absoluten  Raum,  welche  4 
Ort  aller  Punkte  ist,  mit  welchen  der  bewegliche  Punkt  während  seil 
Bewegung  überhaupt  zusammentreffen  kann;  auf  dieser  Fläche  liegt  < 
her  auch  seine  absolute  Bahn.  —  Dieser  Vorgang  lässt  aber  noch  ei 
andere  Auffassungsweise  zu ,  welche  auf  der  Vertauschbarkeit  beider  1 
wegungen  beruht.  Ein  Punkt  von  der  Punktreihe  m^m\m" .  .  .  beschre 
vermöge  der  Bewegung  des  Systems  eine  gewisse  Punktreihe  n^  fi\  fA\ 
ebenso  beschreibt  m  eine  andere,  m"  eine  dritte  u.  s.  f.  Es  steht  nie! 
im  Wege,  diese  Bewegung  des  Punktes  m  als  eine  relative  Bewegung 
einem  Systeme  anzusehen,  welches  selbst  in  Bewegung  begriffen  ist  n 
durch  seine  Bewegung  die  Punktreihe  ft',  /t",  ^i" ...  in  die  Übrigen  Pnn 
reihen  überführt.  Dadurch  wird  diese  Punktreihe  dieselbe  Fläche  beschr 
ben,  welche  vorher  die  Reihe  m,  m\  m" .  . .  beschrieb,  und  der  beweglk 
Punkt  durchläuft  dieselben  absoluten  Orte  auf  dieser  Fläche,  wie  früh 
Der  ganze  Unterschied  zwischen  dieser  Auffassung  und  der  vorigen  1 
steht  darin,  dass  dort  die  Reihe  m,  m',  m'' . . .  die  relative  Bahn  war,  welc 
der  Punkt  in  Folge  der  ersten  Bewegung  beschrieb  und  die  Systempunk 
mit  welchen  er  zusammentraf,  vermöge  der  zweiten  Bewegung  Punl 
reihen^  wie  ft,  f*',  .  .  .  durchliefen,  während  hier  die  Reihe  ft,  (i\  f/'  , 
relative  Bahn  ist  und  durch  die  zweite  Bewegung  der  Punkt  getrieb 
wird,  sie  zu  beschreiben,  ihre  Punkte  aber  vermöge  der  ersten  Bewegu 
Punktreihen,  wie  m,  m\  rn',..  durchlaufen.  —  Die  erwähnte  Fläche 
der  Ort  beider  Arten  von  Punktreihen,  welche  sich  gegenseitig  auf  i 
durchschneiden,  sodass  jeder  Punkt  der  absoluten  Bahn  des  beweglich 

Punktes  der  Durchschnittspunkt  eiiier  Reihe  d 
ersten  und  einer  Reihe  der  zweiten  Art  ist. 
Es  sei  nun  M  (Fig.  45)  der  Ort  des  bewc 
(M)      liehen  Punktes  zur  Zeit  /;  wir  ziehen  durch  il 
die  Curve  (m),  die  relative  Bahn  und  die  Cur 
(fi),  die   Bahn   des  Systempunktes  fi,    der  eb< 
mit  m  zusammenfällt,  so  wie  die  absolute  Bai 
{M)  und  legen  an  diese  drei  Curven  die  Ta 
"  genten,    welche    die   Bogenelemente  Mm\  M^ 

*^  MM'  derselben    enthalten   und  alle  drei   in  d 

Tangentenebene  im  Punkte  M  der  obenerwähnten  Fläche  fallen.    Die 
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TiBgejiten  sind  die  Richtungen  der  Geschwindigkeiten  der  relativen 
^^^^S^^Sf  ^^^  Bewegung  des  mit  M  zusammenfallenden  Systemspunk- 
tet  fi  nnd  der  absoluten  Bewegung,  die  wir  mit  r,,  Tj  und  p  be- 
i^kknen  und  als  LXngen  AfF, ,  ^T,,  3fr  auf  ihnen  aufgetragen  denken. 
Da  die  absolute  Bewegung  des  Punktes  M  die  Resultante  der  beiden 
tadoB  ist,  so  wird  auch  ihre  Geschwindigkeit  die  Resultante  der  Ge- 
iciiradigkeiten  jener,  nämlich  der  Geschwindigkeit  der  relativen  Be- 
^VH  ^°^  ^®'  Bewegung  des  Systempunktes  genannt;  diese  selbst 
IwilMD  ihre  Componenten.  Da  die  drei  Geschwindigkeiten  erhalten 
vffden,  indem  wir  die  drei  Bogenelemente  durch  das  Zeitelement  divi- 
^vtn,  10  folgt,  dass  sie  diesen  Bogen elementen  proportional  sind,  sodass 

Mm'  ^  M^'~  mf' 

Vnbinden  wir  daher  die  Endpunkte  J\,  F,  V.^  durch  die  Ge- 
«den  V^}\  FjF,  so  folgt,  dass  das  Viereck  MV^VV2y  in  welchem 
di«  in  M  zosammenstossenden  Seiten  und  Diagonale  die  drei  Geschwin- 
^igkeiteii  der  relativen  Bewegung,  der  Bewegung  des  Systempunktes 
>iid  der  absoluten  Bewegung  darstellen,  dem  verschwindend  kleinen 
Vteitcke  Mm'Jitfi  ähnlich  in  ähnlicher  Lage  ist.  Beide  Vierecke  sind, 
▼^1  sie  in  die  Tangentenebene  der  Fläche  fallen ,  ebene  Figuren ,  und 
^  iu  Tiereck  der  Bogenelemente  als  Parallelogramm  verschwindet,  weil 
.¥«  ind  fk'Jlt  beide  als  Bogenelement  der  relativen  Bahn  in  zwei  ver- 
Kkieiieiien  Lagen  gleich  sind  und  im  Moment  des  Zusammenfallens 
«nCorren  Mm'm\  .  .  und  ii3f,  . .  als  parallel  anzusehen  sind,  so  folgt, 
^  weh  das  Viereck  M  l\  JW  F^  ein  Parallelogramm  ist. 

Hieraus  ergibt  sich  mit  Rücksicht  darauf,  dass  die  ganze  Betrach- 
^Bg  auch  mit  Zugrundelegung  der  obenerwähnten  zweiten  Auffassungs- 
▼«Xie  der  Bedeutung  beider  Bewegungen  unverändert  ebenso  durchge- 
^J»rt  werden  kann,  also  der  Unterschied  der  Bedeutung  der  Bewegungen 
^^sen  Einfluss  auf  das  Endresultat  hat  und  folglich  nicht  in  den  Wort- 
*^*Jniek  desselben  aufgenommen  zu  werden  braucht,  der  folgende  unter 
*^^  Ktmen  des  Satzes  vom  Parallelogramm  der  Geschwindig- 
^^iteo  bekannte  Satz: 

Die  Resultante  zweier  gleichzeitigen  Geschwindig- 
■'itfn  eines  Punktes  wird  nach  Grösse,  Richtnng  und  Sinn 
•»•rch  die  Diagonale  des  Parallelogramms  dargestellt,  wel- 
^^^1  aus  jenen  beiden  Geschwindigkeiten  als  Seiten  con- 
•*fiirt  werden  kann. 

Umgekehrt  ist  die  Geschwindigkeit  eines  Punktes  äqui- 
'*l<»nt  je  zwei  andern  gleichzeitigen  Geschwindigkeiten 
'i^iselben,  wenn  sie  ein  Parallelogramm  bilden,  desBen  Dia- 
fostle  nach  Grösse,  Richtung  und  Sinn  mit  der  gegebenen 
^^•ckwindigkeit  übereinkommt. 

8* 
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Zerlegungen  der  Geschwindigkeit. 


U.  Cap. 


r\g,  47  b. 


rd^ 


Zerlegungen  entspringen,  auf  welche  der  Gebrauch  des  Parallelcoordi- 
natensystems  hinführt.  Andere  Zerlegungen  werden  durch  die  Polar- 
coordinatensjHteme  veranlasst,  wie  wir  jetzt  zeigen  wollen. 

Ein  Punkt  M  bewege  sich  in  einer 
Ebene  und  seien  (Fig.  47  a.)  r,  O  seine 
Polarcoordinaten ;  seine  Geschwindigkeit 
o  =  MV  soll  in  zwei  Componcnten  eer- 
legt  werden,  von  denen  die  eine  Vr=MIt 
die  Richtung  des  Radiusvectors  besitzt,  die  andere  v»  =  MT  senkrecht 
zu  ihm  ist.  Das  Zerlegungsrechtock  gibt  zunächst,  wenn  a  den  Winkel 
bedeutet,  welchen  die  Tangente  der  Bahn  mit  dem  Radiusvector  bildet, 
Vr  =v  cos  a,  t;^  =  ü  sin  a.     Die  Hilfsfigur  (Fig.  47  b.)  zeigt  aber,    dasc» 

dr  rdd^ 


cos  a 


— ,    sin  a 
ds 

ds 


ds 


wodurch  mau  mit  Hilfe  von  v  =  — —  erhält: 

ai 

dr  dd^ 

vr  =  --    ,    r^  =  r   -^^    . 

Zu  demselben  Resultat  gelangt  man,  indem  mau  die  Bewegung 
Punktes  zerlegt  in  seine  relative  Bewegung  längs  des  Radiusvectors  un 
die  Bewegung,   welche  der  mit  M  zusammenfallende  Punkt  des  Radius^' 
vectors  in  Folge  der  Rotation  des  Systems  um  den  Pol  annimmt.   Wäh^ — 
^nd  M  das  Bogenelement  ds  beschreibt,  werden  bei  diesen  Bewegungeim 
die  Elemente  dr  und   rdO   längs   des   Radiusvectors    und    des    zu    ihns> 

senkrechten  Kreisbogens  beschrieben  und  sind  folglich    .     und  r  -  -  die 

zugehörigen  Geschwindigkeiten. 

Da   die   Zerlegung   rechtwinklig   erfolgt,    so   muss    Vr'^  +   p^'  =  p' 
sein,   wie   man   dies   auch   daraus   sieht,   dass   dr^  +  r^ d^^  =  ds^   und 


f,igB.h  {^y  +  ( 


dt 


)    ist. 


Fifr.  tf  «• 


§.  6.    Ein  Punkt  beschreibe  eine  Curve  im  Raum,  seine  Bewegung 
werde  auf  räumliche   Polarcoordinaten   r,  ^,  (p   bezogen    (Radiusvector, 

Polar  Winkel  zwischen  ihm  und  der  Polaraxe  und 
Polarwinkel  zwischen  der  Ebene  des  Winkels  0 
und  einer  Fundamentalebene);  die  Geschwindig- 
keit V  soll  in  drei  zu  einander  rechtwinklige  Com- 
poncnten zerlegt  werden,  eine  längs  des  Radius- 
vectors, eine  senkrecht  zu  ihm  in  der  Ebene  des 
^  Winkels  &  und  eine  senkrecht  zur  Ebene  dieses 

'  -^^ —     -  iä\ Winkels.   Sind  a, /J,y  die  Neigungen  der  Tangente 

der  Bahn  gegen  diese  drei  Richtungen,  so  sind  diese 
Componenten  zunächst  (Fig.  48  a.)  v,-  ==  v  cos  a, 
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beschrieben  werden,  indem  er  die  Bewegung  in  zwei  oder  mehrere  Ck> 
ponenten  zerfällt,  die  Verhältnisse  ihrer  Geschwindigkeiten  bestimmt  u 
hieraus  die  Richtung  ihrer  Resultante  sucht,  welche  keine  andere,  i 
die  der  Tangente  ist.  Er  hat  diese  Methode  auf  13  Gurren  angewan* 
darunter  auf  die  Kegelschnitte,  die  Concholde,  die  archimedische  Sj 
rale,  die  Cyclo'ide  u.  s.  w.     Einige  Beispiele  hiervon  mögen  folgen. 

1.  Die  archimedische  Spirale.  Diese  Curve  wird  von  ein« 
Punkte  beschrieben,  welcher  sich  auf  einer  Geraden  gleichförmig  immer 

demselben  Sinne  bewegt,  während  diese  seil 
^'    '  sich  in  der  Ebene  um  einen  ihrer  Punkte  i 

constanter  Winkelgeschwindigkeit  umdreht.  ] 
0  der  Pol  und  zugleich  das  Rotationscentro: 
OA^  die  Polaraxe,  OM=r  und  Winkel  MOX^=z 
X  ist  ferner  <o  die  constante  Winkelgeschwindi 
keit,  c  die  relative  Geschwindigkeit  längs  d 
Geraden,  so  wird  r  =  cty  ^  =  mt^  oder  wei 

—  =z  a,   also  c  =  a<o  gesetzt  wird ,   r  s=s  aa 

(0 

d  =  G)/  und  durch  Elimination  von  co  ergibt  sich  die  Gleichung  d 
Curve,  nämlich  r  =  a^.  Das  Verhältniss  der  Geschwindigkeiten  d 
Punktes  ist  a  :  r]  trägt  man  daher  auf  dem  Radiusvector  OM  von  M  a 
MVi  =  a  und  senkrecht  dazu  übereinstimmend  mit  dem  Sinne  der  B 
tation  MV2  =  r  auf,  so  ist  die  Diagonale  MV  des  über  diesen  Liiii< 
als  Seiten  construirten  Parallelogramms  die  Richtung  der  Geschwindi 
keit  und  folglich  die  Tangente.    Lässt  man  das  Parallelogramm  MV  um  d 

Ecke  M  im  Sinne  der  Rotation  der  Geraden  sich  um   —  umdrehen, 

wird  die  Tangente  MV  zur  Normalen  und  da  iJf  Fj  =  MO  ist,  wird  F, 
das  Perpendikel  auf  den  Radiusvector  im  Pol  und  folglich  FjF  d 
Polarsubnormale.  Hieraus  erhellt  die  bekannte  Eigenschaft  der  arcl 
modischen  Spirale ,  dass  ihre  Polarsubnormale  constaut  gleich  a  is 
diese  Constante  ist  die  Länge  des  dem  Polarwinkel  d  =  2  9t  ei 
sprechenden  Radiusvectors ,  dividirt  durch  27r. 

2.  Nach  derselben  Methode  kann  man  die  Tangente  fiir  jede  P« 
larcurve  r  =  f{d')  suchen.  Denn  die  Componenten  der  Geschwindi 
keit  des  beschreibenden  Punktes  längs  des  Radiusvectors  und  senkrec 

d  r 

dazu  sind   -r-   und  r  -- >    ihr  Verhältniss  also   — — ^  =    — ,  mit  Hül 
dt  dt  r  d^  r 

dessen  das  Parallelogramm  der  Geschwindigkeiten  oder  ein  ihm.  ähnlich« 

hergestellt  werden  kann. 

3.  Die  Ellipse.  Sind  F,  F'  (Fig.  50.)  die  Brennpunkte,  1 
kann  die  Geschwindigkeit  des   beschreibenden  Punktes  M  in  Bezug  ai 
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und  ffvj,  Bv^  seien  ihre  ebengenannten  Componenten.  Trägt  man  daher 
Jlf  K|  =  Bv^  auf  dem  Radiusvector  OM  auf,  zieht  die  Gerade  Op.>  und 
errichtet  in  M  das  Perpendikel  MV.^  auf  OM^  so  sind  MV^  und  MF^  die 
Geschwindigkeitscomponenten  von  M  und  mithin  ist  die  Diagonale  MV 
des  über  ihnen  construirten  Rechtecks  die  Tangente  der  Conchotde  in  M, 

5.  Die  Cycloide.     Die  Curve  wird  von  einem  Punktet  der  Pe- 
ripherie eines  Kreises  beschrieben,  welcher  in  der  Ebene  Über  eine  6e- 

Fi^.  52.  rade   hinrollt.      Zerlegen   wir  die 

jf  Geschwindigkeit  des  Punktes  M  in 

zwei  Componenten,  eine  parallel 
der  Basis,  auf  welcher  der  Kreis 
rollt  und  eine  andere  tangentiell 
an  den  rollenden  Kreis,  so  ent- 
spricht diese  Zerlegung  einer  Spal- 
tung der  Elementarbewegung  um  den  Berührungspunkt  C  des  Kreisec 
mit  der  Geraden  als  Momentancentrum  in  eine  Rotation  um  den  Mittel 
punkt  0  und  eine  Translation  parallel  der  Basis.  Ist  d^  die  Elementar 
amplitude  um  C,  so  sind  die  beiden  Componenten  der  Geschwindigkeit  dei 

Punktes iKf folgende:  OM-—  z=z  MV^  und  OC  »  —  =  MV^'^  sie  sind  alsi 

einander  gleich.  Daher  ist  l\  MV^V  gleichschenklig  und  ähnlich  A  COA 
und  da  zwei  homologe  Seitenpaare  OC,  MV^\  OM,  Fj^^^  einander  senk- 
recht sind,  so  findet  dies  auch  bei  dem  dritten  Paare  CMy  MV st&tt  und 
geht  mithin  die  Richtung  der  Tangente  MV  durch  den  Punkt  />,  der 
Gegenpunkt  des  Berührungspunktes  C, 


m.  Capitel. 

Aequivalenz    der   TranslationsgeBchwindigkeiten    und    der   Winkelge- 

Bchwindigkeiten   um   parallele   Axen.     Geschwindigkeiten   im    nnver» 

änderlichen  System,  welches  sieh  parallel  einer  Ebene  bewegt. 

§.1.  In  einem  in  Bewegung  begriffenen  System  besitzt  jeder  Punkt 
in  jedem  Momente  eine  Geschwindigkeit,  deren  Grösse  das  Bogenelemeni 
seiner  Bahn,  welches  er  zu  beschreiben  im  Begriff  steht,  dividirt  durcl 
das  Zeitelement  ist,  und  deren  Richtung  in  die  Tangente  der  Bahn  fiKllt 
in  dem  Sinne  genommen,  in  welchem  das  Bogenelement  beschriebei 
wird.  Vermöge  des  Zusammenhanges  der  Systempunkte  unter  einandel 
sind  die  Geschwindigkeiten  derselben  von  einander  abhängig,  so  dasf 
die  Geschwindigkeiten  aller  Punkte  bestimmt  werden  können,  sobald  die 
Geschwindigkeiten  einer  gewissen  Anzahl  derselben  gegeben  sind.  Im 
unveränderlichen  System  sind    die  Bahnelemente    aller  Punkte  bekannt, 
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tungen  mit  den  im  I.  Theile  enthaltenen  zusammenfassen,   erhalten  f 
den  Satz : 

Die  Geschwindigkeiten   der  Punkte   eines  um   eine   A: 
rotirenden  Systems   sind   durch   die  Winkelgeschwindigkc 
CO  desselben    um  diese   Axe  bestimmt;    alle  Punkte  in   de 
selben    Entfernung    r    von    der    Axe    besitzen    dieselbe  GS- 
schwindigkeit  v  =  r*co,    ihre  Richtung  ist   senkrecht  zu  cl 
Ebene,   welche  durch  die  Axe  und  den  einzelnen  Punkt  g 
legt  werden   kann;    die  Punkte   einer   solchen   Ebene   hab 
gemeinsame  Geschwindigkeitsrichtung,   und  zwar  von  de'^ 
selben    Sinne,    wenn    sie    auf    derselben,    von    entgegen^ 
setztem  Sinne,   wenn  sie  auf  verschiedenen  Seiten  der  A 
liegen.     Die    Geschwindigkeit    ist    für    die   Punkte   der   A 
Null  und  wächst  dem  Abstände  von  der  Axe  proportional« 

§.  3.     Das  System  besitze  zur  Zeit  t  eine  Winkelgeschwindigkeit 

um   eine   Axe    (or,  a)    und    zugleich   eine   Translationsgeschwindigkeit 

senkrecht  zu  dieser  Axe.     Vermöge  der  ersteren  erleidet  es  in  dem  a 

t  folgenden  Zeitelemente   dt  eine   unendlich  kleine  Rotation  cfO  um 

vermöge  der  letzteren  eine  unendlich  kleine  Translation  dt  in  der  Bic 

tung  von  t?  und  hat  man  daher 

dd-  dt 

^^^  dT^    ^  =  57- 

Nach  Cap.  II.  §.  6.  im  I.  Theile  sind  beide  unendlich  kleine  Bew 
gungen  zusammen  äquivalent  einer  Elementarrotation  gleich  cfO  und  v« 
demselben  Sinne  um  eine  zu  a  parallele  Axe  {ß,  6),  welche  mit  a  b 
sammen  in  einer  zur  Translationsrichtung  senkrechten  Ebene  Hegt,  ui 
zwar  auf  derjenigen  Seite  von  or,  auf  welcher  die  Punkte  dieser  £be: 
durch  die  Rotation  und  die  Translation  entgegengesetzte  Bewegung! 
erlangen,  in  einem  Abstände  d  von  a,  welcher  aus  der  Gleichni 
dt  ==  d'd^"  sich  ergibt.  Dividirt  man  diese  Gleichung  mit  dt  und  Kk 
die  Werthe  oo  und  v  in  dieselbe  ein,  so  erhält  man  d  durch  co  nnd 
ausgedrückt,  nämlich 

CO 

und   ergibt  sich  mit  Rücksicht  auf  die  weiteren  a.  a.  O.  gemachten  B 
merkungen  der  Satz: 

Die  gleichzeitige  Verbindung  einer  Winkelgeschwii 
digkeit  co  um  eine  Axe  (of,  o)  und  einer  Translationsg* 
schwindigket  v  senkrecht  zn  dieser  Axe  in  einem  unveräi 
derlichen  System  ist  äquivalent  einer  Winkelgeschwindij 
keit  gleich  und  gleichen  Sinnes  mit  o)  um  eine  zur  Axe 
parallele  Axe  (ßy  b),  welche  mit  a  in  einer  zur  Richtung  d€ 
Translationsgeschwindigkeit  ^senkrechten   Ebene    auf    dei 
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gemcinschaftliclicn    Grösse    beider    Winkelgeschwindig- 
keiten. 

Die  gleichzeitige  Verbindung  zweier  entgegengesetzt  gleicher  Win- 
kelgeschwindigkeiten um  zwei  parallele  Axen  heisse  ein  Winkelge- 
schwindigkeitspaar ( Kotationsgeschwindigkeitspaar  oder 
kürzer,  wenn  keine  Verwechslung  mit  dem  Kotationsamplitndenpaar 
I.  Tbl.  Cap.  II.,  §.  4.  zu  befürchten  ist,  ein  Rotationspaar),  die 
Richtung  und  der  Sinn  der  ihr  äquivalenten  Translatiousgeschwindigkeit 
seine  Axenrichtung  und  das  Produkt  aus  der  Winkelgeschwindigkeit  und 
dem  Axenabstand,  welches  gleich  der  Translationsgeschwindigkeit  ist, 
sein  Moment.  Dies  Moment  tragen  wir  als  Länge  auf  der  Axe  des 
Paares  auf  und  versehen  dieselbe  mit  einer  Pfeilspitze,  um  den  Sinn 
der  Translation  zu  markiren  ;  diese  Pfeilspitze  zeigt  nach  derjenigen 
Seite  der  Axenebene  hin,  von  welcher  aus  die  Pfeilspitzen  der  Winkel- 
geschwindigkeiten, wenn  letztere  auf  den  Axen  des  Paares  in  dem  ihnen 
entsprechenden  Sinne  aufgetragen  werden,  mit  dem  Sinne  der  Ubrseiger- 
bewegung  übereinstimmend  gerichtet  erscheinen. 

Aus  der  Aequivalenz  eines  Rotationspaares  mit  einer  Translations- 
geschwindigkeit folgt  unmittelbar,  dass  alle  Kotati onspaare  von 
derselben  Axenrichtung  und  demselben  Momente  einander 
äquivalent  sind,  dass  man  die  Axen  in  ihrer  Ebene  yer- 
schioben  und  drehen,  die  Ebene  des  Paares  parallel  mit  sich 
im  System  verlegen,  sowie  dass  man  den  Abstand  der  Axen 
beliebig  ändern  kann,  wenn  nur  zu  gleicher  Zeit  die  Win- 
kelgeschwindigkeit im  reciproken  Verhältniss  geändert 
wird.  Wird  die  Axenrichtung  des  Paares  in  die  entgegen- 
gesetzte verwandelt,  so  kehrt  die  dem  Paare  äquivalente 
Translationsgewindigkeit  den  Sinn  um. 

Ein  spezieller  Fall  des  obigen  allgemeinen  Satzes  über  die  Aequi- 
valenz zweier  Winkelgeschwindigkeiten  um  parallele  Axen  tritt  ein, 
sobald  der  Axenabstand  sich  auf  Null  reducirt.  In  diesem  Falle  fallen 
die  Axen  zusammen  und  addiren  oder  substrahiren  sich  die  Winkel- 
geschwindigkeiten auf  der  mit  ihnen  gleichfalls  zusammenfallenden  Axe 
der  resultirenden  Winkelgeschwindigkeit,  je  nachdem  sie  gleichen  oder 
entgegengesetzten  Sinnes  sind.  Man  folgert  hieraus  unmittelbar,  dass 
beliebig  viele  Winkelgeschwindigkeiten  um  dieselbe  Axe  eine  resnl- 
tircnde  Winkelgeschwindigkeit  um  dieselbe  Axe  liefern,  welche  gleich 
der  algebraischen  Summe  der  einzelnen  Winkelgeschwindigkeiten  ist,  wenn 
diese  in  dem  einen  Sinne  der  Axe  als  positiv,  im  entgegengesetzten 
als  negativ  angesehen  werden. 

.  Verschwindet  der  Axenabstand  oder  die  Winkelgeschwindigkeit, 
also  überhaupt  das  Moment  eines  Rotationspaares,  so  wird  die  ihm  äqui- 
valente Translationsgeschwindigkeit  Null.     Gleiche  und  entgegengesetzte 
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VV^iinkelgeschwindigkeiten  um  dieselbe  Axe  sind  daher  ohne  Einfluss  auf 
drvi    BewegüngszusUnd  des  Systems. 

Es  sei  eine  Winkelgeschwindigkeit  0)  um  eine  Axea  gegeben  (Fig.  53.). 
Irgendwo  im  System  ziehe  man  eine  mit  a  parallele  Axe  ß  und  ertheile 
dem   System   um  diese  zwei  entgegengesetzt  gleiche  ,,,.•  ^ 

Winkelgeschwindigkeiten  von  der  Grösse  o).    Die  eine 
Ton  ihnen  kann  dann  angesehen  werden  als  die  von  er 
nach  ß  verlegte  Winkelgeschwindigkeit,  während  die 
andere  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  am  a  ein  Ro- 
talioiupaar  bildet,  dessen  Moment  das  Produkt  aus  co      ^;^ 
and  dem   Abstände  p  beider  Axen,    also   Äquivalent 
fiaer  Translationsgeschwindigkeit   gleich   diesem  Mo- 
■eate  ist,  senkrecht  zur  Ebene  a  /?,  von  dem  Sinne, 
wif  er  durch    die  Axenrichtung  des  Hotationspaares 
ugegeben   wird.     Man   kann    daher  jede   Win- 
kelgeschwindigkeit   um    eine    Axe    er    ersetzen     durch    eine 
gleiche  Winkelgeschwin  digkeit    desselben   Sinnes    um    eijie 
beliebige  mit   a    parallele   Axe  ß   in   Verbindung    mit   einem 
Rotationspaare,    dessen   Moment    gleich    dem   Produkte    aus 
^«■Abstände  beider  Axen  und  der  Winkelgeschwindigkeit 
iit     Die     diesem    Momente     äquivalente    Translationsge- 
idiwindigkeit   ist   senkrecht   zu  der  Ebene  aß  und  von  dem 
Sisne,  wie  er  durch  die  Axenrichtung   des  Rotationspaares 
»»gegeben  wird. 

§.  5.  Das  System  besitze  zur  Zeit  l  beliebig  viele  Winkelgeschwin- 
<iigkeiten  w,  «',  w",  .  .  .  um  die  Axen  (a,  a),  (a\  «'),  (a",  n")  .  .  .  ., 
•ekke  siimmtlich  einander  parallel  laufen.  Irgendwo  im  System  nehmen 
*tf  eine  mit  ihnen  gleichfalls  parallele  Axe  fi  an  und  ertheilen  dem 
^P^m  um  sie  zwei  gleiche  und  entgegengesetzte  Winkelgeschwindig- 
keiten «j^  — CO,  desgleichen  zwei  andere  <u\  — w',  zwei  weitere  w", 
— •,11.  s.  f.  Da  diese  zugefügten  Winkelgeschwindigkeiten  sich  paar- 
weiie  tilgen,  so  ist  das  System  der  Winkelgeschwindigkeiten  w  um  die 
Axea  a  Äquivalent  sich  selbst  in  Verbindung  mit  diesen  zugefügton 
Winkelgeschwindigkeiten.  Nun  kann  man  aber  anders  grnppiren.  Die 
Winkelgeschwindigkeiten  w,  w',  w"  .  .  .  um  jii  liefern  eine  resultirende 
^ 'ttkelgeschwindigkeit  Sl  ^=  £(a  um  dieselbe  Axe;  die  Winkelgeschwin- 
''"fkeit  — ö)'  um  f*  bildet  mit  w  um  a  (wie  Fig.  53.)  ein  Kotationspaar, 
^«••en  Moment  pa  ist,  wenn  p  den  Axenabstand  fia  bedeutet;  in  Uhn- 
i**^  Weise  erhält  man  aus  —  w'  um  fi  und  co'  um  a  das  Paar  ;/cu', 
•■■  — •"  um  fi  und  w"  um  «"  das  Paar  /;"ai"  u.  s.  f.  Da  die  Ebenen 
^Oer  dieser  Paare  durch  die  Axe  fi  gehen,  so  sind  ihre  .\xenrichtungen 
•temtlich  senkrecht  zu  (i  und  liefern  die  ihnen  äquivalenten  Trans- 
litiotsgeschwindigkeiten    mit   Hülfe   eines    ebenen    Polygons   eine    r^gul- 


128  Reduction  der  Winkelgeschwindigkeiten.  III.  Cap 

tireude  Translationsgeßch windigkeit  T  :=:  Res.  (pw,  p'm\  p"©',  •  •  Oi 
welche  man  sofort  auch  in  ein  Rotationspaar  umsetzen  kann.  Sie  iff 
gleichfalls  senkrecht  zur  Axe  ^  und  die  Ebene  eines  ihr  äqulyalenten 
Kotationspaares  ist  parallel  (i.  Hieraus  erhellt,  dass  die  sämmtUclian 
Winkelgeschwindigkeiten  ©,  cd',  üo"...  um  die  parallelen  Axen  a,  «',  «^.., 
zusammen  äquivalent  sind  einer  resultirenden  Winkelgeschwindigkeit  Ü 
um  eine  beliebig  wählbare  mit  den  gegebenen  Axen  parallele  Axe  f*  dei 
Systems,  gleich  der  algebraischen  Sunmie  aller  o,  in  Verbindung  sdl 
einem  resultirenden  B'otationspaare  T,  dessen  Axenrichtung  senkrecht  n 
(i  ist.  Tragen  wir  Sl  auf  fi  auf  mit  dem  Zeichen  seines  Sinnes  ond 
ziehen  etwa  durch  den  Anfangspunkt  der  Strecke,  welche  Sl  darsteUft, 
eine  Strecke,  welche  T  nach  Grösse,  Richtung  und  Sinn  ansdrückt,  sc 
genügen  diese  beiden  Symbole,  um  den  Bewegungszustand  des  Sjstemf 
zur  Zeit  t  vollkommen  zu  charakterisiren. 

Da  die  Axe  (i  willkührlich  wählbar  ist,  so  kann  man  diese  Reductioi 
der  Winkelgeschwindigkeiten  auf  die  Grössen  Sl  und  T  sich  für  sXmmt' 
liehe  Stralen  (i  des  Parallelstralenwinkels  von  der  Richtung  der  ge 
gebenen  Axen  ausgeführt  denken.  Alle  diese  Reductionen  haben  die» 
selbe  resultirende  Winkelgeschwindigkeit  .$2,  nämlich  die  Summe  allei 
mit  sich  parallel  auf  die  Axe  (i  übertragenen  WinkelgeschwindigkeheB 
sie  unterscheiden  ßich  aber  im  Allgemeinen  durch  die  Grösse  und  di< 
Richtung  von  T,  weil  mit  einer  Aenderung  der  Lage  der  Axe  fi  ein< 
Aenderung  der  Ebenen  ftcr,  fia,  ^a\  ...  und  eine  Aenderung  der  Axen 
abstände/?, />',  p", ...  verbunden  ist,  von  welchen  beiderlei  Dingen  T ah 
hängt.  Indessen  ist  es  .leicht,  den  Zusammenhang  dieser  verschiedenen  B» 
tationsarten  zu  erkennen,  indem  man  die  für  irgend  eine  Axe  (i  ansgeftdnti 
Reduction  auf  jede  beliebige  andere  Axe  fi'  übertragen  kann.  Sine 
nämlich  ^  und  T  (Fig.  54.)  die  resultirende  Winkelgeschwindigkeit  nnc 
Fir  54.  ^^^  Moment   des   resultirenden  Rotationspaares   fOr  di^ 

Axe  II j  so  ertheile  man  dem  System  um  die  Axe  (i  AU 
^  gleichen  und  entgegengesetzten  Winkelgeschwindigkeitei 

^  Sl  und  — Sl,     Die  auf  ^'  aufzutragende  Grösse  Sl  stell 

rT     alsdann  bereits   die  vesultirende  Winkelgeschwindigkei 
der  Reduction  für  die  Axe  ft'  dar.     Um  das  Moment  7 
des   ihr  zugehörigen  Rotationspaares  zu  finden,   genüg 
es,  mit  T  das  Rotationspaar  zu  vereinigen,  welches  yoi 
Jy  L  den  Winkelgeschwindigkeiten  Sl  um  ft  und  — Sl  um  f 

gebildet  wird.  Sein  Moment  ist  Är,  wenn  r  den  Ab 
stand  der  Axen  (i,  (i  bezeichnet.  Die  Richtung  der  ihm  äquivalente] 
Translationsgeschwindigkeit  ist  senkrecht  zur  Ebene  (iii  und  ihr  Sini 
nach  der  Seite  dieser  Ebene  gerichtet,  von  wo  aus  gesehen  die  Pfeil 
spitzen  des  Rotationspaares  die  Uhrzeigerbewegung  andeuten.  Die  beide] 
Translationsgeschwindigkeiten    T   und   Sir    sind    aber  äquivalent    eine 


n 


V7' 


.y^ 


•ii 
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TrmniiationsgescbwiDdigkeit  T^  welche  die  Diagonale  des  über  ihnen 
ik  Seiten  constmirten  Parallelogramms  ist,  und  ist  senkrecht  zu  fi'.  Da 
A  um  fL  und  T  zusammen  äquivalent  52  um  fi  und  T  sind,  diese 
Mlbft  aber  dem  System  der  Winkelgeschwindigkeiten  co,  o)',  cai'  ,  ,  , 
iquTalent  waren,  so  stellen  sie  die  resultirende  Winkelgeschwindigkeit 
ud  das  Botationspaar  der  Reduction  für  die  Axe  ft'  dar. 

lit  i2  =  £(o  =  0,  so  reducirt  sich  das  System  der  Winkelgeschwin- 
digkeiten auf  ein  Rotationspaar  T  oder  also  auf  eine  Translationsge- 
i^wiodigkeit ;  dies  Rotationspaar  ist  beliebig  im  System  verlegbar  bei 
pvtOel  bleibender  Axenrichtung.  Ist  aber  Sl  nicht  Null,  so  lässt  sich 
(ine  Axe  finden  von  solcher  Lage,  dass  die  ihr  entsprechende  Reduction 
der  Winkelgeacb windigkeiten  eine  resultirende  Winkelgeschwindigkeit  Sl 
Kefeit,  welcher  ein  Rotationspaar  r=0  zugehört.  Sind  nämlich,  wie 
<^t  A  und  T  für  irgend  eine  äer  Axe  ft  entsprechende  Reduction  be- 
kttmt,  so  lege  man  durch  jti  senkrecht  zu  der  Richtung  der  Trans - 
IfttioBsgeschwindigkeit  T  eine  Ebene.  Dieselbe  zerfällt  durch  die  Axe  fi 
i*  iwei  Felder;  die  Axen  fi',  parallel  ^i  in  dem  einen  Feld  gelegen, 
▼enolauen  bei  der  Uebertragung  der  für  die  Axe  jti  ausgeführten  Ke- 
dvctioii  auf  sie  ein  Rotationspaar  52 r,  dessen  Axenrichtung  mit  der 
AxenricbtiiDg  von  T  auf  dieselbe  Seite  der  Ebene  fällt  und  sich  also 
"lit  r  iiimmirt,  um  T*  zu  bilden;  die  Axen  des  anderen  Feldes  da- 
f^f^  liefern  solche  52  r,  deren  Axenrichtungen  der  von  T  entgegen- 
^'•'tit  sind  und  folglich  bei  der  Bildung  von  T'  entgegengesetztes 
Zeichen  mit  T  erhalten.  Da  nun  der  absolute  Werth  von  52  r  mit  dem 
AbiUnde  der  Axen  fi'  und  fi  ohne  Grenze  wächst,  so  lässt  sich  in  dem 
letiteren  Felde  eine  Axe  in  solchem  Abstände  r  finden,  dass  T — 52r^3r0 
»ird  «d4  in  Folge  dessen   T  verschwindet. 

I>er  Abstand  r  dieser  Axe,  welche  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  die 
"i&kelgeichwindigkeit  52  um  sie  «allein  dem  gegebenen  Systeme  der 
*^ iskelgetchwindigkeiten  w  äquivalent  ist,  folgt  aus  der  eben  aufgestellten 

*^Miping,  nämlich  r  =   „  .   --  Diese  Axe  ergibt  sich  ebenso  unter  An- 

«eaduig  des  Satzes  in  §.  3.;  sie  ist  die  Momentanaxe  der  Bewegung 
•.ei  Sjttenui.  —  Sind  52  und  T  beide  Null,  so  ist  das  gegebene  System 
der  Winkelgeschwindigkeiten  äquivalent  der  momentanen  Kühe. 

Gehen  wir  von  der  Momentanaxe  aus  und  übertragen  die  Reduction 
*ir  irgend  eine  andere  Axe,  so  tritt  zu  52  ein  Rotationspaar  hinzu, 
^'••^  Moment  Hr  mit  dem  Abstände  r  zunimmt,  und  welches  für  alle 
^•ö,  die  denselben  Abstand  r  von  jener  haben,  denselben  Werth  be- 
*<^  Die  tämmtlichen  Reductionsaxen  gruppiren  sich  also  in  Bezug 
^  die  Momente  der  bei  ihnen  auftretenden  Kotationspaarc  symmetrisch 
*>>  die  Momentanaxe  herum  auf  Cylinderfiächen.  Die  Momentanaxe  ist 
mUdi  die  Axe   eines   Ebenenbüschels,    zu   dessen  Ebenen   die    Axt*u- 
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m.  c 


richtungen  der  Rotationspaare  senkrecht  sind ;  jede  solche  Ebene  w 
von  der  Momentanaxe  in  zwei  Felder  getheilt,  für  welche  die  Ax( 
richtungen  der  Rotationspaare  entgegengesetzten  Sinnes  werden. 

§.  6.  Um  die  Reduction  der  Winkelgeschwindigkeiten  um  parall< 
Axen  analytisch  durchzuführen,  legen  wir  der  Betrachtung  ein  recl 
winkliges  Coordinatensystem  der  x,  y^  z  zu  Grunde,  dessen  a:y-Ebe 
senkrecht  zu  der  Richtung  der  Axen  und  für  welches  der  positive  8ii 
der  r-Axe  mit  der  Axenrichtung  derjenigen  Winkelgeschwindigkeit« 
übereinkommt,  durch  welche  die  positive  .r-Axe  im  Sinne  der  Uhrzeig( 
bewegung  durch  eine  Drehung  um  ^n  \n  die  Richtung  der  positiv* 
y-Axe  übergeführt  werden  kann. 

Es  sei  nun  o)  irgend  eine  der  Winkelgeschwindigkeiten,  (er,  ö)  9 

Axe    und    x^    y    die    Cocrdinaten    des    Schnittpunktes    dieser    mit    < 

a^y-Ebene,  o)  selbst  sei  als  Länge  von  diesem  Schnittpunkte  aus  auf  < 

Axe  in  dem  entsprechenden  Sinne  aufgetragen  (Fig.  55.).   Wir  erthei 

Fig.  55.  dem    System    um    die    mit    der   z-Axe 

sammen  fallen  de  Gerade  des  Systems 
beiden  entgegengesetzten  Winkelgesch^ 
digkeiten  w  und  — o  und  tragen  sie  *< 
Ursprung  0  aus  auf  dieser  Axe  auf.  - 
— ix  durcher  halten  wir,  wie  früher  für  die  ^ 
kelgeschwindigkeit  o  um  er  dieselbe  Winl 
geschwindigkeit  um  die  z-Axe  und  ein  - 
tationspaar  (w,  — w),  dessen  Moment  />» 
wo  p  den  Abstand  des  Punktes  xy  vom  Ursprung  0  bezeichnet.  ] 
dem  Momente  p(o  äquivalente  Translationsgeschwindigkeit,  wel< 
parallel  der  a*y-Ebene  und  senkrecht  zur  Ebene  des  Rotationspaares 
Sinne  der  Axe  desselben  gerichtet  ist,  tragen  wir  an  0  auf  und  9 
legen  sie  in  zwei  Componenten,  die  eine  parallel  der  a:-Axe,  die  i 
dere  parallel  der  y-Axe.  Ist  o)  auf  et  im  Sinne  der  positiven  «-A 
gerichtet,  sind  o:,  y  beide  positiv,  welches  der  Normalfall  ist,  i 
welchen  alle  anderen  Fälle  durch  den  Wechsel  der  Vorzeichen  si 
reduciren  lassen  und  bildet  die  Länge  />,  von  0  nach  xy  gerichtet,  i 
der  a'-Axe  im  positiven  Drehungssinne  den  Winkel  f,  so  bildet  die  Trai 
lationsgeschwindigkeit  mit  der  a:-Axe  den  Winkel  ^tc  -[-  f  und  mit  ( 
y-Axe  den  Winkel  %  -{-  e  und  sind  folglich  ihre  Componenten  pm  d 
und  —  pco  cos  e  oder,  da  p  cos  s  =  x,  p  sin  e  =  y  ist:  coy  in  i 
Richtung  der  a:-Axe  und  —  (ox  in  der  Richtung  der  y-Axe. 

Führen  wir  dieselbe  Construction  für  alle  Winkelgesch windigkeil 
w,  0}',  co'\  ...,  welche  wir  auf  ihren  Axen  (or,  «),  (j3,  6),  (y,  c)  ...  auf] 
tragen  denken,  aus,  so  erhalten  wir  1)  auf  der  z-Axe  sämmtliche  W 
kelgeschwindigkeiten  o,  deren  Resultante  die  algebraische  Summei2=: 
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dieses    Perpendikels    und    der    Elementaramplitade    der    Rotati< 
folglich,    indem  man    die  Gleichung,   welche   dies   ausspricht,    d 

dividirt,  die   Geschwindigkeit  v  =  r^f  woraus  Ä  =  —  folgt.     I 

schwind igkeiten    der   einzelnen   Sjstempunkte   ergeben   sich   nacl 
indem  man  ihre  Abstände  von  der  Momentanaxe  mit  Sl  multipli 

§.  8.  Ausser  der  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Momentanax 
bei  der  Bewegung  unseres  Systems  noch  eine  andere  Geschwii 
eine  Rolle,  nämlich  die  Geschwindigkeit  ü,  mit  welcher  d 
mentanaxe  wechselt.  Sie  ist  der  unendlich  kleine  Abstand 
Zeit  /  entsprechenden  Momentanaxe  Ton  der  folgenden,  der  Zeit 
entsprechenden,  dividirt  durch  das  Zeitelement  di.  Dieser  Abs* 
das  Bogenelement  da  der  Curve  (C)  oder  {F)  (vgl.  Cap.  III,  { 
I.  Tbl.)  und  daher 


ü  = 


dt 


Tig,  56. 


Diese  Geschwindigkeit  ist  durch  die  Krümmung  der  Curven 
(jT)  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  ^  um  die  Momentanaxe  ve; 
Sind  nämlich  de,  de'  die  Contingenzwinkel.  der  Curven  {€)  und  ( 
nehmen  wir  zunächst  an,  es  liegen  die  Krümmungskreise  der 
Curven,  die  man  für  die  Elementarbewegung  den  Curven  seil 
stituiren  kann,  da  sie  mit  ihnen  zwei  aufeinanderfolgende  Bogene 
gemein    haben,    auf    derselben    Seite    der   gemeinschaftlichen    T 

(Fig.  56.),  so  stellt  de  — 
Elementaramplitude  dS 
tation  um  die  Momentana 
Grösse  und  Sinn  dar,  w 
positive  Sinn  der  Drehu: 
der  Seite  der  gemeinschi 
Taugente  hin  angenomm 
auf  welcher  die  Krilmmun 
liegen.    Nun  ist 

dt' 
daher  erhält  man  zunächst  durch  Division  der  vorigen  Gleichung  ii 

Sl_de 

ü  ~  da  ' 
dS  kann  man  den  relativen  Contingenzwinkel  der  Curven  (C),  i 
den  Quotienten  von  dS  durch  das  gemeinschaftliche  Bogenelei 
die  relative  KlrÜmmung  derselben  nennen.  Demnach  stellt  df 
hältniss  der  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Momen: 
zur  Wechselgeschwindigkeit  derselben  die  relative 
mnng  der  Curven  (C)  und  (i^  dar,  die  während  derBew 
des    Systems    auf  einander   rollen.      Das   umgekehrte  Yei 
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Die  Coinbinatiou   der  Formeln    für         und  -_     liefert  die  Gleichung: 

Ä_  1  _  1 

welche  allgemein  gilt,  sobald  q  als  von  gleichem  oder  cntgegengesctxtem 
Zeichen  mit  q  angesehen  wird,  jcnachdcm  die  Krümmungsmittelpankte 
beider  Curven  auf  dieselbe  oder  auf  entgegengesetzte  Seiten  der  ge- 
meinschaftlichen Tangente  fallen. 

§.  9.     Einige  Beispiele  mögen  zunächst  die  Anwendung  der  §§.  7. 
und  8.  erläutern. 

1.  Die  elliptische  Hypocy  cloidenbewegung.  (Vgl.  Cap. III ^ 
§.6.  im  I.  Theil.).     Für  diese  Bewegung  sind  die  Curven  (C),  {T)  Kreift^ 
von   den   Kadien   a   und   ^ö,    mithin   ist  (»  =  a,   p' =  ^a  und  hienam.! 
wird   V  =  —  aSl,     Es  erfolge  nun  die  Bewegung  des  Systems  so,  daa^« 
U  fortwährend  constant  bleibt,  d.  h.  es  rolle  der  Kreis  (F)  gleichfi)rm.^g 
auf  der  Innenseite   des  Kreises  (C),     Dann  ist  die  Winkelgeschwindm  £• 
kcit  Sl  ebenfalls  constant  und  die  Geschwindigkeit  eines  Systempanlclb.«! 
in   der  Entfernung   r  von   der  Momentanaxe  w  =  Ä  r ;    sie    ist  verÄn- 
derlich   mit   der   Zeit,    weil   der  Abstand  r  sich  ändert,   indem  die  2^f  o- 
mentanaxe  jeden  Augenblick   eine  andere  wird.     Wir  wollen  de8haXl>  r 
als   Function   der  Zeit   darstellen.     Zu   dem  Ende   seien    £,  17  die  (Koor- 
dinaten  des  Systempunktes  in  Bezug  auf  das   bewegliche  Coordinfl^'C:eii- 
System   (vgl.  Fig.  15.   S.  38).     Da   die   Gerade    00\    welche   nach     clem 
Momentancentrum  führt,  mit  der  Axe  der  x  den  Winkel  <p  und  mit    der 
Axe   der  J    den  Winkel  2  tf;   bildet,    so   sind    die    Coordinaten   des      "Mo- 
mentancentrums   oder  des  mit  ihm  zusammenfallenden  Systempunk^es  F 
im    beweglichen    Coordinatensystem :    \a  cos  2t\f^  \asin2Hf  und  hiermit 
wird  zunächst 


r=.y{i  —  ^acos2'H)y  +  {ri  —  ^asin2\\})'^. 
Nun    ist    aber   das   Bogenelement   CC'   der  Curve  (C)   gleich  ad^  nnd 

folglich  U=  a    "z  und  indem  man  diese  Gleichung  mit  ü  =  — •  a  Sl  com- 
binirt,    wird   ^-    =  —  Sl.   woraus  mit  Rücksicht  auf  die   constante  Be- 

schaffenheit   von    Sl   folgt   tf;  =  —  Sit  ^    wenn   man   die   Bcwegw^S  ^** 
tf;  =  0  beginnen  lässt.     Hierdurch  wird  jetzt 

v  =  Sl  /(§  —  ^ acös2 Slty  +  {ri  +  \ a sfn 2 Sltf. 
Für  den  Punkt  Ä  (Fig.  12),  welcher  sich  auf  der  festen  Geraden  («) 
bewegt,  ist  S  =  ^rt,  1?  =  0,  für  ihn  wird  daher  v  —  aSl.sinSltj  wie  man 
auch  unmittelbar  erkennt,  da  die  Bewegung  dieses  Punktes  die  Projec- 
tion  der  gleichförmigen  Kreisbewegung  des  Momentancentrums  C  auf  die 
Axe  (a),  mithin  die  oscillirende  Bewegung  Cap.  I,  §.12.  ist.  Aebn- 
liebes  gilt  von   allen  Systempunkten,    welche  sich  in  Geraden  \>e^©l^^' 
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*, 


Da  nun  v  für  entgegengesetzte  ^  entgegengesetzt  gleiche  Werthe  an- 
nimmt und  in  Bezug  auf  d'  periodisch  ist,  so  entsprechen  alle  verschie- 
denen Werthe  von  O,  welche  überhaupt  vorkommen,  Winkeln  ^  zwischen 
0  und  7C  und  wird  demnach 


n  n 


Da»  zweite  Integral  in  diesem  Ausdrucke  verschwindet,  da  die  Elemente 
desselben  diesseits  und  jenseits  des  Argumentes  &=  \n  entgegengesetzt 
gleich  sind ;  das  erste  Integral  hat  den  Werth  2  und  wird  also  schliess- 
lich der  gesuchte  Mittelwerth 

♦        2 

derselbe  ist  unabhängig  von  m,  dem  Verhältniss  des  Kreisradius  zum 
Abstände  der  Punkte  A  und  B  (Länge  der  Kurbebtange). 

Für  das  Maximum   der  Geschwindigkeit   des  Punktes  B  findet  man 
als  Näherungswerth  des  ihm  entsprechenden  Winkels  d'  bis   zu  Grössen 

der  Ordnung  m'^  genau:  ^  =  ^ fn  und  mit  derselben  Annäherung  den 

Maximalwerth  selbst:  v  =  cur. 

§.  10.     Um  Aufgaben,   wie   die  beiden    des   vorigen   §.,   analytisch 
durchführen   zu  können,    bezieht   man    das   bewegliche   System    auf  ein 
festes  (absolutes)  Coordinatensystem  der  x,  y  und  legt  durch   einen  be- 
liebigen Systempunkt  0  ein  anderes,  im  System  festes  und  mit  ihm  be- 
wegliches Coordinatensystem,   in  Bezug   auf  welches    die  Systempunkte 
durch   die  Coordinaten   x\   y    dargestellt  werden,    welche  während  der 
Bewegung  unveränderlich  bleiben.     Die  Bewegung  des  Systems  denken 
wir  uns  etwa  dadurch  bestimmt,  dass  die  Coordinaten  a:,,  y^  des  beweg- 
lichen Ursprungs  0  in  Bezug  auf  das  feste  System,  sowie  die  Cosinnsse 
a^  b\  a\  h'  der  Winkel  (xx)y  {xy)^  {y'^)i  {yy)  als  Functionen  der  Zeit  auf- 
treten ;  andere  Bestimmungsarten  sind   leicht   auf  diese   zurückzuführen  "^ 
diese  Cosinus  hängen  durch  drei  Relationen    von  einander  ab  und  sin 
also    bekannt,    sobald    einer    von    ihnen    bekannt    ist.      Bei    rechtwink^ 
b'gen    Systemen    sind    diese    Relationen:    rt^+  6^  =  1,  «'*+  6'^  = 
fia  +  hb'  =  0. 

Für  einen  Systempunkt  (.r',  y'),  dessen  absolute  Coordinaten   x^ 

dx    dt/ 
sind,  stellen  — ,  -~-  die  Componenten  jv,  Vj,  der  Geschwindigkeit  paral' 

den  festen  Axen  dar;    projicirt  man    das  Dreieck,    welches   sie   mit 
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resehwindigkeit  selbst  bilden ,  auf  die  beweglichen  Axen ,  so  erhält  man 
ftr  die  Componentan  rx)  tv  pAf&Hel  diesen  Axen 

dx  dy 


f'y*  =  a    j^  +  b' 


,dx         ,dy 
di''''  di' 

>a  aber  die  Coordinatcn  x^  y\  x\  y\  or, ,  yi  durch  die  Gleichungen 

X  =^  x^  +  ax'  +  ay 
!/  ^  !/i  +  bx   +  h'y 

Bit  einander  verbunden  sind,  so  erhält  man  mit  Rücksicht  darauf,  dass 
r\  y  sich  nicht  mit  der  Zeit  ändern, 

dx        dx^    .      ,  da     ^      ,  da 

dt  dt    ^       dt    ^  ''  dt 

dy        dyy     .      ,  db     .      ,  db' 

di=-di  +*Ä  +«'d/  • 

$«tsi  man  diese  Werthe   in  die  Ausdrücke  für  v«-,  ry,  ein,    so  kommt 

niBirhst : 

Ap,    ,,  cfy,     .///«,    ,  db\     ,   ,    (    da'        .  db'\     , 

l>a  aber  ans  den  Relationen 

«2  +  />»  =  1     <i'2  +  //2  =  1     an   +  6^'  =  0 

durch  DifTerentation  folgt: 
^  ,  ,db        ,        ,da     .    ,,  f/6'  </f/  .      ill)  i  ,da  .     -ff6\ 

''^        ///  dt    ^       dt  dt  ^     dt  \    dt  dt) 

*<^  il  vorläufig   ab   eine  Abkürzung  der   Bezeichnung    gelten    mag,    so 
^'hlk  man  weiter: 

*  Coordinaten  j:,/,  y^'  der  Punkte,  deren  (lehchwindigkeit  zur  Zeit  t 
'  ^*l  i*t,  liegen  auf  der  Momentanaxe  und  genügen  den  Bedingungen 
'    =5=0,   r,  =0,   d.   h. 

dt   ^       dt   ^     '  " 

dt  dt 

^^dnrch  i«!  die   Lage  der  (reraden   im  SyMem  gegeben,    welche  mit  der 
'^'«ifntanaxe  xnsammen fällt.     Um  die   La;:e  der  Momentanaxe  im  festen 
^^^Hinaten System  zu  finden,    hat    man  die  aus  diesen  CTleichunge.n  fol- 
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genden  Wertlie  von  a:,/,  y^  für  x\y  in  die  Gleichungen  x=x^  +  «a:'  +  ^'y\ 
y  ^=y\-\'  hx  '\'  h'  y  einzusetzen  und  erhält  für  die  absoluten  Coordinaten 
^ü>  ^0  ^^^  Momentanaxe : 


.'u\  ^y\ 


dl 

^yi)=  ^yi  +  (^«'  —  ^'^)  --^ 

Es  ist  aber,    wenn  a  =  cosa  gesetzt  wird,    b  =  sin  «,  «'  =  cos  (!^  +  «) 

=  —  51« of,  b'  =  cosa  und  folglich  ab  —  ab'  =  sin'^a  +  cos^a  =  1 ;  daher 
erhält  man 

Slx,  =  Slx,+  jj 

^yi)  =  ^yi  —  -^t  • 

Subtrahirt   man    die  Gleichungen,   welche  Xq\   y,,'   bestimmen,    von   den 
Gleichungen  für  v^  ,  v^' ,  ab,  so  ergibt  sich 

V.T  =  Sl{y  —  y,/) 

und   hieraus  folgt  durch  Quadriren   und  Addiren,    wenn  die  Entfernur^  i 
des  Punktes  x\  y   von  der  Momentanaxe  mit  r  bezeichnet  wird,  für 
Geschwindigkeit  r  dieses  Punktes 

v  =  rSl, 
Es  ist  mithin  Sl  die  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Momentanaxe. 


IV.  Capitel. 

Aequivalonz    der   Winkelgeschwindigkeiten    um   Axen,   welche  sioh 
demselben  Punkte  schneiden.     Gtesch windigkeiten  im  System,   welch 

um  einen  Punkt  rotirt. 

§.1.  Ein  unveränderliches  System  besitze  zur  Zeit  t  zwei  Winke 
geschwindigkeiten  w,  o)  um  zwei  Axen  (or,  a),  (/3,  fe),  welche  durch  de 
selben  Punkt  0  hindurchgehen.  Vermöge  der  ersten  würde  dasselbe  i 
dem  nächstfolgenden  Zeitelomente  dt  um  «  eine  unendlich  kleine  Ro 
tation  dd',  vermöge  der  zweiten  um  ß  eine  unendlich  kleine  Rotation  d^ 

ausführen.     Es  ist  daher 

d  ^         /         d^ 

CO  =  ,     (ö    : — : 

dt  '  dt 

Nach  Cap.  IV,  §.  2.  im  I.  Tbl.  sind  die  beiden  Rotationen  rf^,  dd' 
zusammen    äquivalent  einer  einzigen  unendlich  kleinen  Rotation  dS  u 
eine   dritte   in   der  Ebene  {ccß)   liegende,    gleichfalls   durch  0  hindurch 
gehende  Axe  (c,  y),  deren  Richtung  mit  der  Diagonale  eines  Parallelo 
gramms   zusammenfiillt,    dessen   Seiten    den    Amplituden    d^^    d^'   pro 
portionalo  Längen  sind  und  auf  den  Axen  von  0  aus  im  Sinne  derselben 


14(.)  Rednction  der  Winkelgeschwindigkeiten.  IV.  C; 

§.  2.  Das  System  besitze  zur  Zeit  /  Winkelgeschwindigkeit 
0),  Gi\  G)''  ...  in  beliebiger  Zahl  um  gegebene  Axen,  welche  sich  in  de: 
selben  Punkte  0  schneiden.  Um  dieselben  zu  reduciren,  d.  h.  die  ihn 
äquivalente  Winkelgeschwindigkeit  Sl  nebst  der  Lage  der  Axe,  nm  welc 
sie  stattfindet,  im  System  zu  finden,  legen  wir  durch  0  ein  red 
winkliges  Coordinatensystem,  dessen  Axen  Gerade  des  Systems  ni 
also  mit  ihm  um  0  beweglich  sind,  aber  ihre  Lage  im  Systeme  nie 
ändern.  Bildet  nun  die  Winkelgeschwindigkeit  o,  als  Länge  na 
Grösse  und  Sinn  auf  ihrer  Axe  aufgetragen,  mit  den  Coordinatenaxi 
die  Winkel  or,  j!},  ^,  so  sind  die  ihr  äquivalenten  Componenten  um  d 
Coordinatenaxen  w^:  =  o  cos  a,  a)y=^  (o  cos  jS,  co,  =  w  cosy  und  wei 
wir  in  ähnlicher  Weise  sämmtliche  o  durch  ihre  .Componenten  ersetze 
so  erhalten  wir  drei  Winkelgeschwindigkeiten 

um  die  Coordinatenaxen,  welche  die  gesuchte  resultirende  Winkelg 
schwindigkeit  bilden,  deren  Grösse  Sl  und  Richtung  (a,  6,  c)  durch  d 
Gleichungen 

cos  a  cos  b         cos  c  1 

lP%>^  t^Vy  ^<*z  <^ 

bestimmt  ist.  Die  Axe  der  resultirenden  Winkelgeschwindigkeit  Ä  i 
die  Momentanaxe,  um  welche  das  System  sich  zur  Zeit  i  dreht.  Mi 
bemerke,  dass  dieselben  Gesetze  für  die  Zusammensetzung  der  Wink« 
geschwindigkeiten  eines  Systems  um  sich  in  einem  Punkte  schneiden« 
Axen  gelten,  wie  für  die  Zusammensetzung  der  Geschwindigkeiten  ein 
Punktes,  sobald  die  Winkelgeschwindigkeiten  nach  Grösse  und  Sinn  a 
den  Axen  aufgetragen  werden. 

Die    Bedingungen    des    momentanen    Stillstandes    des    Systems    z 

Zeit  /  sind: 

2(0^  =  0,       2G)y  =  0,       E(0:  =  0  . 

§.  3.  Das  Vorstehende  reicht  aus,  um  die  Geschwindigkeiten  d 
Punkte  eines  Systems  zur  Zeit  t  zu  finden,  welches  um  einen  Pun 
rotirt.  Zunächst  findet  man  die  Momentanaxe  des  Systems,  entsprechei 
dieser  Zeit,  indem  man  auf  die  Richtungen  der  Geschwindigkeiten  zwei 
Punkte,  nämlich  auf  die  Tangenten  ihrer  sphärischen  Bahnen  die  Nc 
malebenen  errichtet  und  ihre  Durchschnittslinie  aufsucht,  welche  dnr( 
das  Rotationscentrum  hindurchgeht.  Sobald  diese  Axe  bekannt  ii 
genügt  die  Geschwindigkeit  v  irgend  eines  Systempunktes,  um  die  Wi 
kelgesch windigkeit  Sl  um  die  Momentanaxe  zu  finden ;  man  erhält  si 
indem    man    jene    durch    den   Abstand   r    des   Punktes   von   dieser  Aj 

dividirt,  nämlich  ß  ==  — .     Die  Geschwindigkeit  eines  beliebigen  Systen 

punktes,  dessen  Abstand  von  der  Momentanaxe  q  ist,  hat  die  Grösse  Ä  ( 


142 


Die  Bewegung  des  Universalgelenk». 


IV.  Caj 


Figr.w).  00^Ä' und  00,r  bleiben;   die  Geraden   bil 

-T'     den    mit   einander  einen   rechten   Winke 

und  ist  die  Winkelgeschwindigkeit  o   be 

kannt,  mit  welcher  die  Gerade  OA  sicli  i: 

der  Ebene  OOiÄ  um  0  zur  Zeit  /  dreht,  mai 

so)4     die     Momentanaxe,     die     Winkelge 

j^      schwindigkeit  Sl  der  Elementarbewegunj 

um  sie  und  die  WiBkelgeschwindigkeit  a 

bestimmen,  mit  welcher  die  Gerade  OB  ii 

der  Ebene  00,  T  sich  dreht. 

Die  Lage  der  Momentanaxe  00   ergibt   siel 

als     die     Schnittlinie     zweier     Ebenen ,      welek 

durch    OA    und    OB    senkrecht    zu    den    Ebenei 

OO^X  und  OOiY  geführt  werden.      Stellt   nun   die   Figur   einen    Kugel 

schnitt  des  Systems  um  0  vom  Kadius'  gleich  der  Einheit   dar   und    be 

zeichnet   man   die  Bogen   0,  A  und   0,  B  mit  |  und  i;,    so   besteht,    wft 

AB  =  ^7t,  zwischen  §  und  i^  die  Relation  cos  |  cos  tf  '^'  sin  ^  sin  t]  cos  - 

=  0  oder 

tg  l  ig  n  cos  b  =.  —  1 . 

Während  des  Zeitelementes  dt  beschreiben  nun  die  Punkte  A  und 
die  Bogenelemente  d^  und  di]  und  sind  mithin 


01 


di 
dt' 


(0 


dt 


Differcntiirt  man  daher  die  vorige  Gleichung,  wodurch  man  erh&lÜ 

s,>i2S^J  +  sin  2 rif^=0, 

so  erhält  man  sofort  das  Verlialtniss  der  Winkelgeschwindigkeiten  i»':  cc: 
nämlich  * 

(o  sin  2  §    ' 

welches  man  als  Function  von  ^  darstellen  kann,  indem  man  ans  dei 
Gleichung  ig  $  ig  i]  cos  d'  c=z  —  1  die  Grösse  sin  2  ij  entwickelt  und  in 
das  Verhältniss  einführt.     Mau  erhält  zunächst 

cos^  sin  2^ 

und  hiermit 


sin  2ri  =z 


(0 
(0 


cos  d" 


cos*  4  -|-  cos*  &  sin"^  J 


Ferner  hat  man,  indem  man  die  Geschwindigkeiten  co,  (o  der  Punkte 
A^  ß  als  durch  die  Winkelgeschwindigkeit  Sl  um  die  Momentanaxe  er- 
zeugt ansieht, 

(a  =  Sl  sin  {AC)  ,     w'  =  il  sin  {BC) 

und  folglich  ist  das  Sinusverhältniss  der  Winkelabstände  der  Momentan- 
axe von  den  Geraden  OA^  OB: 
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Die  Präcession  der  Nacbtglelchen. 


IV. 


die  Erde  sich  gleichförmig  um   ihre  Axc 
umdreht,   rückt  diese,  Axe   nnd  mit   ihr 
Ebene  Nn   im   entgegengesetzten  Sinne 
indem    sie    sich    nm    die    Axe    der    Eel 
dreht.     Die  Rotation   der  Erde   erfolgt 
Westen  nach  Osten,  der  Sinn  ihrer  Wii 
gesch windigkeit  a>  ist  also  auf  der  Axe  : 
Süden   aufzutragen,    während   der  Sinn 
Winkelgeschwindigkeit   o'   um    die  Axe 
i^Ecliptik  nach  Norden  zeigt.   Aus  beiden  1 
kelgeschwindigkeiten    ergibt    sich    nach 
Parallelogramm  der  Winkelgeschwindigk< 
die  Lage  der  Momentanaxe   (C,  F)   und 
Winkelgeschwindigkeit  Sl^  um  sie.     Die 
(C,  r)  fällt  in  den  Nebenwinkel  von  {Nn) 
es  rollt  in  Folge  dessen  der  Kegel  {F)  aui 
Innenseite  des  Kegels  {€).     Da  aber  die  Winkelgeschwindigkeit  a/ 
klein   ist,    wie  die  Beobachtungen  zeigen,   so  ist  auch  der  Winkel  ( 
sehr  klein  und  daher  der  bewegliche  Kegel  sehr  schmal,  sodass  die 
mentanaxe   niemals   sehr   weit   von   der  Erdaxe   sich   entfernt.     Auf 
Axe   der  Ecliptik   steht   die  Ecliptik   selbst,    auf  der  Erdaxe   der  '. 
äquatoi;  senkrecht;   mithin   ist   ihre  Durchschnittslinie    WfV\    die  Ac 
noctiallinio,  senkrecht  zu  beiden,  d.  h.  senkrecht  zur  Ebene  Nn  and  t 
daher  gleichzeitig  mit  dieser  fort,  indem  sie  sich  mit  derselben  Wii 
geschwindigkeit  co'  in  der  Ebene  der  Ecliptik   dreht.     Dieses  FortrÜ( 
der  Linie    WW\  die  Präcession  der  Nachtgleichen  genannt,  beträgt 
im   Jahr  und   würde   ein   vollständiger   Umlauf   derselben    25868   J 
erfordern   (grosses  Platonisches  Jahr).     Für   einen  Stemtag  beträgt 
Fortrücken  0,"136795.     Die   beiden   Kegel   (C)   und    {F)    sind   inde 
nicht  genau   Kreiskegel,   vielmehr  findet   eine   sehr  geringe  periodi 
Schwankung  der  Erdaxe  gegen  die  Axe  der  Ecliptik  statt,  die  sogena 
Nutation  der  Erdaxe,    die  aber  nur  9  Secunden  Abweichung  von 
mittleren  Lage   beträgt   und   sehr  langsam   erfolgt   (ihre  Periode  bei 
18^  Jahr). 

Nimmt  man  den  Sterntag,    die  Zeit  der  Umdrehung  der  Erde, 
Zeiteinheit,   so  ist  w  =  27r,  w' =  ;._'7— v- ---  .%  ujid  erhält  man  aus 

180.60.60 

Parallelogramm  der  Winkelgeschwindigkeiten 

(0  oa  Sl 


und  hieraus 


sin(ry)         sin  {Fn)         sin  {Nn) 


(O 


to 


sin  {VN)  sin  {Fn  -f  Nn) 


sin  {Pn) 


sin  {Fn) 


=  sin  {Nu)  Cütg{Vn)  +  cos{Nn) 
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Die  directe  Auflösung  der  Gleichungen  (1)  würde  ergeben: 

J'X^=  (i/c'  —  b"c)  X  +  (c'«" — 
(3)      ^-y  =  {b''c  —  bc')  X  +  {c'a  — 

A'Z  =  (bc  —  6'c)  X  +  (cß'  — 
wobei  der  gemeinschaftliche  Nenner 


c"ä)  y 

+  («'6" 



«"*')  z 

ca  )y 

+  {a-h 



ah")  z 

c'a)  y 

+  («6' 

— 

ab)  s, 

^  = 


a  b  c 
a  b  c 
a    b  c 


ci  V  c     =a  {b'c"  —  b"c)  +  a  {b"c  —  bc')  +  a     (bc  —  b'c) 

fr  f  »/    // 


auftritt.  Diese  Determinante  A  hat  den  Werth  +  1  oder  —  1 ;  denn 
ihr  Quadrat  ist  nach  dem  Multiplicationstheorem  der  Determinanten  und 
mit  Rücksicht  auf  die   6  letzten  Gleichungen  (1): 


^2  = 


a    b    c 
a    b    c 

ff  I  //     rf 

a  b  c 


a   b   c 

a    b    c 

»/ 1  ff  ff 
a    b  c 


a-i  +  b'^  +  c^ 

=  \{a  +  b'b  +  cc 
^d'a  +  b"b  -j-c'c 


ad  +   bb'  +   cc 
'2  +  U'i  +  c'2 


a 

ff  f 


ff  t 


aa-Ybb-^-cc 


ff 
aa 

f  ff 
a  a 

ftn 


+  bb''  +  cc 
+  6'^"  +  cd 


f  j' 


10  0. 

0  10=1. 

0  0  1 


«  •  +  6  ^  +  c 

Durch  Vergleichung   der  Gleichungen   (3)   mit   den  Gleichungen    (2)  er- 
geben sich  daher  die  weiteren  Relationen 


mf      It 

bc 


f       ff 

ca 


—  c'a  ==  +  6 


ab   —  a   ft:i=T+c 


(4) 


—  b"c  =  +  rt  

mff  1         ff    \  f  ff  ff  I  f  '  "t  t"     J^      ^' 

6c  —  bc   =i2a      c«  —  c«    =  +  (>      «ö  —  «iö   =  +  c 
bc  —  b' c  =  j;f  ö"     ca'  —  ca  =  +_b"     ab'  —  «' 6  =  +  c' , 

wobei  die  Zeichen  (+)  oder  (— )  gelten,  je  nachdem  J  den  Werth 
+  1  oder  den  Werth  —  1  hat.  Das  doppelte  Zeichen  von  A  bezieht 
sich  auf  die  besondere  Beschaffenheit  der  beiden  Coordinatensysteme. 
Sind  dieselben  so  beschaffen,  dass,  wenn  die  positiven  Axen  der  x  und 
und  y  mit  den  positiven  Axen  der  o:,  y  zur  Coincidenz  gebracht  wer- 
den, auch  die  positiven  Axen  der  z'  und  z  sich  decken,  so  nennt  man 
die  Coordinatensysteme  consentirend  (congruent),  fallen  aber  in  dieser 
Lage  die  positive  z'-  und  die  negative  z-Axe  zusammen,  so  heissen  sie 
dissentirend  (symmetrisch).  Im  ersten  Falle  ist  ^-=:  +  1,  im  letzten 
^  =  —  1.  Im  ersten  Falle  nehmen  nämlich  für  diese  Lage  die  9  Co- 
sinusse die  Werthe  an: 

a  =  l,    6  =  0,   c  =  0;    d  =  0,  6' =  1,  c  =  0; 
a"  =  0,  6"  =  0;    c"  =  \ 

und  hiemit  reducirt  sich  die  Gleichung  ab'  —  «'6  =  +  c"  auf  1  =  +  1 
und  kann  also  nur  bei  J=^  -f  1  bestehen;  im  zweiten  Falle  dagegen  hat  man 

a  =  l,   6  =  0,    c  =  0;    d  =  0,    6'=1,  c' =  0; 
«"  =  0,   6"  =  0,   c"  =  —  1 
und  reducirt  sich  dieselbe  Gleichung   auf  —  1  =  +  1 ,  welche   nur  mit 
J  =  —  1  harmonirt. 
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/    „da        „db    ,    „dc\      .       (  „  da          „dh'  „  dc\    , 

...  =  (^«-   +6-+0  J^  +  (^«   ^+*   ^  +  c   ^jy 

/  ,,  da"    ,     ,4b"  »,dc"\    , 

Berücksichtigt    man   aber   die  6   letzten   Gleichungen  (1)   und   sets 
vorläufig  zur  Abkürzung 

'    da'        ,  db'   ,       de  (    ,da    ,   ,rdb   ^     ,dc\ 


di     '       dl 


,da     ,   ,,db      ,     ,dc  (    „da  db        »,dc  \ 

a  -1-6  —  -I-  c  —  =  —  I    a ho r  c   --)  ^= 

dt   ^      dt    ^     dt  \       dt  ^     di^      dt  J 


,,da         „db    .     „de  (     da"        ,db"        dc'\ 


ff 
dt     '  '   dt 

so  nehmen  die  Componenten  r^*,  V»  ^-'   ^^®  Form  an: 

Va-'  =  qz  —  ry 

(4)  Vy'  =  rx  —  pz 

Vz'  ^=  py  —  S'^'. 
Für  die  Systempunktc  x\  y\  z\  welche  zur  Zeit  /  auf  der  Moic» 
tanaxe  liegen,  ist  v  =  0,  also  auch  iv  =  Vy-  ==  r-'  =  0;    daher  si^n 

gz  —  ry  =0 

(5)  rx'  —  pz'  =  0 

py  —  qx  =0 

oder  in  anderer  Form 

»         #         » 

P  q  r 

die  Gleichungen  der  Geraden   (T)   des  Systems,   welche  zur  Zeit  /  J 
mentanaxe  ist,    in  Bezug  auf  das  bewegliche  Coordinatensystem.     IC 
durch  ist  die  Lage  dieser  Geraden  im  System   bestimmt.     Sie  bildet 
den  Axen  der  x,  y\  z    Winkel  «',  /5',  /,  für  welche 

COB  a'        cos  ^ cos  y  1 

P     ~~k      ~      ^     ""/p^  +  ?  +  r^ 
ist. 

Für  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  v  des  Symstempunktes  (a:',  y 
erhält  man,  da  r^  =  v^-^  +  ^^2  ^  ^,^,2  jj,^. 

t;2  =  (y;'  _  ry)'-^  -1-  (ra:'  —  pz)'^  -f  Qyy   —  qxY 
=  (p'  +  ^'  +  r^)  {x'  ^^y'^^z  '')  -  {px  +  qy  +  r^^- 

Bezeichnet  man  die  Entfernung  des  Punktes  {x  y  z)  vom  Rotationscent  ^ 
0  mit  rf,  den  Winkel  zwischen  rf  und  der  Momentanaxe  mit  f  und  s* 

p-^  +  ^2  ^  ^2  ^  ^2^ 
so  wird 

rfJ  =  a:'*  +  y"i  +  z'^,    eo*  b  =  ^+-^'-+-rL 

und  hiermit 

V  =  ^d  sine 
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die  Componontcn  parallel  der  zweiten  und  dritten  Axe  haben  znCoefficienten 
die  zweite  und  dritte  Coordinate  in  verwechselter  Folge  und  erhält  dabei 
die  der  zweiten  Axe  entsprechende  Componente  das  Zeichen  ( — ^),  die 
der  dritten  entsprechende  des  Zeichen  (+).  Indem  wir  jetzt  die  Axen 
in  der  Ordnung  y\  z\  x  als  erste,  zweite  und  dritte  Axe  ansehen,  er- 
halten wir  für  die  Componenten  der  Geschwindigkeit  r,  herrührend  von 
Sly-   parallel  den  Axen  der  x,  y\  z   nach  demselben  Bildnngsgesetze 

zSiyy         O'Sly'y         X'Sly' 

und  ebenso  für  »die  Ordnung  z\  x\  \J  die  von  Ä--  herrührenden  Com- 
ponenten : 

—  ySlz'^    x'Slz'j    0«Äc'. 

Sammeln  wir  daher  jetzt  alle  denselben  Axen  parallelen  Bestand- 
theile,  so  erhalten  wir  für  die  Componenten  der  Geschwindigkeit  v  des 
Systempunktes  {xyz)  parallel  den  Axen  der  x,y\z'\ 

v^'  =  Sly'  z  —  Slz'  y 

Vy-  =  Slz'  X  —  Six'  2 

Vz'    =  Slx-  y     Sly'  x\ 

welche  Ausdrücke  wegen  Slx-  =  ;>,  Sly'  =  g,  Ä.«  =  r  mit  den  Aus- 
drücken (5)  des  vorigen  §.  übereinstimmen. 

§.  9.  Um  die  Lage  der  Momentanaxe  gegen  die  Axen  der  x,  y^  z, 
welche  nicht  an  der  Bewegung  des  Systems  theilnehmen,  zu  bestimmen, 
projiciren  wir  den  Linienzug  der  •$2.r',  Sly'^  Sl:'  und  des  Sl^  letztere 
Grösse  in  entgegengesetztem  Sinne  genommen  auf  die  Axen  der  x,  y,  z. 
Dies  liefert  uns,  wenn  a,  /?,  y  die  Winkel  sind,  welche  die  Momentanaxe 
mit  diesen  Coordinateuaxen  bildet: 

aSly  +  aSly'  +  a'Slz' 


cos  a 


Sl 


^       bSlx'  +  b'Sly'  +  6"Ä,- 
cosß=  -^ 

cSlx-   +  cSly'    +   C'SI:' 

COS  y  = -^ • 

Man  kann  übrigens  diese  Frage  auch  direct  behandeln.  Setzt  man 
nämlich  in  den  Gleichungen  (1)  des  §.7.  —  =^^==-^==0,  so  erhält 
man  als  Gleicliungen  zur  Bestimmung  der  Lage  der  Momentanaxe 


*r 


,  da    ,      ,da     ,      ,da  ^^ 

X    —    +  V  —  -r  2  ==  0 

dt   ^  -^  dl    ^       dl 

,  db    .     ,db'  ,db"        . 

X     -  +  V  —  +  c  —  =  0 
dl  ^-^  dl    ^       dl 

,  de  ,dc  ,  de' 

X   -T  +  y  ~ — r-  —-  =  0 

dt .      ^  dt  dl 

woraus   man,   wenn   man   x\  y\  z    durch  die  Formeln  (2)  des  §.  6.  eli- 
minirt   und   dabei   die   daselbst   angeführten  Nebenrelationen,   sowie  die 
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setzt  und  den  Winkel,  welcher  den  Abstand  d=  }/x^  +  y^  +  ^  des 
Punktes  (.r  y  z)  vom  Punkte  0  mit  der  Momentanaxe  bildet,  mit  X  be- 
zeichnet, sodass 

co$\  = ^>^^    — 

wird ,  so  folgt  weiter : 

V  =  Vdsinky 

woraus  man  erkennt,  dass  V  die  Winkelgeschwindigkeit  Sl  um  die  Mo- 
mentanaxe ist,  und  dass  P^  Oi  ^  ihre  oben  bezeichneten  Componenteu 
sind. 

§.  10.    Es  ist  noch  von  Interesse,    die  Bedeutung  der  Differential- 
quotienten -T^j    -,--  ,     .    ,   etc.  kennen  zu  lernen.    Nun  hat  man  einerseits 

dx  '  da    t      ,  da     ,      ,  da" 

"'  =  dt^''  dl  +y-di-^''  dt 

dtf  '  db    ,      f  db'    .      '  db" 

"y  =  d/  =  *  d/  +  y  rfT  +  ^  -dl 

dz  f  de    i      '  de'    ,      >  de" 

"^^  di^''  di  +  y  dr+  '-dl' 

andrerseits  erhält  man  dieselben  Componenten  der  Geschwindigkeit  9, 
indem  man  die  Componenten  vy  ^  r^-,  V:-  ü.  s.  w.  in  (5)  des  §.  7.  auf 
die  Axen  der  Xy  y,  z  projicirt,    nämlich 

Vjc  =  a  {gz'  —  ry)  +  a  {rx  —  pz)  +  a"  {py  —  qx) 
Vy  =  b  (qz  —  ry)  +  b'  {rx  —  pz)  +  b"  {py  —  qx) 
Vz  =  e  {qz  —  ry)  +  c  {rx  —  pz)  +  e"  {py  —  qx'). 

Durch  Vergleichung  der  Coefficienten  von  x\  y\  z    erhält  man  daher: 


da          /            // 

dl-'"'    "*' 

da 

da" 
^H  —  «^        ap, 

db        ,  /          , // 

db'        j  ,f          , 

dt     ^  p    *'•' 

db"        ,           ,  / 

dt    ''1    *P' 

de          r           // 
dl         ""        "  S"' 

de' 

dl     '  p    '='*' 

de" 

dl     ">    '^p- 

Man  kann  diese  Formeln  auch  auf  geometrischem  Wege  finden,  wenn 
man  bedenkt,  dass  — a,  — u\  — a"  die  Coordinaten  eines  auf  der 
a;-Axe  in  der  Einheit  der  Entfernung  von  0  liegenden  Punktos  in  Bezng 
auf  das  bewegliche  Coordinatensystem  ist,  und  dass  also  seine  Geschwin- 

digkeitscomponenten   —  ^- -  ,    —  ^  ,    —  —    nach  Anleitung  des  §.  8.  ge- 
funden werden  können. 

§.  11.  Die  neun  Cosinusse  «,  b,  c;  a\  b\  c';  a",  6",  e'\  welche  die 
Lage  des  beweglichen  Coordinatensystems  bestimmen,  bind  nicht  von 
einander  unabhängig,  vielmehr  bestehen  zwischen  ihnen  sechs  Relationen, 
vermöge  welcher  sie  auf  drei  reducirbar  sind.  Eüler  hat  zuerst  ge- 
zeigt, wie  man  dieselben  durch  die  trigonometrischen  Functionen  dreier 
Winkel   ausdrücken  kann,   welche  hinreichen,   um  die  Lage  des  beweg- 
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Kuler's  Transformationsform  ein. 
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liehen  Sjsiems  sn  bestimmeD.  Diese  Winkel  sind:  1)  der  Winkel  tf/, 
welchen  die  Knotenlinie  der  Ebenen  der  x  y  and  der  xy  mit  der  Axe 
der  X  bildet;  2)  der  Winkel  ^,  welchen  diese  beiden  Ebenen  oder  also 
auch  die  beiden  auf  ihnen  senkrechten  Axen  der  z  and  z  mit  einander 
einschliessen  und  3)  der  Winkel  ^>^  welcher  von  der  Axe  der  x  und 
jener  Knotenlinie  gebildet  wird.  Den  Sinn  dieser  Winkel  wollen  wir 
folgendennassen  bestimmen.  Wir  denken  uns  das  System  der  x  y  z 
zanichst  sosammenfallend  mit  dem  der  x  y  z  und  drehen  dasselbe  um 
die  z-Axe  im  positiven,  mit  der  Uhrzeigerhewegung  von  der  positiven 
;-Axe  ans  gesehen  Übereinstimmenden  Sinn,  bis  die  positive  or'-Axe  mit 
dem  beliebig  wählbaren,  aber  ein  für  allemal  fixirten  positiven  Sinn 
der  Ejiotenlinie  zusammenfallt,  die  Amplitude  dieser  Drehung  ist  der 
Winkel  ^  und  ihr  Sinn  der  Sinn  desselben;  wir  drehen  hierauf  das 
Sjstem  um  die  Knotenlinie  im  positiven  Sinne,  bis  die  Ebene  der  x  y 
in  ihre  Lage  gelangt;  die  Amplitude  dieser  Drehung  ist  der  Winkel  O 
and  der  Sinn,  in  welchem  dieser  Winkel  genommen  wird,  ist  der  Sinn 
dieser  Drehung;  wir  drehen  endlich  das  System  um  die  /-Axe  in  der 
Lage,  welche  sie  nunmehr  erlangt  hat  im  positiven  Sinne,  bezeichnen 
die  Amplitude  dieser  Drehung  mit  9  und  nehmen  diesen  Winkel  im 
Sinne  dieser  Drehung.  Durch  die  Folge  dieser  drei  Drehungen  ist  das 
Sjitem  der  x',  y\  z  in  seine  definitive,  durch  die  Winkel  9>,  O,  tf;  be- 
«timmte  Lage  gelangt.  Um  die  Abhängigkeit  der  obigen  neun  Cosinusse 
TOD  den  drei  Winkeln  9,  O,  t^  zu  erkennen,  denken  wir  um  das  Ko- 
tationscentrum  0  mit  der  Einheit  als  Radius 
eine  Kugel  beschrieben  (Fig.  61.);  auf  ihr  mar- 
kiren  die  Axen  der  Xy  y,  z  die  drei  Ecken  eines 
Octanten,  die  Axen  der  x^  y\  z  die  eines 
zweiten  Octanten  ,  die  erwähnte  Knotcnlinic 
einen  Punkt  if,  den  Schnittpunkt  der  Bogen  xy 
ond  X  y\  welche  die  Ebenen  der  xy  und  x  y 
Vf»ntellen.  Man  hat  alsdann  xÄ'=  t^,  Kx  =  (p 
ood  X  :'  =  0  und  erhält 


ft  =  cos  jr'x,  b  =  cos  x'y  ^  c  =  cos  .vz 
=  cos  y'j*,  //  =  ras  yy^  c  =  ras  y'z 
=  cos  z'jT,     6"=  cos  z'y,     c''=  cos  z'z 


HII8  den  sphärischen  Prciccken 
.1' A' .r ,    x'Ky^    x  K  z 

y'Kx,   y'Ky,    y'Kz 

z  n.  X  y    z  Ji  y  y     z  ii.  z  y 


nämlich 


4  = 
h  . 


COS  ff  cos  ^  —  sin  <p  .»iw  t/;  cos^ 
costp  sin  f^f  -f-  sin  (p  cos  t^  cos  ^ 
rirnp  sin  9 


a 


b"  =  - 


it  =  —  sin  (p  cos  t/;     -  cos  (f  sin  t/^  cos  0 
//  =  —  sin  (p  sin  t^f  +  costp  cos  ^  cos  0 
c'  =       cos  <p  sin  0 
sin  t/;  sin  \> 
-  cos  ^  sin  If 
cosd^ 
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§.12.    Man  kann  die  Elementarbewegung  des  Systems  um  die  Mo- 
mentanaxe  in  drei  unendlich  kleine  Rotationen  um  die  Axen  Oif,  Oz,  Oz 
auflösen;    dadurch  zerfällt   die  Winkelgeschwindigkeit  St  in   drei    Com- 
ponenten  Ä^ ,   «^i^  >    «^y  um  diese  Axen,  deren  Werthe  sind: 

Ä9=^,  Ä^^='-^,  51«,=^. 

Indem  man  diese  Winkelgeschwindigkeiten  auf  ihren  Axen  nach  Grösse 
und  Sinn  aufträgt  und  den  Linienzug  derselben  in  Verbindung  mit  der 
auf  der  Momentanaxe  aufgetragenen  Winkelgeschwindigkeit  SL^  diese  in 
entgegengesetztem  Sinne  genommen,  auf  die  Axen  der  x',  y\  z  projicirt, 
erhält  man  Sl^'  >  Sly- ,    Si^'  ausgedrückt  durch  52^  ,   SL^, ,   Sl^  ,   nämlich : 

Sijc'  =  Si^  cosq>  +  Sltp  sin<p  sind^  =        -  -  cos<p  +  -^  sinq>  sinO' 
Sly'  = — Sl^  sing>  +  Sl^  coscp  sind^  =  —  -  -  stmp  +  — -  cos<psin^ 

Slg'  =  Sltp    +  Styj  COSd^  =         ^  +  ^  COS&. 

Indem  man  diese  Gleichungen  nach  Sls^j  Sl^^,,  Sl^p  auflöst,  oder 
auch ,  indem  man  den  Linienzug  der  Ä^' »  Sly' ,  Ä-« ,  —  Sl  auf  die 
Axen  OIC^  Oz,  Oz'  projicirt,  erhält  man  weiter  ß^,  Sl^y  St^p  ausgedrückt 
durch  Slx' ,   Sly' , .  Ar- ,    nämlich : 

Sl^  ==  Slx'  cosq>  —  Sly'  sing) 
Slyj  sin  d"  =  Sly  sin  (p  +  Sly'  cosfp 
'      Slfp  sind'  =  Sls'  sind"  —  Sl^-  sintp  cosd  —  Sly-  cos(p  cosO. 

§.  13.  Während  des  Zeiteleraentes  dt  beschreibt  der  Radiusvector 
OM  =  Q  eines  Systempunktes  M,  welcher  diesen  Punkt  mit  dem  Ro- 
tationscentrum 0  verbindet,  einen  unendlich  kleinen  Sector  OMAf  =  dS^ 
derselbe  ist  als  ein  unendlich  kleines  gleichschenkliges  Dreieck  anzu- 
sehen, dessen  eine  Seite  das  Bogenelement  MM'  =  ds  der  Bahn  des 
Systempunktes  ist,  und  dessen  beiden  andre  Seiten  die  nach  den  End- 
punkten M  und  M*  dieses  Elementes  gezogenen  Radien vectoren  0  M  = 
OM'  =  Q  sind.  Dieser  Sector  wird  in  einem  mit  dem  Sinne,  in  welchem 
das  Bogenelement  durchlaufen  wird,  übereinstimmenden  Sinne  beschrieben. 
Die  Fläche  desselben,  dividirt  durch  das  Zeitelemcnt,  wird  die  Sectoren- 
geschwindigkcit des  Systempuuktes  M  in  Bezug  auf  das  Rotations- 
centrnm  genannt.  Bezeichnen  wir  sie  mit  rj,  sowie  den  unendlich  kleinen 
Winkel  MOM'  der  beiden  Radien  vectoren  mit  rfO",  so  wird 

dS        ,    ^d% 
'^=df=^^  -äl' 

Errichten  wir  in  0  senkrecht  auf  die  Ebene  des  Sectors  dS  eine 
Gerade  und  zwar  nach  der  Seite  dieser  Ebene,  von  welcher  aus  ge- 
sehen der  Sector  übereinstimmend  mit  der  Uhrzeigerbewegung  be- 
schrieben   erscheint,    so    soll    diese    Gerade    die    Axe    der    Sectoren- 
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f^esch windigkeit  heissen.      In   Bezug  auf  sie   stellt  eine   Winkelge- 

schwindigkeit dar.  Die  Grösse  tj  tragen  wir  auf  dieser  Axe  in  ihrem 
Sinne  ab  LInge  auf. 

Bezeichnet  r  den  Abstand  des  Punktes  M  von  der  Momentanaxe, 
so  hat  man 

und  besteht  daher  zwischen  der  Sectorengeschwindigkeit  rj  des  Punktes  M^ 
■einen  Abständen  q  und  r  vom  Rotationscentrum  und  der  Momentan- 
axe, sowie  der  Winkelgeschwindigkeit  Sl  um  letztere  oder  auch  der  Ge- 

seh  windigkeit  v  =  -—  des  Sjstempunktes  die  Gleichung 

Es  wird  demnach  die  Sectorengeschwindigkeit  durch  den 
Inhalt  des  Dreiecks  dargestellt,  welches  die  auf  der  Tan- 
gente der  Bahn  des  Sjstempunktes  aufgetragene  Geschwin- 
digkeit V  als  Basis  mit  dem  Rotationscentrum  als  gegen- 
öberliegende  Ecke  bildet. 

Während  einer  endlichen  Zeit  beschreibt  der  Radiusvector  q  eines 
Sjstempnnktes  M  einen  sphärischen  Ausschnitt  einer  Kegelfläche,  von 
welchem  dS  das  Differential  ist.  Die  Sectorengeschwindigkeit  ist  im  Laufe 
der  Bewegung  nach  Grösse  und  Axenrichtung  im  Allgemeinen  verein derl ich. 

Projiciren  wir  das  bewegliche  System  auf  eine  Ebene,  welche  an 
der  Bewegung  nicht  Theil  nimmt,  z.  B.  auf  die  ory-Ebene,  so  wird  das 
projicirte  System  im  Allgemeinen  ein  veränderliches  ebenes  System  sein. 
Die  Projectiou  m  des  Punktes  M  beschreibt  im  Zeitelement  das  Bogen - 
element  mm  und  die  Projection  ^j  des  Radiusvectors  q  den  unendlich 
kleinen  Sector  mOm\  dessen  Inhalt  ^^Pi^^^i  ist,  wenn  d^'^  die  Pro- 
jection des  unendlich  kleinen  Winkels  dd^  bezeichnet.  Der  Winkel  t^,, 
deaaen  Differential  d^i  ist,  kann  als  der  Winkel  aufgefasst  werden, 
den  f ,  mit  der  Axe  der  x  bildet  und  es  sind  daher  die  Courdinaten  x,  y 
iieM  Punktes  m  durch  die  Gleichungen  x  =  g^  cos  Oj ,  y  =  q^  sin  ^| 
heftimmt,  aus  welchen 


und  hiermit  weiter 


nnd  also 


^i/^,  =  |,   (f,'  =  x^  +  y' 


()j^«/0|  =z  jcdy  -    ydx 
folgt.      Daher  würde  die  Sectorengo«chwindi«;koit  dos  Punktes  m   in  der 
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nun    DQ 


xy-Ehene  sein:   iPi^  37  =  i  (  ^;/7  —  ^  dj)  '      ^*^    wollen 

(ISxy  (^Syy  dSz  die  Projectionen  des  Elementarfactors  dS  auf  die  Ebene 
der  yzy  zx  und  xy  und  die  den  droi  Projectionsbewegungen  von  M  i 
diesen  Ebenen  entsprechenden  Sectorengeschwindigkeiten  mit  i/^i  i?^,  1 
bezeichnen.  Unter  Anwendung  der  symmetrischen  Vertauschang  d< 
Buchstaben  giebt  uns  dann  die  vorstehende  Betrachtung  sofort: 

dSa:        .  (    dz  dy\ 

dSy  X   (      dx  ^^\  y  f  \ 

dS:        y  (    dy  dx\ 

^**=    di=^Vdi-ydi)  =  ^^'''^~''''^' 

Die  Axeu  dieser  drei  Sectorengeschwindigkeiten  sind  die  Axen  de 
X,  >/,  z.  Bildet  nun  die  Axe  von  iy  mit  den  Coordinatenaxen  die  Win 
kol  (*^  ßy  y-i  so  wird  nach  bekannten  Sätzen  der  Geometrie 

cos  cc         cos  ß         cos  y  1 


und  folglich  auch 


rfS.r  dSy  dSz  dS 

dS'^  =   dSj   +    dS/  +  dS^ 

cos  cc cos  ß        cos  y  1 

V  =    %T      +     ny^     +  Vz- 


V.  Capitel. 

Aequivalenz    der   Translationsgeschwindigkeiten   und   der   Wlnkelg^ 
schwindigkeiten   um  gekreuzte  Axen  mit  der  Schraubengesehwindig 
keit.     Oeschwindi^keiten  im   unveränderlichen   System,    weleheB 
die  allgemeinste  Art  der  Bewegung  besitzt. 

§.  1.     Ein  unveränderliches  System  besitze  zur  Zeit  /  eine  Eleme 

tarschraubenbewegung  um  die  Axe  (a,  a)  (Fig.  62.),  deren  Component^ 

Fig.  62.  die   unendlich  kleine  Hotatation  rfO   um  die 

Axe    und  die  unendlich  kleine  Translation 
parallel    derselben    sind.      Indem    man    dies 
■\"^  ]  ~^  ^^      beiden  Grössen  durch  das  Zeitelement  di  dl" 

_^--^'        dirt,    in   welchem   die  Schraubenbewegung  * 

folgt,  erhält  man  für  die  Winkel g esc hwi 
digkeit   co    des    Systems   um   die   Ax» 
und    die   Translationsgeschwindigkeit   v   derselben    paralU 
zu  ihr: 


M 
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Winkelgeschwindigkeiten  nm  gekreuzte  Axen. 
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und   der  Abstand   der  Axe  ß  von   a,   wenn   man  v  und  co  statt  dt  nnd 
</0  in  die  dort  für  denselben  aufgestellte  Formel  einfährt: 

d  =  —  cos  A  . 
o 

§.3.  Das  System  besitze  zur  Zeit  t  zwei  Winkelgeschwindigkeiten 
o,  Cd'  um  zwei  sich  kreuzende  Axen  (a,  a)y  (ß^  fr);  durch  dieselben  er- 
leidet es  im  nächstfolgenden  Zeitelemente  dl  um  diese  Axen  die  un- 
endlich kleinen  Rotationen  c/'&,  d^\  welche  mit  a>,  a/  durch  die  Glei- 
chungen 


(0 


dt  ' 


w  = 


d^ 
dt 


verbunden  sind.  Nach  Cap.  V,  §.6.  No.  2.  im  I.  Theile  sind  rf*^, 
f/O'  zusammen  einer  unendlich  kleinen  Schraubenbewegung  nm  eine 
Axe  y  äquivalent,  welche  senkrecht  ist  zu  dem  kürzesten  Abstände  d 
der  Axen  a,  ß/  Die  Amplitude  dS  und  die  Translation  dx  dieser 
Schraubenbewegung,  sowie  die  Neigungen  der  Axe  y  gegen  die  Axen 
a^  ß  ergeben  sich  aus  den  Gleichungen 

sin  yoc  sin  yß sifi  aß 

cfO'     ~     d^     ~    dS     ' 


dB'  =  d^'^  +  rfO'2  +  2da  da'  cos  aß. 


d' da  da'  sin  aß 
ar= -^- , 

das  YerhältnLis   der  Abstände   der  Axe  y  von   den  Axen  a  nnd   ß  ist 

gleich   dem  Yerhältniss    der  Tangenten    ihrer  Neigungen    gegen    diese 

Axen.     Indem  man   in    diese  Gleichungen  an  die  Stelle  von   da,    da\ 

dSy  dx  die  Winkelgeschwindigkeiten  o,  oi'  um  die  Axen  a,  ß,  die  Bo- 

tationscomponente  Sl  und  die  Translationscomponente  F  der  den  beiden 

Winkelgeschwindigkeiten   o,    ta     äquivalenten    Schraubengeschwindigkeit 

einführt,  gehen  sie  über  in  die  folgenden: 

sinya      sinyß      sin  aß     _«         ?  ,     'v  i    «       '  o     ,r       rf»«'    .      ^ 

,  -  =  — -   -=     ^  ^,  ^^=(a^  +  (o^+ 2(0(0  cosaß,    V^=—j^sinaß 
(o  (o  Sl  Sl  ^' 

Fig.  (».  Sie    liefern    uns    folgenden    Sats 

(s.  Fig.  63.  in  Verbindung  mit  Fig.  31, 
S.  78.): 

Die  gleichzeitige  Verbin- 
dung zweier  Winkelgeschwin- 
digkeiten o,  co'  eines  nnverän- 
dcrlichen  Systems  um  zwei 
parallele  Axen  (a,  «),  (/J,  h)  ist 
äquivalent  einer  Schranben- 
geschwindigkeit  um  eine  dritte, 
die  Linie  des  kürzesten  Abstan- 
des  beider  Axen  rechtwinklig 
schneidende  Axe  y,  welche  ge- 
gen die  Axen  er, /3  unter  Winkeln 


1    <  t 
1    •  \     / 

/ 

u     \     .    / 

1                   ^^*' 

,^v 

i^ 

1 

I 

i 


Iv 
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Es  sei  weiter  {aß)  ==-^7r;  in  diesem  Falle  wird 


stn 


J       ==--^  -----  ^.  ^'  =  ^'  +  ^\tyya:tgyß  =  \^J  ,  l  =  .  .^    . 

Für  {aß)  =  n  erhalten  wir  den  Fall  Cap.  III.  §.  4.  für  die  Voraus- 
setzung,  dass   fi)   und   ta    entgegengesetzten  Sinnes   sind.     Der   Schnitt- 

^   «  „  ,    II     ,       r.       1        .  T,  .1    sinya       sinyß       0 

punkt  C  fällt  ausserhalb   der  Strecke  AB:   es  wird      -^,-=  —^-  =  -- 

Sl  =  (0  —  w',    ['  =  0,    igya  :  Ujyß  =  —       .Ist  hierbei   »  =  ©',    so 

w 

erhält  man  ein  Rotationspaar. 

Für  einen  Winkel  {aß)  >  n  wird  T  negativ  und  erfolgt  die  Schran- 
benbewegung  also  nach  der  Seite  der  Axe  hin,  welche  der  Pfeilspitae 
von  Sl  entgegengesetzt  ist. 

§.  4.  Das  System  besitze  zur  Zeit  i  beliebig  viele  Winkelgeschwin- 
digkeiten CO,  ©',  w", ...  um  die  Axen  (a,  a),  («',  a'),  («",  a")...,  welche 
beliebige  Lagen  im  System  und  im  absoluten  Räume  haben  mögen.  Wir 
denken  alle  Winkelgeschwindigkeiten  auf  den  betreffenden  Axen  nach 
Grösse  und  Sinn  als  Längen  aufgetragen.  Da  etwaige  Translations- 
geschwindigkeiten des  Systems  immer  durch  Rotationspaare  dargestellt 
werden  können,  so  genügt  die  Annahme  blos  von  Winkelgeschwindig- 
keiten, um  den  allgemeinsten  Bewegungszustand  des  Systems  zn  cha- 
rakterisiren.  Ziehen  wir  nun  durch  irgend  einen  Systempunkt  0  eine 
Parallele  a^  zur  Axe  a  und  crtheilen  dem  System  um  sie  zwei  gleiche 
und  entgegengesetzte  Winkelgeschwindigkeiten  w  und  — ©,  die  wir 
gleichfalls  auf  dieser  Geraden  als  Längen  aufgetragen  denken,  so  er- 
halten wir  an  Stelle  der  Winkelgeschwindigkeit  (a  um  er  als  ihr  äqui- 
valent dieselbe  Winkolgesclnvindigkcit  w  um  die  Axe  a,  in  Verbindung 
mit  einem  Rotationspaare  (w,  — w),  dessen  Arm  das  von  0  anf  die 
Axe  a  gefällte  Perpendikel  p  ist.  Das  Moment  /xo  dieses  Paares  stellt 
eine  Translationsgescliwindigkeit  dar,  welche  nach  Richtung  und  Sinn 
durch  die  Axe  des  Paares  bezeichnet  wird,  auf  welches  wir  das  Mo- 
ment als  Länge  auftragen.  Indem  wir  dieselbe  Construction  in  Besug 
auf  sämmtliclie  Winkelgeschwindigkeiten  w,  o',  w",  .  .  .  ausführen,  er- 
halten wir  statt  ihrer  und  ihnen  äquivalent  1)  ein  System  derselben 
Winkelgeschwindigkeiten  um  Axen,  parallel  den  ursprünglichen,  welche 
sämmtlich  durch  den  Punkt  0  hindurchgehen  und  2)  ein  System  von 
Rotationspaaren  ;>(»,  //w',  //V,  ...  Mit  Hülfe  des  Polygons  der  Win- 
kelgeschwindigkeiten ergibt  sich  nun  leicht  eine  Winkelgeschwindigkeit  Sl 
um  eine  bestimmte  Axe  |ii,  welche  dem  Systeme  1)  äquivalent  ist,  und 
ebenso  unter  Anwendung  eines  Polygons  für  die  Translationsgeschwin- 
digkeiten oder  Rotationspaare  2)  ein  ihnen  äquivalentes  Rotationspaar 
(eine  Translationsgeschwindigkeit)  vom  Momente  T  und  bestimmter 
Axenrichtung.    Die  beiden  Grössen  Sl  und  Ty  die  wir  die  resultirende 
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bezeichnet,  welches  auf  der  Axe  des  Paares  nach  Grösse  und  Sinn  auf- 
getragen, sich  mit  T  durch  ein  Parallelogramm  zu  demvresnltirenden 
Rotationspaare  Tf  verbindet,  welches  dem  Strale  fi'  entspricht  and  mit  St 
längs  dieses  Strales  die  Reduction  der  Winkelgeschwindigkeiten  darstellt. 

Das  resultirende  Rotationspaar  T  ändert  im  Allgemeinen  beim  Ueber- 
gange  von  der  einem  Strale  ft  entsprechenden  Reduction  zu  der  Re- 
duction für  einen  andern  Stral  ft'  sowohl  sein  Moment,  als  auch  die 
Neigung  A  seiner  Axe  gegen  den  Stral.  Es  gibt  aber  in  dem  Parallel- 
stralenbündel  eine  ausgezeichnete  Axe  jKo)  für  welche  die  Axe  von  T 
parallel  fio  wird.  Diese  Axe  ist  die  Momentanaxe  des  Systems,  indem 
für  sie  Sl  und  Tq  zusammen  Rotations-  und  Translationscomponente  der 
Schraubenbewegung  werden.  Um  diese  Axe  aufzufinden,  genügt  folgende 
Betrachtung,  wobei  wir  von  einer  Reduction  SL^  T  ausgehen,  welche 
der  Axe  ft  entspricht.    Soll  nämlich  für  die  zu  suchende  Axe  f»o  (Fig.  65.) 

die  Axe  des  Rotationspaares  Tq  parallel  ^  wer- 
den, so  muss  die  Ebene  des  ParaHelogramms, 
dessen  Diagonale  To  liefert  und  welches  die 
Richtungen  von  T  und  r St  enthält,  auch  die 
Richtung  der  Stralen  des  Parallelbündels  ent- 
halten, d.  h.  ihnen  parallel  sein.  Nnn  steht  die 
Axe  von  rSt  senkrecht  auf  der  Axenebene  des 
Rotationspaares  (il,  — St)^  welche  die  Ebene  (fifK^) 
^*  ist.     Hieraus   folgt,   dass   die  Ebene  (f»^o)  senk- 

recht zur  Ebene  des  Winkels  X  sein  muss.  Hiernach  ist  also  der  Ort 
der  Axe  fto  auf  die  durch  ft  gehende,  zur  Ebene  von  A  senkrechte 
Ebene  beschränkt.  Die  Axe  ft  theilt  diese  Ebene  in  zwei  Felder  und 
es  muss  zunächst  die  Frage  entschieden  werden,  in  welchem  von  beiden 
die  Axe  fto  liegen  wird.  Diese  Felder  unterscheiden  sich  aber  dadurch 
von  einander,  dass  für  das  eine  der  Sinn  der  Axe  des  Rotations- 
paares rSt  nach  der  einen,  für  das  andere  nach  der  andern  Seite  dieser 
Ebene  zeigt.  Soll  aber  Tq  die  Richtung  von  ^Iq  erhalten,  so  mnss  ^ 
in  den  Winkel  fallen,  den  T  und  rSl  mit  einander  bilden;  diess  ist 
aber  nur  für  einen  bestimmten  Sinn  von  rSt  möglich  und  wird  also 
durch  diesen  die  Wahl  des  Feldes  entschieden,  in  welchem  fio  allein 
liegen  kann.  Um  endlich  auch  noch  den  Abstand  r  der  Axe  f»o  ▼on  fi 
zu  bestimmen,  genügt  die  Bemerkung,  dass  das  Parallelogramm  durch 
die  Seite  T,  durch  deren  Richtung  und  die  Richtungen  der  andern 
Seite  rSt  und  der  Diagonale  ft  bereits  bestimmt  ist.  Da  rSt  senkrecht 
zu  lio  ist,  so  hat  man  also  T  auf  die  Richtung  ft  und  eine  su  ihr 
senkrechten  Ebene  zu  projiciren,  um  To  und  ri^  zu  erhalten.  Es  ist 
demnach 

To  =  T  cos  A ,       rSl  =  T  sin  k 
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and   9LUB   der  letxteren    Gleichung  folgt   der  Abstand  r  der  Momentan- 
aze  ^o  von  ^,   nämlich 

r  =  -  -  sin  k . 

Der  Inhalt  der  bbher  geführten  Untersuchung,  welche  Poinsot  ur- 
sprünglich für  die  Beduction  der  Kräfte  gegeben  hat  und  auf  welche 
wir  nnt  in  der  Theorie  der  Kräfte  mit  Wenigen  Worten  beziehen  wer- 
den, kann  in  folgenden  Sätzen  ausgesprochen  werden: 

Die  gleichzeitige  Verbindung  einer  beliebigen  Menge 
von  Winkelgeschwindigkeiten  oo,  co',  a\  ...  eines  unverän- 
derlichen Systems  um  Axen  von  irgendwelchen  Lagen  ist 
äquivalent  einer  resultirenden  Winkelgeschwindigkeit  Sl 
und  einem  resultirenden  Rotationspaare  T  (einer  Trans- 
lationsgeschwindigkeit)  und  zwar  auf  unendlich  viele  Arten. 
Ffir  alle  diese  Bcductionen  bleibt  die  Axenrichtung,  die 
Grölte  und  der  Sinn  von  Sl  constant,  so  dass  die  sämmt- 
liehen  Axen  von  Sl  ein  ParallelstralenbUndcl  {fi)  von  be- 
stimmter Richtung  bilden.  Das  Botationspaar  ändert  für 
die  verschiedenen  Reductionen  im  Allgemeinen  die  Grösse 
nnd  Axenrichtnng.  Unter  den  Axen  des  Bündels  (ft)  ist  eine 
ansgeieiehuete,  die  Momentanaxe  dos  Systems,  für  welche 
die  Axe  des  Botationspaares  der  Axe  fi  parallel  wird.  Das 
Moment  7*u  des  Botationspaares  für  diese  Axe  ist  die  Pro- 
jection  des  Momentes  T  des  irgend  einer  beliebigen  Be- 
duction entsprechenden  Botationspaares  auf  die  Bichtung  ft 
and  haben  die  T  sämmtlichcr  Beductioncn  gleiche  Pro- 
jectionen  für  diese  Bichtung.  Die  Ebenen,  welche  durch  die 
Axen  pL  senkrecht  zu  den  Ebenen  der  Winkel  X  geführt 
werden  können,  welche  die  Bichtungen  von  T  mit  diesen 
Axen  bilden,  gehen  durch  die  Momentanaxe  hindurch.  Der 
Abstand  r  der  Momentanaxe  von  einer  Axe  (i  wird  erhalten, 
wenn  man  die  Projection  des  der  Axe  fi  entsprechenden 
Momentes  T  auf  eine  zu  (i  senkrechte  Ebene  durch  die 
resaltirende  Winkelgeschwindigkeit  Sl  dividirt. 

Gehen    wir   jetzt    von    der   Kcduction    (51,  T^>)    der  Fi«  m. 

Winkelgeschwindigkeiten  für  die  Momentanaxe  fi,,  (Fig.  OG.)  ^j^ 
ans,  so  ergibt  sich  die  Beduction  (52,  7')  für  jede  andere 
Axe  fi,  welche  den  Abstand  r  von  der  Momentanaxe  be-  jj* 
litat,  indem  wir  mit  T^  das  zu  ^i  senkrechte  Botations- 
paar rSl  verbinden;  die  Grösse  T  und  die  Neigung  Hf 
ihrer  Bichtung  gegen  die  Axe  fi  sind  daher  durch  die 
Gleichangen  gegeben: 
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Hieraus  folgt: 

Unter  allen  Rotationspaaren  T,  welche  den  verschi 
denen  Beductioneu  der  Winkelgeschwindigkeiten  entspr 
chen,  ist  das  der  Momentanaxe  entsprechende  das  kleinst 
alle  Axen  fi,  welche  denselben  Abstand  von  der  Momentai 
axe  besitzen,  haben  gleich&s  Moment  des  RotationspaaTi 
und  gleiche  Neigung  seiner  Axenricbtnng  gegen  (i]  m 
wachsendem  Abstände  einer  Axe  fi  von  der  Momentanas 
nähert  sich  die  Neigung  der  Axe  des  zugehörigen  Botation 
paares  immer  mehr  der  Kechtwinkligkeit. 

§.  5.  Als  besondere  Fälle  der  Reduction  der  Winkelgeschwindij 
keiten  heben  wir  folgende  hervor. 

1.  Es  sei  To  =  0;  die  sämmtlichen  Winkelgeschwindigkeiten  ms 
einer  einzigen  Winkelgeschwindigkeit  Sl  um  die  Momentanaxe  Xqv 
valent  Aus  Tq  =  T  cos  l  folgt,  da  T  nicht  Null  sein  kann,  indem  < 
mit  To  durch  die  Gleichung  7^  ==  To^  +  r^  Sl'^  verbunden  ist,  da 
cos  A  =  0  sein  muss,  d.  h.  bei  einer  beliebigen  Reduction  moBS  in  de 
vorliegenden  Falle  die  Axe  des  resultirenden  Rotationspaares  senkxee 
zur  Axe  der  resultirenden  Winkelgeschwindigkeit  sein.  Ist  nmgekeli 
diese  Bedingung  erfüllt,  so  reduciren  sich  die  Winkelgeschwindigkeit! 
auf  eine  blosse  resultirende  Winkelgeschwindigkeit  ohne  Botationspa 
und  ist  die .  Elementarbewegung  des  Syl^tems  während  des  folgend! 
Zeitelementes  dt  eine  blosse  Botation,  nicht  eine  eigentliche  Schraube 
bewegung. 

2.  Ist  Sl  =  Oj  so  sind  die  Winkelgeschwindigkeiten  ftqoivale; 
einem  Botationspaare ,  welches  sich  bei  jeder  Reduction  unverändert  i 
Moment  und  Axenricbtnng  wiederfindet;  es  wird  nämlich  jedes  T=:Q 

3.  Ist  sowohl  To  =  0,  als  auch  i^  =  0,  so  befindet  sich  das  Syste 
im  Zustande  des  momentanen  Stillstandes;  bei  jeder  Reduction  ergi 
sich  T=0,  Sl  =  0. 

4.  Liegen  sämmtliche  Axen  der  verschiedenen  Winkelgeschwindi 
keiten  in  einer  Ebene,  so  ist  T  senkrecht  zu  dieser  Ebene,  in  weld 
auch  die  Axe  von  Sl  fällt  und  reduciren  sich  also  alle,  wenn  Sl  nie 
Null  ist,  auf  eine  blosse  Winkelgeschwindigkeit,  wenn  aber  Slz=sO  h 
auf  ein  Rotationspaar. 

5.  Sind  sämmtliche  Axen  parallel,  so  läuft  auch  die  Axe  von  Sl  n 
ihnen  parallel  und  wird  T  zxx  Sl  senkrecht ;  auch  in  diesem  Falle  blei 
eine  blosse  Winkelgeschwindigkeit,  wie  wir  bereits  Cap.  III.  §.  5.  geiei 
haben.  Laufen  alle  Axen  durch  einen  Punkt,  so  wird  T  =  0  und  blei 
gleichfalls  eine  blosse  Winkelgeschwindigkeit,  wie  ebendaselbst  sich  fan 

§.  6.  Die  sämmtlichen  Winkelgeschwindigkeiten  sin 
zusammen  äquivalent  zwei  Winkelgeschwindigkeiten  u 
zwei  Axen,  welche  im  Allgemeinen  nicht  in  dieselbe  Eben 


166       Analytische  Darstellung  d.  Reduction  d.  Winkelgeschwindigkeiten.      V.  Cap. 

weil  T  cos  X=  To  ist,  ^.ßTo,  also  constant,  da  Sl  mit  der  Wahl  der 
Axe  fi  nicht  variirt. 

Der  vorliegende  Satz  wird  in  der  Theorie  der  Kräfte  wieder  auf- 
treten; in  Bezug  auf  diese  wurde  er  1828  zuerst  von  Chasles  Ger- 
gonne  ohne  Beweis  mitgetheilt,  der  ihn  in  seinen  Annales  de  math^m. 
publicirte  und  einen  Beweis  dazu  gab.  Später  erfuhr  der  Satz  durch 
Möbius  (Crelle's  Journal,  B.  IV.  S.  179)  eine  neue  Begründung  und 
wesentliche  Erweiterung. 

§.   7.      Wir  wollen  jetzt   die   in   den   §§.  ö.   und    6.    durchgeftihrto 
Reduction   der  Winkelgeschwindigkeiten   analytisch   einkleiden.     Hierzm^ 
wählen  wir  einen  beliebigen  Punkt  0  des  Systems,    durch  welchen   di^ 
Axe  fi  der  resultirenden  Winkelgeschwindigkeit  Sl  hindurchgehen  soU^ 
zum   Ursprung   eines   rechtwinkligen,    dem   System   angehörigen   Coordi — 
natensystems  der  x,  y,  z  und  zerlegen  die  Winkelgeschwindigkeit  m  uxam 
die  Axe  a  in  drei  Componcntcn  q>xi  coy«  o^z    um  drei  den  Coordinaten — 
axeu  parallele  Axen,   welche  wir   durch    einen   beliebig   auf  der  Axe  «= 
gewählten   Punkt   {x  y  z)   hindurchlegen.     Indem   wir   nun   dem  System^ 
um  die  Axe  der  x   zwei  gleiche  und  entgegengesetzte  Winkelgeschwin- 
digkeiten ooj.  und  — War  ertheileu  und  sie  mit  der  Componente  w,  von  o 
combiniren,  erhalten  wir  an  der  Stelle  von  oo^r  dieselbe  Winkelgeschwin- 
digkeit um    die  Axe   der  x  und   ein  Rotationspaar   {pxy  — a>^),    dessen 
Arm  das  vom  Punkte  {xyz)  auf  die  Axe  der  x  gefällte  Perpendikel  ist 
und  welches  eine  Translationsgeschwindigkeit  respräsentirt  senkrecht  lu 
der  Ebene  der  Axen  dieses  Paares.     Aehnliches  thun  wir  in  Bezug  auf 
die    Componenten    my    und    o);   und    führen     dieselbe   Construction    fSr 
sämmtliche  Winkelgeschwindigkeiten  g),  o>^  (o\  . .  .  des  Systems  aus. 

Dadurch  erhalten  wir  nun  zunächst  drei  Aggregate  von  Winkel- 
geschwindigkeiten um  die  Coordinatenaxen ,  nämlich 

aus  welchen  nach  dem  Satze  vom  Parallelepiped  der  Winkelgeschwin- 
digkeiten die  resultirende  Winkelgeschwindigkeit  il  nebst  der  Richtung 
(ö,  bt  c)  ihrer  Axe  ft  hervorgeht,  nämlich: 

cos  a  cos  h  cos  c         1 

v<ix  *^^y  ^Itz  ^^ 

Hierbei  gelten  Winkelgeschwindigkeiten  um  die  Coordinatenaxen  als 
positiv  oder  negativ,  je  nachdem  ihr  Sinn  mit  dem  positiven  oder  ne- 
gativen Sinn  der  Coordinatenaxen  übereinstimmt. 

Wir  erhalten  weiter  drei  Systeme  von  Rotationspaaren,  deren  Axen- 
cbenen  durch  die  Axen  der  x^  y^  z  hindurchgehen  und  Translations- 
geschwindigkeiten darstellen,  welche  parallel  den  Ebenen  der  yz^  zx^  xy 
sind.    Indem  wir  dieselben  nach  den  Coordinatenaxen  zerlegen,  Shnlich 
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Ursprung  ergibt.  Wir  wollen  sie  im  Folgenden  abkürzend  mit  I-r,  ly,  Xz 
und  ihre  Resultante  mit  %  bezeichnen.  Die  Ausdrücke  — (jyi^z  —  ^1*^)9 
—  (r, .Jij.  —  oc^Slz),  — (^i-^y  —  ^1«^*)  sind  die  Componenten  des  Paares 
( — Ä,  Ä),  welches  beim  Uobergang  von  der  Reduction  für  den  jetzigen 
Coordinatenursprung  zur  Reduction  für  den  belicbigenTStral  zu  %  hin- 
zutreten muss. 

Soll  die  Axe  fi  die  Momentanaxe  (lo  werden,  deren  T,  A,  (n,  v  wir 
mit  T^^\  Xoi  1*0 1  ^o  bezeichnen,  so  treten  zu  den  Gleichungen 

r^(o)  =  SC^  —  (y,  Sl,  —  z,  Slj,) 

Ty^o)  ^  SCy  —  («1  Äx  —  arj  Ä,) 

T^io)  =  Stz  -  (xiSly  —  yiÄ,) 

7X0)2^—  ^,(0)2   +    2^/0)2  +    2^(0)2 

cos  ko  COS  flo  COS  Vq  1 

T^(o)  TCo)  TICÖ)  7X0) 

noch  die  Bedingungen 

COS  ko  =  COS  a,    cos  Ho  =  cos  6,    co5  r©  =  cos  c 

hinzu,  wobei 

cos  a        cos  b cos  c 1 

iix  ~  liy  ~  ä7  ""  ^ 

ist.  ^ 

Um  nun  zunächst  die  Gleichungen  der  Momentanaxe  zu  entwickeln, 
erhalten  wir  durch  Combination  der  Gleichungen,  welche  die  Richtungs- 
elemente (I,  6,  c\  Ao,  fio)  Vo  enthalten,  indem  wir  sie  in  einander  dividiren 

^itx  ^^u  «^^2:  •^£ 


7^^(o)        T'^co)         TSo)         7\o)  • 

Don  vierten  dieser  Ausdrücke  können  wir  weglassen,  da  seine 
Gleichheit  mit  den  Ucbrigen  sich  sofort  von  selbst  ergibt.  Setzt  man 
nämlich  den  gemeinsamen  Werth  der  drei  ersten  gleich  G^  so  wird 
Äx  =  GT^,     Slj,  =  GTy,     Ä,  =  GT:,     also   auch   SlJ  +  Äy*  +  Ä,« 

=  (?2  (r^(o)2  4.  ry(«)2  +  r,Co)2)  ^der  ä*^  =  C^  7X0)2^  ^^raus  ^  =  6?  folgt. 

Die  Gleichungen: 

t^b^l-  «^vy  I^Ct^ 

stellen  nun  die  Gleichungen  der  Momentanaxe  in  x^^  r/, ,  z^  als  lau- 
fenden Coordinaten  dar,  sobald  wir  TJ''\  Ty<'\  T^'>^  eliminiren.  Bilden 
wir  aus  ihnen  der  grösseren  Symmetrie  wegen  die  drei  folgenden  Ver- 
bindungen, von  denen  jede  die  Folge  der  übrigen  ist,  von  denen  also 
zwei  beliebige  zur  Darstellung  der  Momentanaxe  ausreichen: 

Sly  T,«»  —  Äz  TyCo)  =  0 ,  Ä,  r.^.(«)  —  ^,r  TS""^  =  0 ,  Ä^  7V<«>  —  Sly  TJ^'>  =  0 , 

so  ergibt  die  Einsetzung  der  Werthe  für  TJ''\  Ty^*'?,  T:^''\  wenn  wir  die 
Glieder,  welche  ar^,  ^j,  z^  enthalten,  von  den  übrigen  trennen  und  resp. 
Ä^t^aTj,  Äy^^i,  Slz^z^  addiren  und  subtrahiren: 
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=     Sly  Xz    Slg  ^y 

=  Ä .  %jc Sl,r  %x 

SV'Z^  —  ^s{^xXl  +'ßyyi  +Sl^z^)  =  fl,r£{^Giar  —  xlo^)  —  SlyZ{ym^  —  z<Oy) 

SetzoD  wir  die  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  gleich 
SI^Xq^   Sl^yoi    A^^of    so  d&88 

SlyZ,    —    Sl^Zy    =    Sl"^  '  Xo 

Sl.Z^r—  Sl^Zx=Sl^'yo 
wird,  so  können  die  Gleichungen  auf  die  Form  gebracht  werden: 

Et  genügen  dann 

ii,  ^y  -^^ 

sar  Dantellung  der  Momentanaxe.  Es  ist  leicht  die  Bedeutung  des 
Fonktet  gu  sehen,  dessen  Coordiuaten  Xq,  y^^  z^^  sind;  er  ist  der  Fuss- 
ponkt  des  Perpendikels,  welches  vom  Coordinatenursprung  auf  die 
Momentanaxe  gefüllt  werden  kann.  Dass  er  auf  der  Momentanaxe 
liegt,  zeigen  die  Gleichungen  derselben  unmittelbar,  indem  sie  fUr 
X,  i^x^,  y,  =  y^j,  ^1  ==  ^0  identisch  erfüllt  werden.  Quadrirt  man  nun 
andrerseits  die  drei  Gleichungen,  welche  die  Grössen  o-q,  ^q,  z„  defi- 
niren  und  addirt  sie,  so  erhält  man 

Ä«  (X.'  +  y^^  +  Z,;)  =  {SlyX,  -5i,  Xyf  +  (Ä,X.r  -  ^.rX.y  +  (Ar  ty-  ÄX)^ 

=  {SIZ  sin -ili)'^ 
wenn  ^  den  Winkel  (.$2,  X)  bedeutet.     Hieraus  folgt  aber 

und  diese  Gleichung  sa^  aus,  dass  der  Abstand  des  Punktes  {x^  y^  z^ 

X 
Vfliin   UrMpmng  die  Projection  der  Länge   ^    auf  eine   zur  Kichtung   der 

Axe  von  Sl  also  auch  zur  Kichtung  der  Momentanaxe  senkrochte  Ebene 
ist.  Demnach  ist  dieser  Abstand  selbst  die  Länge  des  Perpendikels  und 
ix^  y^  2^,)  also  sein  Fnsspunkt. 

Dan  Moment  7^">  des  der  Momentanaxe  entsprechenden  Kotations- 
paarea  (die  Translationsgeschwindigkeit  parallel  derselben)  erhält  man 
folgrndermassen.     Man  schreibe  die  Gleichung 
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so-  TaS'''^  r./")  r*(°> 

und   ersetze  rechts  die  Quotienten    -^;]y- ,    "^j^»    -=^  durch  die  gleich- 
bedeutenden   -^ ,     ci  '     xf  *    ®^  ^^'^  zunächst 

T(o)  _    -^-^-^'^   +   ^y^/'^^   +   ^-^-^"^ 

Weiter  multiplicire  man  die  drei  Gleichungen 

Ty^o)  ^  oj;^  —  (zj  Äor—  a:,  Ä,) 

der   Reihe   nach  mit  Slx,  Sly^  51.  und   addire  sie,   so   hebt  sich   rechts 
alles  weg,   was  x^^  yj,  z^  enthält  und  folgt 

Hiermit  erhält  man 

7^0)  »«      ^    ^  I     ^_jf  _.  Zjccosa  +  Zycosb  +  Xzcosc, 

Diese  Gleichung  drückt  nichts  anderes  aus,  als  dass  7^^^  die  Pro- 
jection  von  %  auf  die  Richtung  der  Axe  von  Sl  ist,  wie  bereits  §•  4. 
geometrisch  sich  ergab. 

Soll  das  System  der  Winkelgeschwindigkeiten  sich  auf  eine  blosse 
resultirende  Winkelgeschwindigkeit  Sl  reduciren,  so  muss  T^^^  =  0  sein, 
d.  h.  es  muss  die  Gleichung  bestehen 

^xZx  +    ^yXy    +  Ar  Sr   ==  0  ; 

sie  drückt,  wenn  man  sie  mit  51  £  dividirt,  aus,  dass  %  und  51  zu  einander 
senkrechte  Gerade  sein  müssen. 

Die  sämmthchen  Winkelgeschwindigkeiten  sind  einem  Rotationspaare 
äquivalent,  wenn  5i  =  0   d.  h. 

2:g)^=:0,   2:o>y  =  o,   2;©.  =  0. 

Die  Bedingungen  des  momentanen  Stillstandes  des  Systems  sind: 
Ä  =  0 ,     T  =  0   oder  ausführlicher 

2'w^  =  0,    2:a}y  =  0,    2:(o-==0 
2{yGiz  —  2Wy)  =  0,     ^{z(o,r  —  XtÜx)  =  0,   2{xfQy  —  yWa-)  =  0. 

Als  speziellen  Fall  wollen  wir  noch  den  erwähnen,  dass  sämmtliche 
Axcn  der  Winkelgeschwindigkeiten  co,  &>',  q>''.  ..   einander  parallel  sind. 
Ist  {et  ß  y)   die  gemeinsame  Richtung  aller  Axen   in  ein  und  demselben. 
Sinn  genommen,  wobei  die  Grössen  cj  positiv  oder  negativ  sein  könnea» 
so  werden  Wj;  =  ©  cos  a ,  o^  =  oo  cos  j3 ,  0)^=0}  cos  y  und  folglich 
Stjc  =  cos  a  San ,  Sly  =  cos  ß  £fo ,  51^  =  cos  y  £(x) ,  Sl  =  J£a> 

cos  a cos  b cos  c  

cos  a        cos  ß        cos  y 
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Sobald  1^  und  V  bekannt  8ind,  ergeben  sieb  die  Gescbwindigkeiten 
aller  Systempunkte  nacb  §.  1.  dieses  Capitels. 

§.  9.  Ausser  der  Scbraubengescbwindigkeit  um  die  Momentanaxe 
hat  man  ftlr.die  Bewegung  des  Systems  oft  nocb  die  Weclisel- 
gescbwindigkeit  der  Momentanaxe  in  Betracht  zu  ziehen .  Sie 
ist  die  Schraubengeschwindigkeit,  mit  welcher  «die  Momentanaxe  aus 
der  Lage,  welche  der  tZeit  t  entspricht  in  die  der  Zeit  t  +  dt  ent- 
sprechende Lage  übergeht.  Die  Axe  derselben  ist  der  kürzeste  Ab- 
stand beider  Lagen,  die  Elementartranslation  parallel  dieser  Axe  ist  der 
kürzeste  Abstand  de  und  die  Elementaramplitude  der  unendlich  kleine 
Winkel  da  beider  Lagen.  Daher  sind  die  Translations-  und  Rotations- 
componenten  der  Wechselgeschwindigkeit: 

dt'  dt 

Für  die  Bewegung  des  Systems  parallel  einer  Ebene  ist  de  =s  Q^  also 
^  =  0,  für  die  Rotation  um  einen  Punkt  ist  de  =  0,  also  17  =  0. 

Die  Grösse  ü  heisst  auch  die  Orthogonalgeschwindigkeit  des 
Systems.  Die  Betrachtungen  des  §.  8.  im  Cap.  III.  können  auf  den  hier 
vorliegenden  Fall  der  Bewegung  des  Systems  unmittelbar  übertragen  werden« 

§.  10.  Um  Untersuchungen  über  die  Geschwindigkeiten  im  unver- 
änderlichen System,  welches  die  allgemeinste  Art  der  Bewegung  besitzt, 
analytisch  durchzuführen,  bezieht  man  dasselbe  auf  ein  absolutes  Coor- 
dinatensystem  der  x^  y,  z  und  ein  zweites,  dem  System  angehöriges, 
mit  ihm  bewegliches  der  x\  y\  z.  Sind  arj ,  ^^ ,  Zj  die  absoluten  Coor- 
dinaten  des  beweglichen  Ursprungs  0\  so  hängen  die  beiderlei  Coor- 
dinatcn  eines  Systempunktes  durch  die  Gleichungen 

.r'  =  a|  -j-  6?^  4-  cf  1  =  0;  —  o:, 

y   =  ö'l  +  b'ri  +  ci        wo        ri=  y~  y^ 
z   =a"g  +  6"t/  +  c'l  f  =  z  —  zj, 

zusammen  in  ähnlicher  Weise  wie  im  vorigen  Capitel,  nur  durch  Ver- 
mittelung  der  Grössen  £,  i;,  ^.  Diese  Hülfsgrössen  S)  ^)  ^  sind  Coordi- 
naten  desselben  Punktes  in  Bezug  auf  ein  drittes  Coordinatensystem, 
dessen  Ursprung  0'  ist,  welches  aber  unabhängig  von  dem  beweglichen 
System  eine  blosse  Translationsbewegung  besitzt,  vermöge  deren  die 
Axen  der  5,  ^,  ?  fortwährend  den  absoluten  Axen  der  o:,  y,  2  parallel 
bleiben.  Indem  man  nun  die  Elementarbewegung  des  Systems  für  jedeYi 
Augenblick  zerlegt  in  eine  Elementarrotation  um  eine  durch  den  beweg- 
lichen Ursprung  (f  gehende,  zur  Momentanaxe  parallele  Axe  und  eine 
Elementartranslatiou,  welche  durch  die  Bewegung  des  Punktes  Of  an- 
gegeben wird,  wird  auch  der  Geschwindigkßitszustand  des  Systems  dar- 
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Projicirt  man  das  erstere  der  beiden  Parallelogramme  auf  irgend 
eine  Aze,  so  wird  mit  Rücksicht  auf  den  Sinn  der  Linien  die  Pfo- 
jection  der  absoluten  Geschwindigkeit  durch  die  Summe  der  Projectionen 
der  relativen  Geschwindigkeit  und  der  Geschwindigkeit  des  System- 
punktes dargestellt.  Hieraus  folgt,  dass  die  Projection  der  rela- 
tiven Geschwindigkeit  auf  irgend  eine  Axe  gleich  ist  der 
Differenz  zwischen  der  Projection  der  absoluten  Geschwin- 
digkeit und  der  Geschwindigkeit  des  Systempunktes,  oder, 
was  auf  dasselbe  hinauskommt,  gleich  der  Summe  der  Pro- 
jectionen der  absoluten  Geschwindigkeit  und  der  im  ent- 
gegengesetzten   Sinne     genommenen    Geschwindigkeit    des 

Systempunktes.     Sind  also  v^,  v^,  v.;  v^l\  v^^\  v^^^]    v^^y  v^,  v^  die 

Projectionen  von  v,  v^^  v^  auf  irgend  drei  Coordinatenaxen,  so  hat  man: 

(0  (2) 

XXX 

(»)  (2) 

y  y  y 

(1)  (^) 

•  ♦  ^ 

^  mm  90 

§.  2.  Für  die  analytische  Darstellung  der  relativen  Geschwindig- 
keit sind  die  Formeln  in  Cap.  VI.  §.  6.  des  I.  Theils,  welche  den  Zu- 
sammenhang der  absoluten  Coordinaten  a:,  ^,  z,  der  relativen  x^  y\  z 
und  der  Coordinaten  or^,  y^^  Zj  des  beweglichen  Ursprungs  mit  den 
Hichtungscosinussen  der  beweglichen  Axen  aussprechen,  zu  differentüren. 
Unter  Festhaltung  der  dort  zu  Grunde  gelegten  Eintheilung  erhalten  wir 

1.  für  den  Fall,  dass  das  bewegliche  System  blos  eine  Translation 

besitzt,  die  Componenten  - -^  »    ^  »    "^    ^^^    relativen   Geschwindigkeit 
durch  die  Formeln 


«  ' 

dr  dt  ""' 

dx 
dt 

dx        dxi 
dl           dt 

dy 

dl 

dt           dl 

dt 

dz         dz^ 

dt 

dt           dt 

welche  dasselbe  sagen,  wie  die  Formeln  des  vorigen  §. 

2.  Besitzt  das  System  eine  Rotation   um   den  Coordinatenursp 
so  erhält  man  durch  Differentiation  der  Formeln  unter  No.  2.  a.  a. 
dx  (      dx  dy  dz\     .     f       da     ,        db     ,        dc\ 

dy  (    ,dx        t^dy    ,      .dz\         (      da     ,       db'    ,       dc\ 

dz  (  „  dx         „dy    .     „dz\    ,     /      da"   ,       db"   ,       dc\ 
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In  diesen  Gleichungen  bedeuten  die  Glieder 

dx    ,    ,  dy    ,       dz 

a-     +  b    ^  +  c  — 

dt   ^     dt  ^     dt 

,dx    ,    ^,dy    ,      ,dz 

dt    ^      dt  ^      dt 


,,dx         ,.dy         „dz 

dt    ^      dt   ^      dt 

die  Projectionen  der  Componenten  -  -  ,  -  ,  —  der  absoluten  Geschwin- 
digkeit auf  die  beweglichen  Axeji  der  x\  y\  z\  d.  h.  die  Componenten 
der  absoluten  Geschwindigkeit  parallel  diesen  Axen.   Die  übrigen  Glieder, 

nimKdi 

da     ^        db     ^        de 

da      .       db'  de 


da     ,       db     ^       de 
dt   ^/    dt   ^      dt 

bedeuten,  wie  wir  sogleich  zeigen  werden,  die  Componenten  der  Ge- 
•cbwindi^eit  des  Systempunktes  parallel  den  beweglichen  Axen,  im 
umgekebiten  Sinn  genommen.  Zu  dem  Ende  gestalten  wir  sie  etwas 
^un,  indem  wir  x,  y,  ;  in  denselben  mit  Hülfe  der  Gleichungen 

X  =  ax  +«y   +rt   - 
y  =z  bx   +  b' y    +  Wz 

<lofeh  x',  y\  z     ausdrücken,   sie   hierauf  nach   x\  y\  z    ordnen  und  die 
^Utionen 


da 

"    dl 

db 

+  ''  dt  -  ^ 

,  da' 

"  dt 

H-'-:' 

+  ''    dl     -  ^ 

„  da" 

"  dt 

^< 

+    '•       dl                    *' 

da  ,    .    db  ,        de 

dt  ^        dt  ^       dt 

.da"  ,     ,,  db"  ,  de" 

dt  ^         dt  dt 

..  da  .,  db  ,,  de 

dt  ^         dt  ^        dt 


da     ,     ,r  (fb  ,  de  \ 


=-(" 


dt 
da'  dh" 

dt  + "  dt 


+  <• 


df'\ 
dt) 
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zur  Vereinfachung  benutzen ,   wie  dies  bereits  Cap.  VI.  §.  7.  geschehen 
ist.    Hierdurch  nehmen  sie  folgende  Gestalt  an: 

/       da     ,    ,  db'    ,       dc\      .         (      da"  db"    ,dc"\    . 

-\"    dt+''  di^'   di)    '-    \"  di    -^^  dt-^'  dt)' 

\       dt    ^       dt    ^       dt  J  \       dt    ^       dt    ^       dl  J 

(    „da     ,   .„db         „dc\      ,         (    „da      ,,„db'     ,,,äc\    , 
\       dt    ^      dt    ^       dt  J  \       dt    ^      dt    ^       di )  ^ 

Für  den  Sjstempunkt,  welcher  mit  dem  Punkte  {xyz)  zur  Zeit  t 
zusammenfallt,  sind  x\  y\  z  nach  /  constant,  weil  er  seine  Lage  im 
System  nicht  ändert;  daher  erhält  man  für  ihn  die  Componenten  der 
Geschwindigkeit  parallel  den  unbeweglichen  Axen  durch  Differentiation 
der  Gleichungen 

,v  :=  ax   +  a  y   +  «   * 
y  =  bx    +  b'y   +  b"  z 

z  =  ex    +  c  y   +  c  i , 


indem  man  darin  blos  ö,  n\  «";   6,  b\  6";  f,  r\  c"  als  veränderlich  an- 
sieht.    Dieselben  sind: 

,da,      ,  da     .      ,  da' 

''dt  ■^^di  +**  d/ 


,db^      ,db     .      ,db 
dl   ^  -^   dt    ^       dl 

,d€  ,dc      ,      ,dc' 


tf 


dt      '    ''  dt      '         dt 

Indem  man  sie  auf  die  beweglichen  Axen  projicirt,  d.  h.  sie  resp. 
mit  «,  ^,  r;  a\  b\  c\  a\  //',  c"  multiplicirt  und  addirt,  erhält  man  die 
Componenten  der  Geschwindigkeit  des  Systempunktes  parallel  den  be- 
weglichen Axen,  nämlich: 

/        da'  db'  <ic\     .       (      da"  ^  ,  db"    ,        dc"\    , 

\       dt  dt    ^       dt  J       ^  \       dt    ^       dl    ^       dt) 

(   .da       '.„db     ,     00dc\     .       (    „da     ,      .,db'    ,     „dc\     , 
V    ■di+'    dt    +^    dl)^  +  V    dt    +'    dt    +'    dt)^' 

Dies   sind   aber  genau  die  entgegengesetzten  von  den  oben  gefundenen. 
Werthen,  wodurch  die  Behauptung  erwiesen  ist. 

3.   Besitzt  endlich  das  System  die  allgemeinste  Art  der  Bewegung" 
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so    erliilt    man   die  Componenten   der  relativen   Oesch windigkeit   durch 
Differentiation  der  Gleichnngen  Cap.  VI.  §.  6.  No.  3.  im  I.  Tb.,  nämlicli: 

dx  f      di    ^       dfi    ^       dt\      ,     (  .da    ^       dh    ^    ^dc\ 

dl     ^[''dt+'dt+'dt)    +    [^Jt+^dt+^dt) 


wenn 


(• 

'dt 

+ 

^'S  + 

dtj 

+  (i 

,da 
'dt 

+ 

dV 
"^dt 

(" 

dt 

+ 

''^t  + 

dt  ' 

dt  ' 

««. 
dt 

dlj 

dx 
dt 

dt 

—  ^^ 
■"  dt 

dx, 
dt 
dy^ 
dt 
dz, 
dt  ' 

da" 
dl 

+ 

db 
''dt 

^  dt) 


d^ 
df 

dz  (    .A  ,,.dti  dt\      ,     (  .da'  db'',dc'\ 

dt     =    V  dt^""  dt+'  dt)    +    K^dt-^'^  dt+^Tth 


Die  OrGssen  {  =  «  —  a:,,  ii=^  y  —  yi,  i^  z  —  z^  stellen  die  re- 
Ifttlren  Coordinaten  in  Bezug  auf  ein   bewegliches  System   dar,   dessen 

Axen  der  £,  i},  {^   fortwährend    parallel   den   festen   Axen   der  x,  y,  z 

*#J»      //«      /i^ 

bleiben  und  -j-.    -    ,     ,    sind  die  Componenten  der  relativen  Geschwin- 

at      dt      at 

digkeit  des  Punktes  in  Bezug  auf  diese  Axen. 

§.  3.     Nach  Cap.  VI.  §.  2.  des  I.  Theils  wird  die  relative  Elemen- 

tartcbranbenbewegung  eines   Systems   Z"  in   einem   andern   Systeme  Z" 

«'rbahen,   indem   man   dem   Systeme  ^  zu   seiner  absoluten   Elementar- 

scbranbenbewegung    die    entgegengesetzte  absolute   Elementarscbranben- 

beveguDg  des   Systems   27'   um   dessen   Momentanaxe   ertheilt;   die   aus 

^en  Bewegungen   rcsultirende   Bewegung  ist   die   relative  Elementar- 

^egQDg;   ihre  Axe   die  relative  Momentanaxe  und  der  Ort  aller  rcla- 

tiTen  Homentanaxen    eine    gewisse  relative   Fläche  {€)   im   System   ^\ 

^^diet  in  Bezug  auf  die  relative  Bewegung  des  Systems  £"  als  ruhend 

^''S^teken    werden    kann.      Mit   der    relativen   Momentanaxe    fällt    eine 

^^>ii€    Gerade    des    iT   zusammen    und    sämmtliche    Geraden    der   Art 

^den  eine   gewisse   relative   Fläche   (r),    welche    über   die   Fläche  {€) 

"«orollt  und   gleitet,   um  die   relative  Bewegung  von  2^   gegen  £"  wie 

^^e  absolute   Bewegung   zu   bestimmen.      Die   relative   Geschwindigkeit 

^  Systems   £"  in   Bezug   auf  das   System   27'   wird    durch   zwei  Com- 

^^«nten  dargestellt:    1)  durch  die  Winkelgeschwindigkeit  um  die  rela- 

Y^^  Momentanaxe  und  2)  durch  die  Translationsgeschwindigkeit  parallel 

**•«?  Axe.     Nach  dem  eben  Bemerkten  lässt  sich  die  relative  Momeu- 

^•'^^e,  sowie   die  Winkelgeschwindigkeit   und  Translationsgeschwindig- 

^^^»  die  ihr   entsprechen,    aus   den  Winkelgeschwindigkeiten    und    den 

^^^luUttonsgeschwindigkeiten    der    absoluten    Bewegungen    der    beiden 

Uk9\\,  TWwW  d.  Bern.  a.  d.  Krlfl.-.  12 
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Systeme  um  ihre  Momentanaxen  leicht  bestimmen.  Die  vorbin  er 
wähnten  beiden  Flächen  haben  eine  doppelte  Bedeutung.  Währenc 
nämlich  für  die  relative  Bewegung  des  Systems  H  in  Bezug  auf  If'  di( 
Fläche  (C)  ruht  und  (F)  sich  über  sie  hinbewegt,  ruht  für  die  relativ« 
Bewegung  des  Systems  ^'  in  Bezug  auf  2^  jene  und  bewegt  flieh  die« 
über  sie  hin,  aber  in  entgegengesetztem  Sinn.  Sind  nämlich  C',  C"  An 
Momentanaxen  und  Sl\  V*\  Ä",  F"  die  Winkelgeschwindigkeiten  und 
Translationsgeschwindigkeiten  der  absoluten  Elementarbewegnngen  un 
sie,  so  liefern  Ä',  V  um  C  und  — Sl'\  — V"  um  C  zusammen  die  Mo- 
mentanaxe  ft'  und  die  Geschwindigkeitscomponenten  der  relativen  Be 
wegung  von  2f  in  2f'\  — Sl\  —  V  um  (f  und  il",  F"  um  C  aber  di< 
Momentanaxe  ft"  uud  die  Geschwindigkeitscomponenten  der  relativei 
Bewegung  von  H'  in  2^.  Die  beiden  Translationsgeschwindigkeiten  l 
und  —  V"  im  ersten  Falle  und  —  V'  und  F"  im  zweiten  haben  abe 
Resultanten  von  derselben  Richtung  und  Grösse,  aber  entgegengesetzten 
Sinn;  Ä'  und  — Ä"  einorseits  und  — Sl\  Sl''  andrerseits  erzeugen  nacl 
dem  Parallelogramm  der  Winkelgeschwindigkeiten  Resultanten  ebenfall 
von  derselben  Axenrichtung  und  entgegengesetztem  Sinn  und  fallen  Ah 
Axen  ii\  fi'  derselben  zusammen,  da  sie  den  kürzesten  Abstand  de: 
Axen  C,  C  nach  demselben  Vevhaltniss  theilen.  Es  ist  also  die  6e 
rade  des  Systems  ^T,  welche  mit  der  Momentanaxe  ^  zusammenftUt 
hinsichtlich  der  Telativen  Bewegung  von  S!  in  H'  zugleich  die  Momea 
tanaxe  fi"  für  die  relative  Bewegung  von  27"  in  2^  und  fällt  mit  ih 
die  Gerade  des  Systems  2!'  zusammen,  welche  für  die  erstero  relati?" 
Bewegung  die  Momentanaxe  ft'  darstellt. 

§.  4.     Wir  wollen    diese  Betrachtungen   an   einigen   einfachen 
spielen  erläutern. 

1.    Zwei    Systeme    2^,  2!'    rotiren    fortwährend    um    zw 
parallele  Axen,  2^  um  C,  2^'  um  C'\  der  Abstand  dioser^Ax« 
sei   a  und   es   besitze   zur   Zeit  i  das   System  Ü   die  Winke 
geschwindigkeit   w'  um   (/,   2^'  die  Winkelgeschwindigkeit 
um  C".     Man  verlangt:  1.  die  Lage  und  die  Winkelgeschw? 
digkeit    für    die    relative    Momentanaxe     von    2!    in    Be« 
auf   2r',    2.    dasselbe    für    die    relative    Bewegung    von    S' 
Bezug    auf    2?'     und      3.    die    Beschaffenheit    der    relati"^ 
Flächen  (C)   und  (T)  für  den  Fall,    dass  das  Verhältniss  €a 
der  Winkelgeschwindigkeiten    während   der   Dauer   der 
wegung  constant  bleibt. 

6'',  C"  sind  die  absoluten  Momentanaxen,  die  Translationsgesch'^^ 
digkeiten   parallel   zu   denselben   sind  im  vorliegenden  Falle  Null.      *- 
die   relative  Momentanaxe   von  Ü  gegen  Ü'  und  ihre  Winkelgesch"«^^ 
digkeit  Ä'  zu  finden,  haben  wir  die  Resultante  zu  ziehen  von  ©'  un»- 
und  von  — -w"  um  C";  dieselbe  ist  Ä' =  w'  —  w",  ihre  Axe  fällt  in    ^ 
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JCTy  ist  parallel  mit  C  und  C  und  stehen  ihre  Abstände  von 
Axen  im  Verhftltniss  fa":fa\  Sind  ta  nnd  f»'  gleichen  Sinnes, 
die  Momentanaxe  in  den  an  den  Parallelstreifon  CfC*  angren« 
Anssenranm,  welcher  der  Aze  der  grösseren  Winkelgeschwin- 
anliegt;  sind  sie  entgegengesetzten  Sinnes,  so  fällt  sie  in  den 
(treifen  selbst.  Für  letzteren  Fall  wird  i2  =  09'  +  o".  Soll  das 
Jm  der  Winkelgeschwindigkeiten  während  der  Bewegung  fort- 
.  constant  bleiben,  so  behält  auch  die  Momentanaxe  fortwährend 
e  Abstände  a\  a"  von  C*,  C'\  für  welche 

a  a 

77    — '       ~ 

CO  CD 

I  sind  daher  die  Orte  der  relativen  Homentanaxen  und  der  Oe- 
es  Systems  IT,  welche  nach  und  nach  in  diese  eintreten,  zwei 
inder  um  C',  C  mit  den  Radien  a',  a\  welche  sich  längs  der 
inaxe  berühren.  Haben  o'  und  ut'  gleichen  Sinn,  liegt  also  die 
Momentanaxe  in  dem  Aussenraume,  so  wird,  wenn  o  die  grös- 
nkelgesch windigkeit  bezeichnet: 

a    —  f /  =  « 

rHcb 

'  //  ' 

n  =  -, ,>  </,     «    =  -, „  a 

Ol  —  0)  (O   —  Q 

'fihfen  sich  die  Cylinder  auf  derselben  Seite  ihrer  gemeinschaft- 
Pangentenebcne;   haben   aber  a   und  co"  entgegongosctzton  Sinn, 
die  Momentanaxe  im  Pnrallelstreifen  und  wird  also: 


inder  berühren  sich  auf  entgegengesetzten  Seiten  ihrer  gonioin- 
hen  Tangentenebene. 

'  die   relative   Bewegung  von   2^'   in   Bezug   auf  2/  erhält   man 
D  Axen  und  Cylinder,   sie  vertauschen  nur  ihre  Hollen  und  die 
Winkelgeschwindigkeit  ß"  wird  Sl"  =  o)"  —  w'. 

Dieselbe  Aufgabe  für  den  Fall,  dass  die  beiden  Axon 
ch  in  einem  Punkte  0  unter  einem  Winkel  or  schneiden, 
igt  man  auf  Cf  die  Winkelgeschwindigkeit  w',  auf  C  abir  — &>" 
'dffse  nnd  Sinn  von  0  aus  auf,  so  stellt  die  Diagonale  des  Über 
onstmirten  Parallelogramms  die  relative  Momentanaxe  c  von  H 
g  anf  £"  nebst  ihrer  Winkelgeschwindigkeit  Sl\  letztere  nach 
und  Sinn  dar.  Diese  Axe  fällt  in  den  Nebenwinkel  des  von 
en  Cy  C  im  Sinne  ihrer  Winkelgeschwindigkeiten  genommen, 
*n  Winkels  a  und  bildet  mit  diesen  Axen  Winkel,  deren  HinuBae 
bihiiim  a)":w'   stehen.     Man   hat  daher,    wenn  Winkel  rr''=r^f/, 

12* 
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cC'  =  a'   gesetzt  wird,   diese  Winkel  in  demselben  Drehungssinne  ge- 
rechnet, 


sm  o 


stn  a 


'     » 


a 


»f 


a 


a 


<0  CD 

Sl'^  =  (a^  +  ö)"^  —  2cö(ö'  cosa. 

Bleibt  das  Verliältniss  to'iG)'  während  der  Daner  der  Bewegung 
constant,  so  behält  auch  die  Moraentanaxe  fortwährend  dieselbe  Lage 
gegen  die  Axen  C\  C"  und  sind  daher  die  Orte  der  relativen  Momen- 
tanaxen  und  der  Geraden  des  Systems  S\  welche  in  diese  eintreten, 
zwei  Hotationskegel  um  C\  C"  als  Axen  mit  den  halben  Oeffnnngen 
u  und  €t\  welche  sich  längs  der  Momentanaxe  berühren.  Bildet  die 
relative  Momentanaxe  mit  beiden  absoluten  Momentanaxen  C,  C  spitze 
oder  stumpfe  Winkel,  so  berühren  sich  die  Kegel  auf  entgegengesetzten 
Seiten  ihrer  gemeinschaftlichen  Tangentenebenen,  bildet  sie  mit  einer 
der  Axen  einen  rechten  Winkel,  so  geht  ein  Kegel  in  eine  Ebene  über, 
bildet  sie  mit  einer  Axe  einen  spitzen,  mit  der  andern  einen  stampfen 
Winkel,  so  berühren  sie  sich  auf  derselben  Seite  der  gemeinschaftlichen 
Tangenten  ebene. 

3.  Dieselbe  Aufgabe  für  den  Fall,  dass  die  beiden 
Axen  C\  (f  sich  im  Räume  kreuzen. 

Wir  tragen  die  Winkelgeschwindigkeiten  co',  ta"  nach  Grösse  nnd 
Sinn  auf  den  absoluten  Momentanaxen,  deren  Kreuzungswinkel  a  sei, 
von  den  Fusspunkten  A\  Ä'  des  kürzesten  Abstandes  Ä Ä'  -^^  a  beider 
Axen  auf.  (Fig.  68.)     Um  nun  die  relative  Winkelgeschwindigkeit  Ä'  des 

Systems  H'  gegen  S,"  zu  bestimmen,  haben 
wir  — cö"  um  C"  mit  w'  um  C'  zu  verbinden. 
Dabei  verfahren  wir  nach  Cap.  III,  §.  3  in- 
dem wir  — cd''  parallel  mit  sich  in  eine  dnreh 
Ä  gehende  Axe  C,"  verlegen  und  die  zuge- 
hörige Translationsgeschwindigkeit  a  m"  zu- 
fügen, welche  senkrecht  zur  Ebene  Cf' €{*  ist. 
Das  Parallelogramm  aus  ta  um  C  und  — ä' 
um  C,"  liefert  nunmehr  die  Winkelgeschwindig- 
keit Sl'  und  deren  Axenrichtung,  welche  senkrecht  zu  dem  kürzesten 
Abstände  a  ist.  Die  Translationsgeschwindigkeit  a  cd",  welche  parallel 
der  Ebene  des  Parallelogramms  ist,  zerlegen  wir  in  zwei  Componenten, 
von  denen  die  eine  parallel  der  Axenrichtung  von  Sl\  die  andere 
senkrecht  zu  ihr  ist.  Letztere  liefert  mit  Sl'  zusammen  die  definitive 
Lage  der  Axe  c  der  relativen  Winkelgeschwindigkeit  Sl\  welche  den 
kürzesten  Abstand  in  einem  Punkte  c  schneidet,  dessen  Abstände  von 
Ä  und  Ä'  im  Verhältniss  der  Tangenten  der  Winkel  stehen,  welche 
die  Axe  c  mit  den  Axen  (f  und  C  bildet.     Die  erstere  Componente  ist 


Figr.  08. 
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<lie  Translationsgeschwindigkeit    der   relativen   Schraubenbewegung   von 
£'  gegen  £". 

Für  die  Berechnung  der  hier  in  Frage  kommenden  Elemente  dient 
Folgendes.     Der  Winkel  des  Parallelogramms  ist  n  —  a;    nennen  wir  ß' 
nnd  pr  die  Winkel,    welche  die  Diagonale   desselben   mit  den  Seiten  toi 
nnd  •**  bilden,  so  erhalten  wir 
JM  (f  ff»  /J'  sin  a 


I      «+/?'+  ß"=  n,  Ä'2 x=  ai'^  +  G>"^  —  2 iüfa'cos a 


und  hieraas  weiter 


^        »'  —  G)"  COS  a  ^„       w"  —  €0  cos  a 

coig  |J  =   „    ,  ,     colg  ß  = , 

CO    5m  a  m  sin  a 

nnd  folglich 

ig  p     CO        09    —  0)  cos  «f 

tg  p  0)        0)  —  (o    cos  a 

Die  Abstände  a\  a"  der  relativen  Momentanaxe  c  von  C  und  C" 
stehen  in  diesem  Vcrhältniss  und  ergeben  sich  daher  aus  den  Glei- 
chungen 


a  a 


V*  » 


*9^        '9ß^ 
nach  einer  leichten  Transformation,  nämlich: 

,       sin  ff  cos  5"  „       sin  &'  cos  ff 

Sin  a  sm  a 

Sind  die  Axen  C\  C  zu  einander  rechtwinklig,  so  wird 

—  =    ^^^   =  {^\ 
a"  ig  ßt'  \  a>  / 


Die  Translationsgesch windigkeit  aoa  bildet  mit  der  Diagonale  des 
Parallelogramms  den  Winkel  )^n  —  ß'*^  daher  ist  die  zur  Momentanaxe 
parallele  Componente  derselben  a  u!'  sin  ß"  und  die  zu  ihr  senkrechte 
m  «•"  rff»f  ßT,   oder  da 

nn  ß    =  -->   stn  er,  cos  p    =  -,, ,  , 

so  werden  diese  beiden  Grössen 

am'fo  ^.,  atate!*  sin  a 

o>     *"»  a  stn  ß  ,  ri'T—'f i X  • 

51  Ä  (cö  —  w  C05  a) 

Bleibt  während  der  ganzen  Dauer  der  Bewegung  das  Verhältniss 
m' :  mT  der  Winkelgeschwindigkeiten  der  Systeme  um  die  absoluten 
Axen  C^  C*  constant,  so  geht  die  Momentanaxe  fortwährend  durch  den- 
selben Punkt  des  kürzesten  Abstandcs  und  bleiben  ihre  Neigungen 
gegen  die  Axen  C^,  C  gleichfalls  dieselben;  der  Ort  der  Geraden  im 
Syetem  £y  welche  nach  und  nach  in  die  Momentanaxe  eintreten,  ist 
daiber  ein  einfaches  Rotationshjperboloid  um  die  Axe  C",  dessen  Kehl- 
kieia  den  Radios  a   hat.    £benso  ist  der  entsprechende  Ort  für  die  r^. 
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lative  Bewegung  des  Sjstemes  E"  in  Bezug  auf  2>'  ein  einfaches  Bo- 
tationsbyperboloid  um  die  Axe  C*'  mit  dem  Kehlradius  d\  Diese 
zweite  Fläche  ist  zugleich  der  Ort  der  relativen  Momentanaxen  fär  die 
relative  Bewegung  des  Systems  2* ,  auf  welchem  das  erste  Hyperboloid 
rollt  und  gleitet,  und  die  erste  Fläche  spielt  dieselbe  Bolle  bezüglich 
der  relativen  Bewegung  von  Z"  in  Bezug  auf  E\  Beide  Hyperboloide 
berühren  sich  also  während  der  Bewegung  der  Systeme  beständig  iSngs 
einer  Erzeugungslinie. 

Die  drei  vorstehenden  Aufgaben  sind  von  Wichtigkeit  für  die 
Theorie  der  Zahneingriffe  cylindrischer,  conischer  und  hyperboloidischer 
Räder.  (Vgl.  hierüber  z.  B.  Belanger,  Trait^  de  cin^matique  S.  94, 
129  und  144  u.  folg.  und  insbesondere  die  Abhandlung  von  Pütz  er: 
„lieber  den  Spiral oidischcn  Zahneingriff"  in  der  Zeitschrift  des  Vereins 
deutscher  Ingenieure  Bd.  IV.  (1860),  S.  234  u.  251.) 


Dritter  TheU. 

Die  Beschleunigung  der  Bewegung. 


I.  Capitel. 

I>U  Beaohleimiguiig  der  Bewegung   eines  Punktes.     Projectionen  und 
Componenten  der  Beschleunigung.     Arbeit  der  Beschleunigung. 

Sectorenbeschleunigung. 

§.  1.  Die  Geschwindigkeit  eines  Ponktes  ändert  sich  im  Laafe  der 
Bewegung  continnirlich  and  zwar  im  Allgemeinen  in  doppelter  Hinsicht, 
MwoM  ihrer  Grösse,  als  auch  ihrer  Richtung  nach.  Damit  diese  dop- 
pelt« Aendemng  erfolge,  ist  erforderlich,  dass  zu  der  vorhandenen  Go- 
^kwindigkeit  in  jedem  Momente  eine  verschwindend  kleine  Geschwin- 
^igkeitscomponento  in  einer  hestimmten,  von  der  Richtung  jener  ab- 
ziehenden Richtung  hinzutrete,  welche  mit  ihr  die  nach  Grösse  und 
KicMiing  geänderte  Geschwindigkeit  des  folgenden  Momentes  bildet. 
^^  diese  zu  bestimmen,  seien  (Fig.  ßO.)  if/,  31'  die  den  Zeiten  /  und 
^  ^t  entsprechenden  Lagen  des  Fi^.  e». 

^^'^clichen    Punktes    auf    seiner  ,  - -^ '  ®-^    •    »  f 

B*h.»        j  '       •        n      I     •  ?    ^  .'^  »^     -•*^* 

^"a  ond   p,  V    seine   Gcscliwin-  f  .^  ~ y 

^'Heit  zu   diesen  Zeiten.     Zieht  ^ 

7***    nan  durch  irgend  einen  Punkt  0  des  Raumes  zwei  Gerade  parallel 

***    Tangenten   in    M^   M'  und   trägt  auf  ihnen   die   Längen   ÄV  ==  r, 

2=   r'    übereinstimmend    mit   dem    Sinne    dieser   Geschwindigkeiten 

,    [^>    so  stellt  nach   dem   Satze   vom  Parallelogramme  der  Geschwindig- 

^*^ii  die  Verbindungslinie  W  ihrer  Endpunkte  die  Geschwindigkcits- 

/^{»onente    dar,    welche   zu    v    hinzutreten   müsste,    um    v    zu   bilden, 

Q.    am   r  nach  Grösse   und   Richtung  so   abzuändern,    dass    es    in    r/ 

^^>^bt.     Lässt  man  nun  At  uline  Ende  abnehmen,  wodurch  der  Punkt 

»ith  fortwährend  dem  Punkte  M  nähert,  so  verschwindet  der  Winkel 

-^1"  der    beiden   Tangenten    als   der  Contingenzwinkel  der  Bahn   im 

"^^te   ,V,    die    Differenz    von    t    und    v    und    die    Componente    VV\ 

^^<t€ie  jedoch  in  einer  bestimmten,  von  dem  Verhältnisse  jener  beiden 
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verschwindenden  Grössen  abhängigen  Richtung.  Die  verschwindend 
kleine  Oeschwindigkeitscomponente,  FF',  die  zur  Zeit  /  lu 
der  Geschwindigkeit  v  des  beweglichen  Punktes  hinzutritt, 
um  die  der  Zeit  t  +  dt  entsprechende  Geschwindigkeit  v 
nach  Grösse  und  Richtung  zu  bilden,  heisst  die  Elementar- 
beschleunigung des  Punktes  zur  Zeit  /.  Die  geänderte  Ge* 
schwindigkeit  v\  entsprechend  der  Zeit  t  -|-  dt  ist  mithin  die 
Resultante  der  Geschwindigkeit  v  zur  Zeit  /  und^der  Ele- 
mentarbeschleunigung.  Wir  wollen  die  Elementarbeschleuniguni 
mit  du  bezeichnen.  Würde  nicht  blos  zur  Zeit  /,  sondern  in  jeden 
Zeitelemente  der  auf  i  folgenden  Zeiteinheit  in  der  Richtung  von  cfc 
dieselbe  unendlich  kleine  Geschwindigkeitscomponente  von  neuem  hin- 
zutreten, so  würde  der  Quotient   —    die    totale    Aenderungscomponentc 

der  Geschwindigkeit  während  der  auf  die  Zeit  t  folgenden  Zeiteinheit 
darstellen,  wenn  die  Geschwindigkeit  während  dieser  fortwährend  in 
derselben  Weise  sich  änderte,  wie  im  Zeitelemente  dt^  welches  auf  ■ 
folgt.  Diese  auf  die  Zeiteinheit  bezogene  Aenderungscom- 
ponente  der  Geschwindigkeit  heisst  die  Beschleunigung 
des  beweglichen  Punktes  zur  Zeit  t.  Bezeichnen  wir  die  Be- 
schleunigung mit  9,  so  besteht  demnach  die  Gleichung 

du 
"^^-dl 
und  folgt  aus  ihr  die  Elementarbeschleunigung  du  =  (pdt.    Die  Richtung 
der  Beschleunigung  ist  die  Richtung  der  Elementarbeschleunigung. 

Bereits  im  I.  Cap.  §.  4.  des  I.  Theils  haben  wir  auf  die  Wichtig- 
keit des  Begriffs  der  geometrischen  Summe  und  Differenz  hingedeutet; 
in  demselben  Sinne  spricht  man  consequent  auch  von  geometrischem 
Differential  und  geometrischer  Derivirten,  in  welchen  Ausdrücken  die 
Beziehungen  der  Grösse,  der  Richtung  und  des  Sinnes  zugleich  ent- 
halten  sind.  Hiernach  ist  die  Geschwindigkeit  v  zur  Zeit  i  -{-  dt  iXt 
geometrische  Summe  der  Geschwindigkeit  v  und  der  Elementarbeschleu- 
nigung du  und  können  die  Definitionen  der  Elementarbeschleunigung 
und  der  Beschleunigung  kürzer  so  gafasst  werden:  Die  Element ar- 
beschleunigung  eines  Punktes  ist  das  geometrische  Dif- 
ferential seiner  Geschwindigkeit,  die  Beschleunigung  isl 
die  geometrische  Derivirte  der  Geschwindigkeit  in  Besug 
auf  die  Zeit. 

Die  Richtung  der  Beschleunigung,  durch  den  beweglichen  Punkt 
gezogen  gedacht,  fällt  in  die  Ebene  der  beiden  auf  einander  folgenden 
Tangenten,  d.  h.  in  die  Schmiegungsebene  der  Bahn,  welcher  die-Ebene 
des  unendlich  schmalen  Parallelogramms  AV'  parallel  ist.  Der  Sinn 
der  Beschleunigung  zeigt  in   der  Schmiegungsebene  nach  der  Seite  dei 
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Tangente  hin,  aaf  welcher  der  Krümmangsmittelpunkt  liegt.     Da  nämlich 
die  Efementarbeschleunigung   die  Richtung  der  Tangente   der  Bahn  än- 
dert,  BO   zeigt  ihr  Sinn   und   mithin   auch  der  Sinn  der  BcKchleunigung 
lelbti  nach  der  Seite  hin,  nach  welcher  sich  die  Tangente  wendet;  die» 
ist  aber  die  Seite  des  Krümmungsmittelpunktes. 

Die   Grösse  des  Winkels  o,   welchen   die  Beschleunigung  mit  der 

Ttngente  bildet  und  das  Wachsthum  oder  die  Abnahme  der  Geschwin- 

di|keit   sind  von  einander  abhängig.      Dieser  Winkel  ist   nämlich   der 

Aivenwinkel  bei    F  in   dem   unendlich  kleinen  Dreieck  OFV*  und   als 

•olcker   gleich    der    Sumipe    des    Winkels    OF'F   und    des   Contingenz- 

i^iakels  VOl^.     Da  letzterer  unendlich  klein  ist,  so  ist  a  mit  OV'V  von 

derselben   Art,    d.  h.   gleichzeitig  spitz,    stumpf  oder   ein  Rechter  und 

A»i{gUeh  Winkel  OVV  gleichzeitig  stumpf,   spitz   oder  ein  Rechter.     Es 

•■*  niithtn  v  .-.    r,  je  nachdem  a  -^  4«. 

<  > 

§.  2.     Wir  wollen   einige   spezielle  Fälle  hinsichtlich   der  Art  und 

^eise  betrachten,   wie   die  Beschleunigung   die  Geschwindigkeit  ändert 

^<>d    welche  Art  der  Beschleunigung  eine  bestimmte  Art  der  Aenderung 

«er   Getehwindigkeit  voraussetzt. 

1.  Et  ändere  zur  Zeit  t  die  Geschwindigkeit  v   bloss  ihre  Grösse, 

■u<^t  aber  ihre  Richtung;  die  folgende  Tangente  fällt  dann  in  die  Rich- 

^*>^S  ▼on  9,  die  Elementarbeschleunigung   VV*  gleichfalls,  also  hat  auch 

^^     Beschlennigung    die    Richtung    der    Geschwindigkeit    und    ist    der 

Kinkel  a    gleich  Null   oder  gleich   tt,    je   nachdem   der  Sinn   der   Be- 

'^^leunigüng   mit   dem   Sinne   der   Geschwindigkeit   übereinstimmt    oder 

^^    entgegengesetzt  ist.      Im   ersten   Falle  wächst  die  Grösse    der  Gc- 

'^''windigkeit ,   im   letzten   nimmt  sie  ab;   in  jenem  wird  die  Bewegung 

*^    Zeit  /    im    eigentlichen   Sinne    beschleunigt,    in    diesem    verzögert. 

^«^It  die  Geschwindigkeit   während    einer   endlichen   Zeit   fortwährend 

^'^^«Ibe  Richtung,    d.  h.   ist  die  Bahn  während  derselben  gradlinig,   so 

^t    die  Beschlennigung    immer    in    deren   Richtung.     Die   Elementar- 

^^^^lileiiDigung  du  ist  im  vorliegenden  Falle  gleich  dem  Differentiale  dv 

^  Geschwindigkeit  im  gewöhnlichen  Sinne,   ebenso   ist   die  Beschleu- 

•*5^ng9=--  d.  h.  gleich  der  Dorivirten  von  v  im  gewöhnlichen  Sinne. 

2.  Et  ändere  die  Geschwindigkeit  zur  Zeit  t  ihre  Richtung,   nicht 

•w  ihre  Grösse.     In  diesem  Falle  ist  das  Dreieck  OW  wegen  v  =:^v 

^^thtchenklig  und  die  Richtung  der  Elementarbeschlcunigung  W  und 

w  Beschleunigung  9  normal   zur  Bahn   des   Punktes.     Die  Bewegung 

*  swei  Zettelemente  hindurch  gleichfiirmig  dieselbe.     Aendert  die  Gc- 

•ckvindigkeit  während   einer  endlichen   Zeit  blos   ihre  Richtung,    nicht 

••»  ibw  Grösse,  ist  also  die  Bewegung  durchweg  gleichförmig  während 

Zeit,   to  ist  die  Beschleunigung   in   allen   Punkten   normal    zur 
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Bahn  und  da  ihre  Richtung  in  die  Schmiegungsebene  fällt,  so  hat  sie 
die  Richtung  der  Hauptnormalen  der  Bahn  und  geht  mithin  dnroh  den 
Krümmun  gsmittelpunkt . 

3.  Die  Geschwindigkeit  sei  während  einer  endlichen  Zeit  nnverän- 
derlich,  sowohl  nach  Grösse  als  nach  Richtung;  die  Bewegung  ist  dann 
gleichförmig  und  geradlinig. 

Die  Veränderung,  welche  die  Geschwindigkeit  im  Laufe  der  Bewe- 
gung erleidet,  kann  man  sehr  zweckmässig  durch  eine  Curve  darstellen, 
welche  von  Hamilton,  ihrem  Erfinder,  der  Hodograph  genannt  wird. 
(Vgl.   Hamilton,   Clements  of  Quaternions,   London  1866.   S.  100  u.  718.) 
Zieht    man   nämlich    von   irgend    einem  Punkte   0   aus   Radiasvectoren 
gleich,    parallel   und    dem    Sinne    nach   übereinstimmend    mit    den  Ge- 
schwindigkeiten   des    beweglichen  Punktes,    so    bilden   die   Endpunkte 
aller  dieser  Geraden   diese  Curve.     Das  Bogenelement  derselben  stelle 
die  Elementarbeschleunigung  dar;    die  Richtungen   der  Radienvectoreii. 
bilden  eine  Kegelfläche,  deren  Tangentenebenen  den  Schmiegangsebenezm 
der  Bahn  des  Punktes  parallel  sind.     Ist  die  Bahn  eine  ebene  Cnrve^ 
so  ist  auch   der  Hodograph  eben,    ist   die  Bewegung  gleichförmig,   soi 
schneidet  der  Hodograph  seine  Radienvectoren  rechtwinklig  and   wii^B 
bei  der  Abwickelung  der  Kegelfläche  ein  Kreis. 

§.  3.     Wir  wollen   für  die  Bestimmung  der  Beschleunigung  eine^ 
Punktes  vorläufig  einige  leichte  Beispiele  behandeln. 

1.  Ein  Punkt  beschreibt  mit  constanter  Geschwindigkeit  eine 
Kreis  vom  Radius  r,  man  soll  seine  Beschleunigung  nach  Grösse  an 
Richtung  bestimmen. 

Da  die  Geschwindigkeit  i;  conslant  ist,  so  ist  das  unendlich  kloine  Dreiec 
Oyy'  (f'ig.  70.)  gleichschenklig  und  mithin  Vy'  senkrecht  zur  Richtung  der  Qt — 

schwindigkeit.      Daher    ist    die    Beschlennigan^S 
_-„,     ^'     '    ^.  normal  zu  dem  Kreise  und  /ortwührend  nach  deiiMü 

.  r^.'  "    _:    r    -^  -•  ,     Mittelpunkte    desselben    gerichtet.     Hinsichilicli^ 
^\\        \        n  ^^^  Grösse  qp  der  Beschleunigung  erhftit  man 


f  \        ^  jenem  Dreiecke  zunächst  die  Eleraentarbeschlea-" 

^t  j  nigung   du  =  (pdl  =  Oy »  {VOy')    oder  da   der^ 

Winkel  VOy'  der  Coutingenzwinkel  des  Kreisest 
und  gleich  dem  Winkel  MCM'  der  beiden  Nor — 
malen    in   den   Endpunkten    M,   M*  des    Bogen-"' 

elemcntes  MM'=ds^    also  gleich      -   ist,    €pdl  =  v  >  —  .       Es    ist    aber    weitei^ 

-^  =:  V  und  somit  erhält  man  für  die  Beschleunigung  den  Ausdruck: 
di 


9  = 


ü« 


Denkt  mau  sich  den  beweglichen  Punkt  als  einem  System  angehörig, 
ches  um  eine  durch  den  Mittelpunkt  gehende  zur  Kreisebene  senkrechte  Ax" 
gleichförmig  rotirt  und  bezeichnet  die  Winkelgeschwindigkeit  dieser  Rotation  mi 
CD,  so  wird  o  =  oor  und  lässt  sich  mithin  die  Beschleunigung  auch  durch  de' 
Ausdruck  g)  =s  co*r 
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2c 

d.  h.  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Radiusvectors  um  den  Brenn- 
punkt ist  umgekehrt  proportional  dem  Quadrate  des  Radiusvectors. 
Um  nun  die  Beschleunigung^  zu  erhalten,  wollen  wir  den  Ausdruck  für  v 
ein  wenig  umgestalten.  Fallen  wir  auch  an  dem  zweiten  Brennpunkt  F'  ein 
Perpendikel  F'P'  =  p  auf  die  Tangente  in  M  und  bringen  dasselbe  zum  Durch- 
schnitt H  mit  dem  Radiusvector  FM,  so  ist,  weil  die  Tangente  eines  Kegel- 
schnittes den  Winkel  der  Radienvectoren  halbirt,  F'H  =»  2/i'  und  da  ferner  das 
Produkt  der  beiden  von  dun  Brennpunkten  auf  die  Tangente  gefällten  Perpen- 
dikel eine  Constante,  nämlich  das  Quadrat  der  halben  kleinen  Axe  &,  also  pp'ssA* 
ist,  so  nimmt  die  obige  Formel  für  v  die  Gestalt  an: 

d.  h.  es  ist  die  Geschwindigkeit  proportional  dem  doppelten  Perpendikel,  welches 
von  dem  Brennpunkte,  welcher  nicht  Spitze  des  der  Zeit  proportionalen  Sectors 
ist,  auf  die  Tangente  gcföllt  werden  kann.  Indem  wir  dieselbe  Betrachtung  für 
die  Tangente  des  Punktes  M\  in  welchem  die  Geschwindigkeit  v  sei,  wieder' 
holen,  erhalten  wir  für  v   den  analogen  Ausdruck: 

worin  F* li*  für  die  Tangente  in  M*  dieselbe  Bedeutung,  wie  F* H  für  die  Tan- 
gente in  M  hat.  Die  beiden  Perpendikel  F'  11  und  F' h'  bilden  miteinander  den- 
selben Winkel,  wie  die  Tangenten  in  M  uud  M\  auf  welchen  sie  senkrecht 
stehen.  Sie  bilden  mit  Hfl'  ein  unendlich  kleines  Dreieck,  in  welchem  Ewei 
Seiten,  nUmlich  F'H  und  F'H'  den  Geschwindigkeiten  v  und  v  in  den  Punkten 
Mt  M'  proportional  sind.  Zieht  man  daher  durch  den  Punkt  J/,  ausser  der  Tan- 
gente noch  eine  Gerade  parallel  zur  Tangente  des  Punktes  Af  und  trägt  anf 
diese  beiden  Linien  die  Geschwindigkeiten  v,  v  als  LUngen  MV^  MF'  anf,  so  er- 
hält man  ein  weiteres  Dreieck  Mf^F'^    welches  dem  Dreieck  Ffflt  ähnlich  ist 

und  zwar  ist  das  Verhältniss  der  Seiten    ,»- .      Die   unendlich    kleine  Linie   FF' 

des  Dreiecks  MFF'  ist  aber  die  Elementarbeschleunigung  du  =  q)dl  für  den 
Punkt  M  und  erhält  man  daher 

Mit  Rücksicht  darauf,  dass  FH  =  FM  -{-  MF'  die  grosse  Axe  2  a  der  Ellipse 
darstellt,  wird  nun  HH*  =^2a(odt  und  hiermit 

2ac 

oder  mit  Hülfe  des  obigen  Ausdruckes  für  die  Winkelgeschwindigkeit  a>: 

4/1  c* 

Diesem  Ausdrucke  kann  man  noch  eine  etwas  andre  Form  geben,  indem  i^^n 
die    Constante   c   durch    die   Umlaufszeit    T  darstellt.      Es    ist   nämlich,   da       ^\e 
Sectoren  der  Zeit  proportional  sind,  cT  =  n aby   nämlich  gleich  dem  Inhalt      ^et 
ganzen  Ellipse;  hieraus  erhält  man 

nab 

wodurch  q>  die  Form  annimmt: 

4w«rt«       1 
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d.  h.  die  Beschleunigung  der  Projectionabewegnng  ist  die 
zweite  Derivirte  der  auf  der  Axe  gerechneten  Abscisse  des 
beweglichen  Projectionapunktes  in  Bezug  auf  die  Zeit. 

§.  5.  Projiciren  wir  eine  in  der  Ebene  erfolgende  Bewegung  eines 
Punktes  M  auf  zwei  rechtwinklige  Coordinatenaxen  der  or,  y  in  dieser 
Ebene,  so  erhalten  wir,  wenn  o;,  y  die  Coordinaten  des  beweglichen 
Punktes  sind;  nach  dem  vorigen  Paragraphen  für  die  Beschleunigungen 
der  Projectionsbewegungen  in  den  Coordinatenaxen  die  Gleichungen: 

(Px  d^y 

und  dabei  ist,  wenn  a  den  Neigungswinkel  der  Beschleunigung  q>  der 
Hauptbewegung  gegen  die  a:-Axe  bezeichnet, 

tp  cos  a  =  g>x  ^        g>  sin  a  =  ^y 
y2  =  g,J  +   qpy2 ^         iga  =  ^  . 

Construirt  man  den  Hodographen  der  ebenen  Bewegung  des  Punktes 
M  so,  dass  man  vom  Coordinatenursprnng  aus  die  Radienvectoren  gleich 
und  parallel  den  Geschwindigkeiten  zieht,  so  entspricht  dem  Punkte  M 
(a',  y)  der  Punkt  tn  des  Hodographen,  dessen  Radiusvector 


■■ = " = /©' + m 


ist  und  dessen  Coordinaten  x\  y   durch  die  Gleichungen 

dx  ,        dy 

bestimmt  werden.     Das  Bogenelement  ds  des  Hodographen,  welches  die 
Elcmontarbeschleunigung  darstellt,  ist 

und  erhält  man  daher  für  die  Beschleunigung  q>  den  Ausdruck 

ds  n/d^x    ,     ify 

''  =  ar  =  y  W  +  dr-' ' 

übereinstimmend  mit  der  Bedeutung  der  obigen  Formel  <p^  =  tpa;^  +  9)^^ 

« 

Ebenso  hat  man  für  die  Projectionen  einer  räumlichen  Bewegung 
auf  drei  rechtwinklige  Coordinatenaxen  der  Xy  y,  ?,  wenn  die  Beschleu- 
nigung ff  mit  den  Axen  die  Winkel  a,  |5,  y  bildet  und  9^,  9>yt  9>z  die 
Beschleunigungen  der  drei  Projectionsbewegungen  sind: 
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dl*  ~ 

=  9x, 

<Py 

a(i  =  9»* 

» 

d/* 

:«3P, 

COS  a 
9* 

COS  ß        cos  3 
9y            9>s 

K        1 
9» 

9' 

=  <Px^  +  9>y^ 

+ 

95.*. 

Die 

Gleichungen 

des  '. 

Hodographen 

sin 

d: 

X   = 

dx 
dl' 

» 

/ 

dz 
dt   ' 

sein  Bogenelement,  welches  die  Elementarbeschlemiignng  darstellt,  ist 

Der  Oebraoch,  den  man  von  dem  vorstehenden  Formelsystem 
machen  kann,  ist  ein  sehr  mannigfaltiger.  Ist  z.  B.  die  Bewegung 
eines  Punktes  M  insofern  gegeben,  als  die  Coordinaten  x^  y^  z  des- 
selben als  Fnnctionen  der  Zeit  bekannt  sind,  so  dass  man  etwa  hat: 

so  genUgt  eine  einmalige  Differentiation  um  die  Projectionen  der  Ge- 
schwindigkeit anf  die  Axon,  diese  selbst  und  ihre  Richtung  zu  be- 
stiniBien,  indem 


dx  , , .  du         ' , , .  dz  » ,\ 

''^  dl  =^  *  ^'^'   '*  ^di^  ^'^'    "' ""  di^'  ^'^ 

V  V  V 

nnd  die  Richtnngscosinnsso  vonr  durch  die  Grössen   -  ,     "^  ,      '  angegeben 

V  V  V 

werden;  eine  wiederholte  Difierentiation  Alhrt  zur  Kcnntniss  der  Pro- 
jectionen der  Beschleunigung,  der  Beschleunigung  selbst  und  ihrer 
Ricbtnngscosinusse ,  nftuilich : 

^-  =  ,,^.  =  *  ('S     9>.  =  J  =  X  (0,      <r..  =  ^„,  =  ^  0) 

COS  a         cos  ß  ros  y         1 

^r  tpy  fpz  9 

nnd  im  Falle  einer  ebenen  Bewegung  reduciren  sich  diese  Ausdrücke, 
indem  eine  der  Coordinaten  und  ihre  Differentiahpiotienten  gleich  Null 
gr»elst  werden  kr»nnen,  wenn  man  die  Kbene  der  Bewegung  selbst  zu 
einer  Coordinatenebene  wählt. 

Ikt  aber  die  Bewegung  des  Punktes  M  nicht  selbst  gegeben,  son- 
dern sind  blos  9>x»  9>y»  9>s  bekannte  Functionen,  so  8telh*n  die  Glei- 
dimgen 

dl'  -  ''••   .//••  ^'^'"    <//•'  ^  ''' 
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ein  System  von  DifTerentialgleiclinngcn  zweiter  Ordnung  dar,  deren 
erste  Integrale  zu   den  Compodenten  3r  >    ^ »   37  ^®'  Geschwindigkeit 

und  deren  zweite  Integrale  zu  den  Coordinaten  des  beweglichen  Panktes 
als  Functionen  der  Zeit  hinführen,  wie  späterausführlich  erörtert  wer- 
den wird.  Man  nennt  sie  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung 
des  Punktes. 

§.  6.  Wird  eine  Bewegung  auf  eine  Ebene  projicirt,  so  ist  die 
Geschwindigkeit  der  Projectionsbewegung-  die  Projection  der  Geschwin- 
digkeit der  Hauptbewegung  auf  diese  Ebene  nach  Grösse  und  Richtung. 
Projicirt  man  daher  das  Dreieck  OVV'  (Fig.  69.)  auf  die  Ebene,  so  er- 
hält man  ein  anderes  Dreieck,  dessen  Seiten  für  die  Projeetions- 
bewegung  dieselbe  Bedeutung  haben,  wie  die  des  ersteren  ftlr  die 
Hauptbewegung;  insbesondere  stellt  die  Projection  von  VF'  die  Ele- 
raentarbeschleunigung  und  folglich,  wenn  sie  noch  mit  dem  Zeitelemente 
dividirt  wird,  die  Beschleunigung  der  Projectionsbewegung  dar.  Die 
Beschleunigung  der  Projection  einer  Bewegung  auf  eine 
Ebene  ist  also  die  Projection  der  Beschleunigung  auf  die- 
selbe Ebene. 

§.  7.     Zur  Erläuterung  des  Inhaltes  der  §§.  4 — 6.  sollen  folgende 

Beispiele  dienen. 

1.  Die  gleichförmige  Kreisbewegang  (Vgl.  Cap.  [,  §.12  im  II.  Th.) 
wird  aaf  eine  Gerade,  z.  B.  auf  einen  Durchmesser,  projicirt,  man 
soll  dte  Beschleunigung  der  gradlinigen  oscillatorischen  Pro- 
jectionsbewegung finden. 

Ist  <o  die  Winkelgeschwindigkeit  der  Kreisbewegung,  r  der  Radius  des 
Kreises,  so  ist  nach  §.  3.  die  Beschleunigung  q)  =  lo^r  und  nach  dem  Mittel- 
pnnkte  des  Kreises  gerichtet.  Bezeichnet  also  ^  den  Winkel  MfßM^  welchen 
(s.  Fig.  44.)  der  Radius  CM,  welcher  nach  dem  beweglichen  Punkte  M  geht,  mit 
der  Richtung  CMq  der  Projectionsnxc  bildet,  so  ist  n  —  ip  der  Winkel  der  Be- 
schleunigung tp  mit  dieser  Axe  und  folglich  die  Beschleunigung  der  Projections- 
bewegung tpx  =  —  to^rcostp^  oder  wenn  die  Abscisse  des  Punktes  M,  nämlich 
Cm^x  gesetzt  wird,  ffx  ^=  —  üot^x.  Dieselbe  ist  nach  dem  Kreismittelpunkte  C 
gerichtet.     Man  hat  daher  für  die  oscillatorische  Bewegung  die  Gleichung 


fPx 


=  —  Cö'a?    oder 
-f-  CD^X  =  0. 


Dasselbe  Resultat  ergibt  sich  durch  Differentiation  der  Cap.  II.  §.  12.  im 
II.  Theile  aufgestellten  Formel  für  die  Geschwindigkeit  dieser  Bewegung,  nämlich 
vx  ==  — r(osin  tot,  da  '^  =  o/  ist.     Man  erhält  daher  den  Satz: 

Für  die  geradlinige  oscillatorische  Bewegung  eines  Punktes, 
welche  die  Projection  einer  gleichförmigen  Kreisbewegung  ist,  ist 
die  Beschleunigung  dem  Abstände  des  beweglichen  Punktes  von 
einem  festen  Punkte  der  Geraden,  nämlich  von  der  Projection  des 
Kreismittelpunktes,  proportional  und  fortwährend  nach  diesem  Punkte 
hin  gerichtet;    sie  wechselt  den  Sinn,    so  oft  der  bewegliche    Punkt 
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•larch  das  feste  Centram  hindarchgeht    und  ist  unabhängig  von  der 
Ose  i  Hat  ionsweite. 

Umgekehrt  kann  jede  geradlinige  Bewegung,  für  welche  die  Beschleunigung 
nach  einem  festen  Punkte  der  Geraden  gerichtet  und  der  Entfernung  von  diesem 
proportional,  nämlich  ^x  »t  xx  ist,  als  die  Projection  einer  gleichförmigen  Kreis- 
bewegung um  den  festen  Punkt  als  Mittelpunkt  angesehen  werden.    Die  Winkel- 

geseh windigkeit  derselben  ist  o  =»  Kx    und  die  Oscillationsdauer  T  =  --=  .     Der 

Unrehmesser  des  Kreises  ist  der  Abstand  der  beiden  äusserstiBU  Lagen,  welche 
der  Pankt  während  seiner  Bewegung  erreicht. 

Projicirt  man  die  gleichförmige  Kreisbewegung  auf  zwei  zu  einander  recht- 
winklige Azen  der  x,  y,  welche  sich  im  Mittelpunkte  schneiden,  so  hat  man  für 
die  beiden  Projectionsbewegungen  die  Gleichungen 

j:  SB  r  C09  mty         y  =  r  sin  {ot^ 
aos  welchen  die  Geschwindigkeiten  derselben 

ü.r  ==  —  tor  sin  (ot,       Vy  =  mr  cos  <ot, 
•tfwie  deren  Beschleunigungen 

qij.  BK  —  oi*x,  gjy  s=«  —  a)'y 
folgen.  Beide  Bewegungen  sind  an  sich  identisch,  nur  sind  ihre  Perioden  so 
vrrseboben,  daas  die  Maxima  der  Abstände,  Geschwindigkeiten  und  Bcschleuni- 
giiDgeo  (im  absoluten  Sinne  genommen)  der  einen  mit  den  Minimis  der  ent- 
•preehendeu  Abstände ,  Geschwindigkeiten  und  Beschleunigungen  gleichzeitig 
trintreten. 

S.  llie  gleichförmige  Kreisbewegung  eines  Punktes  wird  auf 
t  ioe  Ebene  projicirt,  man  soll  die  Beschleunigung  der  Projections- 
beweguog  finden. 

I>ie  Projection  der  kreisförmigen  Bahn  des  Punktes  M  ist  (Fig.  72.)  die 
'Uiptiscbe  Bahn  des  Proje'ctionspunktes  m,  der  Mittelpunkt  c  derselben  die  Pro- 
jeclioo  des   Mittelpunktes   C  jener;    die   grosse  y^„  ^^ 

Ale  Sa  der   Ellipse   liegt  parallel   der  Schnitt-  ß 

linie   der  Ebenen  beider  Curven  und  ist  gleich  \r     « 

den    Durchmesser  2a    des   Kreises,    die    kleine 
Aie   Ith    fällt    in   die   Ebene    des   Neigungswin-     \ 
krU  a  beider  Ebenen  und  ifct  dnher  fß  =»  a  cos  a. 
l*t    •    die    Winkelgeschwindigkeit    der    Kreis-  - 

t*ewrgiing,   so   ist   r  =»  a(a  die  Gescliwindigkeit 

•!«•«   Punktes   .1/  und   «p  »=  aca^   scintr  Beschlcu-  ^  "    ^ 

iiifr«ng   und  diese   hat   die   Richtung    ^fC   nach 

dem  Kretsmittelpnnkt.    Die  Beschleunigung  t^  der  elliptischen  Beweguufi: 

i«t  die  Projection  von  tp  und  folglieh  nach  dem  Mittelpunkte  c  der  Ellipse 

ffrricbtet  und  hat  die  Grösse  jp  =  q)  cos  («p.  ip)  =  reo*,  wenn  der  KiidiiiKvector  rm 

•Irr   Ellipse  mit  r   bezeichnet   wird;    sie    ist    der    Entfernung    \oui    Mittel- 

pQBkte  proportional. 

Bei  der  gleichförmigen   Kreisbewegung    ist   die   Sectorengesehwindi^keit   für 

«^•-a  Mittelpunkt  des  Kreises  als  Ursprung  der  Sectoren   constant   und   gleieli   dem 

it  «* 
'^«tor,  welcher  der  Zeiteinheit   entspricht;   h'w    iHt   also   r  =  ,    wenn    T  dir 

^  kUoftzeit  btMlentet,  welehc  durch  die  Winkelgescliwindijjkeit  a>  mit  Hülfe  drr 
Vume\wTa'ix  ausgedrüekt  werden  kann.  Da  der  Srctor  der  Kreisbewegnujr, 
««Wker  m  einer  endlichen  oder  iiui*ndlieli  kleinen  Zeit  benchrieben  wird,  diün^r 
mW  yroportional   ist   und    die  Scetoren   der  Kllip^«'    die   l'tojretiunen  der  Seeloren 
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des  Kreises  sind,   so  sind  auch   diese  der  Zeit  proportional  und  ist  anch  für  die 

cliiptisclie  Bewegung  die  Sectorengeschwindigkeit  constant,  nnmlich  c' =  e.  cox  a. 

Da  die  ITmlaufszcit   für  beide  Bewegungen  gleich  gross  ist,   so  hat  man   ferner 

cT^=nah.     Man  kann  daher  dem  Ausdruck  für  die  Beschleunigung^  auch  noch 

die  Formen  geben : 

4»^        .4c'*  4r*  , 

^  —   -f^  —  ^^2^2  '^  —  ^i    '^' 

Wählt  man  die  Hanptaxenrichtungen  ca  und  ch  der  Ellipse  als  Axen  der 
.r,  ?/,  so  sind  die  Coordinaten  des  Punktes  m  leicht  als  Functionen  der  Zeit 
zu  erhalten.  Ist  nämlich  M  zur  Zeit  /  =  0  in  ^^  so  wird  AM  =s  amt  und  der 
Inhalt  des  Dreiecks  ACM  gleich  ^a^  sin  (ot,  der  seiner  Projection  ist  aber  \ay\ 
daher  erhält  man   die  Gleichung  y  =^  h  sin  (ot,   zu  welcher  man  x  =  a  cos  mt  au 

der  Gleichung  (      )  "f"  V>  /    ^^  ^   ^^^  Ellipse    Hndet.      Für   die  Polarcoordinateo 

rm  =  r  und  '^  acm  =  &  des  Punktes  tn  erhält  man  r'  =  «'  cos*  coi  -f-  &•  siti^mit 

/</  ^  =         tg  cot. 

Aus  dem  Vorstehenden  schliosst  man  leicht  umgekehrt,  dass,  wenn  ein  Ponk^ 
eine   Ellipse    beschreibt   unter  Einfluss    einer    nach  dem  Mittelpunkt  gerichteten. 
Beschleunigung,    diese    dem   Radiusvector    proportional    und    dass    die   Sectoren-' 
geschwindigkeit  der  Bewegung  constant  sein  muss.    Denn  es  giebt  immer  eiAO'*^ 
Kreis,   dessen  Projection  die  Ellipse  ist  und  in  ihm  eine  Bewegung,  welche    d^^ 
elliptischen  Bewegung  folgt;   für  diese  ist  alsdann  die  Beschleunigung  nach  d.^^* 
Mittelpunkt  gerichtet  und  dem  Radius  proportional,   folglich  die  Geschwindigl*^^*' 
der  Kreisbewegung  constant. 

§.   8.     Ist    die   Bewegung    eines    Punktes    aus    zwei    anderen    ß^^* 
wcgungen  zusammengesetzt,  so  kann  die  Beschleunigung  leicht  aus  Ä^^ 
Beschleunigungen  jener  mit  Hülfe  des  folgenden  Satzes  gebildet  werd^s**** 
Nennt   man   die   Beschleunigung   der   zusammengesetzten  Bewegung   ^** 
Resultante  der  Beschleunigungen  der  beiden  Bewegungen,    ans  welcl»  ^ 
diese  hervorgeht,  so  heisst  derselbe: 

Die    Resultante    zweier    Beschleunigungen    wird    na^^ 
Grösse    und   Richtung    durch    die   Diagonale    des   Parallel  ^^ 
gramms    dargestellt,    welches  über   jenen   als    Seitenlang)^ 
und  Seitenrichtungen  construirt  werde.n  kann. 

Sind   nämlich   von    irgend    einem   Punkte  0  aus  constmirend ,    0^  ^ 
und    ^iV^    zwei    Linien,    welche    nach   Grösse    und   Richtung    die   Q- 

j,     73  schwindigkeiten  darstellen,  welcl 

yj  ^./  der  bewegliche  Punkt  in  Folge 

---^^     ^  ^i;'  beiden  Bewegungen  zur  Zeit  < 

^         >5*f  ^^^^''  ^^  ^^^^^  ^''2  ^^®  ResultanC- 

0^  ^r,  ,■''       ^  >  ^  derselben,    d.  h.  die  absolute  Q^^^ 

'/'  <\  \^     schwindigkeit  des  Punktes  zu  de*^^  ^ 

selben  Zeit  dar.    Sind  ebenso  OF^-^ 
und    }\  r./   die   Geschwindigkeiten   jener   Bewegungen   zur  Zeit  t  + 
so   ist  OV.^   die   absolute  Geschwindigkeit   dos  Punktes  zur  Zeit  /  + 
Zieht   man   nun    F,  jr  parallel    Vy  V.,'  und  JV.{   parallel    rW,    so  ste 
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J  f\'  =  r,  Tj'  die  Elementnrboschleunigung  der  oincn,    l^J  die  der  an- 
Ueren    BewegQog,    V^V-/  aber   die  Elementarbeschleunigung   der  zusam- 
mengesetzten  Bewegung    dar.      Dieselben    sind   q>i(ity  ^^dt^  gpJ/,    wenn 
Tit  7}«  7   die  Beschleunigungen    der   drei  Bewegungen   bedeuten,    sind 
also  diesen  letzteren  proportional.     Daher   lässt  sich   aus   9>|,  gp^*  ^  ^^^ 
^ilen  ein  Dreieck  constnüren,   welches  dem  unendlich  kleinen  Dreieck 
^^T  Elementarbeschleunigungen    ähnlich    ist,   mithin   auch    ein  Parallelo- 
C^nim,  dessen  Diagonale  die  Beschleunigung  (p  nach  Grosse  nnd  Kich- 
^Qig  darstellt. 

Der  vorstehende  Satz,  welcher  den  Namen  des  Satzes  vom  Paral- 
l^logninm  der  Beschleunigungen  fuhrt,  kann  leicht  für  drei  und  mehr 
Beicbleonigangen  erweitert  werden  (Parallelepiped  und  Polygon  der 
i^hleanignngen),  ganz  ebenso,  wie  wir  früher  den  Satz  vom  Parallelo- 
P^tam  der  Geschwindigkeiten,  vom  Parallelogramm  der  Translationen, 
«^r  Rotationen  u.  «.  w.  erweitern  konnten. 

Derselbe  Satz  dient  auch  zur  Zerlegung  einer  Beschleunigung  in 
**«*i  oder  mehrere  andere,  welche  als  die  Beschleunigungen  von  eben- 
•^^''iel  Bewegungen  angesehen  werden  können,  in  welche  die  gegebene 
««wegaog  zerßillt  werden  kann. 

§.  9.  Eine  besonders  wichtige  Zerlegung  der  Beschleunigung  q> 
***  die  Zerlegung  derselben  nach  der  Tangente  und  der  Ilauptnoi malen 
^**  lUbn    oder   die  Zerlegung   in   die  Tangential-  und  die  Normal- 

•'•chlcunigung.      Ist   nHmlich   «   der   Neigungswinkel    der    Beschleu- 
|*»€Ung  ^  gegen   die  Tangente  y.^^   -^ 

^•'    Bahn,    so   sind    die   Tan-  »,  **'     -i 

*=*   **tial-      und      Normalcompo-  •* ' 

*'"*te,  welche  q>i  und  tp„   heis-  <•»        ^  ,     ,   ^ 

'^^  mögen:  T  ^ 

'  =2  y  •  (*o5a,      ^^  =  y  •  Sin  a,  ^ 

^^U  man  nun  in  dem  uni'ud-  ' 

*'*^*»    schmÄlen    Dreieck    OVl'\ 

,  ^••en  Seiten   OF,  ()y\    /T'    die  Geschwindigkeiten,    entsprechfMxl    den 

*^^n   i   nnd  /  4-  dt   und    die    Elementarbesehleuiiii'nng  w-tit   j»ind,    von 

*la*  Perp«*ndikel    VQ    (unendlich    kleiner   Kreisbogen    ans    O    mit    O  V 

Kmdios)   auf  die    Seite  0V\    so   hat   dies   die   Richtung    der    llaupt- 

'••^ftalen    MC    und    zerfiillt   die    Elementarbesciileunigung    VV    in    zwei 

^**ponenten,   eine   tangentielle    VO'z^Ql"   und  eine  normale    VQ  und 

■^   dir  verschwindend  kleine  Zerlegungsfigur  im  Verschwinden   der  end- 

'••'n  Zerlegungsftgur  von  rp  in  tpt  "i>«l  Ti  ähnlich  iht ,  so  hat  man 


di    '        ^"  .// 


i:i=^ 
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Hiebei   ist   nun    QV'  =  OV  —  OV  =  dv,   nämlich   das   Differential   der 
Geschwindigkeit  im  gewöhnlichen  Sinn  und  folglich 

dv 

und  wenn  der  Contingenzwinkel  VOV  mit  de  bezeichnet  wird  QV=pdi^ 

mithin 

ds 


dt 

Der  Contingenzwinkel  ist  zugleich  der  Winkel  der  beiden  anf  einander 

de  , 

folgenden  Normalen  MC,  AfC  und  stellt     -    die    Winkelgeschwindigkeit 

des   beweglichen  Punktes   um  den  Krümmungsmittelpunkt  C  dar.     Dem 
Ausdrucke   für  g)^   kann   man   noch   zwei   andere  Formen   gehen,   wenn 
man  die  bekannte  Beziehung  zwischen  Bogenelement,  Contingenzwinkel 
nnd   Krümmungshalbmesser   in  Verbindung  mit   dem  Ausdrucke   für  die 
Geschwindigkeit  heranzieht,  nämlich: 


ds 
^         de' 

ds 
"        d, 

woraus  folgt: 

de 

td 
Dadurch  erhält  man  für  (p„: 

V 

• 

m      — 

•» 

7'- 

^1^ 


und  wenn  man  den  vorhin  aufgestellten  Ausdruck  für  q>n  mit  q  dir  J 
nnd  multiplicirt  und  für       die  Winkelgeschwindigkeit   --  einsetzt,  wei"^ 


9n=if   g)'. 


I 
1 
] 


Man  hat  daher  den  Satz: 

Die   Beschleunigung   eines   Punktes   kann  jeden   Ang 
blick  in  zwei  Componenten  zerfällt  werden,   in  die  Tang 
tialbeschleuniguug   und  die  Normalbeschleunigung,    erst 
längs    der    Tangente,     letztere     längs    der    Hauptnorma  ^ 
nach  dem  Krümmungsmittelpunkte  hin    g'erichtet.     Die  T^^ 
gentialbeschleunigung    ist   die   Derivirte   der   Geschwind  ^ 
koit  nach  der  Zeit,   die  Normalbeschleunigung   ist  der  Q  '■^ 
tient    aus    dem    Quadrate    der    Geschwindigkeit    durch    ^^ 
Krümmungshalbmesser,    oder,    was  hiermit  gleichbedent^ 
ist,    das   Produkt    aus    dem   Krümmungshalbmesser   und    '* 


Quadrate   der   Winkelgeschwindigkeit   um    den   Krümmur»   ^5 
luittclpunkt. 

Die  Nonnalbesclileunigung  heisst  auch  die  Centripetalbescli.     ^ 
uigung,  weil  sie  nach  dem  Krümmungsmittelpunkto  hin  gerichtet    ^^ 
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so   schneidet   dieser   die  Richtung   der  Beschleunigung  in   zwei  Punkten 

Ay  B  so,    dass  -4,  B^  />,  F  vier  harmonische  Punkte   und  -4,  B  einer- 

Y\^^  75  seits,    />,    F    andrerseits     zugeordnet     sind. 

Die  Punkte  i>,  F  sind  daher  conjugirte  Pole 
in  Bezug  auf  diesen  Kreis. 

§.  12.  Während  der  bewegliche  Punkt  von 
M  aus,  wo  er  sich  zur  Zeit  /  befindet,  mit  verän- 
derlicher Geschwindigkeit  seine  Bahn  beschreibt 
und  nach  der  Zeit  ^  -f  ^  ^i^  einem  weiteren 
Punkte  M  angelangt  sein  wird  (S.  Fig.  77.), 
wollen  wir  gleichzeitig  einen  zweiten  Punkt  von 
M  abgehen  lassen ,  welcher  sich  mit  constantar 
Geschwindigkeit,  nämlich  mit  der  Geschwio^' 
digkeit  v,  welche  der  Hauptpunkt  zur  Zeit. 
in  M  besitzt,  auf  der  Tangente  bewegt  uxb.« 
zur  Zeit  /  +  9  die  Lage  iV  erreicht  haben  inag.     Die  Verbindungslix^'' 
NM'  beider  Punkte,  welche  nach  Grösse  und  Hichtung  mit  %•  veränderli-^ 
ist,   und   mit  ^  verschwindet,   steht  mit   der   Beschleunigung  (p  in    ^^ 
doppelten   Beziehung,    dass    1)  die  Richtung  von  NM'  bei   abnö  ^ 
mendem    <&    sich    der   Richtung     der    Beschleunigung  '(p    ^^ 
ihrer  Grenzlage  nähert   und    2)  der  (Quotient    des  Abstand    ^ 
N M*  durch   das   halbe   Quadrat   von   {>   in   der   Grenze   in 
Grösse  der  Beschleunigung  übergeht.     Die  verschwindend  kle 
Strecke  NM\  welche  die  Abweichung  des  beweglichen  Punktes  von 
Tangente   in    der   Richtung    der   Beschleunigung    misst,    wird    die  TP 
viation  ö  des  beweglichen  Punktes  genannt. 

Zum  Beweise  des  eben  ausgesprocheneu  Satzes  genügt  es,   die 
wegungen  der  beiden  Punkte   während   zweier   auf  /  folgender   Zeitel 
mentc    dt    zu    verfolgen.      Während    der    ersten    derselben    beschreibü^ 
beide   Punkte   das   Element   Mm  =z  ds  ^=  väl^    (Fig.  76.),    welches   d  ^ 

Tangente  mit  dem  Krümmungskreiso  geme;^ 
hat.  Während  des  zweiten  Zcitelementes  (^ 
durchläuft  der  Hauptpunkt  das  Bahnelemec^ 
mJ^f  =  (v  +  dv)  dly  welches  zugleich  dc^ 
zweiten  Tangente  und  dem  Krümmungskreis«^ 
angehört,  während  der  zweite  Punkt  auf  de-^ 
ersten  Tangente  das  Element  mN=vdi  = 
zurücklegt.  In  dem  unendlich  kleinen  Dreiecke  mNM'  sind  also 
Seiten  mN  und  mM'  den  Geschwindigkeiten  v  und  v  +  rfy  proportional- 
welche  der  bewegliche  Punkt  zu  den  Zeiten  /  und  t  +  dt  besitzt  un^ 
haben  diese  Seiten  zugleich  die  Richtungen  dieser  Geschwindigkeiten 
Construirt  man  daher  das  Dreieck  wiTF',  welches  die  Geschwindigkeiten 
m  V=  V  und  mF'=v  +  dVj  sowie  die  Elementarbcschleunigung  Vf^'  =s  yif 
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eiteu  hat  (ö.  §.  1.),  so  folgt,  dass  A  mNM'  ^jo  A  mW  uud  da 
Droiecke  zwei  Seiten  parallel  haben,    so  folgt,  dass  NM'  parallel 

Ilementarbescbleunigung  W  ist,  womit  der  erste  Theil  des  obigen 

s  erwiesen  ist.  —  Die  Linie  NM'  schneidet  nun  den  KrÜmmungs- 
som  sweitenmale  in  einem  Punkte  F  und  besteht  daher,  weil  mN 

Krämmungskreis  berührt,  die  Relation 


ml{'  =  6' NF, 

Da  aber  NF  nach  dem  eben  bewiesenen  ersten  Theile  unseres 
%  die  Richtung  der  Beschleunigung  hat,  so  geht  es  in  der  Grenze 
6  Sehne  c  über,  welche  diese  Richtung  im  Krümmungskreise  bestimmt 
da  m  N  =  vdi  ist,  so  liefert  hiermit  die  vorstehende  Relation 

v'^dC'  =  de 

weil  nach  §.  11.  v^  =  ^cg)  ist 

6 

it  auch  der  zweite  Theil  der  Behauptung  erwiesen  ist,  weil  die  ab- 
lendc  Zeit  O  nichts  anderes  als  das  Zeitdifferential  dl  ist. 

Bringen  wir  die  eben  entwickelte  Gleichung  in  die  Form 

Igt  sie  aus,  dass  die  Deviation  des  beweglichen  Punktes 
unendlich  Kleines  zweiter  Ordnung  ist,  und  erhalten 
,  indem  man  die  halbe  Beschleunigung  mit  dem  Qua- 
ß  des  Zeitelementos  multiplicirt.  Ein  Punkt,  welcher  in 
ichtung  der  Beschleunigung  ohne  Anfangsgeschwindigkeit  sich  wäh- 
des  Zeiteiementes  mit  coustanter  Beschleunigung  q)  bewegen  wünU*, 
t  in  dieser  Zeit  den  Weg  ö  zurücklegen.     Denn  bezeichnet  5  seinen 

nd   von    M  zur   Zeit  r,    so   wäre   seine  Beschleunigung       .^   =  (jp, 

■t 
1   »eine  Geschwindigkeit         =  gp  •  r    und  sein  Abstand  $  =  ^(jpr*, 

I  Air  r  =  dt  derselbe  gleich  \  g>di'^,  d.  h.  gleich  d.  M^n  kann 
die  Bewegung  eines  Punktes  auf  der  krummlinigen  Bahn  waiireud 
leiielementes  ansehen  als  aus  zwei  andern  Bewegungen  zusammen- 
rt,  nämlich  einer  glcichninnigen  lÄngs  der  Tangente  von  der  Gv- 
adigkeit  r,  wie  sie  der  Punkt  zu  Anfang  des  Zeitelementes  besitzt, 
einer  gleichförmig  veränderlichen  in  der  Kiciitung  der  Beschleu- 
g,  deren  Beschleunigung  mit  der  Beschleunigung  zu  Anfang  dcb 
emente«  nach  Grösse  und  Richtung  überoint>tiiinnt.  Hierauf  kann 
eine  Infinitebimalconstruction  der  Bahn  dos  Puiikteh  gründen  mit 
i  der  kleinen  Wege,  welche  der  Punkt  in  den  Richtungen  dvr 
;eiitc  und   der   Beschleunigung   beschreiben    würde,    wenn    er    liintr^i 
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diesen   die  eben    erläuterten   Bewegungen    während    sehr    kleiner   Zeit- 
räume verfolgen  könnte. 

§.  13.   Um  den  vorstehenden  Satz  analytisch  zu  erweisea,  seien  a;,  y^  z 

die  Coordinaten  dos  beweglichen  Punktes  M  (Fig.  77.)  zur  Zeit  i.    Aus 

Y\^,  11^  ihnen  erhält  man  die  Coordinaten  des  Ptmktes 

M\  d.  h.  des  Ortes  des  beweglichen  Punktes 
^^C-  zur  Zeit  /  +  ^,  indem  man  in  x,  y,  z  an  die 
Stelle  von  t  die  Grösse  t  -{-  ^  treten  lässt* 
Da  der  Satz  nun  <&  bloss  für  sehr  kleine  Werthe 
in  Anspruch  nimmt,   so  kann  man  die  Coordi- 


0 


JT 


Y 


/  '  naten   des  Punktes  M  nach   dem  Taylor'schen 

Satze    in     Hcihen     entwickeln,     welche     nach 
ganzen  Potenzen  von  O  fortschreiten,   wodurch  man  erhält 

-'  ^  di  ^di^  ^  ^  di^  ^ 

^  ^  dl        ^  ^di'         ^^di'         ^  •••• 

Die  Coordinaten  des  Punktes  N  erhält  man  durch  die  Bemerkung, 
dass  die  Differenzen  zwischen  ihnen  und  den  gleichnamigen  Coordinaten 
des  Punktes  M  die  Projectionen  der  Tangentenstrecke  MN  =  v^  auf 
die  Coordinatenaxen  und  demnach  die  Coordinaten  von  N  selbst  gleich 
den  Summen  von  x^  y,  z  und  diesen  Projectionen  sind.  Bildet  nun  die 
Tangente,  im  Sinne  der  Bewegung  genommen,  mit  den  Axen  die  Winkel 
cf,  j3,  y,  so  sind  wO  cosct^  »O*  cosß^  vd^  cosy  diese  Projectionen;  sie  geben 
aber,   da  v  cos  a^   vcosß,  v  cosy  die  Componenten  der  Geschwindi^eit 

parallel  den  Axen,  nämlich  die  Grössen   ■     ,    -     ,     -  darstellen,  tlber  in 
^  dt       dl      dt 

-^  •  'O',     ■  •  '9',    ^  *  ^  und  demnach  sind  die  Coordinaten  des  Punktes  iV: 
dt  dt  dt 

.    ^^     ^  .    ^y     «  .    dz     ^ 

Subtraliirt   man  diese  Coordinaten  von  den  obigen  Coordinaten  d« 
Punktes   M\    so   erhält    man    die   Projectionen    der    Linie    N3f   auf   ^.Je 
Axen,  nämlich: 

■d'^y     ,    .d^y 


i»1^+a»+ ■•] 
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deren  QuadraUumiiie  das  (Quadrat  von  NM*  bildet.     Hieraus  folgt  sofort 
beim  GrensenübergaDge  fUr  abnehmende  0: 

also 

Die  Cosinusse  der  Neigung  von  iV.V'  gegen  die  Axen  sind  propor- 
tianml  den  Projcctionen  von  f^ M*  auf  diese  Axen,   also   in   der  Grenze 

proportional  den  Grössen       \  ,       ^  ,     -  j     d.  li.  den  Componenten  der 

BefcUennigung  qo  parallel  diesen  Axen.     Daher  hat  iViT  in  der  Grenz- 
1a^  die  Richtung  der  Beschleunigung. 

§.  14.     Von  der  Normalbeschleunigung  kann  man  eine  interessante 
Anwendung  auf  die  Bestimmung  des  Krümmungshalbmessers  der  Curven 
machen.     Man  betrachtet  zu  diesem  Ende  die  Curvo  als  von  einem  be- 
weglichen  Punkte    beschrieben,  'dessen   Bewegung  man   öfter  selbst  in 
mehrere  andere  Bewegungen  anflöst,  bestimmt  die  Geschwindigkeit  und 
Beschleunigung    desselben,    sowie   die   Normalcomponentc   der    letztem. 
Das  Qoadrat   der  Geschwindigkeit   durch   diese  Normalcomponentc  divi- 
diii,  gibt  den  Krümmungshalbmesser.    Vgl.  über  diese  Methode:  Bresse, 
Memoire  sur  un  theorcmc  nouvcau  cvnccrnnnt  les  mouvements  plans   et  sitr 
.  f^/'/rftc/i/iofi   de  In   cinematitjuc   it  In   drtermination   des  rnyons  de  courhure, 
Jtmm,  de  teeoie  polytechn,    T.  XA'.   p.  1<>1.    {a.  1853.).  —    Kesal,  traile 
^f  cinemiiUque  pure,   p.  55.      Wir  wollon  diese  Methode  an  einigen  Bei- 
spielen erläutern. 

1.     Krümmungahalbmessur  ^'ff-  '<^- 

^*'    archimedischen      Spirale.  '    ^'*7'/ 

*^'»cli  C«p.  II.  §.  7.  Nr.  1.  im  IL  Theile  /  / 

**rttlli  die  Geschwiudigkoit  o  de»  bc-  /  f 

*^"'«ibenden  Puuktes  in   zwei  Com-    ^  ,     *    o 

'^^»«iiten,  V,  »<i<o  längs  des  Kadiu»-  ;    i;  ^U'  //* 

'cctorj  r  nnd  r,  =  ra  senkrocht  zu        ,-'»     'ä^^*^       > 
*!  Wenn  »  die  conntanle  Winkel-  '  '^^** 


d^ 


inr 


~*^liWindigkoit  —  des  Uadiusvectors  \ 

**  «  die  Pol arsub normale  derCurve  '^^' 

^,.  **il€t,  deri'U  Gleichung  r  =  a^  ist.  /                                              \ 

.  "'Wntimmeo  nnu  zunächst  die  jeder  /  '                            -«A-  -v         \ 

^»^ Componenten  ontprechende  He-  ■■'^'*^            \ 

'^TUdfung.    Die  constante  Compo-  i/A                     *%*  ^r^  _ 

,,,***♦    p,  —   -Vr,   (Fig.    78j    ändert  /                             '     *  «" <  ,  "    / 

^  "^  ihre  Richtung,  daher  ist  ihre  Kle  ^             \                  \ 

^  rbescbleunigong  K,  r,'  =  »,f/^  ^      .   ^ -^ 
4%  >»  am^di  und  mitbin  ihre  Beschleunigung  97,  -=  a<o^  und  deren  Kiehtuug 


.1 
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senkrecht  zum  Radiusvoctor,  dem  Sinne  nach  übereinstimmend  mit  <o.  Die  Com- 
ponente  v^  ist  nach  Grösse  and  Richtung  veränderlich;  daher  besitzt  ihre  Ele- 
mentarbeschleunigung V^Vt  zwei  Componentcu,  V^Q  =i  ratd^  =»  rcal^dl  parallel 
dem  Radiusvcctor  und  nach  dem  Pole  hin  gerichtet  und  Q  V^  =t  dr  -  m  =  ad^  • » 
=  acol^di  senkrecht  zum  Radiusvcctor  im  Sinne  von  o.  Daher  hat  auch  die  Be- 
schleunigung (p^  von  Vj  zwei  Compouenten,  nUmlich  reo*  parallel  dem  Radios- 
vector  und  ato^  senkrecht  zu  ihm.  Die  letztere  Componente  verbindet  sich  mit 
qp,  und  zerfällt  daher  die  Gesammtbeschleunigung  q)  des  beweglichen  Punktes  in 
die  Componenten  ro^  längs  des  Radiusvectors  und  2a(o*  senkrecht  su  ihm,  deren 
Verhältniss  demnach  gleich  r:2a  ist.  Construiren  wir  daher  über  MO  ss»  r  und 
0N^  =»  2  '  Oy  =  2a  ein  Parallelogramm  und  ziehen  dessen  Diagonale  MA\f  so 
ist  qp  =  MN^'ta!^  und  wenn  wir  die  Diagonale  auf  die  Richtung  der  Kormalen 
My  projiciren,  so  erhalten  wir  die  Normalbeschlounigung  tpn  aus  der  Projection 
Mn  durch  die  Gleichung  tpn  =  Mn  •  co*.  Nun  ist  aber  allgemein,  wenn  q  den 
Krümmungshalbmesser  bedeutet,  qtpn  =  v'^  und  da  aus  der  a.  a.  O.  gegebenen 
Construction  v  =  MV  •  o'  folgt,  so  erhält  man  für  q  die  Gleichung 

g.Wn  ^  ~MV\ 
Um  Q  zu  finden  hat  man  also  blos  über  Mn  als  Durchmesser  einen  Kreis  zn 
beschreiben,  in  diesen  M^  als  Sehne  zu  übertragen  und  deren  Projection  auf  den 
Durchmesser  zu  nehmen. 

2.    Nach    derselben    Methode    kann    man    den  Krümmungshalbmesser   jeder 

dr 
Polarcurve  r  =  f{d')  bestimmen.  Denn  die  Componente  V|  = -r-  der  Geschwin- 
digkeit längs  des  Radiusvectors  besitzt  eine  Beschleunigung,  welche  im  Allge- 
meinen in  zwei  Componenten  zerfällt,  nämlich  eine  gleichfalls  längs  des  Radius- 
vectors gleich  -T^  =  -T-;  und  eine  andere  senkrecht  zu  ihm  gleich  »,--—«=--—-, 
°  dl       dl^  dl        dt  dt 

dd" 
Die  Componente   V2  =  '*  —    der  Geschwindigkeit   aber,    welche   senkrecht    zum 

Radiusvcctor   ist,    hat   eine  Beschleunigung,    von    deren   Componenten    die  eine, 

—j  ,  die  andere,  senkrecht  zum 


/'•?) 


Radiusvcctor,  aber  den  Werth  -     ,  besitzt.     Die  beiden  Bestandtheilc  der  Be- 

dl 

schleuuigung,  welche  in  die  Richtung  des  Radiuävectors  fallen,  haben  entgegen* 
gesetzten  Sinn,  -r-^  abgewandt,  rl—j  dem  Pole  zugewandt;  sie  liefern  daher 
als  Gesammtbeächleunigungscomponente  längs  des  Radiusvectors  die  Differenz 
-— 2  —  '•  ( "TT )  •     Die   beiden   Beschleunigungsbcstandtheile ,    deren  Richtung  senk- 

.     ,_  d  y'—j 

recht  zum  Radiusvcctor  ist,  nämlich  - — —   und —  haben  gleichen  Sinn  und 

dl  dl  dl 

liefern   als  Gcsammtcomponcnte   der  Beschleunigung   senkrecht   zum  Radiusvectox 

die  Summe  2  .-  -; h  ^  ^  »  = —  .    l'*-;-)'      Indem    man    nun    beide  Beschle 

dl  dt  dr         r  dl  \      dl/ 

nigungscomponenten ,   die   in   der  Richtung   des  Radiusvectors   fallende,   sowie 

zu   ihm   senkrechte   auf  die   Normale    der   Curve   projieirt,    erhält   man  wie  o 

q>«,  welches  nebst  dem  nach  Cap.  II.  §.  7.  Nr.  2.  zu  bestimmenden  Wcrthe  von  v  in 

Gleichung  Qtp»  =  v^  einzuführen  ist,  um  den  Krümmungshalbmesser  q  zu  find 

3.     Krümmungshalbmesser    der    Ellipse.      Betrachten    wir   die  £1 


Kig.  7:j. 
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Ten  HalbAxen  «,  ö  seien,  als  die  Projeetion  eines  Kreises  vom  Radius  //,  wie  §.  7. 
fB  C«pii«ls  und  denken  sie  von  einem  Punkte  beschrieben,  dessen  Bewegung 
e  Projeciion  der  gleichförmigen  Kreisbewegung  von  der  Winkelgeschwindigkeit 

tat,  ao  ist  die  Beschleonigung  der  elliptischen  Bewegung  proportional  dem  Ka- 
•arector  r,  welcher  vom  Mittelpunkt  der  Ellipse  nach  dem  beschreibenden  Punkte 
Bsofen  werden  kann  und  nach  dem  Mittelpunkte  hin  gerichtet.     »Sie  ist  demuHch 

^  «V.     Zerlegen  wir  sie  in  ihre  Tangential-  und  Normalcomponente  (Fig.  71).). 
»  wird  leUiere  gleich  wl^p,  wenn  p  die  Länge 
m  wmn  Mittelpunkte  auf   die  Tangente  ge- 
Ultaa   Perpendikels    ist.      Demnach    besteht 

&  Gletchnng   >-  =*  Q9*p.    Nan  ist  aber,   wie 

!•  7.  bewiesen  wurde ,  für  die  elliptische  Bc- 
^t|tag  der  Sector  proportional  der  Zeit  und 
^  nach    8.  3.   Nr.  2.  die  Geschwindigkeit 

Sc 

*  *  -  - .      Dadnrch    geht    unsere    Gleichung 

P 

'^r  in  (--)  =  p\.    Ferner  ist  aber,  wenn  T 

^   der  Kreisbewegung   und    der    elliptischen   Bewegung    gemeinschaftliche  l^m- 

^•seit  beaeichnet,   taT  =  2k  und   Kafj=^cTj   aus  wcIchcnGleichungen  durch 

I-     .  2  c 

'>4ftiiiition  von  T  folgt:    —  =  ab.    Daher  wird  der  Krümmunj^shalbmesser 

w 

Man  kann  die^sem  Ausdrucke  eine  für  die  Constructiou  bequemere  Gestalt 
'^^B,  indem  man  den  zum  Radiusvector  r  coiijugirtcn  Öemidiamcter  ß  einführt. 
'  v^ioilich  das  Parallek>gramm  conjugirtor  Semidiamctcr  constant  ist,  so  ist  der 
^^tdes  aus  r  und  ß  gebildeten  Paralleloj^ramms,  nämlich  pß  =  ab.    Hiermit  wird 

■^  der  Krümmungshalbmesser  der  Ellip.sü  ist  die  dritte  Proportio- 
■^  lum  Abstände  p  der  Tangente  des  CMirvcnpunktes  vom  Mittcl- 
^Itte  and  dem  zur  Tangente  parallelen  ^Scmidiamcter  ß. 

Mit  Hülfe  bekannter  SHtze  über  die  Uadicnveetorcn  r, ,  r,,  welche  von  den 
~*%iipiinktvn  nach  «Kin  Ciirvenpunktc  gezogen  werden  können,  die  NorniRl- 
*^^kc   .V,   welche   zwischen   dem   Curvenpunkte    und   der   grossen   Axo   enthnltcii 

•  und  die  Perpendikel  p^  /),,  welche  von  den  Brennpunkten  auf  die  Tangente 
^llt  werden  können,  kann  man  diesem  Ausdrucke  noch  weitere  Formen  geben. 
'*»t  mau  t.  B.  die  ÖUlzc  r,,  r,  =  ß*,  py  ^  b*  =  />,  p,  heran,   so   nimmt   9   die 

p  =  •  A  . 

Sun  sind  aber   --  und  -—    die    Cosinusse    der    beiden    gleichen    Winkel    U', 

I  '''  ''^ 

^^b«  die  Normale  mit  den  Kadicnvcctoren  bildet.     Daher  wird 

.V 

Htenuicb  wird  die  Normalstrecke  A'   durch  zweimalige  Projection  des  KrUm- 
^C*kalbmessers  q  =  MC    auf   den   Radiusvect(»r   und   zurück    auf  die   Normale 
ten;  dies  liefert  eine  sehr  einfache  Constriietion  des  Krümniungshalbmessi'i>, 
da   keine   MittelpunktMeleniente    erforderlich   sind,    auf  alle   drei    Ke^cl- 
Ue  fUiehmäaaige  Anwendung  ündct. 


204  Krümmungshalbmesser  der  Cycloide  uud  Schraubenlinie.  I.  Cap. 

4.  Krümmungshalbmesser  der  Cycloide.  Zerlegen  wir,  wie  Cap.  II. 
§.  7.  Nr.  5.  im  II.  Theile  die  Geschwindigkeit  des  beschreibenden  Punktes  in  die 
beiden  gleichen  Componenten,  die  eine  parallel  der  Basis  der  Cjcloide,  die 
andere  tangentiell  an  den  rollenden  Kreis,   und  nehmen  an,  der  Elreis  rolle   mit 

constanter    Winkelgeschwindigkeit    —  =  o,   so  hat  die  erstere  Componente  gar 

keine  Beschleunigung,  weil  sie  weder  ihre  Grösse  noch  ihre  Richtung  ändert,  die 
zweite  aber  besitzt,  als  die  Geschwindigkeit  einer  gleichförmigen  Kreisbewegong 
eine  Beschleunigung  aco*  nach  dem  Mittelpunkte  des  Kreises  gerichtet,  wenn  a 
dessen  Radius  bezeichnet.  Diese  Grösse  stellt  daher  die  Gesammtbeschleanigung 
der  Bewegung  dar  und  wenn  wir  sie  auf  die  Normale  MC  projiciren,  so   ergibt 

sich    für  die  Normalboschleunigung :  \MC    at^.     Da   ferner  die  Geschwindigkeit 

V  =  MC  •  m  ist,   so  besteht  die  Gleichung —  -    =  ^MC  -  w',    aus    welcher 

Q 
folgt,   dass  der  Krümmungshalbmesser  9  =  2-  MC^    d.  h.    gleich  der  doppelten 

Normalen  ist. 

5.  Krümmungshalbmesser  der  Schraubenlinie  eines  Cjlinders. 
Die  Schraubenlinie  eines  beliebigen  Cjlinders  ist  die  Curve,  deren  Tangenten 
Constanten  Neigungswinkel  a  mit  den  Erzougungslinien  bilden.  Ein  Punkt  be- 
schreibe diese  Curve  mit  constanter  Geschwindigkeit  a;  wir  zerlegen  dieselbe  in 
zwei  Componenten ,  eine  eine ,  a  cos  a  längs  der  Erzcugungslinie  und  eine  andre, 
a  sin  a  senkrecht  zu  ihr.  Beide  sind  constant  und  da  die  erstere  von  ihnen  anch 
ihre  Richtung  nicht  ändert,  so  ist  die  Gesammtbeschleunigung  der  Bewegung  die 
Beschleunigung  der  zweiten  Componente.  Diese  ist  aber  die  Beschleunigung  für 
die  Bewegung  eines  Punktes  auf  dem  zu  der  Erzcugungslinie  senkrechten  Cjlin- 
derschnitt  und  da  sie   blos  ihre  Richtung,  nicht  aber  ihre  Grösse  ändert,  so  ist 

sie  normal  zu  diesem  Schnitt  und  hat  den  Werth ,    wenn  q^  den   Kriim- 

9o 
mungshalbmcsscr  dieses  Schnittes  darstellt.     Da  die  Geschwindigkeit  für  die  Be- 
wegung   auf   der  Schraubenlinie    constant  ist,    so   ist  diese   Grösse  zugleich  die 

Normalbeschleuniguug  dieser  Bewegung,  also  gleich  —  ,  wenn  q  der  Krümmungs- 
halbmesser der  Schraubenlinie  ist.  Durch  Gleichsetzung  beider  Ausdrücke  er- 
gibt sich  daher 

stn*  a 

d.  h.  der  Krümmungshalbmesser  jeder  Cylinderschraubenlinie  wird 
erhalten,  wenn  man  den  Krümmungshalbmesser  des  zu  den  Crceu- 
gungslinien  senkrechten  Cylinderschnitts  durch  das  Quadrat  des 
Sinus  dos  constanteu  Winkels  dividirt,  welchen  die  Tangente  der 
Curve  mit  der  Erzeugnngslinio  des  Cylinders  bildet.  Es  ist  übrigens 
Fig.  80.  sehr  leicht,  den  Krümmungshalbmesser  der  Schraubenlinie  unab- 

ii/£9i  hängig  von  der  Theorie  der  Beschleunigung  zu  bestimmen.     Siad 

tf-'-lP  nämlich  M,  M\  M"  und  wi,  ;«',  m"  (Fig.  80.)    drei   aufeinander- 

^/ ,.  «^  folgende  Punkte  der  Schraubenlinie  und  des  erwähnten  Cylinder- 

""^^-^.'Jx,  '  Schnitts,   welche  paarweise   auf  denselben  Erzeug^ngslinien  lie- 

,  Jf^^itf"   gen,    so    besteht    zwischen    den    Bogcnelementen    MM'  »s  ds, 
I  mm^  =  dsQ  die  Beziehung  ds  •  sina  =  ds^.    Aus  dem  sphärischeii 

"ac,--''".!  \mf  1^    Dreieck   aber,    welches    die   Tangenten   in  M  und  M'  mit  der 
'*        durch    M'   gehenden  Erzeugungslinie    an    der    Ecke  M'   bilden» 
erhält  man  den  Contingenzwinkol  da  der  Schraubenlinie,  nämlich:  ds^^dB^'MWfL^^ 
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der  Kräfte   finden  werden,    die  Elementarar6eil   der  Beschleuni- 
gung  und   das  Integral  selbst  als  die  Summe  dieser  Eleroentararbeiten     • 
die    totale   Arbeit    oder    kurz    die   Arbeit    der   Beschleunigung 
längs    des    Weges    s  —  s^^    nennen.      Demnach    enthält    die    Gleichung 
den  Satz: 

Die  Aenderung,  welche  das  halbe  Quadrat  der  Ge- 
schwindigkeit beim  Ucbergang  des  Punktes  aus  einer  er- 
sten in  eine  zweite  Lage  erleidet,  ist  gleich  der  Arbeit  der 
Beschleunigung  längs  des  durchlaufenen  Weges. 

Man   kann   die   Definition    der   Arbeit   der   Beschleunigung  q>   auch 
etwas   anders   fassen.      Da   sie    nämlich   als   das   Produkt   q>  cos  a  d$   er- 
scheint, so  kann  der  Factor  cos  a  zu  ds  gezogen  werden  und  kann  man 
die   Projection  ds  cos  a  des  Elementarweges   auf  die   Richtung   der  Be- 
schleunigung  in  die  Definition  aufnehmen  und  sagen:   „Die  Elemen- 
tararbeit    der   Beschleunigung   ist   das   Produkt  aus   der  Be- 
schleunigung   und    der  Projection   des   Elementarweges  auf 
die  Kichtung   derselben.**     Man   pflegt   sogar   den  Bogriff  der  Ele- 
mentararbeit noch   dahin   zu  erweitern,    dass  an  die  Stelle  des  im  Zeit- 
elcmente   wirklich   durchlaufenen   Elementes   ds    eine   andere    unendlicW^ 
khäne  Linie  irgend  welcher  Kichtung,  um  welche  der  bewegliche  Pnnk^;^ 
ganz    abgesehen   von   den   wirkUchen  Umständen   seiner  Bewegung  ver  — 
schoben   gedacht   werden   kann,    tritt.      Eine   solche   gedachte  Verschieb  — 
bung   nennt   man    eine    virtuelle   Verschiebung    und    die    ihr    anzu- 
sprechende  Elementar  arbeit   virtuelle   Elementararbeit.    .Man  h^"-* 
darunter   demnach    zu    verstehen    das   Produkt  aus   der   BeschleunigiU^  ^ 
und  der  Projection  der  virtuellen  Verschiebung   auf  ihre  Richtung  od 
was   nach   der   eben   gegebenen   Erläuterung    dasselbe   ist,    das   Prodf' 
uns  der  virtuellen  Verschiebung  und   der  Projection  der  Beschleunigca- 
auf  ihre  Richtung.     Die  Bezeichnung  ,, virtuell**  (von  virtus^  ^die  Fälm- 
kißit,  Möglichkeit)    soll   ausdrücken,    dass    diese  Verschiebungen    nur 
mögHch  gedacht  werden,  nicht  wirklich  erfolgende  sind.     Statt  „virtu^s»^ 
Verschiebung**  ist  vielfach  der  weniger  pass(^nde  Ausdruck  „virtneB-     ■^^ 
Geschwindigkeit**  üblich. 

Ist   Fig.  81.    MN   eine    wirkliche    oder    virtuelle   Verschiebung 

Punktos  M  in    dem    Sinne   MJS  und  « 
Winkel,    welchen  sie  mit  der  Richtung 
M    N  Ac^x    -w    q'  Heschleunigung  (p  bildet,  so  ist  die  Eleirm 

tar arbeit :  g)'MN* cos a  =  9 •  MQ=  MQ' •  ^^  ^' 

m 

Dieselbe  ist  positiv,    Null  oder  negativ,     J^ 
//  nachdem   a  <  ^tt,    a  =  J^n;   oder  a  >■  4"* 

ist.    Im  ersten  Falle  haben  die  Verschi©l>iiD^ 


S 


Fi«.  «1. 


frf^ 


«r 
«r 


1?^ 


S^s 


N 


und    die   Componente    MO'   (^^^  Besclileu- 
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nigung  gleichen  Sinn  nnd  orleiilet  der  Punkt  eine  Bosclilennigung  im 
Sinne  seiner  Verschiebnng,  im  letzten  Falle  haben  beide  entgegon- 
gcsetsten  Rinn  und  wird  M  im  entgegengesetzten  Sinn  derVerschiebung 
beschleunigt;  oder  mit  Zugrundelegung  der  Ausdrucksform  q>*  MQ'.m 
ersten  Falle  fallt  die  Projection  des  Wegelementes  MN  auf  die  Rich- 
tung der  Beschleunigung  im  Sinne  dieser  aus,  im  letzteren  im  ent- 
gegengesetzten. 

Bei  der  wirklichen  Bewegung  nennt  man  die  Elementararbeit,  wenn 
Me  positiv   ist,    bewegende   Arbeit,    wenn    sie   negativ    ist,    wider- 
stehende  Arbeit;   im   ersten   Falle   wird    der   Punkt  in   seiner   Bahn 
bctchlennigt,  d.  h.  wächst  seine  Geschwindigkeit,  im  zweiten  Falle  wird 
^  versögert,  nimmt  die  Geschwindigkeit  ab. 

Man  kann  sich  diese  Beziehungen  an  dem  Beispiele  der  jährlichen 

Bewegung   der  Erde   verdeutlichen.      Abgesehen   von    der  Axendrehung 

«sd  den  Dimensionen  der  Erde  beschreibt  der  Mittelpunkt  derselben  im 

I«aiife  des  Jahres  eine  Ellipse,    von   deren  Brennpunkten    der   eine   der 

^üneDmittelpunkt   ist.     Die   Bewegung    in    dieser   Ellipse    befolgt    die 

^^etse  der  in  §.  3.  erläuterten  elliptischen  Bewegung  und   ist  die  Be- 

'^leanignng  fortwährend   nach  jenem   Brennpunkte   gerichtet.     In   den 

iiidpunkten   der   grossen  Axe    (Perihelium  und  Aphelium)   ist  die  Rieh- 

i^Qg  der  Beschleunigung  senkrecht   gegen    die  Richtung   der  Tangeute, 

^  ^ekhe  der  Elementarweg  fällt  und  während  die  Erde  vom  Perihelium 

^'•»'i  Aphelium  geht,  ist  der  Winkel  beider  Richtungen  stumpf,  während 

**•   vom  Aphelium  zum  Porihelium  zurückkehrt,    ist   er   spitz.     Im  Peri- 

^linm  und  Aphelium   ist  die  Elementararbeit  der  Beschleunigung  Null, 

^'^^    der   Bahn    vom    Perihelium    zum    Aphelium    ist    sie    negativ    und 

**>iöt  folglich    die  Greschwindigkeit  ab,    längs  der  Bahn  vom  Aphelium 


-  Perihelium    ist    sie    positiv    und   wächst   also    die    Geschwindigkeit. 
*^Äs  stimmt  Überein  mit  dem  Satze,  nach  welchem  die  Geschwindigkeit 
^**^kehrt  proportional  ihrem  Abstände  von  dem  Brennpunkte  ist,  nach 
•^J^hem  die  Beschleunignng  gerichtet  ist. 

§.  17.     Ist  fp  cos  a  constant,    so  ist  die  totale  Arbeit   der  Beschleu- 

*S^ng  längs  des  Weges  s  —  Sq  gleich  /  (p  cos  a  th  =  (s  --  s^^)  (p  cos  a , 

$., 

^^^lich    gleich    dem    Produkte    aus     der    coiistanten     tnngentiellen     He- 
'^k|«*QnigQngscomponente  und  dem  Woge  des  Punktes. 

Ist  die  Beschleunigung  ihrer  Grösse  nach  constant,  so  ist  die  Arbeit 

f     ^co$a  ds=tpf  cüsa  '  (is  d.  h.   gleich  dem  Produkte  aus  der  constanten 

^«•chWunigung    und    der   Projection    des  Weges    auf   die   Richtung    der- 
^Ibea.     Es   ist   nämlich    cos  a  •  ds    die    Projection    des   Bogenelementcs 
it    diese  Richtung    und    das    Integral    die    »Summe    aller    solcher    Pro- 
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Indem  man  q)  cos  a  als  die  Ordinate  einer  Cnrve  für  s  als  Abscisse 
construirt,  kann  man  die  totale  Arbeit  als  den  über  der  Basis  s  —  s^ 
stehenden  Flächenraum  dieser  Curve  erhalten,  sei  es  dnrch  directe  In- 
tegration oder  durch  die  mechanische  Quadratur.     Den  mittleren  Werth 

(p,  der  Beschleunigungscomponente  q>  cos  a  erhält  man  den  Betrachtungen 
in  Tbl.  II.  Cap.  III.  §.  3.  zufolge  durch  die  Gleichung: 

s 

*     r 

{s  —  s^^)  •  gp^  =z=  I  (p  cos  a  ds . 

§.  18.  Besitzt  ein  Punkt  mehrere  Beschleunigungen,  so  ist  die  Re- 
sultante derselben  die  Schlusslinie  eines  Polygonalzuges  der  Übrigen. 
Projicirt  man  daher  dies  ^olygon  auf  die  Richtung  irgend  einer  wirk- 
lichen oder  virtuellen  Verschiebung,  so  ist  die  Projection  der  Resul- 
tanten gleich  der  Summe  der  Projectionen  der  Componenten  und  wenn 
man  die  Gleichung,  welche  dies  ausdrückt,  beiderseits  mit  der  Ver- 
schiebung multiplicirt,  so  ergibt  sich  der  Satz: 

Die  Elementararbcit  der  Resultanten  mehrerer  Be* 
schleunigung  längs  irgend. eines  wirklichen  oder  virtuellen 
Elementarwcges  ist  gleich  der  Summe  der  Elementararbei- 
ten ihrer  Componenten  längs  desselben.  Zerlegt  man  z.  B.  die 
Beschleunigung  tp  eines  Punktes  {x y z)  in  drei  Componenten  q>xt^yt^t 
parallel  dreien  rechtwinkligen  Coordinatenaxen,  so  sind  die  Projectionen 
des  Bahnelementes  ds  auf  die  Richtungen  der  Componenten  dx^  dy^  dz 
und  folglich  sind  q>x  dx,  q>y  dt/y  cpz  dz  die  Elementararbeiten  der  Com- 
ponenten; daher  ist  die  Elementararbeit  der  Beschleunigung  fp  gleich 
9?.i.  dx  +  q>y  dy  -\'  (pz  dz. 

Als  spezieller  Fall  des  Satzes  ist  hervorzuheben  der  folgende: 

Ist  die  Resultante  mehrerer  Beschleunigungen  Null,  so 
ist  die  Summe  der  Elementararbeiten  derselben  längs  jedes 
beliebigen  Elementarweges  gleich  Null  und  ist  diese  Samme 
für  jeden  beliebigen  Elementarweg  Null,  so  ist  auch  die 
Resultante  Null. 

Ist  die  Elementarbewegung  eines  Punktes  aus  anderen  zusammen- 
gesetzt, 80  ist  sein  Elementarwcg  die  Schlusslinie  eines  unendlich  kleinen 
Polygons,  gebildet  aus  den  Elementarwegen,  welche  der  Punkt  vermöge 
der  einzelnen  Bewegungen  durchlaufen  würde.  Projicirt  man  dies  Po- 
lygon auf  die  Richtung  der  Beschleunigung,  so  ergibt  sich,  wenn  man 
die  Gleichung,  welche  ausdrückt,  dass  die  Projection  der  Resultanten 
gleich  der  Summe  der  Projectionen  der  Componenten  ist,  mit  der  Bi»- 
sclileunigung  multiplicirt: 

Wenn  die  Bewegung  eines  Punktes  aus  mehreren  an- 
deren Bewegungen  zusammengesetzt  ist,  so  ist  die  Elemeik- 
tararbeit  der  Beschleunigung    längs  des  Elomentarwegs  detx 
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Bewegung  gleich  der  Summe  ihrer  Elementararbeiten  längs 
ieu  Elementarwegen  der  einzelnen  Bewegungen,  aus  denen 
•ie  retultirt. 

§.  19.     Die  Arbeit  der  Beschleunigung    steht  mit  einem  anderen 

Begriffe  in  sehr  naher  Beziehung,  den  wir  jetzt  erläutern  wollen,  näm- 

Uek  mit  dem  Momente  der  Beschleunigung  in  Bezug  auf  einen 

Ptnkt    Ist  nämlich  (Fig.  82.)  MR  =  q>  eine  Beschleunigung  des  Punktes 

M  uüi   O  irgend   ein  Punkt    des   Raumes,    so    versteht  p.    ^ 

Ma    unter    dem^   Momente     derselben     in    Bezug     auf  ^ 

tiateu  Punkt  das  Produkt  9p  aus  der  Beschleunigung 

nd  dem  Perpendikel  p,   welches  von  0  auf  ihre  Rieh- 

tm^   gefUlt    werden    kann.      Errichtet    man    auf    der 

Bbene,    welche    die  Beschleunigung    und   den   Punkt   0 

wtliält,     ein    Perpendikel,     aber    nach    der    Seite    der 

Ebene  gerichtet,  von  welcher  aus  gesehen  die  Figur  mit 

te  ühneigerbewegung  harmonirt,  so  heisst  dasselbe  die  Axe  des  Mo- 

■ntes;  auf  ihr  kann  analog  mit  früherem  Oebrauche  das  Moment  als 

Länge  aufgetragen   werden    nebst  der  Bezeichnung  des   Sinnes   durch 

CM  angeftigte  Pfeilspitze.     Rückt  der  Punkt  0  auf  die  Richtung   der 

^**®Ueanignng  selbst,  so  wird  das  Moment  Null,  tritt  er  auf  die  andere 

B^  denelben  über,  so  wechselt  das  Moment  den  Sinn  und  damit  das 

Zoekea,  kehrt  die  Beschleunigung  den  Sinn  um,  so  tritt  gleichfalls  ein 

Wechsel   des  Sinnes   des  Momentes   ein,    tritt   beides   zugleieh   ein,   so 

^^^  das  Moment  den  ursprünglichen  Sinn  bei. 

Et  sei    nun    M'S    irgend    eine    unendlichklcine    Verschiebung    des 
'^ktet  Af,  welche  mit  der  Beschleunigung  tp  den  Winkel  a  bildet  und 

■*>  ^'  Mfi  '  cos  a  die  Elemcntararbeit  der  Beschleunigung.  Ziehen 
^^  nun  durch  M  in  der  Ebene  des  Winkels  a  eine  Gerade  senkrecht 
^  die  Richtung  der  Verschiebung  3/iV  und  nehmen  den  Punkt  0  auf 
^^^  Geraden  irgendwo  an,  so  kann  MN  als  ein  aus  0  mit  dem  Ra- 
^  MO  beschriebener  unendlich  kleiner  Kreisbogen  angesehen  werden 
••d  wenn  der  uncndlichkleine  Winkel  MON,  unter  welchem  M^  von 
'  •^  gesehen,  erscheint,  mit  rf^  bezeichnet  wird,  so  wird  MN  =  jVO'dO 

^d  dimit  die  Elementararbeit  gleich  tp  -  MÖ  cosa  -  d^.  Je  nachdem 
•••  0  mit  MN  auf  entgegengesetzter  oder  auf  derselben  Seite  von  (p 
■W,  bildet  MO  mit  9  einen  Winkel  ^n  —  a   oder  J:r  +  a   und    stellt 

d*>Utcb  MO  cos  a  das  Perpendikel  />,  welches  von  O  auf  qt  gefällt 
*«>dea  kann,  mit  positivem  oder  negativem  Zeichen  dar.  Daher  wird 
^  Elementararbeit  (ppd\>  im  einen  und  — (ppdO  im  andern  Ealle. 
^^  WtHeren  Falle  hat  aber  das  Moment  q>p  der  Beschleunigung  auch 
^  eBt|6gengesetste  Zeichen,  so  dass  also  mit  Rücksicht  auf  die  Vor- 
'••A»  der  Momente,   welche   mit   dem  Sinne  der  Axe  derselben   Uber- 

*«fc«U,  TW^m  d.  lU-w.  tt.  d.  Kriru«.  14 
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einkommend    gewählt    werden   sollen,    in   allen  Fällen  q>pdd'  die   Ele- 
mentararbeit darstellt.     Man  kann  daher  den  Satz  aufstellen: 

Die  Elementararbeit  der  Beschleunigung  eines  Pankteii 
entsprechend    einer    unendlichkleinen    Verschiebung     des- 
selben  ist  gleich   dem  Momente  der  Beschleunigung  in  Be- 
zug  auf    irgend   einen  Punkt    der    zur  Verst^hiebung    senk- 
rechten,   durch    den    beweglichen   Punkt  in   der  Ebene  des 
Winkels  zwischen  Beschleunigung  und  Verschiebung  geso- 
genen    Geraden,     multiplicirt    mit     dem    unendlichkleinen 
Winkel,  unter  welchem,  von  jenem  Punkte  aus  gesehen,  die 
Verschiebung    erscheint.     Geometrisch    bedeutet    das  Moment  fp 
der  Beschleunigung  den  doppelten  Inhalt  des  Dreiecks,  welohes  die  Be- 
schleunigung q>  zur  Basis  und  den  Perpendikel  p  zur  Höhe  hat 

lieber  die  Momente  mehrerer  Beschleunigungen  beweist  man  leiebi 
folgenden  Satz: 

Das     Moment     der     Resultanten     mehrerer     BeschletEi' 
nigungen  in  Bezug  auf  irgend   einen  Punkt  ist  gleich  d^' 
Summe   der  Momente   der  Oomponenten  in   Bezug  auf  de^' 
selben    Punkt,    vorausgesetzt,    dass    die    Beschleunigung»^ 
sämmtlich  mit  dem  Punkte  in  eine  Ebene  fallen. 

Verbindet  man  nämlich  den  Punkt,  in  Bezug  auf  welchen  die 
mente  genommen  werden,  mit  dem  beweglichen  Punkte  durch  eine 
rade  und  zieht  senkrecht  zu  ihr  eine  unendlichkleine  Verschiebung 
beweglichen  Punktes,  so  ist  in  Bezug  auf  deren  Richtung  die  Suimi*-^ 
der  Projectionen  der  Oomponenten  gleich  der  Projection  der  Besnf-'' 
tauten  und  wenn  man  die  Gleichung,  welche  dies  ausdrückt,  beidef^ 
seits  mit  der  Verschiebung  multiplicirt,  die  Summe  der  Elementararbeite^^ 
der  Oomponenten  gleich  der  Elementararbeit  der  Resultanten* 
Elementararbeiten  stelle  man  nun  aber  sämmtlich  dar,  indem  man 
Projection  der  Verschiebung  auf  die  Richtungen  der  BeschleunigongeiP- 
mit  diesen  multiplicirt.  Diese  Projectionen,  welche  Produkte  ans  de^ 
Verschiebung  und  den  Oosinussen  ihrer  Richtung  mit  den  BescUea-^ 
nigungen  sind,  gehen  aber  über  Produkte  aus  den  Perpendikeln,  tob- 
dem  Punkte,  in  Bezug  auf  welchen  die  Momente  genommen  werden^ 
auf  die  Beschleunigungen  gefällt,  und  dem  unendlichkleinen  Winkel» 
unter  welchem  von  ihm  aus  die  Verschiebung  erscheint.  Da  dieser' 
Winkel  als  gemeinschaftlicher  Factor  aus  der  Gleichung  herausfällt, 
folgt  der  Satz.      Als  Oorollar  ergibt  sich  noch: 

Die   Summe    der    Momente    der    Oomponenten    in    Besoj 
auf  irgend  einen  Punkt  der  Resultanten  ist  Null. 

§.  20.     Die   vorstehenden  Sätze    sind   nicht  löpezifische  Sitie  üb^" 
Beschleunigungen,  sie  werden  nur  an  diesen  demonstrirt  des  Zusamm« 
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mit  den  frflberen  Lehren  wegen.  Sie  sind  rein  geometrische 
Ar  Streckenbesiehangen,  denen  die  ZnsammeDsetsnng  mit  Hülfe 
des  Paimllelognunms  in  Omnde  liegt.  Sie  gelten  ebenso  für  Gescbwin- 
digkeiten,  für  Kräfte  n.  s.  w. 

Man  wfirde  ohne  Mttbe  in  die  Mechanik  einen  besondem  Abschnitt 

einftgen  kOnnen,  welcher  alle  diese  Lehren  zu  einer  rein  geometrischen 

Theorie    vereinigte    nnd    selbständig    ausbildete.     Derselbe    würde    die 

Gtmdelltse  der  geometrischen  Addition,   Subtraction,  des  geometrischen 

Düerentiirens    and    Integrirens,    die   Theorie    der    Momente    nnd    den 

ZnnnnenhaDg  aller  dieser  Lehren   mit  der  Oeometrie  des  Imaginären 

«tviekeln.     Für  den  Unterricht  scheint  es  hente  noch  zweckmässiger 

u  siia,  diäte  Trennung  nur  anzudeuten,  ohne  sie  auszuführen.     Einen 

nb  geonetriiehen   Beweis    des    vorigen    Satzes    kann   man    folgender- 

MMea  führen. 

Es  sei  (Fig.  83.)  AD  die  ResulUnte  von  AB  und  AC,  0  der  Punkt, 

is  Besag  auf  welchen  die  Momente  dieser  drei  Linien  zu  nehmen  sind 

ttd  seige  die  Stellung  der  Buchstaben,   welche   die  Länge   der  Linien 

usdiieken,  s.  B.  ^  ^  zugleich  den  Sinn  (von  A  nach  B)  an,  in  welchem 

&  Laien  gedacht  werden  sollen.    Fällt  man  von  0  ^    ^ 

die  drei  Perpendikel  Oß,  Oy,  06  auf  AB,  AC,  AD, 

^  äad  die  Momente:   AB  -  Oß,   AC  •  Oy,   AD  -  06 

^  drücken    die    doppelten    Inhalte    der    Dreiecke 

^^B,  OAC,    OAD    aus.     Dabei    ist    auf   den   Siun 

^  Momente  zu  achten  und  in  Folge  dessen  das  Zei- 

^^  eines  Dreieckes  umzukehren,  sobald  die  Folge 

^^  EdLen    sich    umkehrt.      Projicirt    man    nun    das 

^Kk  ABD  auf  eine  zn  AO  sonkrechtc  Axe,  so  besteht  zwischen  den 

**^j«€tionen    der  Seiten    mit   Kücksicht   auf  Sinn    und   Vorzeichen    der 

^^a  folgende    für   alle   Lagen    der   Projectionen    der   Ecken    gültige 

Kdsüon: 

ab  +  hd  +  da  =1) 

aad  wenn  man  sie  mit  OA  ninltiplicirt,  so  geht  sie  Über  in: 

^f^AB+  /S.OAC  +  AODA  =  0  oder  A0AB+AOAC—/\OA/ß  =  {) 

*ä  s4,  bd,  da  die  Höhen  dieser  drei  Dreiecke  darstellen.  Die  dop- 
H**»  Inhalte  dieser  Dreiecke  sind  aber  auch:  AB-Oß,  AC-Oy,  AD*  06 
«ad  dfther  wird 

AB  .  Oß  +  A('  Oy  zrzz  AD  •  06, 

^«  Ausdehnung  des  Satzes   auf  die  RoMultante   von   mehr  als  zwei  Li- 
•*•*  Wgt  von  selbst. 

fi.  21.  Wir  wenden  jetzt  diesen  Satz  auf  dio  Geschwindigkeit  v 
^•■•t  bnregtichen  Punktes  ;V  zur  Zeit  /,  die  Geschwindigkeit  v  des- 
••W  Funktet  zur  Zeit  t  ^  dt  und  seinp  Klementarbeschlounigung  qp</i 
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an,  von  welchen  drei  Grössen  die  zweite  die  Resultante  der  ersten  nnd 
dritten  ist.  Constmiren  wir  das  betreffende  Parallelogramm  im  Pankte 
M  (Fig.  84.),  so  dass  also  MF=v,  MV'  =  v\  yr  =  MQ  =  q>di  wird, 
ziehen  aber  in  itf ,  der  Lage  des  beweglichen  Punktes  zur  Zeit  I  -}~  ^^ 
die  Tangente,  und  tragen  auf  ihr  M'  V'  =  v  auf.  Von  einem  beliebigen 
Fi^.  84.  Punkte  0  in  der  Schmiegungsebene  der  Bahn,  welche 

P^  zugleich  die  Ebene  des  Parallelogramms  ist,  fUlen 

^^^r^T^  wir    auf    MV,    M' V    und   MQ   die   Perpendikel 

OP  =  p,  OP'=ip\  On='üf.  Das  Perpendikel, 
welches  von  0  auf  die  Diagonale  MV*  gefUIt 
werden  kann,  weicht  nun  von  p'  nur  um  ein 
Unendlichkleines  zweiter  Ordnung  ab,  nämlich  um  den  Abstand  ds di 
des  Punktes  itf  von  der  Diagonale  (wo  MM'  =  ds  und  der  Contingeni- 
winkel  M'MV  =  dB  gesetzt  ist).  Dem  vorigen  Satze  zufolge  ist  daher 
v{p'  +  ds  de)  z=  vp  +  (p'Sfdt  oder  vp' —  vp  =  q>'Sfdt  ^^  ds  di^  oder 
weil  vp'  —  vp  =  d{vp)  ist  und  ds  ds  verschwindet 

-^^  =  g)13r,         d{vp)  =  ipVfdt, 

d.  h.  Das  Moment  der  Beschleunigung  in  Bezug  auf  irgend 

einen  Punkt    in    der   Schmiegungsebene    der  Bahn    ist   di « 

D-erivirte    und    das    Moment    der   Elementarbeschleunigun  C 

ist  das  Differential   des  Momentes  der  Geschwindigkeit  ftt.r 

denselben  Punkt,   nach  der  Zeit  genommen. 

Ist   die   Bahn   eine  ebene   Curve,    so   liegt  der.  Punkt   0  in  all^* 

Schmiegungsebenen ,     in    diesem    Falle    kann    die    Gleichung    inte^r*''^ 

werden  und  erhält  man 

t 

vp  —  VqPq  =  j  fpTSfdt, 

d.  h. 

Bei  jeder  ebenen  Bewegung  ist  die  Aendernng  des  it^' 
mcntes  der  Geschwindigkeit  in  Bezug  auf  irgend  eio^^ 
Punkt  der  Ebene  der  Bahn,  welche  dieselbe  innerhalb  d^' 
Zeitintervalles  t' — (q  erleidet,  gleich  dem  Integrale  deslC^' 
mentes  der  Elementarbeschleunigung  ausgedehnt  üb^^ 
dasselbe  Zeitintervall. 

Geht  die  Beschleunigung  insbesondere  fortwährend  durch  ein  o^^ 
denselben  Punkt,  so  ist,  wenn  man  diesen  als  Punkt  0  betracbt^^ 
tr  =  0  und  folglich 

vp  =  i;„p^,  V  =  -JU^^ 

P 
d.  h. 

Bei  joder  ebenen  Bewegung,   bei  welcher  die  Beschul  ^^'^ 
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nigang  fortwährend  nach  einem  feston  Punkte  gerichtet 
ist,  bleibt  das  Moment  der  Geschwindigkeit  in  Bezug  auf 
diesen  Pnnkt  constant  und  ist  mithin  die  Geschwindigkeit 
amgekebrt  proportional  dem  Abstände  der  Taugente  vou 
diesem  Punkte.  Ein  Beispiel  hiezu  bot  die  elliptische  Bewegung, 
wdche  wir  §.  3«  behandelten,  dar. 

Berührt  die  Richtung  der  Beschleunigung  fortwährend  einen  Kreis, 
so  ist  fttr  dessen  Hittelpunkt  als  Mittelpunkt  der  Momente  'ST  constant 

«ad  gebt  die  obige  Gleichuug  über  in  vp  —  VQp^^=^*Bf  jfpdt^ 


/o 


§.  22.     Das  Moment  vp  der  Geschwindigkeit  lässt  sich  noch  etwas 

d$ 
^eis  deuten.     Setst  man  nämlich   für  v  seinen  Werth   -—  ,     so    wird 

dt 


dtuelbe    vp  = 


pds 
dt' 


Es  ist  aber   pds  der  doppelte   Inhalt    des   un 


Fiir.  85. 


endlich  schmalen  Sectors  OMI^  (Fig.  85.),  welchen  der  Kadiusvector  OM 
in  Zeitelemente  durchläuft  und  wenn 
■sa  denselben  mit  2dS  bezeichnet, 
^0   ^  den    endlichen,    in    der  Zeit    j^. 
'  -- 1^  durchlaufenen  Sector  bezeich- 
nen soll,  so  erhält  man  nach  §.  21. 

n^'d  hieraus  durch  Integration 

dS 
dt 


-  (f )  =  ^  A^^'- 


Analog  dem  Begriffe   der  Geschwindigkeit  eines  Punktes,    als  dein 

^oUenlcn  aus  dem  unendlichkleinen,  dem  Zeitcl??montc  ontsprechenden 

^'Vi  dividirt  durch  das  Zeitclement,  haben  wir  bereits  Cap.  IV.  §.  13. 

^  IL  Tbeile  den  Quotienten   aus  dem  während  des  Zeitelementos  von 

^^  Rsdiusvector  des   beweglichen   Punktes   durchlaufenen    Sector   und 

dem  Zeitelemente    die    Sectorengeschwindigkeit     des    Radius- 

^^ctori  genannt.     Bezeichnen  wir  sie  wie  dort  mit  r/,  nämlich 


dS 


^  ^W  die  Grösse 


»?  — 

dt ' 

• 

(PS 

dp  ~ 

(In 

'  dl 

^\i  wollen   diese  Grösse,    nämlicli   die   Derivirte   der  Sectorongo- 
^'•digkeit    nach    der    Zeit    j^enommen,     die    Soctoronbeschloii. 
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nigung   nennen    und    sie   mit    t|;    bezeichnen.     Sie    wird   also    definiit 

durch  die  Gleichung: 

dfi         d^S 

Beide  Begriffe,  die  Sectorengesch windigkeit,  wie  die  Sectorenbe- 
schleunigung,  beziehen  sich  immer  auf  einen  bestimmten  Punkt  0,  den 
wir  das  Centrum  derselben  nennen  wollen.  Demnach  können  wir  den 
Inhalt  der  Gleichung  zu  Anfang  dieses  §.  so  ausdrücken: 

Die    Aenderung    der    Sectorengeschwindigkeit    wfthrend 
eines    Zeitintervalls    ist    gleich    dem    Integrale    des    halben 
Momentes    der   Beschleunigung,    ausgedehnt    über    dasselbe    i 
Zeitintervall.  ^ 

Aus   den  beiden  Gleichungen  i/;  =  — ^,    «  =3  ---   folgt   durch  Eli- 
ot dt 

mination  von  dt 

dS  ^ 

und  hieraus  weiter 

d  '  \ri  =^  i\fdSy 

sowie  * 

W  -  W  =  /  tdS, 

eine   Gleichung,   welche   der  Gleichung  ^1;^  —  \v^  =1  J (pd$  ab  A«»** 

logon   zur  Seite  steht.      t\jdS  dürfte   die  Elementararbeit  der  Sectof^*' 
bewegung  genannt  werden. 

Ist  die  Beschleunigung  fortwährend  nach  einem  festen  Punkte    tf^ 
richtet,   so  ist  für  diesen  als  Centrum,   wegen  «  =  0, 


ds  _  r 

dt   ~  \ 


dt)' 


d.  h.   bei  jeder  ebenen  Bewegung,   für  welche   die  Besohlet^ 
nigung    fortwährend    nach    einem   festen   Centrum   ge'richt^ 
ist,    ist   in   Bezug    auf   dieses    die    Sectorengeschwindigkei  ^ 
constant. 

Aus  dieser  Gleichung  folgt  weiter,  wenn  diese  Constante  mit  c  be^ 
zeichnet  wird  i 

S  —  So  =  c  (/  —  /„)     d.  h. 

Bei  derselben  Bewegung  ist  der  in  irgend  einem  Zeit* 
räume  von  dem  Radiusvector,  welcher  vom  festen  Centrnm 
ilach  dem  beweglichen  Punkte  gezogen  werden  kann,  durch- 
laufene Sector  dieser  Zeit  proportional.  Die  coifttante  Secto* 
rengesch windigkeit  gibt  den  in  der  Zeiteinheit  durchlaufenen  Sector  an« 

Der  letztere  Satz  führt  den  Namen  dos  Princips  der  Flächen.  Er 
kann  umgekehrt  werden,  nämlich: 
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(leren  Falle,  dass  die  dritte  Gleichung  die  Beschleunigang  g>  nicht 
enthält,  wird  dieselbe  von  der  ersten  Ordnung  oder  geht  in  eine  al- 
gebraische Gleichung  über,  wenn  in  ihr  ausser  9  auch  die  Geschwin- 
digkeit V  fehlt.  Die  Integration  dieser  Differentialgleichung  «weiter 
Ordnung  oder  des  Systems  der  drei  Gleichungen  führt  swei  willkühr- 
liche  Constanten  ein  und  um  diese  zu  bestimmen,  müssen  noch  zwei  ; 
weitere  spezielle  Bedingungen  gegeben  sein.  Diese  findet  man  darioi 
dass  für  irgend  eine  Zeit  /q,  deren  Werth  in  den  meisten  Fällen  gleich 
Null  angenommen  werden  kann,  die  Werthe  ^g,  Vq  von  s,  v  bekannt 
sind.  Hat  man  nach  Ausführung  der  Integration  mit  ihrer  Hülfe  diese 
Constanten  bestimmt,  so  ist  die  Aufgabe  über  die  Bewegung  des 
Punktes  als  gelöst  zu  betrachten. 

Die  Gleichung  <Z>  ==  0  umfasst  11  Spezialflille ,   welche  sich  in  dreS. 
Gruppen  bringen  lassen,  je  nachdem  nämlich  in  ihr  nur  2,  oder  3  odeiHK 
alle  4  Grössen  5,  v,  9,  t  vorkommen.     Die   erste  dieser  Gruppen  ent^  — 
hält  6  Einzelfälle,   da  zwei  der  vier  Grössen  auf  6  Arten  mit  einande-^    — 
verbunden  werden  können,  die  zweite  4  solche,  da  vier  Grössen  4  Coi 
binationen    zu   dreien   bilden   können,    die   dritte   Gruppe   enthält.  bl< 
einen  Fall.     Diese  Gruppen  sind: 

I.  Gruppe:  II.  Gruppe:  III.  Gruppe: 

1.  0{(p^  t)    =  0  1.  0{q>,  5,  0  =  0         1.  0{q>,  V,  5,  /)  =  0. 

2.  olg),  s)  =0  2.  0{(p,  v,  /)  =  0 

3.  O  (9,  v)  =  0  3.  0{(p,  s,  v)  =  0 

4.  olv,  0=0  4.  0{s,  y,  /)  =  0 

5.  (P(t;,  5)  =  0 

6.  a>(5,  0=0 

Jeder  dieser   11  Spezialfälle  entspricht  einer  bestimmten  Aufgi»^^ 
über  deren  analytische  Behandlung  wir  folgende  Bemerkungen  znfäg^^' 

I.  Gruppe. 

1.  Fall.     Aus   der  Gleichung  0((p^  t)  =  0  ziehen  wir  g>  =  F' C^   '' 
Das  zu  iutegrirende  Glcichungssystcm : 

ds  dv  „ ,  V 

dt  =  '^         dl  =  ''^        9'  =  ^(0 

löst   die  Aufgabe:    Wenn    für    eine    geradlinige   Bewegung   ^   ^ 
Beschleunigung  q>    als   Function    der   Zeit    gegeben    ist,     ^ 
Geschwindigkeit    v    und    den    Abstand    s    des    beweglicl»  ^^ 
Punktes   von    einem    beliebigen    festen   Anfangspunkte    ^ 
Bahn  als  Functionen  der  Zeit  zu  finden. 

Aus    der    2.    und    3.    Gleichung    erhält    man    —    =  F\t)^    mi*'*^ 
V  —  Vq  =JF{t)dtj   wenn   üq,  /(,    ein   Paar  zusammengehörige  Wg 


Q.  Cap.  GleichungsBysteme  der  geradliDigen  Bewegping.  217 

▼on  9  und  /  sind.  iDdem  man  diese  Gleichung  mit  der  ersten  ver- 
bindet, erhält  man  j  =  Vq  +  f  F{t)dt  und  folglich  s  —  8q=Vq  {t—Q  + 

/o 

S^fF{i)dtj  wenn  «^  der  der  Zeit  t^  entsprechende  Werth  von  $  ist. 

tPs 
Auch  k&nn  man  unmittelbar  die  Gleichung   --^  =  F{t)   behandeln, 

fie  durch  Elimination  von  v  und  dv  sich  ergibt,  was  auf  dasselbe 
Wükommt. 

S.  Fall.    Aus  der  Gleichung  <1>  (9,  «)  =  0  entnehmen  wir  (p  =  F^s)^ 
^  dasi  das  an  integrirende  Gleichungssystem: 

'ie  Aufgabe  sum  Gegenstande    hat:    Wenn    für  eine  geradlinige 

Bewegung    die    Beschleunigung    q>    als    Function     des    Ab- 

standes  s  des  beweglichen  Punktes    von   einem  Punkte  der 

^^hn  gegeben  ist,   die  Geschwindigkeit,   welche  der  Punkt 

10    dem  Abstände  s  besitzt  und    die,  Zeit,    welche    derselbe 

gebraucht,  um  diesen  Abstand  zu  erreichen,  zu  finden. 

Um  die  Geschwindigkeit  v  als  Function  von  $  zu  finden,  elimiuiren 
^«»  di,  so  dass  ^—  =  F{s)  und  folglich  \v^  —  W=S^  W  ^  ^^^d, 

^^  9«  und  Iq  zusammengehörige  Werthe  von  v  und  $  sind.  Diese  Gleichung 
^  nichts  änderet;  als  der  Satz  über  die  Arbeit  der  Beschleunigung 
•"^  des  Weges  s  —  $q.     Aus  derselben  folgt  v  und  mit  dessen  Hülfe 

*^  der  ersten,    nEmlich  j  =7/ v^^  +  2fF{s)ds 

S 

•ofort  I—  ^jj=      /       y^_-  ^rr,    wenn   /„   und   .?„   zusammen- 

^borigo  Werthe  von  /  und  s  sind.  Aus  dieser  letzten  Gleichung  folgt 
^*^h  durch  Umkehrung  s  als  Function  von  /  und  hiermit  auch  v  als 
'^iiction    dieser    Grösse.      Die    Differentialgleichung    zweiter    Ordnung 

^^  in  diesem  Falle   -„  =  F{8),     Man  rodncirt  sie  auf  die  erste  Ord- 

dl* 

^'^ög  durch  die  Substitution  -     =  y,    wodurch  sie  die  Form        =  F{8) 

•^Jnininit,    welche   durch   Elimination    von  dt  in  -  F(s)  üborecht, 

ds 


mit  Obigem  übereinkommt. 

^.  Fall.     Die  Gleichung  <^(<p,  v)  =  0  liefert  <f  =■  F{r)   und  hier- 
^  das  System 
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ds  dv  -  „,  . 

-  =  v,         -  =  V,         9,  =  Fiv), 

dessen  Integration  die  Aufgabe  löst:  Wenn  für  eine  geradlinige 
Bewegung  die  Beschleunigung  als  Function  der  Qeflohwin- 
digkeit  bekannt  ist,  die  Abhängigkeit  von  Zeit  und  Ab- 
stand von  der  Geschwindigkeit  darzustellen. 

Man  erhält  zunächst  durch  Elimination  von  9  die  Gleichung -r-  =jP(p) 
und  hieraus  i  —  in  =  /"tttt  •     Un^  *  z^  finden,  eliminirt  man  dL  welches 

gibt  -T—  =  F(v)  und  mithin  s  —  äq  =  /t^t-t  ;  auch  ist  es  leicht,  hier^ 
mit  V  und  s  als  Functionen  von  t  zu  finden.     Die  Difforentialgleichnni 
zweiter  Ordnung  des  Problems  wäre:    -ry  ==  ^  \t)  ' 

4.  Fall.     Die  Gleichung  0{v,  t)  =  0  liefert  v  =  F{t).     Es  ist 
diesem  Falle  das  Gleichungssystem 

ds 

g=F(0,         r(t)  =  g>,         v  =  Fil) 

und  bleibt  also  blos  s  als  Function  von  t  zu  finden.  Dies  ist :  s  —  s^^  =J  F(i) 

Die  Beschleunigung  ergibt  sich  durch  Differentiation.  —  Das  Gleichuu 
System  löst  die  Aufgabe:   Wenn  für  eine  geradlinige  Beweg»**! 
die    Geschwindigkeit    als   Function    der    Zeit    gegeben    i^*' 
den   Abstand   $    und    die    Beschleunigung   q>    gleichfalls    ^^ 
Functionen  der  Zeit  zu  finden. 

5.  Fall.     Die  Gleichung  0{v,  s)  =  0  gibt  v  —  F{s)  und  hier*^* 

ds  „,  .  dv 

—   =    t;   =   F(s),  -—   =  m 

dt  ^  ^ '  dt         ^ 

und   der  Sinn   der  Aufgabe  ist:   Wenn   für  eine   geradlinige  ß 
wegung    die   Geschwindigkeit    als  Function   des  Abstand  ^ 
gegeben  ist,    die  Beschleunigung  und  Zeit  als  FunctioD^^' 
desselben  darzustellen. 

Man  hat  t  —  t^  =  J  und  q)  =  F' {s)  *  F  {s). —   Kann  man   ^* 

*o    F(s) 

der  Gleichung  <P(y,  s)  =  0  feichter  s  =  tl)(v)  ziehen,    so  hat  man    ^' 

System 

,  V  ds  dv 

zu  behandeln.     Hierzu  erhielte  man  aus  den  beiden  ersten  Gleichni» 

./,  \  rf»  ,  %'ü)(v)dv 

^  W  :ri  =  ^^     also  t—  t^  =      -^-^^ —  u.  s.  w. 
dt  V-:        V 
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6.  Fall.     Die    Gleichung   <Z>(5,  /)  =  0    gibt   ä  =   F(i)   und  das 
Oleiebniigssystem  # 

fordert  blos  die  Differentiation,   um  v  und  (p  als  Functionen  der  Zeit 

^«misteUeii. 

n.  Gruppe. 

1.  Fall.     <2^(g>,  «,  0  =  0.     Das   zu  integrirende  Gleichnngssystem 

^  =  »,         —  =  9,         0{q>,  5,  0  =  0 

*i(  die  Aufgabe:   Wenn  für  eine  geradlinige  Bewegung  eine 

KtUtion  awischen   der  Beschleunigung,   dem  Abstände  und 

'®r  Zeit   gegeben   ist,    die   Natur    der  Bewegung    zu    unter- 

*>eben.     Indem   man   tp    oliminirt,    gelangt    man   zu   der  Differential- 

Belebung  zweiter  Ordnung  <I>  (--^,  «,  /  j  =  0,    durch  deren  einmalige 
''"^©grttion  eine  Gleichung  der  Form    f  {-fy  *»  t)  =  C  gefunden  wird. 

'^^  CoQstante  bestimmt  sich  durch   die  Bedingung,   dass   v  =  —   in  p^ 

•'^^  s  in  $^  (^  t  =  t^  tibergeht,  so  dass  also  F{v^^y  «^,  Q  =  C.  Die 
*^eite  Integration  liefert  hierauf  ein  Resultat  von  der  Form  tlf  {Sy  t^  C)  =s  C 
^^i  wird  der  Werth  von  C  auf  dieselbe  Weise,  wie  der  von  C  bestimmt, 
^  ^ird  nämlich  ^(«q»  'o»  C)  =  C-  Im  Allgemeinen  gehört  der  vorliegende 
MI  sQ  den  schwierigeren,  da  es  keine  allgemeinen  Reductionsmittel 
**^  welche  die  Gleichung  der  zweiten  Ordnung  auf  die  erste  Ordnung 
'^rQdiftlhren,  wenn  in  derselben  ausser  der  unabhängigen  Variabcln  /  auch 
^^  nu  bestimmende  Function  s  selbst  vorkommt. 

2.  Fall.     <I>(g),  r,  /)  =  0.     Das  Gleichungssystem 

^  =  p»         ^-    =  9>»        <^W  V,  0  =  0, 

^•«n  Sinn  die  Lösung  der  Aufgabe  verlangt:   Wenn   ftir  eine   ge- 

^^linige  Bewegung   eine   Relation   zwischen   der  Beschleu- 

'Kling,   der  Geschwindigkeit   und  der  Zeit  gegeben  ist,   die 

^«chaffenheit  der  Bewegung  zu  erforschen,  liefert  durch  EU- 

•"^•tiou    von   q>  und   v  die    Gleichung  *^(.2»     ,»    M  =  0,     welche 

^^^er   auf    die    erste    Ordnung    zurückgeführt    wird,    indem    man    den 

'adrigsten    Differentialquotienten    als    neue    Variabele    einführt,     weil 

^^mlich  eine   der  Grössen  #,  /,   hier  5,   fehlt.      Diese   Gleichung  erster 

^'^^'dniiiig,   die   man   auch   aus   dem  System   erhält,   indem   man   nicht  <p 

^^^    9,  sondern  nur  (p  elimimirt,  ist:    <2>  (  -   ,  r,   M    =   0.      Sie    liefert 
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F{v^  t)  =  Cy    wobei  F(vq,  Q  =  C  und   weiter,   indem  man   v  =   — 

di 

setzt  und  abermals  integrirt:    1^(5,  /,  C)  =  C,  wobei  ^(«o»  'o>  ^  =  ^• 

3.  Fall.     <2^(9>,  5,  v)  ==:  0.     Das  Gleichungssystem 

ds  dv  ^/  \ 

—  =  V,         7^  =  9>i         «^(9>i  V,  5)  =  0 

kann  ähnlich,  wie  beim  vorigen  Falle  behandelt  werden.     Die  Oleichung 

(cPs     ds      \ 
— ,    — ,   Ä  j    =  0   sinkt  auf  die  erste   Ordnung 

ds 
herab ,      indem     man     v    c=    -— -      als     Variabele     einftlhrt ,      nftmlioh 

dt 

—^  =  —  =  —  .  —  =  t;—  setzt.  Die  so  zu  gewinnende  Gleichung, 
welche  -auch  aus  dem  System  erhalten  wird ,  indem  man  tp  und  t  eli- 
minirt,  ist:  ^\v--y  v,  5)  =0.   Alles  weitere  wie  bei  den  vorigen Ftilen«. 

4.  Fall.     0{v^  Sy  t)  =  0.     Das  Gleichungssystem 

ds  dv  ^/  N         ^ 

-  =  v,  di  =  ^^         ^(^'  5,  0  =  0 

erfordert  blos   die  Integration   der  Differentialgleichung  erster  Ordnai::^g 

<!>(---,  5,  /]  =  0,    das   in  dem  Gleichungssystem  ausgesprochene  Pi="^>' 

blem  also  auch  nur  die  Bestimmung  einer  Constanten,  welche  mit  Hti^^^® 
von  $0,  /q  erfolgt.     Die  Bestimmung  der  Beschleunigung  nimmt  blos 
Differentiation  in  Anspruch. 


ie 


HL  Gruppe. 

Der  einzige  hier  vorliegende  Fall  0{g)y  v,  s,  i)  =  0,    welcher 
Gleichungssystem 

^-   =   y,  ^^   ==   tp,  0{fp^  V,  5,  0   =  0 

bestimmt,   behandelt  die  Frage:   Wenn   für   eine  geradlinige  & 
wegung    zwischen    der    Beschleunigung,    der   Geschwind! 
keit,    dem   Abstände    und    der   Zeit    eine    Relation    gegeb 
ist,     die    Bewegung    zu    untersuchen.      Die    Gleichung    zwei 
Ordnung,    nämlich    das    Resultat    der    Elimination    von   v    und   9>, 

(<fs     ds  \ 

— y ,    — ,  5,  /  j  =  0.     Sie  ist  im  Allgemeinen  nicht  unmittelbar 

die  erste  Ordnung  reducirbar,  doch  gibt  es  grössere  Gruppen  von  6 
chungsformen  dieser  Art,  wie  die  linearen  und  die  homogenen  6^ 
chungen ,  deren  Integration  nach  bestimmten  Principien  geleiB^ 
werden   kann.     Die  Bestimmung   der   beiden   Integrationsconstanten 
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Schwere  und  ihr  Werth  wird  im  Allgemeinen  mit  g  bezeichnet.     Derselbe  TarüH^,^ 
etwas  mit  der  Erhebung  über  die  Erdoberfläche  oder  vielmehr  mit  der  Entfemnnf^^ 
vom  Mittelpunkt  der  Erde  und  in  Folge  dessen  mit  der  geographischen  Breite, 
da  die  Erde  keine  Kugel  ist.     In  der  Theorie  der  Kräfte  wird  hierron  aosffilii 
lieber   gehandelt   werden.     Für   den   fallenden  schweren  Punkt  sind  obige  For- 
meln t>  =  ©0  +  ^'i    *  =  ''o'  +  \0^i    ^*  —  V  *=  2^#  oder  spezieller  »  «■  ^ 
s  =ss  ^gfi^  ifi  s=s  2g8,    An  diese  Gleichungen,  von  denen  jede  als  eine  Folge  de 
beiden  andern  angesehen  werden  kann,  knüpfen  sich  folgende  leichte  Aufgabe 
zwischen  den  4  Elementen  g,  t,  v,  8  an: 

Oegeben:    ty  g     Vy 
Gesucht:    v,  5      /, 


g 

«1  g 

t,      V 

^  » 

»,     8 

8 

h     V 

«1  9 

öf  g 

^    9 

sowie  die  weiteren  zwischen  den  6  Elementen  g^  oq,  /,  v^«: 


Oegeben:    ^,  Oq»  ' 
Gesucht»        o,  8 


9,  »0» 


9i  »Ol  s 


8,  t 

»Ol   'l   * 

9^  V 


ü,  t 


gy  <♦  w 

»0,  S 


fl'i   'i   « 
»Ol  ö 


9f  »»  » 

»Ol    'l 


»Ol    '» 


Vq,    Vy   8 

hg 


»Ol    ^ 


^» 


3.  Die  Beschleunigung  eines  geradlinig  sich  bewegea^^^ 
Punktes  sei  constant,  aber  von  entgegengese'tztem  Sinne  mit  ^^. 
Anfangsgeschwindigkeit  Vq.  Um  einen  bestimmten  Fall  zu  behandeln«  ^^ 
der  Punkt  schwer,  also  a^^  g  und  vq  vertikal  aufwärts  gerichtet    Für  diese 

tikal  aufsteigende  Bewegung  hat  man  das  Gleichungssystem:    — -  =■  o,    —  ^^ 

(p  s=s  —  a  und  es  sei  femer  v  ^  Vq  für  /  =  0,  «  ss  0  für  <  =«  0.     Aus  demsall^ 

erhält  man:  v  —  Vq  =  —  gh  «  =  »(,'"  i^'*  =*  i(»o  +  »)^i  i»*  '^  i»o*  *"  —  ^*» 
Bewegung   ist  eine  gleichförmig  verzögerte,    es    nimmt   die  Geschwindigkeit 
jeder  Zeiteinheit  um  g  ab  und  wechselt  nach  einer  gewissen  Zeit  den  Sinn;  ^ 
durchlaufene  Raum  s  wird  erhalten,  wenn  man  von  dem  Räume  VqI,  welchen 
Punkt    mit  der  Geschwindigkeit  v^   gleichförmig  in  i  Zeiteinheiten    zurückleg» 
würde,  den  Raum  \gt!*  abzieht,   den   er  in   derselben  Zeit  vertikal  durchfali 
würde.     Die   Arbeit   der  Beschleunigung    ist    während   des  Aufsteigens    negativ^ 
nämlich  —  gs.     Hieran  knüpfen  sich  folgende  Fragen:   a)  Wie  lange  steigt  de^ 
Punkt  auf,   d.  h.   wann  wird  seine  Geschwindigkeit  Null?    Die  Zeit  T  des  Auf- 
steigens folgt  aus  »0  —  gT  ^  0,  nämlich  T  ==  —   wie   sich   von   selbst  yersteht, 

da  die  Geschwindigkeit  in  joder  Zeiteinheit  um  g  abnimmt,  also  nach  —  Zeitein- 
heiten  erschöpft  ist.     b)  Wie  hoch  steigt  der  Punkt?    Die  Steighöhe  H  folgt 


i»o*  —  9^  =  ^1  ist  also  H  ^  \  —  =  ^»ü^i   d«  ^'  ^^^  Punkt  steigt  nur  auf  die 

Hälfte  der  Höhe,  welche  er  in  der  Zeit  7*  mit  constanter  Geschwindigkeit  e^  er- 
reichen würde.  Nach  der  Zelt  T  fällt  der  Punkt  wieder,  da  ihn  die  Beschleoni- 
g^ung  g  fortwährend  vertikal  abwärts  afficirt,  von  diesem  Momente  an  befolgt 
also  die  Bewegung  die  in  Nr.  2.  behandelten  Gesetze,     c)  Wenn  der  Punkt,  nach- 

dem  er  7'  =s  —   Zeiteinheiten    gestiegen ,    hierauf    T  Zeiteinheiten    gefallen    ist» 

welche  Tiefe  hat  er  erreicht?  Ist  sie  H\  so  folgt  H'  ^  ^g'n  ^  \VfiT  ^  H. 
Er  ist  mithin  an  dem  Punkte  wieder  angelangft,  von  dem  er  ausging,  d)  Wenn 
er,  nachdem  er  die  Höhe  H  erstiegen,  um  H  hierauf  gefallen  ist,  welche  Z^t 
ist  während  des  Fallens  verflossen?   u.  s.  w.  —    Hieran  lässt  sich  ein  ähnliches 
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eoim  für  Aufgaben  über  Vq,  g,  «,  o,  i  und  Vq,  g^  H^  T  anreihen,    wie  oben 
KT  Nr.  2. 

Die  Formel  /T  ■«  ^  —    gibt   Versnlatsnng    zu   einer   vielfach   üblichen   Be* 


lg.  Tarm5ge  derselben  kann  man  nämlich  zu  jeder  Geschwindigkeit  die 
ba  finden,  welche  ein  Punkt  mit  ihr  als  Anfangsgeschwindigkeit  ersteigen 
m,  oder  was  dasselbe  ist,  von  welcher  er  ohne  Anfangsgeschwindigkeit  herab- 
Callen  sein  mfisste,  um  jene  Geschwindigkeit  durch  die  Beschleunigung  der 
kwere  an  erlangen.  Man  nennt  diese  Hohe  die  Geschwindigkeitshöhe, 
■e  Oesehwindigkeitshöhe  ist  demnach  der  Quotient  aus  dem  Quadrate  der  Ge- 
kwladigkeit  durch  die  doppelte  Beschleunigung  der  Schwere. 

i.  Ein  Punkt  sei  zwei  Beschleunigungen  unterworfen,  welche 
tlde  in  die  Richtung  der  Vertikalen  fallen,  die  eine  sei  die  Be- 
•blsttBignng  g  der  Schwere,  welche  ihn  abw&rts  treibt,  die  andere^ 
^i  vertikal  aufw&rts  gerichtet  und  sei  dem  Quadrate  der  Ge- 
'^viadigkeit  des  Punktes  proportional  (Beschleunigung  eines 
tderstandes).  Wenn  nun  der  Punkt  keine  Anfangsgeschwindig- 
^it  besitzt,  welche  Bewegung  wird  er  annehmen? 

Da  die  Beschleunigung  des  Widerstandes  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit 

i*9Sftional  ist,  so  hat  man  ^  :»  cv*.     Um  s  durch  g  auszudrücken,  sei  k  der 

*tk  von   s,    bei  welchem  ^  ^  g   werden   würde,    so  dass  also  ^  >»  f  Ar*  ist. 

0* 
>>^  Qimination  von  t  erhält  man  dann  ^  »■  ^  v ,  .    Die  Resultante  beider  Be- 

^Istaigongen   ist,    wenn   ihr   positiver  Sinn  vertikal   abwärts   gerechnet  wird: 

^g  —  ^^  g  ^  g  ^*=^  g  '  — 7^ —    und   hiermit    ist   also  das  Gleichungssystem 

s  ProUems: 

d$  dv  k*  —  ü« 

los  diesem  suchen  wir:  1.  die  Geschwindigkeit  v  als  Function  der  Zeit, 
^sa  durchlaufenen  Raum  t  als  Function  der  Zeit  und  3.  denselben  Raum  als 
^^ction  der  Geschwindigkeit. 

Für  die  Beantwortung  der  ersten  dieser  Fragen  folgt  durch  Elimination  von 

die   Gleichung  :     j-    =   17  -  - ,  -  <^dcr  etwas  zwcckmUssi^^cr  geschrieben : 

dt  A** 

r*  2k  k—v  +  k  +  v  1  1  .*i>..  K-1* 

X"".-  -«™  ,.         ^         =.,       4-.  nnd  hieraus  mit  Rucksicht 

99         k^  —  V*  Ä»  —  »*  k  -f-  V       k  —  V 

^TMf,  dass   p  ^  0  für  /  =  o  ist,   durch  Intepfration 

Entnimmt  man  hieraus  .  -         =^  e  k        so   crhUlt  man  leicht  durch  Addition 

k  —  V 

i   Saktraktion    von    1,    nachlierigc    Division    der    Resultate    in    einander    und 
Jiessitche  Multiplication  mit  r  im  ZÜhlcr  und  Nenner 

e         —  e 


+  ' 
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Hinsichtlich    der  zweiten  Frage  erhält  man  mit  diesem  Werthe  von  v  dei^ 

ds 
Baum  s  aus  der  Gleichung  ~-   =  v.    Die  Formel   für   v   zeigt   aber   die  Eige^^ 

thümlichkeit,  dass  ihr  Zähler  bis  auf  den  Faktor  -|-   der  Differentialquotient  d 

Nenners  ist;   setzt  man  daher  diesen  Faktor  zu  und  multiplicirt  mit  dem 

Is 
proken  Werthe  —  desselben,  so  kann  man  sie  schreiben: 

9 


^i  ^ 


9 


Jdt'K'       +'         ) 
und  erhält  alsdann  mit  ihrer  Hülfe,  da  «  =  0  für  /  s=  0: 

Um  endlich  die  gesuchte  dritte  Gleichung  zu  erlaugen,  würde  man  aa0  ^^ 
beiden  eben  gefundenen  i  eliminiren  können,  allein  man  gelang^  dazu  eb^*^ 
leicht,  wenn  man  aus  dem  gegebenen  Gleichungssystem  dl  eliminirt  und  die    ^^ 

durch  erhaltene  Gleichung   --  ^  -—  •  -5 ;    mit    Rücksicht    auf    die    Nel^**'' 

^    dv        2  g     k*  —  v* 

bedinguug  v  «=>  0  für  /  ==  0  Integrirt.    Dies  Verfahren  liefert 


2g   '   **  -  ü«  • 
Aus  den  gewonnenen  Gleichungen  zieht  man  nun  nachstehende  Folgenuij 

Da  die  Exponentlalgrösse  e  mit  wachsender  Zeit  sich  der  Null  nfihei 

so  nähert  sich  die  Geschwindigkeit  der  Grösse  k  als  Grenze  und  da  k  constt^^ 
ist,  so  folgt,  dass  die  Bewegung  im  weiteren  Verlaufe  sich  immer  mehr  d^^ 
gleichförmigen  Beschaffenheit  nähert.  Es  wurde  oben  k  als  die  Geschwindigkeu^ 
eingeführt,  bei  welcher  die  Beschleunigung  '^  des  Widerstandes  gleich  g  werde^^ 
würde.  Soll  dies  eintreten,  so  muss  q>  =^ g  —  '^^O,  d.  h.  die  Bewegung  gleich«^ 
förmig  werden.  Die  geführte  Untersuchung  zeigt,  dass  dieser  Zustand  nicht 
wirklich  erreicht  wird,  sondern  nur  eine  asymptotische  Annäherung  an  ihn 
stattfindet. 

Für    sehr   grosse    /    findet   man   einen   Näherungswerth    für  «,    indem   man 

-f' 

e  der  Null  gleich  setzt.     Dadurch  nimmt  die  Formel  für  8  die  Gestalt  an 

Ar* 
8  =  kl  —  —  12  . 
0 

Ein  Punkt,  welcher  sich  mit  der  Geschwindigkeit  k  gleichzeitig  von  demsel- 
ben Anfangspunkte  aus  wie  der  gegebene  bewegte,  würde  in  der  Zeit  t  den 
Raum  kl  durchlaufen,  dieser  Punkt  wäre  nach  einer  sehr  grossen  Zeit  dem  ge- 

k^ 
g ebenen  Punkte  um  die  Strecke  —  /2  vorausgeeilt. 

jt«  i;t  •  j,S\ 

Die  Gleichung  9  =  g -j^ —  =  ^  1 1  —  r,)  zeigt,    dass  für   Ar  =»  OO  die 

hier  vorliegende  Bewegung  in  die  Fallbewegung  eines  schweren  Punktes  über- 
gehen muss,  indem  tp  =s  g  wird.  Es  ist  daher  nicht  uninteressant  zu  sehen,  wie 
die  Formeln  für  v  und  s  in  diesem  Falle  sich  auf  v  =^  gl  und  8  ^=^  \gfi  redn- 
clren.     Was  zunächst  v  betrifft,  welches  für  ifc  =  00  die  unbestimmte  Form  OO  •  0 
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umiinnt,  so  hat  man,  da  der  Nenner  sich  der  Grenze  2  nähert,  blos  zu  Sachen: 

*  t        —  ^  t 
^m  Xkye       —  e  1|  .     Dies  ist  aber  identisch  mit 

k  k  u  — « 

gi  '  Km =«  gi  Hm ,       /im  co  =  0  . 

'    "k 
Die  Differentiation  von  Zähler  nnd  Nenner  zeigt,  dass  der  Werth  des  Ans- 
^'Vckes  unter  dem  Zeichen  lim.  die   Zahl  2  ist;  daher  ist  der  Werth   des  ganzen 
^«•dnickcs  2gi  nnd  damit  redncirt  sich  o  auf  gt.    Zu  demselben  Resultate  fuhrt 

•■cb  die  Gleichung  <  =  ^—  /  ( ;         )  ;   indem  man  sie  nämlich  auf  die  Form  bringt: 

('+*)*  * 

^'**J/^  ,-  u.  bedenkt,  dass  für  wachsende  Arder  Grcnzwerth/ifliC  14-— )=e—**  ist. 

Der  Anadmck    fiir   s   als  Function  von  t   nimmt  für  k  =  oo  gleichfalls  die 
00-0  an,  man  findet  aber  seine  Grenze  leicht  folgcndermassen. 

Man  hat  nämlich,  indem  man  mit  gl^  multiplicirt  und  dividirt 

*tm  $  mm  gl*  .  lim ^ .L=.gflnm      -   y    ',Kmm  =  <i. 

(*')     . 
^r  wahre  Werth  des  Bruches  unter  dem  Zeichen  Um,  ist  aber  \  und   daher  er- 
ribt  iicb  schliesslich  t  »  l/7/t. 

Aach  die  dritte  Gleichung   kann  leicht   zur  Grenze   fUr  wachsende  Ar  über- 
f^fQkrt  werden.     Schreibt  man  sie  nämlich  so: 

**<*  bedenkt,  dass  lim  (\  -{-    "  )    *=  r      ist,     fo    erhält    man:    2  n s  ^^  l  -      -  ,, 

X»    _    pt 

Die  Arbeit    der   Beschleunigung  q)  =  g  ergibt    sich    aus   der   Qlei- 

V  **  if  A'  —  »^  ^^'         1 

«i»lf  t  ■■  /  welche  liefert:         ,^        —  r       k^     —        •  m  als: 

^g      Ar*  —  »»  *  A<  //      *^ 

Ifdt  -m  g  fe      A*  '  rf«  ^   JA'  (1        r  ~  ^' '\  .      Da   die   Arbeit   der   Besclileuni 

n»f  der  Schwere  gi  ist,  so  ist  die  des  Widerstandes  JA**  (\  —  r       A'     1    _  ^^  v . 

iHt  Arbeit  von  fp  nähert  sich  mit  wachsendem  s  der  (iron/.o  .JA:*. 

Ks  ist  bekannt,  dass,   wenn   ein  Körper  sich    in   einem   (lUssigen   oder  gas- 

/Hrmlgen   Mittel   bewegt,    seine   Hewegung   durch   den   Kintlnss   des   Mittels   modi- 

icift  winl   nnd  eine  andere  ist,    n\n   nie   Hein    würde,    wenn   das  Mittel   niclit   vor- 

kaaden  wäre.    Wenn  der  Körper  als  ein  unveränderliches  System  angesehen  wird, 

so    besteht    seine     Bewegung    jeden    Augenblick    aus    einer    Klemcntarschranben- 

bcwegnog,, wtriche   in   die  Translation  eines  seiner  Punkte   und  eine  Kotation  um 

^in«  sar  Schraabenaxe  parallele,  durch  jenen  Punkt  gehende  Axo  xerfällt  werden 

kann      Spätere  Untersuchungen  werden  zeigen,   dusn  man  mit  Vortheil   einen   b^«. 

«#krll.  tli^n^  d.  \i4-m.  n.  d.  Killtr.  15 
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stimmten  Punkt  des  Systems  zu  jenem  Punkte  wählt,  den  sogenannten  Schwerp 
oder  Mittelpunkt  der  Massen  und  dass  derselbe  sich  so  bewegt,  als  ob  an  ihm  «3 
liehe,  die  verschiedenen  Punkte  des  Systems  afficirendcn  Beschlennigangen  ven 
wären  und  er  die  Masse  des  ganzen  Systems  enthielte.  Wenn  nun  derEinfluss  d< 
derstehenden  Mittels  den  verschiedenen  Punkten  der  Oberfläche  verschiedem 
schleunig^ngen  ertheilt,  so  setzen  sich  diese  dennoch  an  jenem  Punkte  zu  eine 
sultanten  zusammen  und  von  dieser  ist  die  Rede,  wenn  man  von  der  Beschlenni 
des  Widerstandes  redet.  Uebrigens  gelten  diese  Betrachtungen  auch  noch,  wen 
Körper  immer  kleiner  und  kleiner  angenommen  und  schliesslich  zu  einem  Punkte 
Diese  Beschleunigung  ist  stets  dem  Sinne  der  Geschwindigkeit  entgegeng« 
und  wirkt  also  verzögernd.  Sorgfältige  Experimente  haben  gezeigt,  dass  die 
der  Dichtigkeit  q  des  Mittels,  d.  h.  der  in  der  Yolumeneinheit  enthaltenen  h 
Materie  und  einer  Function  Sl  der  Geschwindigkeit  proportional  ist,  welch 
nicht  sehr  langsame  und  sehr' rasche  Bewegungen  v*  ist,  so  dass  die  Besohl 
gung  iff  des  Widerstandes  durch  Tp  =  agSl  ausgedruckt  wird,  worin  der  < 
ficient  a  den  Werth  von  tp  für  ^  =  1  und  52  =»  1  ausdrückt.  New  tan 
dass  für  Kugeln  dieser  Coefficient  der  Oberfläche  proportional  ist  nnd  da 
selbst  dem  Quadrate  ihres  Radius  r  proportional  ist,  durch  a  =^  hr*  darge 
werden  kann,  wodurch  iff  =  br^gSl  wird.  Der  Cocfflcient  b  hängt  übrigens 
der  physischen  Beschafl'enheit  der  Kugel  ab  und  ist  umgekehrt  proportional 
Masse  derselben,   d.  h.   der  Menge  Materie,  welche  sie   enthält.    Ist  daher  < 

Menge  Materie  einer  Yolumeneinheit,  so  wäre  b  =  -j — *[ — ^  ,    oder  wenn 

3Z 
noch  mit  «  multiplicirt  und  dividirt  und  ßg  =  l  setzt,    b  =  —rr =  .      Hi< 

wird   ift  =  J  —  •  -^  •  ß  =  -  —  ß ,     wenn  y  =  }  —  und  endlich  ^  =»  — 
^         *  «      gdr  gor  '         *  n  ^ 

9 

Sl                             -./    Sr 
oder  ^  =  V.8  »  wenn  k  =  1/  g .     Die  letzte  Gleichung  gibt  den  Ansdrucl 

A,  welcher  in  der  obigen  Untersuchung  eine  Rolle  spielt;  die  Annahme  Ar  »■ 
welche  die  Fallbewcgnng  im  widerstehenden  Mittel  in  die  freie  Fallbewegnn 
luftleeren  Räume  überführte,  entspricht,  wie  man  hieraus  sieht,  dem  Wt 
p  :=e  0,  d.  h.  der  Annahme,  dass  in  jeder  Yolumeneinheit  des  Mediums  I 
Materie  enthalten  sei. 

5.  Ein  schwerer  Punkt  steige  mit  der  Anfangsgeschwindig 
Vq  im  widerstehenden  Mittel  vertikal  auf;  die  Beschleunignng 
Widerstandes  ist  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit  proportic 
welche  Bewegung  wird  der  Punkt  annehmen? 

In  diesem  Falle  haben  die  Beschleunigungen  der  Schwere  nnd  des  "W 
Standes  gleichen,   aber  mit  der  Geschwindigkeit   entgegengesetzten   Sinn. 

also  der  positive  ^inn  vertikal  aufwärts  gerechnet,  so  ist  g?==  — </ — g  71  =  — g  — 
und  hiermit  das  zu  integrirende  Gleichungssystem: 

ds  dv  it*  4-  »« 

Wir  behandeln  zunächst  wieder  die  drei  Fragen  der  vorigen  Aufgabe, 
die  Geschwindigkeit  als  Function  der  Zeit  darzustellen,  hat  man  aus  —  = — g  - 

die  Gleichung    |  /  =  A*  Ik^^-v^  '^'  '''  f  ^  =  ^'''''^  ^     "  Arcjg^  nndhi 
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Artig  -j-  ^^  Are  ig—  —  -1  and  folglich  wenn  man  von  beiden  Seiten  Tangenten 

mmmtz  -r  '^  ig  {Are  ig  ^  --  "  t  \  == and  hiermit,   indem  man  die 

If  *  «  in  nn^j^  i  und  rot  ^  /  anflöst: 

Vacos  ^.   t  —  k  sin  ?   l 


0  a  A:  • 

ITn  t  alt  Fnnction  von  I  zn  finden,  bemerke  man,  dass  der  eben  gefundene 
Aii4r«ek  für  p  auch  genchricbcn  werden  kann: 

n  =a        ,    ■    l  (v^  sin  f  /  +  A:  cos  ^  I  j  . 
ff     di      \  k       '  k    / 

■H  Hülfe  dieser  Bemerkung  liefert  die  Gleichung  --  =  v  sofort: 


s^'^i'U-o'inli+kcosli). 


ff        k   V "        k       '  k 

IVn  Ausdruck  für  t    als  Function  von  p   erhält  man  durch  die  Gleichung 

»*  *»  +  ••»        n    1.  V  «  .•/•''•»»'    ,1. 

rf,  =*  --  9       /,      ;    nümlich  Igs  «=  A-*  I  .,  ,     ,  d.  h. 

*  ff    *«+«•• 

Aa  diese  Formeln  lUsst  sich  die  Beantwortung  folgender  Fragen  anknüpfen: 
'>^i(Ungc  steigt  der  Punkt?    Für  die  Zeit  T  des  Aufsteigens  ist  in  der  ersten  Gloi- 

"'**»ri  welche  »  als  Function  von  t  liefert,  nämlich  in  ^  /  =  Arcig^-  — Arci//  ^ 

j*  it  ff 

^  Oeichwindigkoit  »  =  0  zu  setzen;   dies   liefert  T  =   -     •  Are  ig  ,^  .      h)    Bis 

(j  k 

^  »elcher   Höhe    //    steigt    der    Punkt    auf?     Man    findet    ans    der    Gleichung 
•  ^  i**'.   *'  "t  "*;'     für    »   =   0    die    Höhe  //   «    l**/*'t/*.     '')  ^Venn 

^^^  Poakt ,    auf    der   Höhe   //   angolnngt,    wieder  zu    fallen    hogiiint,    mit    wol- 
^^^f  (ifsrhwindigkcit  rg    langt    er    am  Fusse   der   Höhe   //   an    und    welches    ist 

^"   Verhältnis»     "'   ?       Der   Formol  «   =.     ,**'.,   *'     ,      in    Nr.    4.     gcmUss 

i  *»  k* 

•*t  Ban   hierfür    li   ^m  /  •  ^ ,    woraus   p,    folgt.      Durch   Vergleichung 

'if«et  and    des    vorigen   Ausdnickes    für   //  ergibt   sich    für  das  VerhHltniss  der 

r  k 

^NfcbviiKligkeitrn :      *  ^n  ,     es    ist    mithin    r»    <C   Vn    und    kommt    also 

4tr  Punkt,  nachdem  or  zur  Hrdie  //  aufgestieg»»n,    am  Fnsse  drrsolhon   mit   ein«»r 

4l'ia#r<*n    Cfesrhwindi<;keit   an,    als   die   ist,    mit   welcher    er    von    dort    aufstieg. 

«•     UVIchc   Zeit  7"   braucht  der   Punkt,    um   die   Hidie   //   zu   durrhfalleu?     Hetzt 

^       k  -\-  p  t»„  k 

mMM  ia  der  Formel  I  »■       ■  /•  in   Nr.    I.    für   v   den    Werth    n,    =a     , 

'ig     k-    P  /Vi-  it* 

15* 
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ein,  80  ergiebt  sich  aus  derselben  1^=1-  ~— — ^  ^ —  ,    Hiernach  ii 

ff  ^ 

ganze  Zeit  X,  nach  welcher  der  Punkt  zu  seinem  Ausgangspunkte  sarückge 

sein  wird:    X  =  T  +  T  ==  A/^^^ /^  ^  + /•"«+-?y-+-^' |.    if)  Welche i 

g  {         ff  fc  ^ 

leistet  die  Beschleunigung  <p  längs  des  Weges  s?  u.  s.  w. 

Die  Yergleichung  der  Formeln  für  die  Beschleunigung  q>  bei  der  Yorli< 
den  und  der  vorigen  Aufgabe,  nämlich 

tp  =.  ^  g  —j^- ,  g>  ='  g  — j-i — 

zeigt,   dass  man  die  eine  Untersuchung  in  die  Form  der  andern  einkleiden  k 

wenn  man  A:  JK  —  1   für  k  setzt  und  den  Sinn   der  Beschleunigung  umkehrt, 
ches  letztere  erreicht  wird,  indem  man  — g  an  die  Stelle  von  g  treten  läset. 
Exponentialfunctionen  setzen  sich  dann  in  goniometrische,  und  diese  in  jene 
die    Logarithmen    in    Kreisfunctionen    uud    umgekehrt.      Durch    Einführung 
Qudermann^schen  hyperbolischen  Functionen  kann  dieses  Umschlagen  der  Fun 
nen  in  einander  präciser  ausgedrückt  werden. 

6.    Ein  beweglicher  Punkt  wird  von  einer  Beschleanignng  a 
cirt,  welche   fortwährend  nach  einem   festen  Centrum  gerichtet 
dem  Quadrate  seines  Abstandes  von  diesem  umgekehrt  proporti« 
ist.      Der    Punkt    hat    keine    Anfangsgeschwindigkeit,    welches 
seine   Bewegung? 

Ist  MqC  =  a  (Fig.  86.)  die  Entfernung  des  Punktes  vom  Centn 
zur  Zeit  t  und  MqM=8  der  in  der  Zeit  /  durchlaufene  Weg,  so 

g 

w  = riz  .     Die  Constante  f   kann  durch  den  Werth  von  ©, 

(a  —  ä)*  ^ 

eher  einer  gegebenen  Entfernung  entspricht,    ausgedrückt  werden. 
(p  in  der  Entfernung  AC  =  r  gleich  g,  so  dass  ^  =  -,  »   so  folgt  d 


Fig:.  86. 


r» 


«J-jr   ^      Elimination  von  s  mit  Hülfe  der  Division:  <P  =  fl' •  > r^,    DftiM 

{a  —  «)• 

**        das  Gleichungssystem  des  Problems: 

(f  ds  dv  r* 

Tt^"'      rf<  =  'P'      f  =  s  •  (T^r^t ' 

Durch  Elimination  von  dt,  oder,  was  dasselbe  ist,  durch  Anwendung  des  Si 

dx 
von  der  Arbeit  der  Beschleunigung  erhält  man  d  •  X  v'^  =  gr-  -~  — -  und  folglid 

{a  —  «)" 

s 

ü  =  0   für  Ä  =  0   ist :    {v^  ^  gi^  l ,  "^^  d.  h. 


0 


2/7r«        s 


a       a  —  8 

Hieraus   folgt   z.  B.   für  die   Geschwindigkeit,    mit  welcher  der  Punkt  in  A 
kommt,  indem  man  «  =  «  —  r  =  Mi^A  =  /i  setzt: 


V  =  y2gh  .  j/-^  . 


Ist    daher    die   Entfernung  h  nicht  betrUchtlich,    so  ist  a  nur  wenig  von  r 
y   -     nur  wenig  von  der  Einheit  verschieden,  es  ist  dann  die  Geschwindigke 
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exQ  gleich  \^yh^  also  ebenso  gross,  als  wenn  die  Beschlennigung  9  constant 
eh  g  wire. 


Um  die  Relation  zwischen  s  und  t  zu   finden,   hat  man   mit  Hülfe  der  Qlei- 


»f 


di 


ü : 


'       '  r        u  yg(„    »)         Vas  — «»  Vas-s' 

—        —  ^  Q  '      S 

i'Yes-^M^  +  Ja  •  </•  Arccos^ und  folglich,  da  «  =»  0  für  /  =  0  ist: 


f/if-.,.i. 


\a  —  * 


4  a  Are  cos  '  "       "  +  JK  «  «  —  «*  . 

Diese  Gleichung  ist  nicht  auflösbar  nach  «,  doch  kanh  man  durch  folgende 
•oaetrische  Constmction  zu  jedem  /  das  zugehörige  s  finden.  Beschreibt  man 
lafidi  aber  dem  Anfangsabstande 
^C  M  «  (Fig.  87.)  als  Durchmesser 
nti  Kreis  und  errichtet  im  £nd- 
«üile  M  yon  MtM  ^  s  auf  M^C  das 
'trpcadikel  Mm^  so  ist  dessen  Länge: 

'■  ■■   V  9  (a  —  «)     und    der    Bogen 


H«  »  \m  •  Are  coi 


4« 


so  dass 


\ 


^1  wenn  der  Kreis  senkrecht  zu  Af^  C 
■  die  Strecke  MqIi  ^^  Bog.  A  m  pa- 
■O'l  mit   sich    verschoben  wird,    wo- 

^^^  der  Punkt  m  UMch  A'  gelangt,  3/.V  ^=  J  «  Are  cos  ^  +/ «»  —  «»   wird. 

«wt  suui  diese  Constructiou  für  alio  s  aus,  so  crhiilt  man  eine  Curvc  ^.V, 
'«ickt  offenbar  von  dem  Punkte  m  bcscliricben  wird,  wenn  der  Kreis  sich  um 
^tt  Mittelpunkt  dreht  und  parallel  mit  sich  fortschreitet,  oder  was  dasselbe 
*^  saf  dem  in  C  auf  r.Vj,  errichteten  Perpendikel  rollt.  Die  Curve  ist  demnach 
**  Cyclo'ide   und  wenn  die  zur  Abcisse  AfgAf  =  s  gehörige  Ordinate  .)/:V  mit  y 

-  /"l  (ir* 
♦**iclinct  wird,   so   ist  //  — : —  ,  t  =^  f/  die  Länge,    welche  in  die  Figur  einzu 

^1  ist,  um  die  der  Zeit  l  entsprechende  i:>trecke  s  zu  bestimmen. 

l>ie  Newton*sclie  Theorie  der  Anziehung  und  die  Beobacliiung  haben  übcr- 
'^UaiBcud  gezeigt,  dass  die  Beschleunigung  der  Schwere  bei  der  Krhel'Uiig 
^  die  Oberfläche  der  Krde  mit  dem  Quadrate  der  Kntternung  vom  Mittelpunkte 
^'Hlben  abnimmt.  Unsere  Aufgabe  behandelt  daher  den  Fall  eines  schweren 
^t«fl  im  leeren  Baume  von  beträchtlichen  Höhen.  Für  den  Fall  des  Punktes 
*  liaere  der  Krde  gilt  jedoch  diese  Entwickelung  nicht,  denn  hierfür  ist  die 
**ck]eonigiing  des  fallenden  Punktes  nicht  mehr  umgekehrt  proportional  dem 
'**drtte  der  Kntfemung  vom  Mittelpunkte,  sondern  vielmehr  direkt  proportional 
^  enten  Potenz  dieser  Entfernung,   wie  später  gezeigt  werden  wird. 

7.    Die    Beschleunigung     eines    Punktes     sei     fortwährend    nach 
'•«■   festen    Centrum    gerichtet    und    der    Entfernung    des    Punkte» 
^*  demselben  proportional;   wenn  nun  der  Punkt   2ur  '/*<i\i  l  "»  0   dii) 
*icliwindigkeit  v  =^  0  und  den  Abstand  a   von  d  c  tn  Ceulrum  besitzt. 
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welches  wird  seine   Bewegung  sein?     Ist  x  (Fig.  88.)    der  Ab 

Centrum  zur  Zeit  /,  so  ist,  wenn  die  Geschwindigkeit  und  Beschleunig 

Fig.  88.     Richtung  M^C  nach  dem  Ceutrum   hin  von  der  Anfangslage  i 

sitiv  gerechnet  werden:    q)  =  k^x^    wobei  Ar    gegeben    ist, 

durch  die  Beschleunigung  g  der  Schwere  ausgedruckt    werde 

i^    Das  Gleichungssystem  der  Aufgabe  ist  daher,  wenn  Mgllf  <= 

dg  dv  /^  V  •       I 

.==»,  ;jü"^^9'»        V  '^  ^^1   wobei  *  +  a:  =  fl 

ff»  cZ* 

Eliminirt  man  q>  und  v,   so  kommt  zunächst  -r-^  =  kx 
d*s   .   d^x  . 

Wir  wollen  die  Integration  dieser  Gleichung  auf  doppelte  Weise 
Da  sie  linear  ist  und  constante  Coefiicienten  besitzt,  so  genügt  ihr  als 

lÖsnng  x^e'^^,  wenn  a  eine  Wurzel   der  quadratischen  Gleichung  a^ 
ist,    welche  Gleichung  sich   durch  Einsetzen  der  Exponent! alfunction 
gebene  Differentialgleichung    ergibt.     Hieraus  folgt  a  =^  -jt:  ki   und  n 

e^**    und  e~^*^  Partikulärlösungen.    Aus  beiden  bildet  sich  daher  das 

Integral  x  ==  Ce^'*  +  (fe~       mit  den  beiden  Integrationsconstanten  C 
selbe   kann,   indem  man  die  Exponentialfunctionen  durch  die    gleichb< 
Verbindungen  der  geometrischen  Functionen  ersetzt,  unter  der  Form 
X  s=  A  cos  kl  -}~  D  sinkt  dargestellt  werden.     Daher  erhält  man 

s  =  a  —  (Acos  kt  •\-  B  sin  kl) 
V  =         Ak  sin  kt  —  Bk  cos  kl 

und  die  Bedingungsgleichungen  für  die  Constanten  sind,  weil   tf  =s  0  i 

für  t  =  0; 

0  ==  fl  —  ^ 

0  =  Bk. 

Daher  ist  endlich: 

s  =  a  —  a  cos  kt,        a?  =  «  cos  kt^        v  =  a  k  sin  kt. 

Die  Bewegung  ist  die  bereits  im  II.  Thl.  Cap.  I.  §.  9  erläuterte  oscill 
wegung,  welche  die  Projection  einer  gleichförmigen  Kreisbewegung  ; 
Gesetzen  würde  ein  Punkt  folgen,  welcher  etwa  durch  eine  enge  0< 
Innern  der  Erde  eindringen  könnte. 

d^x 
Man  kann  die  Gleichung  -z-^ — [-  k^x  =  0  auch  auf  folgende  Art 

Multiplicirt  man  sie  mit  2  7-     und    bedenkt,    dass    2    -r-  ~   =  —-  .j 
^  dt  *  dt   dl*  dl    ^ 


d-M 
dx  d'X*    .  .  ,  .         \dt/       .     .^  d  '  X* 


2  X  "j-    =    — 3-—    ist ,     so  kommt    ~ +  A:'  — - —    =    0    und 

dl  dt  ^  dt  dl 

{~^)    +  k*a*  =  C  oder  (-»)«  +  k^a^  =  C.    Für  o;  =  a  ist  aber  v  = 

hin  C  =  d^k*  und  daher 

V  =-  k  K««^=r^2  . 

Hiermit  erhält  man  weiter,    wegen  v  =  t-=—  ^-  aus  -—  --  =  ^a' — 

dl  dl  dl 
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ki 


d.  K 


X  =  a  €08  kt. 


=     I  7  "        =  Are  i'o^  '        , 


§.   3.      Unter    den   Aufgaben,    welche   hierher  gehören   und    deren 

«uoi  eine   reiche  Auswahl   in   dem   vortrefflichen  Werke   von  JuUien: 

^rvklemcs  de  mecanifjuc  rationelle^   p.  222  —  248  findet,    uind  von  beson- 

Metern  Interesse  die,   welche   dem  Falle  <Z>  (5,  Vy  <p)  =  0  der  zweiten 

Onppe  angehören.     In  diese  Kategorie  gehören  viele  Probleme  über  die 

S^ndlinige  Bewegung  eines  Punktes  im  widerstehenden  Mittel,  für  welches 

&  Beschleunig^ung  des  Widerstandes  eine  bekannte  Function  der  Go- 

adiwi&digkeit  ist.     Für  den  besonderen  Fall,  dass  q>  =  f{s)  +  Sli/j'ü"^ 

>*t,  wo  f{s)  und  Si  {s)  beliebige  Functionen  des  Abstandes  sind,  ist  die 

l^ifferentialglcichung  zweiter  Ordnung  des  Problems,   nämlich 

s=/w +  ««(:;)' 

'Quier  auf  eine  lineare  Differentialgleichung  erster  Ordnung  reducirbar 
Oöd  fulglich  integrabel.      Für  (  ~  j    =  p^  =  m  wird  sie  nämlich 

i^  —  2Sl{s)'U  —  f{s)  =  ü. 
ds 

Vm  dieselbe  unmittelbar  zu  integriren,  genügt  es  zu  bedenken,  dass 
"'^n  eine  Function  tp(5)  so  wählen  kann,  dass,  nachdem  mau  mit  ihr 
di4^  Gleichung  multiplicirt  hat,    die  beiden  ersten  Termc 

^**'*)  .     +  U' (  — 2Sl{s)^tlf{s)\    die  Form  des  Differentialquotienten  eines 

Kl.  ,  ,.     .  ,.  ,  tli^n  ,rdU    .     ,  //F       ,,. 

«»oaulfts  annehmen,     hs  ist  nämlich    -- —  z=z    l  -|-    ^         .     Nimmt 

as  ds  ds 

*ftn  also  ü=Uy    y=^tj){s)^   so  ist  ^{s)  so  zu  bestimmen,    dass 

d'  itus 

*U  i{i(f)  z=  Cc--/^ {')<''   wird.     Dann  Ul  die  I)itl'ürenlialj;lvicliun 


n 


«iUlin 


</r«-ii>(s)l      ,,  s     /  X 


+  '•' 


•'•  •• 


u  ^>  (s)  =j  f{s)H>  ( j)  (fo 

jr 

•■:fSlV'ls_„^,.   -20    ,,    /}r(.s.),/.v,.-'i/aW''*   ^  0. 
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•der  also  x„  /        .      /*    ,  x   ^  J      ^  ' 

M  =  e  l  Uq+    I    f{s)  ds  e 


("•+/ 


*0 

and  hiermit  v^^  bestimmt  a.  s.  w. 

§.  4.  Man  kann  noch  weit  allgemeinere  Probleme  be 
deren  Behandlung  heutzutage  keinen  Schwierigkeiten  uuterh' 
kann  die  Gleichung 

nach  einer  Bemerkung  von  Liouv  illc  {Journal  des  Mathem,  1.  Ser 
p,  134)  mit  Hülfe  der  Variation  der  Constanten  immer  integriri 

Man  suche  nämlich  zunächst  ein  erstes  Integral  der  Gleich 

das   Glied   F(s)  I  — )  ,  nämlich  ein  erstes  Integral  von 

öPs    ,     ^,  ^ds         ^ 
-^,  +  fit)  y   =  0. 
dt^   ^  '  ^^dt 

Ein  solches  ist,  da  die  Gleichung  linear  ist, 

dl 
Kun    bestimme   man   C  als  Function   von    s  so,    dass    der    al] 
Gleichung  genügt  wird.     Indem  man 


\ds  dl  '^^j       Cdl  \ds  dl 

einsetzt,  erhält  man  zur  Bestimmung  von  C  die  Differential^ 

1  dC     .     „,  , 

aus  welcher  folst:  ^r,/  v  . 

Hiermit  erhält  man  also  weiter 

ds  ^  ^^^ft\s)ds^^-fr(t)dt 

dt 
und  folglich  als  allgemeines  Integral  der  vorgelegten  Gle 

ds  =  A  je    -^  dl  +   ß. 

Eine   weitere   Bemerkung   von   Jacob i   ist  von   ho' 

Wenn    nämlich    das    erste    Integral    einer    Gleichung 

d'^s 

-2  =  fi^i  l)    gefunden   ist,   so   kann   für   die   zweite 

ein   integrirender  Factor   angegeben   werden.      Es   ist 


ß 
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einfmchste  Fall,  welcher  anter  das  von  Jacobi  entdeckte  Princip  des 
leisten  Multiplicators  fällt. 

Unabhängig  von  der  allgemeinen  Theorie  des  letzten  Multiplicators 

ds 
^ann  man  diesen  Satz,  wie  folgt,  beweisen.     Es  sei     -  =  9(5, /,C)  das 

dt 

^kannte    erste    Integral    der    genannten    Gleichung    und    also    dieses, 

itefches  wir  anter  der  Form 

ds  —  g>dl  ==  0 

itntellen  wollen,   wenn  q>  statt  q>  (5,  t,  C)   gesetzt  ist,   nochmals  zu  in- 

dw 
tcgriren.     Man  kann  zeigen,  dass  -—    ein    integrirender    Factor    dieser 

Gleiehiuig,  »bo  j 

^  J    (rf*  -  q>dt) 

^n  vollständiges  Differential  und  in  Folge  dessen 

J^  (ds  —  ,pdl)  =  C^ 
^*^     gesuchte    vollständige   zweite   Integral  ist.     Die  Bedingung  dafür, 
integrirender  Factor  wird,   ist  nämlich 


f 


dC 


d^tp  dtp  dtp  j^fp^    ^ 

dtdC    "•■  dCds    "'"  ^   dsdC 


T^"  d  s 

'^•^•«Ibc  ist  aber  identisch  erfüllt,  denn  aus  der  Gleichung    ,     =  g>   folgt 

dt 


df^s   d(p  d(p  ds   d(p  d(p 

dl^    ~  dl    "*"  ds  dl   ~  dl     "*"  ^ds 


JM  d'^s 

^^^    indem  man  dies  in  die  gegebene  Gleichung         ==  /  i^.v,  /)   einsetzt, 

erhalt  m«« 

«»*ltman  dtp    ^       d<p         ^.       ^ 

^^    weiter  durch  eine  nochmalige  Differentiation  nach  r 

iftp  dq>  d(p  iftp     __  ^^ 

dt  dC    "*"  dC  ds    "^   ^  ds  dC  * 

^icliei  genau  die  obige  Bedingung  für  den  integrircinleii  Factor  ist. — 
^''   hier  gegebene  Beweis  rührt  von  LiouviUo  her. 

Die  Gesetze  der  geradlinigen,  wie  der  kruuunlinigeu  Bewegung 
^•■^e%  Punktes  wurden  bereits  168<)  von  Newton  in  seinem  Werke 
'*^^9icipia  phil(tsophiae  naturalis''^  mit  Hülfe  einer  geometrischen  Methode 

^^^ickelt.     Das   Gleichungssystem         —  r,  =9,     welches   Auf- 

^**>^  über   die   geradlinige  Bewegung   zu   losen    geeignet  ist,   mit  den 

^^^tkbedeatenden  Formeln  -pj-  =  9,        -      =9  findet  sich  zuerst  bei 

er/*  dl 
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Varignon  {Mem.  de  VAcad,  des  sciences  de  PariSy  annee  1700  p.  20).   Die 
letztgenannte  Formel,    nach   welcher   die  Beschleunigung  der  Derivirten 
des  halben  Quadrates  der  Geschwindigkeit  gleich  ist,   wurde   von   Da- 
niel Bernoulli  angezweifelt,   welcher  annahm,    dass   die  Beschleuni- 
gung der  Derivirten  einer  anderen  Putenz  der  Geschwindigkeit,  als  der 
zweiten  proportional  sein  könne  (CommctUani  Academ.  PeiropoL  a.  1727, 
p.  136).     Euler  widerlegte  in  seiner  Mcchanica,  T.  I,  p.  62  seqq.  diese 
irrige  Ansicht. 


III.  Capitel. 

Probleme  der  krummlinigen  Bewegung  eines  Punktes. 

§.  1.   Für  die  Projectionen  einer  beliebigen  Bewegung  eines  Punkt«* 

dx 
auf  drei  rechtwinkliere  Coordinatenaxen  bestehen  die  lielationen   —  =  i^-s*"" 

°  di 

dif  dz  dv^  dvy  dvz 

di  =  "^'    di  =  '-      dl    =  ^-    dl  ^  ^^'    ~dl'  =  ^^-     ^'^^^"  ^^  ^'"^ 

noch   drei   Gleichungen   hinzu,    durch   welche   die   Grössen   x,   5^,  z, 

Vxi    Vyy    V:y   9x1    9y,    (fz   dcu   individuellen  Bedingungen  der  Bewegai 

gemäss    beschränkt    werden,     so    dient    das    System    von    Differenti^^ 

gleichungen : 

dx  dy  dz  

di'  ~  ^*'  dTl  ~  ^'^'  dt  ~  ^^ 


dVar  dv,,  dV' 

dl  =  ^-     dl  =  ^^'     dl  =  ^^ 

<^I  (^S  y,  •,  ^  t^a:,  Vy,  r,,  9x,  9y^  9>z)  =  0 
^2  0^'»  !/>  ->  ^  ^^y  ^y^  ^t,  (fjcy  (Pyy  (fz)  =  0 
^3   {^1  !/t   2»   ^   Va;,   Vy,   V^,  q)jc,  q>y,  q>z)  =  0 

dazu,    die  Beschaffenheit   der   durch   die  Gleichungen  <2>,  =  0,   Oj  = 
0.^  =  0  näher  bestimmton  Bewegung  analytisch  zu  untersuchen.     Indet:^ 
mau    die   Grössen    v^-,    Vyy   v^y    q>xi   9>y,   9>z    eliminirt,    erhält    man 
Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  von  der  Form 

d'X  

dl- 

'£l  -  r 

d,^    -  ^ 

vorausgesetzt,    dass   die   Gleichungen   <2>x  =  0,   ...   nach   den   Compo 
nenten  der  Beschleunigung  auflösbar  sind.     In  diesen  sind  AT,  F,  Z  a 
drei  aus   den  Bedingungen  der  Bewegung   abzuleitende  Functionen  vo 
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X,  y,  £,  'i   T->    T- >    "T.  anzusehen.     Man  nennt  diese  drei  6Ieicbuuc:en 
dt       dt      dt  ° 

die   Gleichun^n   der  Bewegung   des   Punktes   und   gelangt    durch    ihie 

Integration  sa   den   Componenten   der   Geschwindigkeit   und   den  Coor- 

dinaten  des  beweglichen  Punktes  als  Functionen  der  Zeit,   während  sie 

selbst  die  Componenten  der  Beschleunigung  bestimmen.    Die  Integration 

dieser  Gleichungen  führt  aber  6  willkührlichc  Constanten  ein  und  wenn 

die  Lösung  der  Aufgabe  vollkommen  allgemein   sein   soll,    so   muss  sie 

iietelbeo    nothwendig    enthalten.      Für    die    Bestimmung    dieser    Con- 

itaateD   müssen   daher  noch   6   numerische   Bedingungen   gegeben   sein; 

dieselben  findet  man,   sobald   für  irgend   eine   Zeit  Iq   die  Wcrthe   der 

Coordinaten  j*q,  y^,  ;„  des  beweglichen  Punktes,  also  sein  Ort  und  die 

Componenten  seiner  Geschwindigkeit  v^^\   v\   v^^     bekannt  sind.      Ge- 


(0)      .(0)      ^(0) 


«rohnüch  ist  t^^^=^0  und  sind  also  ar^^^QZ^,  v  \  v  \  vj    die    Elemente, 

welche  den  sogenannten  Anfangszustand  der  Bewegung  bestimmen.  Es 
^«nn  der  Fall  eintreten,  dass  die  Functionen  .Y,  F,  Z  selbst  noch  un- 
innto  Bcstandtheile  enthalten;  in  diesen  Fällen  müssen  noch  weitere 
immangen  vorhanden  sein;  derartige  Fälle,  zu  welchen  die  Be- 
eines  Punktes  auf  vorgeschriebener  Bahn  oder  auf  einer  ge- 
'^men  Fläche  gehören,  schliessen  wir  hier  vorläufig  aus,  weil  wir 
^'''^»igstens  die  beiden  eben  bezeichneten  von  ihnen  in  zwei  besonderen 
^•l^itcln  behandeln  werden. 

§.  2.     Um   die   Nothwendigkeit   der   6   lutegrationsconstanten   dar- 
*^*l»tin,     wollen    wir    das    System    der    Differentialgleichungen    zweiter 
''«Imiuug    bilden,     welchem    durch    3    Gleichungen    mit    G    Constanteii 
1  »    ^21  C'j,  />, ,  />2,  />3  von  der  Form: 

F^  («r,  y,  c,  t,  C\,  r,,  C\,  //,,  />,,  />,)  =  0 

^,  (j:,  y,  ^, ',  t\.  c\,  r,,  y>,,  />,,  />.,)  =  o 

^\  (>r.  y,  c,  /,  C\,  r,,  6',,  />,,//,,  P,)  :^  0 
'^''i^iigt  wird.     Denkt  man  diese  Gleichungen  nach  a-,  y,  :  aiifgolöbt,  wo- 
^«Xrb  »ie  die  Form  annehmen 

y  =  f^{l,  t\,t\,C,,  />p  />,,y>;,) 
:  =  /iC»  ^11  ^'.M  <':p  />,,  />,>  A.), 
liefert  eine  zweimalige  Differentiation  derselbiMi 

dj: 

^,  =  A'  ('.  c,,Cj,c„  />,,//„  //,) 
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^^j-i    =   A      .('»    ^l>   ^\>  ^3)    ^1>  -^2»  AO 

M.2   ^^^  /i      V>    ^''l>   ^2»  ^3»    ^1>  -^2»  ^3)  • 

Aus  diesen  6  und  den  drei  ursprüngücben  Gleichungen  kann  m^^^^ 
nun  aber  die  6  Constanten  C, ,  Cj,  C3,  />, ,  />2,  Dg  eliminiren  und  ^C38 
bleiben  alsdann  drei  Gleichungen  von  der  Form: 


^2  —  ^1  [f.yy^y  ^  ^^ .  ^;>  ^; 

j^2   —   ^^2  \^y  t/y  «1  ^  dt'    dl'    dt) 
(Pz  /  dx     dy      dz\ 


welche  jene  Grössen  nicht  mehr  enthalten  und  die  Differentialgleichung^^^^^ 
zweiter  Ordnung  sind,  welchen  die  gegebenen  Gleichungen  als  Integra—-——"^ 
entsprechen.  Hieraus  erhellt  also  zunächst,  dass  die  Integrale  ein< 
Systems  dreier  Differentialgleichungen  der  zweiten  Ordnung  sechs  wil 
kührliche  Constanton  enthalten  können.  Mehr  als  sechs  können  e\ 
nicht  enthalten,  weil  man  aus  9  Gleichungen  nur  6  Grössen  oliminire' 
kann,  wenn  drei  Gleichungen  übrig  bleiben  sollen,  welche  frei  von  di( 
sen  sind  und  weil  die  Differentialgleichungen,  welche  durch  die  Coi 
bination  der  0  Gleichungen  wieder  erhalten  werden  müssen,  von  ihne 
frei  sind.  Weniger  können  sie  auch  nicht  enthalten,  weil  sie  sone 
nicht  die  allgemeinen  Lösungen  darstellen  würden,  da  eben  bewiese 
wurde,  dass  die  Integrale  6  solche  Constante  enthalten  können.  D' 
die  ursprünglichen  Functionen  -F, ,  /^2»  ^3  willkührlich  waren,  so  sind 
folglich  auch  die  aus  ihnen  abgeleiteten  Functionen  ^, ,  ^''j,  ^3  und  ii 
der  Beweis  allgemein,  da  die  Existenz  der  Integrale  der  Differentii 
glcichungen  anderweitig  feststeht. 

§.  3.     Um  nun  das  System  der  Bewegungsgleichungen 

^  _ 
di'  ~ 

^y  -  V 

di^  ~ 

^'^  _  7 

di-^ 
zu   integriren,    sucht  man   aus   ihnen    solche   Combinationen   zu    bild^"' 

welche  die  Form  haben    — r-     =0,    d.  h.    deren   eine   Seite   Null      ^^^ 

dt 

während   die   andere  ein   vollständiges  Differential  einer  Funetion    "^^ 
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•r,   y,  J,  ^t  ~r^     .1     /   enthält.     Gesetzt,    man   habe   drei   solche  Com- 
binmtionen  '^p  ^2*^3  gefunden,  fiir  welche  also    ^ 

dt      "■"'  dt     ~^'  dt     ~"' 

so   können  sie  die  gegebenen  Bewegnngsgleichnngen  vertreten  und  liefern 

darch  ihre  Integration  die  sogenannten  drei  ersten  Integrale  derselben, 

n&mlich : 

*i   =  ^n  V-.  =   />i,  ^3  =  ^:i- 

Ais3   ihnen  würde  man  ziehen  können : 

^^'  =  n^,  (x,  y,  r,  ^   />,,  />j,  />3) 

'^  =  '^^0^',  y»-.  ^  ^n  ^»i  ^.0 

Diese  Gleichungen  enthalten  bereits  3  der  willkührlichen  Constanten. 
^iklei  man  nan  aus  ihnen  drei  neue  Combinationen  3^^  S21  S^  von  der- 
*^lt»«n  Beschaffenheit,  wie  vorher,  nttmlich  so,  dass 

dt  '  dl  '  tU  "' 

^**      iKSnnen   sie   diese   drei   ersten   Integrale   ersetzen   nnd  liefern   durch 
'"■'^    Integration   die   drei   zweiten  Integrale   der  Bewegtingsglelchungen, 
^■**icn :  ^    ^,  ^    ^  ^    ^ ^ 

^l    ^M  ^'2    ^-i»  '^3 ^3» 

^^l^he  jetxt   die   G   willkührlichen    Constanten   enthalten.      Für   die  Be- 
^•■■iinnng  der  Constanten  hat  man  die  Gleichungen: 

Vi  U«i  Uin  *(M  '«»   'Vi   'V»   ''0  =  ^1 

^'I  («r«,  y„,  ?„,  ^)»  «'^1  »Vi  "2)  =  ^2 
^3  <-^«»  Vo»  'ü»  ^)»  ^'^1  'V»  '^O  =  ^3 
Ä I    (^0  >  .V..  »   N.  1   ^.  »     ^I  »    ^^-2  »    ^3)    =    ^  '1 

S^  (^«1  yo,  *o»  '.M  ^p  ^»1  ^3)  —  ^'2 
«3  ("^0»  y«»»  *o»  'u»  '^1  >  "?»  ^3)  ~    '3  • 

Die  Hauptüchwierigkeit  der  Integration  derBewegnngsgleichungen  be- 

■*t  in  der  Auffindnng  der  Functionen  v, ,  t/»,,,  t/».p  S, ,  S*.,,  Sj.  Hierfür  die- 

**^    in  vielen   Füllen  einige  »SHtze,  welche  den  Namen   der  ,,  Principe 

^^  **  Bewegung**  führen.     Diese   Principe  sind:    1)  das  Priiicip  der 

■•^chen,    2)  das  Princip  der  lebendigen   Kraft,    3)  das  Priu- 

*  I*    des    letzten    Multi  plicators.       Die    beiden    ersten    sind    nichts 

^^•res   ab   analytische   Einkl«*iduDgeu   «pezioUer  Fülle   der   Satz»*    Über 

^^   FUcheo  nnd  die  Arbeit  der  Beschleunigung,   welche  wir  im  I.  Cau. 
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entwickelt  liaben,  das  dritte  ist  weit  allgemeinerer  Natur  nnd  von  J  ; 
cobi  gefunden  worden.  Diesen  Principen  kann  man  ein  weiteres  & 
reihen,  welches  aber* kein  Integral  der  Bewegungsgleichungen,  send» 
nur  einen  anderen  Ausdruck  derselben  gibt,  das  von  Maupertu. 
bemerkte,  mit  dem  nicht  zu  rechtfertigenden  Namen  belegte  „Princi 
der  kleinsten  Wirkung". 

Es  braucht  kaum  erinnert  zu  werden,  dass  man  die  drei  Bewegung 
gleichnngen  auch  ersetzen  kann  durch  die  andern 

ds  (lü  v^ 

welchen  man  die  Ausdrücke  für  q  und  die  Richtungen  der  Tangen, 
und  Hauptnormale  zuzufügen  hat.  Auf  diese  Weise  behandelte  tob 
früher  die  Bewegungsprobleme,   bevor  Maclau r in  die  oben  gegebene 

Gleichungen   — ^   =::=:  Xy  u.  s.  w.  aufstellte  {Trealise  of  Fluxions^  17^2,). 

Endlich  bemerken  wir  noch,  dass  für  den  Fall  einer  ebenen  B 
wegung,  wenn  man  die  Ebene  derselben  zu  einer  Coordinatenebea 
wÄhlt,  die  drei  Gleichungen  der  Bewegung  sich  auf  zwei  reducire 
Wählt  man  z.  B.  die  Ebene  der  Bewegung  zur  a:y- Ebene,  so  ist  d« 
dritte  Bewegungsgleichung  von  selbst  erfüllt,  indem  die  Beschleunigna 
in  der  Richtung  der  z-Axe  keine  Componente  besitzt  und  z  zu  jedL 
Zeit  Null  ist. 

§.  4.     Um  zu  dem  Princip  der  Flächen  zu  gelangen,  combiu. 
man  die  Bewegungsgleichungon 

d\v  _ 

,11^  -  -^ 

dl'  ~ 
dl'  —  ^ 

SO  mit  einander,  dass  man  die  zweite  mit  z  und  die  dritte  mit  y  multipH^ 
und  die  Resultate  subtrahirt,  ebenso  die  dritte  mit  ic  und  die  erste  f<**' 
mnltiplicirt  und  hierauf  von  einander  subtrahirt  und  endlich  mit  der  er^* 
und  zweiten  nach  der  Multiplication  mit  y  und  x   ebenso  verfahrt, 
erhalt  man 

'^  dl'         %//^    —  yZ-  tJ 

iPx  _        d^'Z    _ 

^dP         ""dp    ""/'^        ''^' 

dh/  dPx 

""dP   -^'^di'    =aT-yA, 

In    diesen    Gleichungen,    welche    rechts   und    links    des    Gleichb^ 
Zeichens  die  Determinantenbildungen 


I E I  C«p. 
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y    5 

Z       X 

^     y 

^fyd^z 

1 

fPz  (Px 

1 

d\v  dPy 

H^  di^ 

dt^  d? 

dl^  dt^ 

y 

<* 
« 

a: 

X 

y 

Y 

Z 

» 

z 

X 

1 

A' 

F 

rig«n,    sind    die  linken   Seiten   vollsUindige   DifTcrentialqnotienton,    so 
^MMM  sich  die  Gleichungen  anch  so  schreiben  lassen: 


d  (  dz  dy\ 

\  dt  dl/ 

d  (  dl/  dx\ 

ii  \  dl  ^  dt  /                     -^ 


dl 

d 

dt 


dl 

bt  nan  die  Beschleunigung  q>  so  beschaffen,  dass  zwischen  den  Coor- 
dinaten  x,  y,  ;  und  ihren  Componenten  A',  ?',  Z  eine  oder  zwei  oder 
drei    der  Gleichungen 

yZ  -  zY  —0 

zX  -  xZ  =  0 

o- }'  -  ;/.V  =  0 

*HtlIIt   sind,    so   liefert   die   Integration    jener   Gleichnngscombinationen 

unmittelbar    ein    oder    zwei   oder   drei   erste   Integrale   der  Bewegungs- 

^■^iehungen ,    n  Xmlich 

dz  dy 


dx  dz 

'dt    "  "^dt 


=   />. 


=   />., 


dt         -^  dt  ' 

•»^Uf>  drei  Bedingungsgloichungen  sind  nicht  von  cinamlor  unabhHngig, 
^"•^uiebr  ist  jede  eine  Folge  der  beiden  andern;  so  ist  z.  B.  die  dritte 
**ine  Folge  der  beiden  ersten,  wie  man  sieht,  wenn  man  die  erste  mit 
'»  dif  tweite  mit  y  mnltiplicirt  nnd  sie  hierauf  von  oinan<lor  snbtrahirt. 
l'ihfr  erhült  man  durch  die  fragliche  C/ombination  der  Hewogungs- 
^^ithnngen  entweder  ein  oder  zwei  erste  Intograle.  Die  Bedeutung 
^•^  Reilingungsgleichungen  liegt  am  Tage.  Die  dritte  z.  H.  ist  iilentiNch 
■^'t  ficr  Proportion: 

-V  _   0- 

y  ~  y 

^^  ipricht    eine    Eigenschaft    der   Pn>jection    der   Bewegung    auf    die 

'V-Kbi^ne  ans.      Die  Projection  (p,ry  der  Boschlonnignng  (fy    deren   Oom- 

Y^^'^^'^n    T,    r,    Z  sind,    auf  diese    Kbene    ist    uHmlich    die    Diagonale 

'Ufü  Parallelogramms    von    den  Seiten   .V,   }';    ebenso  ist  die  Projection 

^^^  Radinavectors  vom   Ursprung  der  (Koordinaten   auf  die  .ri/-Ebene  die 

'^J'^ntle  des  Über  den   r?oonlinaten  .r,  y  ronstruirten  Parallelograuuns. 
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Die   vorliegende   Bedingung  drückt   daher  aus,    dass  beide  Linien 
sammenfallen ,    d.  b.    dass    die  Projection    der   Beschleunigung  auf  di    « 
a:y-Ebene   durch   den    Coordinatenursprung  hindurchlaufe   und   also  di  < 
Richtung  der  Beschleunigung  9  fortwährend  die  z-Axe  schneide.    Aehm  — 
liebes   bedeutet   jene   der  beiden  anderen   Bedingungsgleichongen   un^I 
sieht  man  ein,  wie  es  kommt,   dass,  wenn  zwei  von  ihnen  erfüllt  sinA^ 
die   dritte    gleichfalls    erfüllt    ist.      Denn   wenn    die  Projection   der  Bö- 
scbleunigung  auf  zwei  Coordinatenebenen  durch  den  Ursprung  geht,  so 
geht   auch   ihre  Projection   auf  die    dritte  Coordinatenebene   durch  den- 
selben Punkt.   Sind  zwei,  also  alle  drei  der  Bedingungen  ernUlt,  so  ^ht 
die  Kichtung  der  Beschleunigung  selbst  durch  den  Ursprung,   d*  h.  also 
überhaupt   durch   einen    festen  Punkt   und   ist   die  Bewegung  eine  soge- 
nannte Centralbewegung.      In   diesem   Falle    ist   die  Bahn  des  bewe^ 
liehen  Punktes  immer  eine  ebene  Curve,  deren  Ebene  durch  das  Centram 
hindurchgeht.     Dies  erhellt,  wenn  man  die  drei  ersten  Integrale  der  B«* 
wegungsgleichungen  mit  x,  y^  z  der  Eeihe  nach  multiplicirt  und  addirti 
wodurch  man  erhält 

welches  die  Gleichung  einer  Ebene  ist,  welche  von  den  Coordinaten  or,  Jfi  * 
des  beweglichen  Punktes  unabhängig  von  der  Zeit  erfüllt  wird,  ^^ 
welcher  Ebene  sich  mithin  dieser  Punkt  bewegen  muss.  Hieraus  erh^"^ 
zugleich  die  Bedeutung  der  drei  Constanten  Z), ,  Dj,  2)3,  welche  in  d*** 
ersten  Integralen  der  Bewegungsgleichungen  vorkommen.  Sie  sind  p^' 
portional  den  Cosinussen  der  Winkel,  welche  die  Normale  auf  die  Bbö^^ 
der  Bewegung  mit  den  Coordinatenaxen  bildet. 

Es   ist   leicht,    die  Bedeutung  der  ersten  Integrale  der  DifferenU^' 
gleichungen   der  Bewegung   in   unserem  Falle   vollständig  zu   erkenn«?**- 
Das  dritte  dieser  Integrale  z.B.  lässt  sich  so  schreiben:  xdy  —  ydx=^D^i^ 
und  wenn  (Fig.  89.)  die  Punkte  w,  m   die  Projectionen  des  bewegUcheo 
Fiff.  H*).  Punktes  M  auf  die  ^^-Ebene  zu  den  Zeiten  i 

•p  p'      _    und  /  +  <^^  darstellen,  also  ~Op  =  Xj  pois=:|f, 
Op  =  X  +  (Ixy  pm  =  y  -{■.  dy  ist,  so  ergftnie 
man  den   uncndlichkleinen  dreieckigen  Sektor 
omm\  welcher  von  den  Projectionen  der  Ra- 
dienvectoren  0  J/,  OD^f  und  der  Projection  des 
Bogcnelementes   MM'  gebildet   wird,    za  dem 
Parallelogramm    0mm  m"  und   ziehe  m'p"  pa- 
rallel  der  y-Axe.     Dann   stellt  xdy  =-   Op  •  qm'  =  pp' *  qm'   den   In^ 
halt   des   Parallelogramms   m'p'qm    dar;     in    ähnlicher  Weise    bedentet 
ydx  =  mp  '  pp   =z  mp  *  Op'  den   Inhalt   des   Parallelogramms  Op'qm^ 
das  an  Grösse  mit  dem  Parallelogramme  sp'qr  übereinkommt.     Daher  ist 
xdy  —  ydx  =  m"p\(m  —  sp'qr  =  m"srm'  =  Omm'm'\  d.  h.  es  ist 

xdy  —  ydx  ==  2  •  A  0mm' 
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und  stellt  also  diese  Orösse  den  doppelten  Sector  dar,  welchen  die  Pro- 
tection des  Radinsvectors  auf  die  or^-Ebene  in  dem  Zeitelemente  dnrch- 
«iTeift.  Ist  daher  S  —  S^  der  in  der  Zeit  /  —  ^o  ^^^^  ^®™  Radinsvector 
idhst  dnrchlanfene  Sector,  ist  dS  das  Differential  desselben  und  be- 
reiten dSg^   dSxf   dS^  die  Projectionen  von  dS  auf  die  xy-y  yz-  und 

»•Ebene,  welche  selbst  Differcntialien  der  Projectionen  S: — S^^\  S^ —  l^x\ 

8,— SJJ**  von  S  —  Sq  flind,   so   kann    man   die   drei  ersten  Integrale  der 
Bcwegungsgleicliungen  so  schreiben: 

dS^ 

di 


=  i^i 


dt  *^^ 

dt    —  *^»- 

Sie  drftcken  also  aus,  dass,  wenn  fUr  die  Projection  der  Bewegung  auf 
^e  Ebene  die  Beschleunigung  durch  einen  festen  Punkt  geht,  die 
Seetorengeschwindigkeit  der  Projcctionsbewegung  (Vgl. 
^*P*  IV,  §.  13  im  II.  Thle.)  in  Bezug  auf  diesen  Punkt  constant 
i>t  Findet  dies  für  die  Projectionen  auf  zwei  Coordinatenebcnen  statt, 
^  fel^  es  von  selbst  für  die  dritte  und  da  dS^=dSa:'^  +  r/^V  +  ^'-^V 
^^  *o  gilt  dasselbe  fUr  die  Hauptbewegung  selbst,  so  dass 

"*e  GWiMen  />j,  A^,  /).,  bedeuten  autnerdem  die  doppelten  in  der  Zeit- 
^rteit  Ton  den  Projectionen  des  Hadiusvectors  durchlaufenen  Sectoren. 

Ans  den  so  interpretirten  Gleichungen  erhält  man  nun  auch  zweite 
integnle  der  Bewegungsglcichungen ,  nämlich : 

S^  =^   (\    +    \IKJ 

derfD  ConsUnten  T,,  T.^,  (\  für  /  ==  r„  mit  Hülfe  der  Sectorenwcrthe 
\  I  if^y   5^'  bestimmt  werden ,  so  dass  also  schliesslich 

s,  _  s:'  =  i  /),  (/  -  /.,) 

•S  -  <'  ^^  -i  ^  ('  -  '..) 

«DO 

s  -  N„  =  i;  />,•'  +  /V  +  f^:r  •  (t  ~  Q 

wird.  Die  sweiten  Integrale  der  l)iflerential<];leichungcn  der  Bewegung:; 
bedeuten  also  in  dem  vorliegenden  Falle,  dass  der  von  der  Pro- 
jection des  KadiuHvectors  durchlaufene  Sector  der  Zeit 
proportional  ist,  in  welcher  er  beschrieben  wird. 

Sirkell.  TiMorM  d.  Bew.  a.  d.  Kriftr.  IG 
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Ans  diesen  Entwickelnngen  gebt  hervor,  dass  der  Satz: 
„Wenn  für  die  Bewegung  eines  Punktes  zwischen  < 
Componenten  JT,  F,  Z  seiner  Beschleunigung  parallel  d 
rechtwinkligen  Axen  und  den  Coordinaten  x^  y^  z  dessell 
eine  oder  zwei  der  drei  Eelationen  yZ  —  2;F=0,  zX — xZ- 
xY  —  yX  =  0  bestehen,  so  können  ebensoviel  Integrale  ' 
Bewogungsgleichungen  gefunden  worden" 
mit  Hecht  den  Namen  des  „Princips  der  Flächen"  ftihrt. 

Umgekehrt  kann   man   zeigen ,    dass ,   wenn   für  die  Projection 
Bewegung  auf  eine  Ebene  das  Princip  der  Flachen  gilt,  die  Projec 
der  Beschleunigung    auf   diese   Ebene    durch    den    Coordinatenurspr 

geht.    Denn  ist  z.  B.  5«  —  Si    ==  et  {t  —  /^),  so  folgt  durch  Differentia 
xdy  —  ydx  —  ccdt  und  x-,^   —  y  ^^.j  =  0,    d.  h.  -^     =    —  ,     i 


—  =  -   ,  woraus  das  Behauptete  hervorgeht. 
^y        y 


dfi 


§.  5.     Um  zu  dem  Princip   der   lebendigen   Kraft   zu  ge 
gen,  combiniren  wir  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  -r-^  = 

t;«- =  F,  --S- =2  Z  dadurch,  dass  wir  sie  der  Eeihe  nach  mit  •--,  — , 
di^  dfi  '  dt     dt 

multipliciren  und  addiren;  dies  liefert  uns 

dxd^    ,dydPy    .dzöPz  dx  dy  dz 

dt  de  "^  dt  dt^  ■*■  didt'  ""    dt  "*"    dt  "^"    dt  • 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  aber  der  Differentialquotient  nach/ 

daher  kann  man  die  Gleichung  so  schreiben: 

d'\v^         i      dx  dy   ,    ^dz\  _ 

"dt [^dJ-^  ^dt+^dij  -^: 

Ist  nun  U  irgend  eine  Function  von  x,  y,  z  und  sind  diese  Variab 
selbst  wieder  Functionen  von  /,  wahrend  U  die  Grösse  t  selbst  ni 
explicit  enthält,    so  liefert  die  Differentiation  von   U  nach  t 

du  _  dUdx        dUdy        dUdz 

dt    ~  dx  dl    "^  dy  dl    "^  dz  dl ' 

Diese  Form  hat  der  in  unserer  Gleichung  enthaltene  Ausdruck 

dx  dy  dz  ^ 

^dt  ^  ^dt  ^^ur 

enthalten  also  die  Componenten  A',   F,  Z  blos  die  Coordinaten  x,  y 
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Bleibt  aber  die  Zeit  explicit  und  sind  A',  F,  Z  die  Differentialqnotienten 
«n.      und  derselben  Function   £/,  partiell  genommen  nach  o:,  y,  z,  so  dass 


lU  „         dll  ^        du 

•0    ^R-ird 


r'o:  ^y    ■  dz 


<//     ^       dl    ^      dl         dl 
vn«!    mithin  geht  unsere  Combination  der  Bcwegungsgleicliungen  über  in 

_l(ij!!  -  ^1  =  0 
dl 

Bie    liefert  daher  ein  Integral  derselben,  nftmlich 

^v^—  ü  =  h 

worin  die  Constante  h  durch  die  Werthe  r,,,  Üq  bestimmt  wird,  welche 
^i^  Geschwindigkeit  v  und  die  Function  ü  für  die  Coordinaten  x^^^  y^y  z^^ 
^^nd  einer  Stelle  der  Bahn  des  beweglichen  Punktes  annehmen.    Hier- 

i  Po   —  ^0  =  Ä 
Qnd    folglich  das  gefundene  Integral  mit  bestimmter  Constante 

i^v-^  —  W  =  U-ü,. 

Wir  hahen  daher  den  Überaus  wichtigen  Satz: 

Wenn  die  Componenten  Xy  F,  Z  die  Zeit  nicht  explicit 
^■^thalten  und  eine  Function  ü  oxistirt,  von  welcher  sie 
^^®  partiellen  Differentialquotienten  resp.  nach  den  Coor- 
dinaten J*,  r/,  z  genommen  sind,  so  stellt  die  Gleichung 
i '" *  =  r  +  ^  <^i"   Integral  der  Bewogungsgleichungen  dar. 

Die  Bedingungen  der  P^Ixistcnz  der  Function    ü  sind  bekanntlich 


rX   _  dV 

d  r      <z 

dZ       dx 

h/    ~  <Kt    ' 

'()z          dy ' 

<\v       dz 

^^d   sie   selbst   wird    gefunden  als  das  Integral  des  voIlstHndigen  Diffe- 
^fttialfg  Xdx  +   Ydy  +  Zdz. 

Die  Bedrutuug  des  gewonnenen  Integrales  liegt  auf  der  Hand.    Es 

*'nd  (fx,  rfy,  dz  die  Projoctionen  dos  Elementarwegcs  ds  des  beweglichen 

■  ^inklPt  auf  die  Richtungen    der  BoKchleunigungscomponenten  A',   }',  /, 

|*^er  sind  Xdx^  Ydy^  Zdz  die  Elomentararbeiten  derselben  und  mithin 

**^  Xdx  +    Ydy  +  Zdz  die  P^lenientararbeit  ihrer  Ilesultanten,    d.  h.  die 

•lenfntararbeit  dor  Beschleunigung  qp.   Es  ist  aber  Xdx  +  Ydy  +  Zd:=dl\ 

*fcer  ijti  ü  die    Function,    deren    totales  Differential   in  Bezug   auf  die 

<>«rdinaten  Xj  y^  z   die  Elementararbeit    der   Beschleunigung   darstellt, 

***flich  ist  U  —  Uq   selbst    die   totale   Arbeit   der  Beschleunigung   iKngs 

1^  Weges,    auf  welchem    der  Punkt   von    der  Stolle    {x^^  y„  r„)   zu  der 

'  ^•Ue  (x,  y,  z)    gelangt.      Doninnch   drückt   das    Intogral   in    der   Fonn 

*'*^—  Jp^'  =  U  —   I/q  nichts  anderes  aus,   als  den    in    Cap.  I.  §.   15. 

•^twickelten  Sa!«  über  die  Arbeit  der  Boscblennigung. 

IG* 


I 
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1)  Wenn  die  Richtung  der  Beschleunigung  zu  einer  festen  Ebene 
senkrecht  und  ihre  Grösse  eine  Function  der  Entfernung  des  beweg- 
lichen Punktes  von  dieser  Ebene  ist.  Sind  nämlich  or,  /?,  y  die 
Winkel,  welche  die  Beschleunigungsrichtung  mit  den  Axen  bildet 
und  ist  p  der  Abstand  des  Punktes  x^  y^  z  von  der  gegebenen  Ebene 
X  cos  a  +  y  cos  /?  +  ^  cos  y  —  />  :=:  0  so  hat  man  X  =  f{q)  cos  or, 
Y  =  f  (q)  cos  ßy  Z  =  f  (9)  cos  y ,  mithin 

Xdx  +  ^^y  +  Zdz  =  f{Q){cosa  •  dx  +  cosß  •  dy  +  cosy  •  dz\ . 

Es  ist^  aber  —  g  =  x  cos  a  +  y  cos  ß  -^  z  cos  y  —  p,  mithin 
cos  a  •  dx  -{-  cos  ß  •  dy  -{-  cos  y  -  dz  =  —  dg  und  daher  weiter 
Xdx  +  y(fy  +  Zdz  =  —  f  {g)  dg  ein  vollständiges  Differential  von 
U=  — ff {9)  ^9  =  ^(9)  +  ^'  I^io  Niveauflächen  sind  in  dem  vorliegenden 
Falle  Ebenen,  parallel  der  gegebenen  Ebene.  Denn*  aus  (I>  (p)  +  A  =  Consl. 
folgt  g  =^  C  d.h.  X  cos  a  +  y  cos  j5  +  ^  cos  y  —  p  =  C. 

2)  Ein  spezieller  Fall  des  vorigen  allgemeineren  verdient  besondere 
Erwähnung,    nämlich   der  Fall,    dass   die   Beschleunigung    constant  '^^ 
nach  Richtung  und  Grösse,  wie  dies  bei  der  Beschleunigung  der  Schweso 
eintritt.    Wählt  man  die  Richtung  der  Beschleunigung  zur  Richtung  ^^* 
positiven    z-Axe  und   bezeichnet    ihre   Grösse  mit  g^   so   wird   X  ==  ^» 
r  =  0,    Z  =  g,   dU  =  gdz,   U  =  gz   +   h,   ü  —    Üq  =  g{z  —    -ü> 
^v^  —  -J-fü^  =^  Ö'C^  —  ^o)*     ^^®  Niveauflächen  sind  Ebenen  z  ==  c. 

3)  Die  Beschleunigung  ist  fortwährend  nach  einem  festen  Centt^*"* 
gerichtet  und  eine  Function  der  Entfernung  des  beweglichen  Pual**^ 
von  diesem.  Sind  die  Coordinaten  jenes  Centrums  «,  6,  c,  die  des  *^^ 
weglichen  Punktes  Xy  y^  z  und  ist  r  die  Entfernung  beider,  so  d*^ 
r^  =  (x—  ay  +  {y  —  by  +  {z  —  c)\   so   wird  Xdx  +    Ydy  +   Zä* 

—  _  F{f)  1?^-  dx  +  ^^^  dy  +  ^^^  dX,  oder  da  rdr^ix-ajfl^ 

+  (y  _  ft)  ^y  +   (j  _  c)  dz   ist,     Xdx  +    Ydy  +  Z dz  =  F{r)dr, 
U  =  — f  F{r)dr  ^=^0(r)  4*  Ä.     Die  Niveauflächen  sind  Kugeln  r=s(7f 
beschrieben  um  das  Centrum,  durch  welches  die  Richtung  der  Beschien-' 
Fi?,  in.  nigung  hindurchgeht.    Ist  die  Beschleunigung  nicht  nach 

jgf        dem    Centrum    hin,    sondern    von   diesem    ab    gerichtet, 
so  genügt  eine  Aenderung  des  Zeichens  vor  F(r).     Man 
erhält  dieselben  Resultate  direct  aus  Fig.  91.»  in  welcher 
0  das  feste  Centrum,    Mßf  =  ds  das  Bogonelement  der 
Bahn  ist.    Die  Projection  3fN  desselben  auf  die  Beschleu- 
nigungsrichtung  ist  MN  =  dr  und  folglich  die  Elementar- 
arbcit   bei   wachsendem  r  gleich  —  F{r)dr.     Diese  wird  aber  nach  dem 
Früheren  durch  Xdx  +  ^^V  +  Zdz  dargestellt. 

4)  Die  Beschleunigung  ist  die  Resultante  mehrerer  anderer  Be- 
schleunigungen,   welche   nach    festen  Centris   gerichtet  sind.     In  diesem 
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Falle   bildet  sich  X  dx  +    Ydy  +  Zdz  ans   einer  Summe  +  F  (r)  dr 

4^  -^1  ('•|)*'i   +  •••  =  -^  ±  F{r)dr  u.  s.  w. 

Bevor  wir  zur  Entwickelnng  der  übrigen  Principe  der  Bewegung 
fortschreiten,  wollen  wir  zunächst  eine  Reihe  von  Problemen  der  krumm- 
linigen Bewegung  behandeln  und  an  ihnen  die  Anwendung  der  Principe 
der  Fliehen  und  der  lebendigen  Kraft  erläutern. 

I.  8.    Sis  ptfmbdiscbe  Bewegung  eines  Punktes.    Ein  Punkt  ist  einer  I3o- 

•chlennignng    von    constanter    Grösse    und    Richtung    unterworfen; 

itlne  Anfangslage,   sowie   seine  Anfangsgeschwindigkeit  und  deren 

Kicktung  sind  bekannt;  welches  wird  die  Beschaffenheit  seiner  Be- 

veinng  sein? 

Dieser  Bewegung  folgt  ein  Punkt,  welcher  unter  gegebener  Neigung  gegen 

in  Horizont  im  leeren  Räume  geschleudert  wird.     Da  die  Allgemeinheit  der  Un- 

ttmeboog  nicht  dadurch  beeinträchtigt  wird,  so  wollen  wir  die  spezielle  Voraus- 

•ttiuig  eines  schweren  Punktes  dem  Folgenden  zu  Qrunde  p     ^ 

Itgii.   £a  sei  also  die  Beschleunigung  tp  gleich  der  vertikal 

■biArts  gerichteten  Beschleunigung  g  der  Schwere  und  bilde 

fcncr  die  Anfangsgeschwindigkeit  Vq  mit  dem  Horizonte  den 

Winkel  er.    Die  Anfangslage  Mq  des  beweglichen  Punktes 

Hl  der  Ursprung  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  der 

'•  9*  s  and  zwar  sei  die  xy-£bene  die  Vertikalebene,  welche 

^c  Riebtang  von  Vg  enthält,  die  y-Axe  vertikal  und  positiv 

■tch  oben  gerichtet,  die  x-Axe  sei  der  horizontale  Sehen-    ^ 

M  dci  Winkels  a  und  die  s-Axe  also  gleichfalls  horizontal  (Fig.  92.).    Die  Com- 

P^^atea  der  Beschleunigung  9    sind  demnach   X^O,    V  ^  —  g^   Z  ^  0  und 

^>c  Gleicbnngen  der  Bewegung: 

€/»x        .  (Py  d'z 

14e  Intef^tion  derselben  ergibt  unmittelbar 

t'"-'^"      J  =  ..  =  «.-«..       J  =  /. 

o-  =  r,  +  />,/,         y  -  r,  +  />,/  -  \y(t^        :  =  ^3  +  />3' 

Nnd  UQQ  ^^  ^^  Q  ^j^j  Componenten  v^cusa^  v^tina^  0  der  Anfungsgeschwindigkeit, 
*^  (icfcm  die  Bedingungen 

X  =■»/=—:=«  0 ,     r j-  ^  fl ,     py  ^  A ,     r-  =  ü  für  /  =  0 

(V  Bettimnung  der  6  Constanten  6',.  6',,  Tj,    /;,,  /),,  /;,  die  Oleichuugen 

fl— /;,,      6  —  /),,      0=/>3;         ü=-r,  «C,=  r3 
■S4  dsait  als  Lösung  des  Problems  das  GieicbungsHystem: 

X  =B  «/  vj-  =  a 

y^bt—  \ifp  vy  =  h  —  f/i 

Z  =»  0  V:  =  0  . 

Ans  diesen  Gleichungen  ergeben  sich  nachstehoudc  Folgeruiif^en: 
1  I>ie  Bewegung  erfolgt  in  der  durch  die  Richtung  der  Anfiin^iigcscbwindig. 
krit  geführten  Vertikalebene.  Denn  es  ist  für  jeden  Werth  von  /  die  ('oordi- 
n»te  ;  ^  0.  Die  Ilorizontalprojcctiun  der  Bewegung  ist  eine  gleichfürmi};e  gern«l- 
liaigc  Bewegung  von  der  Geschwindigkeit  a  =  t*„  co$  a\  diu  Prujection  der  lU». 
wegwig  auf  die  Vertikale  ist  gleichförmig  veränderlich. 
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] 


2.  Die  Gleichung  der  Bahn,  welche   man  durch  Elimination  von  /  ] 
den  Ausdrücken  für  x  und  y  erhält,  ist 


Fig.  93. 


X 


t 


2ab 


ff  ff 


Die  Bahn  ist  daher  eine  Parabel  (1 
welche  die  Horizontale  der  Anfangala^ 
lieh  die  x-Axe,    in    den  Punkten  x  m 

X  = schneidet.     Die  Axe  der  P«i 

ff 
vertikal  und  ihr  Scheitel  hat  die  Coord 


ff 


6« 


wie  man  erkennt,  wenn  man  die  Gleicl 
die  Form 


(' -  V')'- ¥  (- :y 


bringt.     Verlegt  man  daher  den  Ursprung  des  Coordinatensystems  in  den 

und  kehrt  den  positiven  Sinn  der  ^-Axe  um,  d.  h.  setzt  man  x  -\ und  — 

an  die  Stelle  von  x  und  y^  so  erhält  man  als  Scheitelgleichuug  der  Pars 

2a« 

2a* 
Der  Parameter  der  Parabel  ist  demnach  —  und  da  die  Directrix  um  dei 

ff 
Theil  des  Parameters  vom  Scheitel  absteht,  so  läuft  sie  in  der  Höhe  i 

rt*  4-  6*       ü  • 
=      ^-  = -''-  mit  der  Hozizontalen  parallel.     Da  diese  Höhe  blos  von 
2g  2// 

aber  von  der  Neigung  a  von  Vq  gegen  den  Horizont  abhängt,  so  folgt,  dj 

Parabeln,  welche  von  demselben  Anfangspunkte  aus  mit  de 

Anfangsgeschwindigkeit  unter  den  verschiedeneu  Wurfwink 

einem  schweren  Punkte  beschrieben  werden   können,  die   Di 

»0* 
gemein  haben.    Die  Höhe  -—-    der   Directrix    über    dem   Horizo 

2g 

die  Höhe,  zu  welcher  der    bewegliche   Punkt  vermöge  der  Ai 

geschwindigkeit  Vq  vertikal  aufsteigen  könnte. 


Setzt  man  h*  == 


ä* 


r  = 


^« 


*>- » 


h^=  J^ ^     wo   //,  ti\  h    die   dn 


2//  '  '^g 

bezeichnen,  zu  welchen  der  Punkt  vertikal  aufsteigen  könnte  mit  den  G 
digkciten  a,  h  und  Vq,  so  erhält  man  für  die  Entfernung,  in  welcher  d< 
die  Horizontale  der  Anfangslage  trifft,'  oder  die  Wurfweite  u;,  für  < 
yo  =  h"  des  Scheitels  über  dem  Horizonte,  oder  die  Wurf  höhe,  de 
meter  2p  der  Parabel  und  die  Höhe  h  der  Directrix  die  Formeln: 

,.=  -«*  =  2 r//v?',   //'  =  f  ,  p  = ""  =  2//,    Ä  =  y  +  r. 

ü  2g'    '^       g 

4.  Quadrirt  und  addirt  man  die  Ausdrücke  t;.r  =  a,    vy  =  b  —  gi^ 
man  für  die  Geschwindigkeit  v  mit  Rücksicht  auf  Vq^  =  a*  -^  b*  und  y=^b 

Diese  Gleichung  spricht  das  Princip  der  lebendigen  Kraft  aus;  nach  §.7 
nämlich  eine  Kräfte function.    Sie  ist  (/ =  —  gy  -{-  C,  da  wegen  X  =  0,  J 
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Z  ^  O,  dU  B"  —  gdy  wird.  —  gdy  drückt  die  Elementararbeit  und  —  gy  die 
totale  Arbeit  der  Schwere  längs  des  Weges  von  der  Ordinate  Null  bis  zur  Ordi- 
■al«  f  aus.  Die  Elementararbeit  — gdy  ist  negativ,  so  lange  der  Punkt  steigt, 
^Mlkiv,  w&hrend  er  fEllt,  denn  im  ersteren  Falle  ist  dy  positiv,  im  letzteren  ne- 
fttiT.  Die  Niveaoflftchen  des  Problems  sind  Ilorizontalebonen  und  in  den  beiden 
Sckaittponkten  einer  jeden  derselben  mit  der  Bahn  besitzt  die  Qeschwindigkeit 
ffßkAuL  Werihy  wenn  auch  verschiedene  Richtung.    Schreibt  man  die  Gleichung 

hi  lebendigen  Kraft  in  der  Form:  v^^^^gy--  —  yf  =  2^(ä  — y),   so  erkennt 

MB»  dass  die  Qeschwindigkeit  in  den  einzelnen  Punkten  der  Bahn 
liaselbe  ist,  als  ob  derPnnktvon  derDirectrix  bis  zuder  betreffen- 
4tB  Stelle  der  Bahn  gefallen  wäre. 

4.  Die  Flngseit,  d.  h.  die  Zeit,  während  welcher  die  Horizontalprojection 

Im   iMwegUehen  Punkte«  die  Wurfweite  to  =  —  zurücklegt  und  zu  deren  Ende 

hi  Pvakt  auf  die  Horisontalebene  der  Anfangslage  auffällt,  wird  erhalten,  indem 

MB   m  durch  die  Geschwindigkeit  a  der  Horizontalprojection  dividirt.     Sie  ist 

^  26        29a 

■Mittaeh  IL^  —  8»  — ^  sta  a,     also    dem    Sinus    des    Elevationswinkels 

9  9 

iraportionaU 

Vb  die  Flugzeit  bis  zum  Auffallen  des  Punktes  auf  eine  durch  die  Anfangs- 
^H*  MBkrecht  cur  Bahnebene  und  gegen  den  Horizont  unter^  einem  Winkel  ß 
f^^ttrtea  Ebene  zu  finden,  hat  man  zu  combiniren  die  Gleichungen: 

y^xigß,        x^at,        y^bt  —  \gfiy 

^^^f^^M  die  gesuchte  Zeit  l|  folgt ,    nämlich  t^  => ^  ,  welche  mit  Hülfe  von 

9 
*^  ^CM«,  h  SB  v^iina  auf  die  Form 

*2t;o  »in{a  —  ß) 

•'•»aeht  werden  kann. 

&.  Für  die  Wurfweite  w  erhielten  wir 

fr  =  =  sin  Ja. 

°«i  eoattantem  Vq  wird  dieselbe  ein  Maximum   für  2a  =  J;r,    d.  li.  für  tt  =^  \n, 
'■f  twei  Winkel  a' und  a",  welche  »ich  zu  ^^    ergänzen,  ergeben  sich  gleich  grosso 

^•'fweiten.    Denn  wenn  «'  +  a"  =  ^« ,  so  wird  $in 2 a  =  sin  2  (^  «  —  a")  =  *iV2 a" , 

F8r  die  Wurfweite  it)  auf  einer  unter  «lern  Winkel  ß  gegen  den  Horizont  ge- 
*^ifttB  Ebene  y^^xigßi  erhält  man,  wenn  .T)  die  Abscisso  des  Punktes  ist,  in 
welehea  diese  Ebene  von  der  Flugbahn  getroffen  wird: 


"i 


•'i 


cos  ß 
X,  ergibt  sich   aber  durch  Elimination  von  t   aus  den  Gleichungen  unter  Nr.  4.; 

■**^**  2  Po'   cosasin(a  —  ß) 

(j  cos  ß 

mmA  yernit  wird  ^  21^0'    cosasinia  -  ß) 

"'   ~      //     '  cos^ß 

Piase  Qrdiae  wird  bei  constantcm  »0  <-*>"  Maximum  für 

«  =  i»  +  j<j. 
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Die  Richtung  dieses  Wurfes  bildet  mithin  mit  der  Vertikalen  den  Wink 
^TT  —  a  =  Ki^  ~~-  9)  ^^^  halbirt  also  den  Winkel,  welchen  die  genei^'Eb« 
mit  der  Vertikalen  bildet. 

Für  zwei  Winkel  a  und  a\  welche  sich  zu  ^it  •\- ^  ergänzen,  werden  d 
entsprechenden  Wurfweiten    gleich    gross.     Denn  aus   «'  +  a"  =»  «^w  -f"  P  ^^ 

cosa"  =  co«(i«  4"  P  —  «')  =  *"*  (**'  —  P)  ""d  *"»  (""  —  P)  =  *''»  (i*  —  «')  s»  CO«! 
mithin  costt"  sin{a"  —  P)  =  cos  a  sin  (a'  —  P)  u.  s.  w.  Von  beiden  Winkeln  Hej 
der  eine  um  ebensoviel  über  jenem  Maxinialwerthe  ^n  -f*  ißt  ^^^  de  andei 
unter  demselben;  denn  aus  a'  +  a"  =  ^Jt  +  P  folgt  auch  a"  —  (i«  +41 
=  (i«  +  iß)  -  «'. 

« 

6.  Um  den  Elevationswinkel  a  zu  finden,  unter  welchem  der  Wurf  u 
der  Anfangsgeschwindigkeit  Vq  erfolgen  rauss,  damit  ein  bestimmter  gegebeiM 
Punkt  erreicht  werde,  dienen  folgende  Bemerkungen.  Liegt  sun&chst  der  g*« 
gebene  Punkt  in  derselben  Horizontalen  mit  der  Anfangslage  in  der  Entfemnng' 
von  ihr,  so  folgt  a  aus  der  Gleichung 

--  smza  =  a, 
9 

Dieselbe  lässt  die  beiden  Lösungen  zu  a  =  ^ccj,  und  \{n  —  «o),  wo  «o  =■  ^^^  z" 

Die  beiden  Richtungen,  die  eine  steil,  die  andre  flach,  unter  welchen  derb« 
wegliche  Punkt  den  gegebenen  trifft,  sind  gleich  geneigt  gegen  die  Richkiui 
a  =a  \n  der  grössten  Wurfweite. 

Liegt  der  zu  treffende  Punkt  nicht  im  Horizonte,  sondern  irgendwo  andei 
so  lege  man  durch  ihn  und  die  Anfangslage  eine  Gerade,  welche  gegen  die  H 
rizontale  unter  dem  Winkel  ß  geneigt  sein  möge,  dann  folgt  a  aus  der  Gleicb^i 

2i;o*   cosa  sin{a  —  ß)  

g  cos^  ß 

wenn  a  wieder  die  Entfernung  von  der  Anfangslage  bedeutet.  Auch  diese  O* 
chung  lässt  zwei  Lösungen  a\  a'  zu,  für  welche 

cosa  sin{a  —  p)  =  cosa  svi  (a    —  p)  =  -^ — s-^ 

und  welche  die  unter  5.  erwähnte  Eigenschaft  besitzen.  Um  sie  wirklich  ^ 
zustellen,  wollen  wir  aber  lieber  die  Coordinaten  des  zu  treffenden  Punktes  ^ 
führen.  Sind  diese  x,  y,  so  wird  dieser  Punkt  erreicht,  sobald  x,  y  der  Gleicb*^ 
der  Flugbahn  genügen.  Stellen  wir  daher  die  Gleichung  unter  Nr.  2.  so  ^ 
dass  wir  a,  h  und  Vq  durch  a  und  ?i  ausdrücken,  wodurch  sie  die  Form 
Ä-ec*  a  '  x^  —  4A  ///  a  •  X  +  4//y  =  0,  und  lösen  sie  n;ich  tamj  a  auf,  so  kommt 


t(i a  ^  ^  (2h±  Vih  (h—y)  -  o:«)  . 


Für  4Ä  {h—y)  —  x^  <  0  ist  der  Punkt  nicht  mehr  zu  erreichen ;  die  äussert' 
Lagen,  für  welche  er  noch  erreichbar  ist,  sind  die  Punkte  der  Parabel 

4Ä(Ä  -y)  —  j;«  =  0. 
Für  Punkte  dieser  Grenzcurve  fallen  die   beiden  Wurfrichtungen  in  eine  nis^ 
men.    Durch  Verlegung  des  Coordinatenursprungs  um  die  Grösse  h  in  der  Richtet 
der  y  um  Umkehrung  des  Sinnes  der  y-Axe  nimmt  diese  Gleichung  die  Form 

er*  =  4Äy 

an.  Man  erkennt  daraus,  dass  der  Scheitel  der  Grenzparabel,  welche  die  ^ 
der  Anfangsgeschwindigkeit  v^,  erreichbaren  Punkte  (j?,  y)  von  den  nicht  erref  • 
baren  scheidet,  in  der  Höhe  h  vertikal  über  der  Anfangslage,  also  in  der  gem^ 
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im  Directrix  aller  Flugbahnen  und  der  Brennpunkt  in  der  Anfangslage  selbst 
«da   befindet.    Ihr  Parameter  ist  4A. 

7.  Die  aämmtlichen,  den  verschiedenen  Elevationswinkeln  a  entsprechenden 
Parml>ela  bilden  eine  Enveloppe,  welche  nichts  anderes  ist,  als  die  eben  er- 
wllaiat«  Greniparabel.    Nach  der  Theorie  der  Knveloppcn  findet  man  die  Gleichung 

rr  Citnre,  indem  man  die  Gleichung  der  Parabel 

seeßa  -  a^  —  ^h  tga  -  x  -\-  ^hy  ^»Q 

dem  individualisireoden  Parameter  tga  diiferentiirt  und  aus  ihr  und  der  da- 
ta gewinnenden  Gleichung  a  eliminirt.    Diese  Differentiation  liefert 

1/7«  —  Ihx  »=  0 
mA    die  Elimination  von  tga  führt  zu   derselben  Gleichung  ^h[h—y)  —  x'  =>  0, 
wi*    oben  onter  Nr.  6.    Der  eben  benutzte  Satz  über  die  Bil-  Fiv.  tu. 

dua^  der  Gleichong  der  Enreloppe  einer  gegebenen  Cunren- 
Kb«.mr  ergibt  sich,  wie  folgt.  Es  sei  f{x,y,  r)  =»  0  die  Glei- 
dnaa^  einer  Cnrre  C  (Fig.  94.),  deren  Lage  und  Gestalt  von 
•taer  CoBstanten  e  (Parameter  im  weitem  8inne  genannt) 
ibk&Bgt;  man  erbftlt  hieraas  die  Gleichungen  aller  einzelnen 
CirT«n  der  ganzen  Corverschaar  (C),  indem  man  c  conti- 
vdrlich  alle  Werthe  durchlaufen  lässt.  Die  Gleichung  einer 
dtoa    Werthe  e  -\-  J  c  entsprechenden   Curve  C'  ist  demnach 

^(*»  f ,  c  -f  ^r)  —  0  und  das  System  {/*(«,  y ,  c)  =-  0,        f(x,  y,  c  -f  Je)  =  o} 

k*Ks  daza  dienen,  die  Coordinaten  x^  y  der  Durchschnittspunkte  der  Corvon  C,  Cf 
^  Paaetionen  von  a  und  Ja  darzustellen.  Lässt  man  nun  Je  ohne  Ende  ab- 
■cbsea,  so  gebt  Cf  \nC  über  und  dabei  nehmen  die  Schnittpunkte  eine  bestimmte 
^i^^tltge  auf  C  an.  Die  dieser  entsprechenden  Grenzwerthc  der  Coordinaten 
erhält  nan,  indem  man  in  dem  Systeme  die  zweite  Gleichung  durch  die  Kquiva- 

»«•le  Combination  /*-'*'  *^'--  +  f  ""^  ""/("?'  ^JlS).  «  o  ersetzt  und  Je  verschwin- 

Je 

^^^  ÜMt.    Demnach  stellt  das  System 

/*(-r,y,c)  =  0 

d  fix,  //,  ^^  ^  ^ 

CC 

^^a«  Coordinaten  als  Functionen   von  a  dar.     P^liminirt  man   also  r,   so  erhält 

**•  die  Gleichung  des  geometrischen  Orts  der  coiitinuirlich  nufcinanderfolgenden 

^^■t^ttponkte   der  einzelnen   Curven   der  ganzen  Schaar   oder   die  Gleichung  der 

**t**aanten   Enveloppe   der  8chaar.     Die    Kuveloppe   berührt  sUmmtlichc   Curven 

'  -^rakteristiken)   der  Schaar.     Denn   zwei   aufeinanderfolgende  Punkte   sin'l   dio 

^"•ittpankte  der  Charakteristik  mit  der  näclistvorhcrgehendcn  und  nHohstfolgen- 

^^   Charakteristik    und    ihre   Verbindungslinie    ist   Tangente   der   Clinrakteristik, 

^^1  sie  aof  dieser,  und   zugleich   Tangente   der   P^nvoloppc,   weil   sie   auf  jener 

^^falls  liegen.     Die  Tangente   ist   also   der   Enveloppe   und   der   Charakteristik 

•*^**inschafllich  oder  beide  Curven  berühren  sieh. 

8.  Die  Anfangslage  Mq  des  beweglichen  Punktes,  welche  allen  den  vcr- 
"'k^eaen  Elevationswinkeln  a  entsprechenden  Parabeln  pcmein  ist,  steht  von 
^(^  Brennpunkten  derselben  ebensoweit  ab,  als  von  ihrer  gemeinsamen  Directrix, 

.^^lich   am  die  Strecke  h.     Daher  ist  der  Ort  aller  Brennpunkte  ein  um  die  An- 
^Itslage  mit  A  als  Radius  beschriebener  Kreis  (S.  Fig.  03J. 

9.  Die  Coordinaten  des  Scheitels   einer  beliebigen,   dem  Winkel  a   entspre- 

*^den  Parabel  sind  nach  Nr.  2. :  j-  =        ,     y  =  l        oder,    wenn  man  a   uiu\ 

y  U 
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b  durch  h  und  a  ausdrückt:  x  =  2  k  sin  2  a^    y^hsir^u.    Mit  Zubülfenabme      ^^-tt 
Relation  -|(1  —  cos2tt)  =  sin^  a,  erhält  man  hieraus,    indem  man  die  Quad  .r"<^Bt- 
summe  von  8in2a  und  cos  2a  gleich  Eins  setzt,  d.  h.  a  eliminirt,  die  Gleich  n..K3g 
des  Ortes  der  Scheitel  sämmtlicher  Parabeln ,  nämlich 

derselbe  ist  mithin  eine  Ellipse,  deren  Mittelpunkt  in  der  Höhe  \h  über  d^' 
Anfangslage  Mq  liegt  und  welche  eine  horizontale  Hauptaxe  von  der  Lftnge  2  ^ 
und  eine  vertikale  Hauptaxe  gleich  h  besitzt.    Die  Scheitel   au  den  Enden   <1< 

'K  3  JK 

horizontalen  Hauptaxe  entsprechen  den  Würfen  a  =  —   und    a  s=  -r-  . 

10.  Denkt  man  sich  von  0  aus  in  einer  Vortikalebene  unter  allen  möglieb« 
Winkeln  a  continuirlich  hintereinander  Punkte  mit  der  Geschwindigkeit  «q 
geworfen,    so   erhält  man  alle  Parabeln  der  ganzen  Schaar  zugleich,    wie  eiu-^ 
Stralengarbe ,   welche   von  einer  grösseren  Grenzparabel  umhüllt  wird.     Erfc^lfiT^ 
dies  zugleich  in  allen  Vertikalebenen  des  Punktes  0,  so  entsteht  dat  Phftnonmes^ 
einer  idealen  Fontaine.    Die  äussere  Figur  derselben  ist  das  Paraboloid,  welefco* 
durch  Rotation  der  Grenzparabel  um  die  Vertikale  gebildet  wird  and  die  Sohei.^^^ 
aller    Parabeln    liegen    auf    einem    Rotationsellipsoid    um    dieselbe  Aze, 
Aequator  die  Höhe  der  Fontaine  halbirt. 

Die  Coordinaten  der  Punkte  einer  Vertikalebene,  welcher  unter  dem 
kel  a.  ausgeworfen  wurden ,  haben  nach  der  Zeit  I  die  Werthe  o;  s=  «^  eo9  er  '  ^« 
y  s=  vosina  '  i —  io^y  eliminirt  man  hieraus  a,  so  erhält  man  für  den  Ort  aEl^' 
unter  den  verschiedenen  Winkeln  a  in  der  Vertikalebene  gleichzeitig  abgeg^^'^' 
genen  Punkte  zur  Zeit  / 

^  +  (y  +  ii/'')'  =  («'oO'; 

der  Ort  dieser  Punkte  ist  mithin  ein  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  vertikal  anter  .^^^ 
im  Abstände  \  gi^  liegt  und  einen  Radius  Vq  /  besitzt.  Beide  Grössen  sind  ^'  ^'^ 
der  Zeit  abhängig,  der  Mittelpunkt  sinkt  von  ^f^  aus,  wie  ein  schwerer  Pa^*>'^ 
und  der  Radius  wächst  gleichförmig  mit  der  Geschwindigkeit  Oq.  Da  dieseE^^ 
Betrachtung  für  alle  Vertikalebenen  gilt,  so  folgt,  dass  alle  Punkte,  welche  ^^ 
gleicher  Zeit  von  0  ausgeworfen  werden,  fortwährend  auf  einer  veränderliol» 
Kugelfläche  liegen,  deren  Mittelpunkt  wie  ein  schwerer  Punkt  sinkt,  während 
Radius  gleichförmig  wächst. 

11.  Lässt  man  den  Elevationswinkel  a  constant,  aber  die  AnfangsgesohwS- 
digkcit  Vq    variircu,    so    kann    eine    der    vorstehenden  Untersuchung   coordinir' 
Untersuchung  geführt  werden.     Von  dieser  heben  wir  nur  einige  Gesichtspan! 
heraus. 

Eliminirt  man  aus  den  Gleichungen  für  die  Coordinaten  des  Scheitels 
Flugbahn,  nämlich 

X  =  2hsin2ay        y  ^=i  h  sin}  a 

die  Grösse  k  und  damit  also  die  Anfangsgeschwindigkeit  Vq,  so  ergibt  sich 

y  =  ^tga.x, 

d.  h.  der  Ort  der  Scheitel  aller  Bahnen,  welche  der  bewegliche  Punkt  unter  coü' 
stantem  Elevationswinkel  mit  den  verschiedenen  Anfangsgeschwindigkeiten  be- 
schreiben kann,  ist  eine  durch  die  Anfangslage  gehende  Gerade,  welche  die  verti- 
kalen Strecken  zwischen  der  Horizontalen  der  Anfangslage  und  der  Richtung  der 
Anfangsgeschwindigkeit  halbirt,  so  dass  also  die  Horizontale  und  die  Warfrichtong, 
die  Scheitelgerade  und  die  Vertikale  vier  harmonische  Stralen  sind. 
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Die  Coordinaten  eines  Brennpunktes  sind 

X  SB  2h9in2a 
y  ^=1  h  #m*  a  —  h  cos^  a  ==  —  h  cos  2  a . 

Die  Elimination  von  h  liefert  hier 

y  =r  cotg2cc  •  Xj 

d.  li«  der  Ort  aller  Brennpunkte  ist  gleichfalls  eine  durch  die  Anfangslage  gehende 
Germde. 

12.    Viele   von    den   bisher   analytisch   entwickelten    Resultaten    kann    man 
leieht  aaf  f^ometriscbem  Wege  gewinnen,  wie  folgt. 

Es  sei  Mq  (Fig.  95.)  die  Anfangslage,  HD  die  gemeinschaftliche  Dircctrix  aller 

Parabeln,  welche   derselben  Anfangsgeschwindigkeit  Vq   =^  jf^2  g  •  />/q  //    entspre- 
eben,  und   F  der  Brennpunkt  ir- 


f^ttd  einer  dieser  Curven,  der  also 
^«CeB  M^F^  M^  n  auf  dem  um      l 
^  mit  M^ii  =»  h  beschriebenen 
'^iae  sich  befindet.   Die  Parabel, 
^^tt  Brennpunkt  F  ist,  schneidet 
^^«  Gerade  MpO  in  einem  Punkte 
^*  dessen  Abstände  vom  Brenn- 
pQakle  and  der  Directrix  gleich    ^ 
••«Hl,  so  dass  sVF^MS.  Der  Punkt    « 
^  ^9X  daher  der  Mittelpunkt  eines 
'^'*i»et,  welcher  die  Directrix  be-    j^ 
>^krt  nnd  darch  F  geht,  während 
^   ««Ibst   in    der   Geraden    Mt,G 


Fi  ff.  95. 


n 


u 


Da  ein  solcher  Kreis  den 


Mt 


^*^    der  Brennpunkte   im   Allgc- 
■•«•tien  in    xwci    Punkten    /',   t" 

•^noeiJel,  so  gibt  es  noch  einen  zweiten  Hrennpnnkt  F*  und  also  auch  noch  eine 

*^«ite    Parabel,    welche   ^ff^G    in    demselben    Punkte    M    schneidet.      Rückt    der 

■^**kt  M  auf  der  Geraden  M^^G  weiter  von  J/j,  weg,  so  nimmt  MS  ab;  der  äiisserste 

«  H&kt  Ml  der  Geraden  M^,G^  welcher  also  von  einer  Parabel  noch  erreicht  worden 

**'*>i,  nusa  die  kürzeste  Entfernung  von  dem  Ortskreise  der  Brcnnpnnkte  haben. 

^•»^aer   kurxeste   Abstand    fallt    aber   in   die  Gerade   M^  G  .selbst.     Daher   ist  der 

^^ftlltpunkt  A'o  von  ^^nG  mit  dem  Orte  der  Hrennpiinkte  der  Hrennpnnkt  derjenigen 

•^*'ab«l,  welche  auf  M^G  die  grösstc  Wurfweite  .!/(,  .l/i  bestimmt.     Hierfür  fallen 

'•*♦  Pankte  A\  F'   in  /'©   zusammen   und   geht  der  Kreis  NFF'  in  den  Herühnings- 

■'eis  der  Directrix  und  des  Ortes  der  Brennpunkte   über»    dessen  Mittelpunkt   auf 

^kG  liegt.     Da   die   Tangente   .Vq  7*,,   dieser   Parabel   den  Winkel   zwischen   dem 

"•dinfTector  M^Fq  des  Berührungspunktes  und  dem  durch  diesen  gezogenen  Dia- 

•*"ter  HMp   halbirt,  so  ergibt  »ich,   dass  die  Richtung  des  Wurfes,   welchem  die 

'^"•••te  Warfweite  auf  M^^G  entspricht,  den  Winkel  halbiren  muss,  den  J/„  <#  mit 

^  Vertikalen  Mt^Ii  bildet.    Ebenso  halbiren  die  Kichtun<ren  .1/,,  7',  M^T  'y^  zweier 

'^•'fe,  welche  in  demselben  Punkte  M  die  (tcrade  Afy</  treffen,  die  Winkrl  //^t^^F 

^^  fiM^f*'^   hieraus   folgt,  dass   sie  gleichgeneigt  sind  gegen  die  Richtung  .Vy  7'„ 

*«•  weiieiten  Wurfes. 

I>CBkt  man  sich  jetzt  durch  M^  alle  Geraden  M^^G  gezogen  und  bestimmt 
■*n^r  von  ihnen  den  Punkt  3/,  der  grössten  Wurfweite,  so  bilden  die  Punkte 
■''i  ^  Ort  der  äussersten,  bei  gegebener  Anfangsgeschwindigkeit  noch  erreich - 
^«1  Paakte.     Die  Punkte  M^  sind   aber  die  Mittelpunkte  aller  Kreise,    welch« 
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die  Directriz  und  den  Ort  der  Brennpunkte  berühren.  Zieht  man  daher  in  c 
Abstände  HJ  =  HM^  die  Gerade  JE  parallel  mit  der  Directrix  HD,  so  stehen 
Punkte  Mx  von  Mq  und  dieser  Geraden  gleichweit  ab.  Daher  ist  der  Ort  ( 
eine  Parabel,  welche  die  Vertikale  MqJ  zur  Hauptaxe,  HD  zur  Scheiteltangc 
und  Mq  zum  Brennpunkte  hat.  Diese  Parabel  berührt  die  einzelnen  dnreh 
Punkte  Mx  gehenden  Parabeln,  denn  ihre  Tangenten,  sowie  die  Tangente  je 
in  Mx  halbiren  den  Winkel   MqM^N^  oder  FqMxJNx* 

Mit  Hülfe  ähnlicher  Betrachtungen  kann  man  leicht  eine  Reihe  anderer 
tcressanter  Wurfprobleme   löacn.     Um  die  Stelle   zu  finden,   wo  die  Ebene  ü 

unter  rechtem  Winkel  getroffen  wird,  sei  M  die  Si 
des  Aufschlages  des  geschleuderten  Punktes  (Fig.  9 
Man  construire  den  Kreis  um  M^  welcher  HG  in 
berührt;  seine  Durchschnitte  Fy  /^  mit  dem  Orte 
Brennpunkte  sind  die  Brennpunkte  der  beiden  Fi 
beln,  welche  M  erreichen.  Nun  halbirt  M^Q  i 
Winkel  FMF'  und  die  Tangente  in  M  an  die  Paral 
deren  Brennpunkt  F  ist,  den  Winkel  FMN,  sollen  a 
beide  zu  einander  senkrecht  sein,  so  mnss  Win 
NMF^  =  n  werden.  Zieht  man  also  vom  Schnittpiu] 
G  der  Geraden  M^^G  mit  HG  nach  dem  Endpunkte 
des  Durchmessers  HH'  den  Stral  GH\  so  liefert« 
Schnittpunkt  mit  dem  Orte  der  Brennpunkte  den  Pu 
Z"*,  von  welchem  man  blos  das  Perpendikel  F^N  i 
l/G  zu  fällen  braucht,  um  auf  MqG  den  gesnohl 
Punkt  M  zu  bestimmen,  welcher  unter  rechtem  Winkel  getroffen  wird.  I 
Richtung  des  Wurfes  ergibt  sich  hierzu  leicht  aus  dem  Vorigen.  Von  ^ 
beiden  Parabeln,  deren  Brennpunkte  FyF'  sind,  löst  nur  die  erstere  das  Proble 
für  die  andere,  deren  Brennpunkt  /"'  ist,  ist  M  der  Scheitel,  indem  der  Rs^^ 
vector  MF^  mit  dem  Diameter  NF^  zusammenfällt,  und  ist  also  die  Tangente 
M  horizontal. 

Soll  die  grösste  Wurfweite  für  eine  nicht  durch  die  Anfangslage  Mq  geben 
Ebene  G^G  (Fig.  97.)  gefunden  werden,  so  erwäge  man,  dass  für  irgend  el> 
Punkt  M  in  GqGj   wenn  er  auf  einer  zum  Brennpunkte  F  gehörigen  Parabel 

reichbar  sein  soll,  FM  =  MN  und  da  MS  ' 
dem  Fortrücken  des  Punktes  M  in  der  Richte 
Gq  G  abnimmt,  für  die  äusserste  Lage  Äff 
Punktes  M,  MF  der  kürzeste  Abstand  des  Pvi 
tes  M  vom  Ortskreise  der  Brennpunkte  wef 
muss.  Es  ist  daher  Mx  der  Mittelpunkt  ei 
Kreises,  welcher  die  gemeinsame  Dircctrix 
und  den  Ort  der  Brennpunkte  berührt. 

Im  Allgcmciqcn    kommt  die  geometrifi 

Lösung    derartiger  Aufgaben  auf   das  Prob 

der  Berührnngskreise  einer  Geraden  und  ei 

Kreises   zarück,    deren   Mittelpunkte    auf  ( 

gegebene    Curve    beschränkt    sind.      Die    Aufgaben   über    die    grösste    Wnrfw 

können  auch  alle  mit  Hülfe   der  Grenzparabel  gelöst  werden,   welche  die  Ei 

loppe  aller  Flugbahnen  für  dieselbe  Anfangsgeschwindigkeit  ist, 

13.  Nach  Nr.  3.  ist  die  Geschwindigkeit  in  irgend  einem  Punkte  M  (Fig. 
def  parabolischen  Bahn  gleich  der  Geschwindigkeit,  welche  ein  Punkt  durch 
Fall  von  der  Directrix  HD  aus  erlangt,  d.  h.  es  ist  v*  =  2/7  •  MJS.    Nun  ist  fl 


Fig-.  97. 


il—       C«p. 
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,«v-vn5^  der  Eigreiucbaften  der  Parabel  MS  =  MF  und  Dy*  =*  2FD  -  AP;   aUo 
tea«  an  man  FJ^  beiderseita  addirt :  /W«  ^2F/)  -  AP+  FD*  =  2  /7>  •  ( /IP  +  i  FD) 

wm   «  FD'  MX.    Ilieraos  folgt  AL\  =.  --^,,  .    Daher  wird  jetzt 

£  '  r  iß 

Et  ist  mithin  die  Qeschwindigkcit  proportional  der  Länge  FN,  Diene  Linie 
Metit  aber  senkrecht  auf  der  Tangente  des  Punktes  i>/ 
■mI  es  bilden  daher  alle  Linien  FN  unter  einander 
fiese Iben  Winkel  wie  die  Richtungen  der  Geschwin- 
fi^eit  Daher  liegen  die  Punkte  .V  in  einer  dem 
H^dographen  der  parabolischen  Bewegung  ähnlichen 
Uai«  aad  ist  folglich  dieser  selbst  eine  Gerade.  Die 
9treeken  FD,  DS  sind  proportional  der  Horizontal- 
■id  der  Vertikalcompouente  von  t;  in  demselben  Ver- 
kllteiis,  mit  melchem  FS  dem  t;  selbst  proportional  ist. 

f.  9.    Itatf  baUistisehe  Problem  (Worfbewegung  im 
viAavHilMikUa  nttel).     Ein  schworer  Punkt  wird 

■it  der  Anfangsgeschwindigkeit  p^  unter  einem  Winkel  a  gegen  den 
Horiioot  in  einem  homogenen,  Widerstand  leistenden  Mittel  gcwor- 
'«n»  welche  Bewegung  wird  derselbe  annehmen,  wenn  die  Beschlen- 
*^IPoag  des  Widerstandes  gleich  derFcmction  a  -f-  ftv*  der  Geschwin- 
digkeit ist,  worin  a  und  h  Constnnte  bedeuten? 

1.  Wir  legen  der  Untersuchung  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystcm,  wie 
^  der  Torigen  Untersuchung  su  Grunde  und  nahmen  die  d7-Axe  horizontal,  die 
|*4xc  vertikal  nnd  positiv  aufwärts  gerichtet  an.  Die  Componenten  der  Be- 
••Wennignng  sind  alHilann,  da  der  Widerstand  in  der  Richtung  der  Tangente  dem 
^iBifte  der  Bewegung  entgegen  gerichtet  ist: 


A  —  — ;/i  +  //pM,    , 


r=-(,/  +  A.«)J^-i7, 


;5=-o 


iid  mithin  die  Gleichungen  der  Bewegung 

rf*x 

dt* 

fpf, 


,     ,         fl.r  n  4-  hr" 

-    {a  +  //»")=.-        ^ 


ili* 
d0 


_  („  4-  //r«)  ~  -  u  -=  - 


V       '  fit 

n  +  hv" 


dt 


0 


^  0 


*IB4  «eao  die  vertikale  jr^-Khcne  dnrch  die  Richtung  der  Anfangsgeschwindigkeit 
^'^Ct  and  die  Anfangslage  ;)/.,  alH  Coordinatennrnprung  angenommen  wird,  ho 
*•'*  Jie  dritte  dieser  (tleichungm,  dass  die  Bewegung  in  der  .ry-Ebenc  erfolgt, 
^*M  die  Untersuchung  sich  von  vornherein  auf  die  bfiden  ersten  (Gleichungen 
^^wiaken  kann.  Um  zu  einem  Integrale  derselben  zu  gelangen,  combinire 
*^*  sie  in  derselben  Weise,  wie  es  bei  der  Entwickelung  dos  Princips  der  Flürhrn 
'  ^*  ftschah.     Man  erhält  zunächst 

dx  d*y         dy  tPx 


dt  dt* 


dt  dt* 


'  fl 


dx 
dt 


dx 


^  Wenn  man  fUr  ~-  seinen  Werth  aus  der  ersten  Gleichung  einsetzt 

dt  ^ 


( 


,     ,       ,  A/.r  tPjf       dif  d*j\ 
^  '  \itt  dt*        dt  dt* )         '' 


fP. 


r 


dt* 
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Nun  führe  man   den  Winkel  rj  als   neue  Yariabele   ein,   welchen  die  Tangente 

dx  du 

der  Bahn  mit  der  x-Axq  bildet,    d.  h.  man  setze    —  =  vcoBfi^  -^  a«  v  «Mi;, 


wodurch  man  erhält:  ü  (ä  +  ft»»)  dri  =  g  {cos  rj  dv  —  v  sin  rj  drj) ,    oder 

g  C0871  ü"^""^^^  dv  —  (ä  +  fl'  «*«  ^)  »""  dri  =  hdri . 

Nnn  snoho  man  einen  integrirenden  Factor  K  dieser  Gleichtug,  80  das*  dnrcli 
Multiplication  derselben  mit  ihm  die  linke  Seite  ein  yollstftndiges  DifferentiAl 
werde.    Da  die  rechte  Seite  v  nicht  enthält,  so  kann  derselbe  blos  eine  Fonction 

von  71  sein.    Da  ferner  die  linke  Seite  in  dem  einen  Gliede  v~~"»  im  andern  du 

Differential  v~^'*^^^  dv  dieser  Grösse  enthält,  so  erkennt  man  leicht,  dass  der  in- 
tegrironde  Factor  die   linke  Seite    zu    einem  vollständigen  Differentiale  von  der 

Form  d  •  Af  o""  machen  wird.  Soll  dies  eintreten,  so  sind  die  beiden  Bedingoo^ii 
zu  erfüllen: 

dM  =  n  AT  (fl  4"  /7  «'w?)  dri 
M  =  —  nKgcosq, 

ans  denen  man  zunächst  erhält: 

dM      «(fl  +  OÄinw)    ,  Sinti  .,   na   dri  ,  ,  i   "<' j    ,,    /«      i  •    «^ 

-  -    =  —5^ — -^        *'  dn  =  n dn  A =  —  ndl  cosri-] d  •  Hg  (4«  +  *  V 

M  gcosrj  cosrj  g  cos  rj  g 

und  mithin 


»a 


M  ^  cos~'"7i'tg  ^a«  +  ii?), 
sowie  den  Mnltiplicator  K  selbst,  nämlich 

K  =  —      ^^ 

g  cos  rj 

Dies  liefert  uns  daher  das  Integral  der  Differentialgleichung: 


n    r  hM  dfi 
gj     cos  rj 


Diese   Formel   gilt  auch   noch,   wenn  b  eine  Function  von  rj  ist;    auch  fSr  Ä^ 
Fall,  dass  a  Function  von  17  ist,  tritt  nur  die  Aenderung  ein,  daas 


ff  r^^v 

—n  "./  cosri 


M   =r     COS  T]  '    c 

wird. 


Für  die  weitere  Behandlung  des  Problems  setze  man  ig  (\yt -{- {i^)^'T,  ^^*'' 

durch  cosn=  r- t  -  i  ♦    sinn  =^  - — j — ^, ,     -        =         wird,    sowie  zur  Abkürt«**^ 

1  +  r*  1  -|-  r'       cosri  r 


a  .    . 

=  c:    so  erhalt  man 

y 


2"  Mv-''   =  -  y  fr"^'-^^  (1  +  »•»)«  "^^  . 

Ist  n  eine  ganze  positive  Zahl,  so  erhält  man  dies  Integral  in  geschloss^^ 

Form.     Besonders  einfach  fällt  derselbe  aus  für  c  =    =  — ^^—  ,    nämlich 

ff  n 

r«(l  +  r»)-  «-'•  =  ,^^^"1    .   (1  +  r*)'H-i  +  C,    ' 

wobei  die  Constante  durch  die  Anfangslage  und  Anfangsgeschwindigkeit  bestif^ 
werden  muss;  wofür  r  =  ///(J  ir  -|-  -Ja),  0  =*  Oq  wird. 
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fnndene  Integral  bestimmt  v  als  Function  von  r;   nachdem  dies  er- 
it  es  leicht,  auch  t,  x^  y  als  Functionen  vom  r  durch  blosse  Qua- 
riuBtellen.     Bezeichnen    wir   nämlich    abkUrzend  die   Beschleunigung 
indes  mit  «,  so  liefern  die  obigen  Gleichungen 
d^x  (o  dx  cfy  (D  dy 

/dx  d^ dy  d'x\  rf*a? 

®V<r  d/t      didi^/       ^^di^ 

d*x 

Igende  System  von  Gleichungen: 

d^x 

#•   - 
Ja    ^^    __         ^*      J^  __        Prfiy  ^  ^ 

dx  gcosri  g    r 

dt 

,  dx  ^^  o*  .  2  »•  dr 

<tr&s        -—dt=  —      —  dfi  ^^  — 


dt  g     '  g{\  +  ^) 

dy^        -dt^^-tgndr^^^     ^1  +  H)    ' 

man  in  diesen  Formeln  v  durch  17  oder  r  ausgedrückt  einsetzt,  er- 
,  X,  y  durch  blosse  Quadraturen.  Die  Reduction  auf  Quadraturen  ist 
loch   möglich,   wenn  die  Beschleunigung  des  Widerstandes  a  -\~  h  •  Iv 

l,  der  aus  dem  eben  behandelten  hervorgeht,  wenn  a und  —  an 

n  n 

»n  a  und  b  treten  und   man  hierauf  einen  Grenzübergang  für  n  =»  0 

i  aber  berücksichtigt,  dass 


(^v)  -  ■■ 


/im  I I  =  Iv  für  n  =■  0. 

\f  gegebene  Entwickcliing  verdankt  man  Jacobi  {De  motu  puncti  sin- 
e*s  Joum.  B.  XXIV.  S.  25.).  Bereits  Joh.  Bernoulli  hat  in  den  Actis 
Liju.  1719.  p.  216.  das  ballistische  Problem  behandelt;  von  seinem 
1.  Bernoulli  enthält  derselbe  Band  oine  Abhandlung  über  denselben 
Später  hat  Legendre  {Sur  la  question  de  balütique;  Mem.  de  VAcad. 
f82,  p.  59)  die  Behandlung  des  Gegenstandes  dahin  erweitert,  dass  er 
and  in  der  oben  angenommenen  Form  voraussetzte. 

den  speziellen  Fall  a  =  0,  n  =  2  wird  der  Widerstand  dem  Quadrate 
adigkeit  proportional.  Wir  wollen  diesen  einfachen  Fall  direct  und 
ron  der  vorstehenden  allgemeinen  Theorie  behandeln,  zu  diesem  Behufe 
vegungsgleichungen  etwas  umgestalten.  Ist  allgemein  R  die  Wider- 
eonigung,  so  lassen  sich  dieselben  schreiben: 

d^x  dx  ^y  ^  n'^y  ^  ^  ^  n 

dy  .       dy  dx    d^y  d*x    .    dx  dp  ,  .   ,. 

r  Gleichungen  über  in 

(rf*x        „dx\        d,v  dp    ,  ,. 

lan  dieselbe  mit  Hülfe  der  ersten  reducirt,  kann  man  das  Bystem  der 
toichungen  durch  die  beiden  folgenden  Gleichungen  darstellen: 
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dt*   ^     ds 


dxdp. 
^  dt  "^^ 


0. 


g   .        g/dM" 
Setzen  wir  jetzt  unserer  Voraussetzung  g^emäss  "  =*  S*'^  ^  ä  VJ» 

diese  Gleichung^en  über  in 

g_dsdx^ 
■^  A-«  dt  dt 


d^ 
dt* 


£  +  ^(£f 


0. 


Aus  der  ersten  von  diesen  Gleichungen  folgt 

(Px    dx  g  ds 


d(*  '  dt 

und  mithin  weiter  durch  Integration 

dx 


k*dt 


9 


Um  die  Constante  zu  bestimmen,   dient  die  Bemerkung,   dass  fü: 

dx 
horizontale  Qeschwindigkeitscomponente  —  gleich    v^cob  a  wird.      1 

1{vq  eo9  a)  ^  C  und  mithin  bleiben  für  die  weitere  Behandlung  des  ] 
Gleichungen : 


dx 
dt 


Vq  cos  a  e 


-y 


dp 

dx 


2h  C08*a 


wenn  h 


2^ 


gesetzt  wird.    Aus  der  ersten  dieser  beiden  Gleichun 


Figr.  99. 


man,  dass  die  Horizontalcompone 
schwindigkeit  immer  mehr  abnimmt, 
die  absteigende  Bahn  immer  mehr  d( 
Richtung  sich  annähert  und  mithin  d 
immer  mehr  gleichförmig  wird  (vgl. 
Nr.  4.  S.  224).  Der  absteigende  Ci 
daher  eine  vertikale  Asymptote  (Fig. 
zweite  Gleichung  zu  integriren,  mult 

sie  mit  der  Identität  dxYl  +  p'  >" 
sie  übergeht  in 

dp  yr+~p^  = 


2hco9*a 


Ar« 


^ 
A» 


-r.«, 


deren  Integral  ist 

c^pKr+y«-  /(p  +  Ki  +  p«)=v .     ,  . 

4tgn  cos*a 

wobei  die  Constante  dadurch  bestimmt  wird,  dass  für  «  ==  o,  p  =»tgan 

wir   zur  Vereinfachung  P  ^  p  Vi  +  p«"+  l  (p  +  Kl  +  p*) ,    so    i 
Gleichung  die  Form  an 


k^ 


IT*  ^^ 


P)  cojfl  a . 
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la  man  mit  ihrer  Hülfe  aus  der  ersten  der  drei  folgenden  QleichoDgen: 

dp  ^  e~^  dy_^^      dp_iJdi^      « 

dx  2A  cot^a '    dx        ^  '    dx  ^  ^  W/  " 

,  erh&lt  man  dx^  indem  man  hierauf  den  so  gewonnenen  Werth  ron  dx 
reite  einsetit,  ergibt  sich  djf  and  in  ähnlicher  Weise  ans  der  dritten  dt 
ind  dp  dargestellt.  Demnach  wird  das  ganse  Problem  durch  die  drei 
fen: 

dar  —  —  f=-  rfp  (C  —  P) 
dy^^\—  pdp  {C^Pf^ 

Iratnren  xurttckgeführt.     Um  die  Constante  C  durch  die  Anfangselemente 

eken,   sei  po  ^^^  Werth  von  p  i»  j=^  für  /  «»  o,  d.  h.  po  a«  lya;  ebenso 

dx 

Terth  ron  P  für  <  >»  0.    Dann  liefert  die  Gleichung 

^' 

e    ~^(C-  P)  eoi^a 

tk  Ton  C,  nämlich 

^  ""  ^«  +  Agh  coM^a  ' 

da/ 
Grösse  p  ^  ^,  welche  die  Tangente  der  Neigung  der  Bahn  gegen  die 
dx 

de  darstellt,  beginnt  mit  dem  Wertbe  po  und   nimmt  fortwährend  ab,  im 

Punkte    der    Bahn   verschwindet   sie,    geht    hierauf   ins   Negative    über 

rt  sich  mehr  und  mehr  dem  Werthe  —  OO. 

drei  zuletzt  dargestellten  Gleichungen  für  r/x,  dy,  dl  liefern  Hnr<-h  Intcgni- 

Coordinaten  x,  y  und   die  Zeit  t  alv  Functionen  von  p^  niimlich 

^  /-  /" 

Lc-^PT^dp,  y^\^^  iyC-  Pr^pdp,   t  =^V{' j  j  [C  --  P' hp. 

nÜnaten  des  Scheitels   erhält  man  in.obe8ondere  für  p  =»  0,  nämlich 

Po 


^'f 


(C  -  P)-  '  dp 


V 


fwette  IT  ergibt  sich,   wenn  man  zunächst  den  Werth  —  p,  von  p  sucht, 
Mn  y  aom  zweitenmale  verschwindet,  d.  h.  die  Gleichung  auflöst 

(c  ~  pr  ^  pdp  ^  0 


j 


—Fi 

gefundenen  Werth  hierauf  als  Integrationsfrrenze  bei  der  Bestimmung  ron 
t,  nämlich 


w  ' 


7/^-  - 


i~  !<€--  pr^dp. 


17 


* 
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Die  Abscisse  der  vertikalen  Asymptote  der  Flugbahn  ist  der  Werth  Ton  «, 
welcher  p  =  —  OD  entspricht,  nämlich 


—  OD 


Man  kann  leicht  zeigen,  dass  der  aufsteigende  Ast  der  Carve  tiber  den  Coordi- 
natenursprung  rückwHrts  verlängert,  eine  gegen  den  Horizont  geneigte  Asymptote 
besitzt  (s.  Fig.  99). 

3.   Für  den  Fall,  dass  po  und  in  Folge  dessen  auch  p  sehr  klein  ist,  so  da« 
die  Flugbahn  immer  nahe  am  Horizonte  bleibt,  kann  man   approximativ  setseD 

—  =  1,  «  =  a;  und  folglich 

M. 

dp  c  ** 


dx  2h  cos* a^ 


dx      '  Aah  cos^a  \  / 


woraus  sich  ergibt 

Die    Coordinaten   des    Scheitels    erhält   man,    indem   man  p  s»  0,  die  Ab- 
scisse der  Wurfweite,  indem  man   ^  =  0  setzt.      Hierzu    liefert   die  GleiehmV 

ylyj  +  ,==  ^  n™^'  Hülfe  des  vorherigen  Werthes  für  j-  : 

JL  ^  » 


Vq  cosa 
und  folglich  die  der  Abscisse  x  entsprechende  Zeit: 

^x 


g      Vq  CO»  a 

§.  10.  Die  Centralbewegung.  Ein  Punkt  bewege  sich  unter  demEi^' 
flusse  einer  Beschleunigung,  deren  Richtung  fortwährend  dareh  ei^ 
festes  Centrum  hindurchgeht  und  deren  Qrö'sse  blos  eine  Funetio» 
der  Entfernung  von  demselben  ist.  Die  Anfangslage  und  die  AB' 
f angsgeschwindigkeit  sind  bekannt;  man  soll  die  Natur  dieser  Be* 
wegung  erforschen. 

Wählt  man  das  Centrum  0  zum  Ursprünge  rechtwinkliger  Coordinaten  «,  fi  < 
des  beweglichen  Punktes  M  und   bezeichnet  dessen  Entfernung  von  jenem  mit  r, 

X  ti  z 

so  stellen ,  —  — ,  —  —   die  Richtungscosinusse    der   Beschleunigung  9  4» 

X     1/     z 
für  den  Fall^  dass  ihr  Sinn  dem  Centrum  zugewandt  und  — ,  — ,—   für  den   FiIL 

r     r     r 

dass  ihr  Sinn  vom  Centrum  abgewandt  ist.     Demnach  sind  die  Compönenten  der 

__  X  — _   ly  _—    z 

Beschleunigung  X  =  ^  —  qp,    V  =  "^  —  tp  ^   Z==4-— qp    in    dem    einen    oder 

im  anderen  Falle.  Man  sieht,  dass  eine  Aenderung  von  qp  in  —  9  genügt,  um  den 
zweiten  Fall  auf  den  ersten  zurückzuführen  und  wir  wollen  deshalb  den  ersten 
formell  hier  zu  Grunde  legen.     Daher  sind  die  Gleichungen  der  Bewegung: 
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rf*«  X  tPy  y  iPz  z 

dfl 7»'    dfl 7'''    dfl 7»- 

Nach  Cap.  III,  §.4.  gilt  für  das  yorliegeade  Problem  das  Princip  der 
Ftt^en;  die  Bewegung  erfolgt  daher  in  einer  Ebene,  nämlich  in  der  durch  das 
C«atnim  und  die  Anfangsgeschwindigkeit  bestimmten  Ebene.  Wenn  wir  diese 
Ci»€Ae  lu  einer  der  Coordinatenebenen,  z.  B.  zur  a:y- Ebene  wählen,  so  ist  die 
dritte  Coordinate  z  zu  jeder  Zeit  Null  und  die  dritte  Bewegungsgleichung  von 
Mlhtt  erf&llt,  so  dass  wir  unter  dieser  Voraussetzung  blos  die  beiden  Gleichungen 

(Px  X  (Py  y 

dfi 7'''    Ä»" 7» 

n  iategriren  haben.    Das  Integral,  welches  das  Flächenprincip  liefert,  ist  dann 

""dt  -^n  =  ^ 

lad  ftimmt  durch  Einführung  der  Polarcoordinaten  r,  ^  die  Form 

2dS  .  d^ 

dt  dt 

tt,  tndeiD  xdy  —  ydx  ^  r^d9  ^  ^dS  den  doppelten,  von  dem  Radusrector  r 
ta  Zetttlemente  beschriebenen  Eleroentarsector  dS  darstellt.  Fällt  man  vom  Cen- 
^nn  0  das  Perpendikel  p  auf  die  Tangente  der  Bahn,  so  stellt  pd*  ebenfalls  diesen 
^ptlttB  Elementarsector  dar  und  geht  das  Integral  über  in 

DO  ^  C  oder  »  =■  — . 

i'Mielb«  sagt  also  aus,  dass  für  jede  Centralbewegung  das  Moment 
**r  Oesehwindigkeit  in  Bezug  auf  das  Centrum  oder  die  Sectoren- 
fcsekwindigkett  des  Radiusvectors,  welcher  vom  Centrum  nach  dem 
^*vefliehen  Punkte  hinführt,  constant  ist.  Die  Geschwindigkeit 
**lbtt  ist  demnach  dem  Abstände  ihrer  Richtung  vom  Contrum  um- 
'*^ehrt  proportional.  (Vgl.  Cap.  I,  §§.  21  und  22).  Die  Constante  C  kann 
^'^  die  Anfangselemente  der  Bewegung  ausgedrückt  werden.  Bildet  nämlich 
^  «anbigliehe  Radiusvector  r„  mit  der  Richtung  der  Anfangsgeschwindigkeit  v,, 
^tt  Winkel  a,  so  ist  der  anfängliche  Abstand  po  des  Centrums  von  Vq  gleich  r^  »in  a 
^  üitkin,  wenn  man  die  Gleichung  auf  den  Anfangszustand  der  Bewegung  be- 
"^t,  p^9^  mm  Tf^v^Hna  =a  C,  Integrirt  man  die  Gleichung  des  Flächenprincips 
■•«kmtls,  ao  folgt 

•S  -  *'o  =  y  ('  -  'ü) 

^^ffirjeda  Centralbewegung  ist  der  von  dem  Radiusvector  beschric- 

^(■e  8eetor  der  Zeit  proportional,   in  welcher 

tr  beschrieben  wird.   (Vgl.  Cap.  I,  §.  22.  zu  Ende.) 

Wir  #ollen  mit  Hülfe   des   Flächenprincips   einen 

f&r  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit  suchen, 

welchen  dieses  als  Function  des  reciproken  Wer- 

vom  RAdiosvector  erscheint.    Hierzu  gestalten  wir  p 

mat,    Noa  tat  —  die   Cosecante   des  Winkels  zwischen  //  . 

p  Ä'^--/      r         \ 

ds 
r  «»d  •  Qod  da  dieselbe  Grösse   auch  durch  —r^   dar- 
•^  rav 

rMiclU  wird  (Fig.  100.),  so  besteht  die  Gleichung 

r    ds 

p    ~   rd9 
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und  wenn   man   sie   quadrirt   und   dt^  =  r'^dd*  -|-  dr*   einsetst,    so   erhält    man 
1  1,1  /dr\*  ,        ,  r  1  *•    .  . 


Für  —  ^  tt  nimmt  diese  Formel  die  Q  estalt 

an  und  mit  ihrer  Hülfe  erhält  man  aas  der  Gleichung  vp  =*  C  des  Fliehenprin- 
cips  den  gesuchten  Ausdruck 

Um  die  Abhängigkeit  der  Geschwindigkeit  von  der  Beschleunigung  dentUol 
zu  erkennen,  berücksichtigen  wir  den  Cap.  I,  §.  10  entwickelten  Sats,  wonaefa  die 
Geschwindigkeit  die  mittlere  Proportionale  zwischen  der  Beschleunigung  imd  der 
halben  Sehne  ist,  welche  ihre  Richtung  im  Krümmungskreise  der  Bahn  bastinat 
(Krümmungssehne).    Ist  c  diese  Sehne,  und  schreiben  wir  die  QleiohoDg,  wsleh* 

diesen  Satz  ausspricht,  so: 

»*  =  29- Je.   , 
so  erhellt,   dass   ein  Punkt,   welcher   mit    constanter   BeschleuaigQiaC 
gleich  9  ohne  Anfangsgeschwindigkeit  sich  durch  den  vterten  Thca  ^1 
der  Krümmungssehne  hindurch  bewegte,  die  Geschwindigkeit  f  rc»  v 
langen    würde,     fc    ist    gewissermassen    die    GesohwindigkeitihSlEme 
von  ü. 

Nach  Cap.  III,  §.  7,  gilt  für  unser  Problem  auch  das  Princip  der  lebs&di^^^ 

Kraft.     Für  die  Kräfte function  1/  erhält  man  dU  =  —  ^  (xdx  -{-  ydy)  oder, 
aj*  +  y*  =  r*  und  folglich  xdx  -|-  i/dy  =  rdr  ist 

dl/  =  —  q)dr 

r 

(/  -  1/0=^  -  Ctpdr, 
und  folglich  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft 

r 

\v^  -  -J^ü'  =  ^  -  ^ü  =  -  Uär, 


0 


oder  indem  man  die  Constante  -|vo'  --  (/^  =^  h  setzt 

Combinirt  man  diese  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  mit  der  oben  geAuidWiki 
ü*  =  C*    M*  4"  ( —  -nz)  I  ♦  80  erhält  man  durch  Elimination  von  0  eine  Diffeiia- 

tialgleichung  zwischen  u,  r  und  d',  oder  da  u  =  —  ist,  zwisoh«n  «  und  4^:  de  ki 

r  ' 

die  Differentialgleichung  der  Bahn,  nämlich: 


i'^  ["'  +  (-  S)']  -'  +  " 


und  auA  ihr  folgt,  da  sich  die  Variabelen  trennen  lassen,  die  endliche  Gleiehimg 
der  Bahn: 
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Cdu 


9  -  ^0- /,> 

jy2{U  +  h)  -  C*u^ 


wobei   in  U  ftbersll  —  für  r  geschrieben  gedacht  wird  und   ii^  «^  -    dem  Werthe 

II  T'0 

#  ^  4^«  «ntopricht. 

Ist  di«  Bahn  bekannt,  welcbe  der  bewegliche  Punkt  beschreibt,   nicht  aber 

die  Ahhingigkeit,  in  welcher  die  nach  dem  festen  Centram  gerichtete  Beschlea- 
^  ^(«ag  9  Ton  dem  Radinsvector  r  steht,  so  dient  die  eben  entwickelte  Gleichung 
diese  AbbUngigkeit  aufzufinden.    Differentitrt  man  nämlich  dieselbe,  indem 
#  als   unabhängige  Variabele   ansieht,    so    ergibt   sich   mit   Rficksicht   auf 

T  ■•  ^är  and  r  « 


u 


"  -  ^'""  [« +  S*] 


Oagtlnbit  ist  wiedemm  diese  Oleiohung  die  Differentialgleichung  zweiter  Ord- 
üi|  lir  die  Bahn,  falls  9  als  Function  von  u  oder  yon  r  gegeben  ist. 

Htm   kamt   die    Besehleunigung  <p   noch    unter   einigen   andern   bemerkens- 

Q 

*trtk«a  Formen  darstellen.    Combinirt  man  nämlich  die  Gleichungen  0  <»  —  und 

P 
*'^  i[U  '^^'  k)  behofs  Elimination  ron  v*  und  differentiirt  die  entstehende  Oleichunpr 

.^-  -  2(^  +  Ä), 

^  «ckilt  man,  ^  dU  «^  —  fpdr  ist,  die  weitere  Formel  für  <p: 

C^   dp 

*^^la  einem  bekannten  Satze  besteht  aber  nun  zwischen  r,  p,  </r,  dp  und  dem 
^'^^Bongshalbmesser  9  die  Proportion 

dp  /• 

dr  ff 

^^    Hülfe  derselben  kann  man  9  auch  <1io  (ieHtalt  geben: 

9P 
^^^  erwähnte  Satz  aber  kann  einfach  folf^^cnderm^iäsen  erwiesen  werden.    Ks  seien 
'^*C-  101.)   MTt  M*  T*  die  Tangenten    einer  Curve   in  den   beiden   aufeinandcr- 
^^aden  Ponkton   H  und  J/',  OP,  01"^  die   vom  Ur  n^.  101 

•H^agcOder  Kadicnvcctoron  auf  -ic  j»cfillltcn  Perpen  '^Kt 

^•^  P%  P  '\'  ^P*   während  OM  und  OM'  gleich  r  und  \^ 

'  +  ir  sind.    Fällt  man  nun  von  M  auf  OM'  das  Perpen  ^  #¥  ' 

Üksl  if  (^  nnd  bezeichnet  den  Schnittpunkt  von  0  P'  uml  "\^' 

^r  Taagento  MT  mit  A,  so  ist  leicht  zu  »dien,  dasn  n^^* 

£s  beiden  venchwindend  kleinen  bei  Q  und  H  recht-  ''      -'Ol' 

vinkligen  Dreiecke  /'A/^  und  .V/(?iftf' ähnlich  sind.    Da  ^^         \ 

■imiieb  die  beiden  Perpendikel  O/',  OP^  mit  einander  '^"^  ^ 

deasalbcn  Winkel  bilden,  wie  die  Tangenten  M  T,  M'  t.       ß^ 
so  luc«a    die    vier  Punkte  P,  P^,  0,  M'  (und    in   der      ^ 

OmsM  if)  in  einem  Kreise.  Daher  sind  weiter  die  Winkel  OP^P  und  OMfM  als 
FMifbariewiakel  desselben  Bogens  OP  gleich,  woraus  die  erwähnte  Aehnlichkeit 
d«r  Dreiecke  folgt.    Daher  ist 

Hf  />/^  c(£  P^ 

QM'  "  MM"  fir   "■  MM* 
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Der  Durchmesser  des  erwähnten  Kreises  ist  wegen  des  rechten  Winkels  OPM 
gleich  dem  Radiusvector  0  yY/  =»  r ;  in  demselben  Kreise  liegt  PF^  als  Element  und  über 
ihm  steht  als  Peripheriewinkel  POP^^  welcher  gleich  dem  Contingenswinkel  ist 
Beschreibt  man  nun  um  M  M'  einen  weiteren  Kreis,  welcher  durch  den  Krümmungs- 
mittelpunkt geht,  80  steht  über  ihm  als  Peripheriewinkel  gleichfalls  der  Contin- 
genzwinkel.  Da  sich  nun  zwei  Bogen  in  yerschiedenen  Kreisen,  über  welchen 
gleiche  Peripheriewinkel  stehen,  y erhalten,  wie  die  Durchmesser,  so  wird 

PP"   ^  _r 

und  folglich  — ^  =  —  . 

dr  Q 

Eine  letzte  Form  für  die  Beschleunigung  ist 


t) 


Sie  wurde  bereits  Cap.  I,  §.  14,  Nr.  2  gegeben.  Da  nämlich  beim  Torltegenden 
Problem  blos  längs  dos  Radiusvectors  Beschleunigung  stattfindet  und  die  Besohlen- 
nig^ngscomponente  senkrecht  zu  ihm  Null  ist,  so  muss  <p  mit  der  zum  RadiusTeotor 
parallelen  Componente  daselbst  zusammenfallen.  Es  findet  in  der  That  diese  lieber- 
einstimmung  bis  auf  das  Vorzeichen  statt,  indem  wir  hier  q>  positiv  angenommen 
haben,  wenn  sein  Sinn  dem  Centrum  zugewandt  ist,  während  bei  der  dortigen 
Entwickelung  die  umgekehrte  Voraussetzung  zu  Qrunde  gelegt  ist. 

Wir  führen  jetzt  die  Integration  der  Differentialgleichungen  unseres  Problems 
weiter  und  suchen  die   Polarcoordinaten  r,  ^  und  die  rechtwinkeligen  Coordini- 
ten  Xy  y  des  beweglichen  Punktes  als  Functionen  der  Zeit  zu  bestimmen.    Die 
beiden  ersten  Integrale,  nämlich  die   durch  das  Flächenprincip  und   das  Prineip 
der  lebendigen  Kraft  gegebenen,  waren 

und  enthalten  die  beiden  Integrationsconstantcn  C  und  h.     Nun  ist  nach  Tbl.  Xl, 
Cap.   II ,    §.  5.    ü«  =  (^y  +  r«  (^y  und  daher 

-- )  =  C*,  80  ergibt  sich 

rdr 
dt  = 


V2r^{l/  +  h)  —  C« 
und  hierzu  dem  Früheren  gemäss 


'''  rV2^U  +  70  —  C«' 

so  dass,  wenn  ^o  ^^^  Anfangslage  r„,  %'q  entspricht,  zunächst  erhalten  wird: 


r 


rdr 


V2r^{[/  +  k)  —  C* 


9  -d'o^  C- 


o 

—  Cdr 


rK2H  (£^  4-  Ä)  —  C«  * 

•  0  1^ 

Hierdurch   sind  zwei  Relationen  zwischen  /,  r,  -6-  gegeben,   wodurch  r  and    ^ 
Functionen   der  Zeit  bekannt  werden.     Die   beiden  Integrale,    welche   bie^    * 
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,   siammen,  obgleich   sie  scheinbar  sehr  verschieden  sind,  doch  aus  einer 
laamen  Quelle.    Führt  man  nämlich  das  neue  Integral 


«  -ßy. 


r«  (£^  +  Ä)  —  C« 


To 


0  Gberzengt  man  sich  leicht,  dass  jene  durch  partielle  Differentiation  nach 
instanten  h  und  C  aus  diesem  gebildet  werden,  so  dass 

lachdem  die  Polarcoordinaten  r,  ^  als  Functionen  der  Zeit  gefunden,  sind 
ebtwinkligen  Coordinaten  x,  y  des  beweglichen  Punktes  unmittelbar  gleich- 
Js  Functionen  der  Zeit  darstellbar.  Nicht  uninteressant  ist  es  indessen,  zu 
,  wie  man  die  nrsprtinglichen  Bewegungsgleichungen  so  umgestalten  kann, 

ie  in  Beiag  auf  — ,  ~  und  ^  linear  werden  und  die  beiden  ersteren  Grössen 

metionen  von  9"  liefern  durch  die  Formeln 

—  ^  fl|  cos  ^  +  &I  ftn  ^ ,     -^  =  fl,  C08  9^  -^  b^  sin  ^ . 
r  r 

fab  sich   n&mlich  oben  r^{^^  =•  2r»(^  -j.  Ä)  —  C«  oder 


©■ 


2(«^  +  A)-  J. 


rentiiren  wir  diese  Gleichung,  so  folgt 

dt^  "^   f/r  "^  r» 

adem  wir  hieraus  den  Werth    y-  =  —  m  =»     ^ entnehmen  und  in  die 

dr  dr        f* 

bong  — ^  SB  —        <p  einsetzen,  nimmt  diese  die  Form  an: 

d^x  d*r  C      X 

ch  auch  so  schreiben  lässt: 


^  dfi         ^  dt^  r«       r 


(^ 


d 


mdem  man  mit  -r-  dividirt: 


dt  r^  r 


C      ~       dt      '       "^    r 
^a  aber  nach   dem  FUchenprincip  -,  =*  -j^  ist,  so  wird 


r*        r  a/  r  r 


C     r//  d»       dt  d» 

^nso  wandelt  sich  die  weitere  Differentiation  in  eine  solche  in  Bezug  auf  d 
^  dasi  die  Gleichung  jetzt  sich  »o  gestaltet: 

-^  +  -  =-  0, 
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welches  die  erwähnte  lineare  Form  ist.    Ebenso  erhält  man  die  zweite  Gleiehnng 

y 

für  —  •     Die   vier  Constanten   aj,  Of,  6|,  bf   können  leicht  dorch   die   Anfangs- 

T 

demente  der  Bewegung  aasgedrückt  werden. 

§.  11.  Die  Centralbewegung,  für  welche  die  Beschleanigung  der 
ersten  Potenz  der  Entfernung  vom  Centram  proportional  ist.  In  diesem 
Falle  ist  9  ^  «V,  wo  der  Factor  x'  gefunden  werden  kann  durch  die  Bemerkung, 
dass  für  eine  gewisse  Entfernung  r  =  e,  <p  =  ^  wird,  so  dass  also  g  at  %*§^  also 

X*  =B  —  ist.    Wenn  die  a:^-Ebene  wieder  die  Ebene  der  Bewegung  ist  und  osq,  y^ 

a,  b  die  Coordinaten  der  Anfangslage  und  die  Componenten  der  Anfangsgeschwin- 
digkeit sind,  so  hat  man  das  Gleichongssystem 


—  -f  x»a;  =  0  --  ^  üjc  X  =  Xo        v^ 

und 
d^y    I      •  r^       dy 


für  £  —  0  . 


Die  allgemeinen  Integrale  desselben  sind: 

X  f^  Ai  cos  xt  +  B|  «*«  «'         ü*  ==  —  At^  sin  %i  +  Bx%  cos  nt 
y  1^  A^  COS  %t  +  ^t  **"  *'         »y  =  —  A^x  «Ä  x/  +  B^%  cos  ni 
und  die  Anfangsbedingungen  liefern  die  Constantenbestimmung: 

Xq  =B  Ai        rt  =»  Bi% 

I/q  =:    A.J  h   =    KfK  . 

Hiermit  erhält  man: 

x  =s  Xq  cos  x/  -j sin  %t  Vx  =  —  XqX  sin  x/  +  —  cos  %i 

X  X 

y  ^^  yo  ^ö'  *'  +  —  **''  *^        ^'y  =  —  yu*  *»'»  x^  =«  —  cos  x/. 

X  X 

Weiter  hat  man  dV^--  %*rdr,  U  —U^^  -  i **  (r*  —  Tq),  »«  —  V  =  «'(re*  —  r«;. 
Die  Gleichung  der  Bahn  folgt  durch  Elimination  von  i  zwischen  den  Ausdrficken 
für  X  und  y,  nämlich: 

{bx  —  ayY  +  X«  (yo«  —  x^y)«  =  (6a:o  —  öyo)*- 
Dies  ist  aber  die  Gleichung  einer  um  das  feste  Centrum  als  Mittelpunkt  beschrie- 
benen Ellipse;  denn  es  sind  die  Coefficienten  von  xy^  a?^  y^  resp.  —  2(a6  -|-  **^ye}* 
6'  -|-  x'^o',  (^  -\-  %*Xq*  und  damit  wird  die  Differenz  zwischen  dem  Quadrate  des 
ersten  und  dem  vierfachen  Produkte  der  beiden  letzten  Coefficienten  negmür, 
nämlich  —  4x*  {bxQ  —  flyo)*- 

§.  12.     Die   Centralbewegung,    deren    Beschleunigung    dem    reei- 
proken  Quadrate  der  Fntfernung  proportional  ist.     (Newton*8ches  Ge- 

setz.)      Es   sei    q>   =  ^1  wobei  n  die  Beschleunigung  in  der  Einheit  der  Ent- 
fernung ausdrückt;  die  Gleichungen  der  Bewegung  sind  alsdann 

dl*  H  dl*  r^ 

Für  die  Kräftefunction  hat  man 

^    -    ^n    = 


und  demnach  sind  die  beiden  Integrale,  welche  das  Flächenprincip  und  das  Princip 
der  lebendigen  Kraft  liefern: 
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wenn   H  ^  9^ ipetetit  wird.    Daher  wird  die  Gleichnng  der  Bahn  erbalten 

dareh   Integration  der  Gleichung 

welcher  mit  RSektiobt  auf  die  Bedentang  von  u  ^  —  folgt 

—  Cd- 
d*~ 


w^cli«»    Aiudmck    man   wegen    B  ^^  -  (^  ^  H  +  (^  —  {~  —  ^}' 


—  d 
d»  I- 


r        C 


y» + 6)' 


■o  data  man  ala  anbestimmtes  Integral  erhält 

^  »  ^rr  CO»  l  --T  .— :.^^     I  +  Contt. 

V" + ©V 

Zmr  BaeUmmong  der  Constanten  dient  folgende  Bemerkung.     Der  Aatfdriick  unter 
dem  Zeichen  j4rc  cos  ist   ein   Cosinus    und    ist    mitbin    sein  grösster  Wertb   die 

EialMit;  variabel  ist  an  ihm  aber  nur  der  Bestandtheil  —  in  seinem  Zähler  und 

r 

in  Felge  dessen  wächst  er  also  mit  abnehmendem  r  und  erreicht  sein  Maximum  1 
fftr  den  kleinsten  Wertb  r,  yon  r.  Nennen  wir  ^| 
den  Polarwinkel,  welcher  dem  r,  zugehört,  so  erhal- 
ten wir  inr  Bestimmnng  von  Connt.  die  Gleichung 
4^,  mm  Art  ro«  1  4~  0<f^^'  ^  0  +  Canat.  und  hiermit 
ala  PoUrgleichang  der  Bahn 

w  —  Va^  Are  cos  —— ——----  , 

/" + ©•      ^ 

•d«r  wann  wir  die  Richtung  des   kleinsten    Hadinsvectors   snr   Polaraze  wählen 
(Fif.  101),  d.  h.  #  —  ^1  »  ^  setzen  und  die  Gleichnng  nach  r  auflösen: 
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r«' 


1  + 


j/7+^fff    cos  ip 


Diese  Gleichuncr  hat  die  Form  r  =  - — ; — - — und  stellt    mithin  einen  '. 

"  l  -\-  B  cos  tp 

schnitt  dar,  bezogen  auf  den  Brennpunkt  als  Pol  und  die  Richtong  der  dar 

Brennpunkte  gehenden  Hauptaxe  nach  dem  dem  Pole  benachbarten  Scheit 

als  Polaraxe.     Die  numerische  Excentricität  c  und  der  halbe  Parameter  p 

Kegelschnittes  sind  daher 


-/.+(£)•«,  P-? 


und  folgt  aus  der  ersteren  dieser  Formeln,   dass  der  Kegelschnitt  eine  £ 

Parabel  oder  Hyperbel  ist,  je  nachdem  //  «^  0,  /^  =»  0  oder  ff  '^  0  ist,  d. 

2tt  2ß  2ii  * 

nachdem  »o*  <  -^,  üq*  =  "^  oder  Oq*  >  — ^  ist.     Man  erkennt  daraus,  da 

Art  des  Kegelschnittes  von  der  Grösse  des  Anfangsradiusvectors,  d.  h.  der  ai 
liehen  Entfernung  vom  Centrum  und  der  Grösse  der  Anfangsgeschwindigkeit» 
aber  von  der  Neigung  der  letzteren  gegen  jenen  abhängt.  Der  Punkt  kam 
mit  derselben  Anfangsgeschwindigkeit  seine  Anfangslage  nach  einer  belic 
Richtung  hin  verlassen,  immer  bleibt  die  Bahn  von  derselben  Art;  damit  8i< 
Art  ändere,  muss  Vq  oder  Vq  oder  müssen  beide  sich  so  ändern,  dass  die  d 
gesteckten  Grenzen  überschritten  werden. 

Das  Resultat  der  bisherigen  Untersuchung  lässt  sich  folgendermasse 
sammenfassen : 

Wird  ein  Punkt  von  einer  Beschleunigung  afficirt,  deren.! 
tung  fortwährend  nach  einem  festen  Centrum  hinläuft. und  d 
Grösse  dem  reciproken  Quadrate  der  Entfernung  des  Punktes 
Centrum  proportional  ist,  so  ist  die  Bahn  desselben  ein  K< 
schnitt,  fürweichen  ein  Brennpunkt  mit  dem  festen  Centrum  in 
menfällt;  dieser  Kegelschnitt  kann  eine  Ellipse,  Parabel  oder 
perbel  sein;  welcher  von  diesen  Gattungen  er  angehört,  h&ngl 
der  Grösse  der  Anfangsgeschwindigkeit  und  seines  anfängliche] 
Standes  vom  Centrum,  nicht  aber  von  der  Richtung  der  erstere 

Ist  die  Bahn  eine  Ellipse  oder  Hyperbel,  sb  besteht  zwischen  dem  I 
Parameter  p,  der  halben  Hauptaxe  a,  welche  durch  die  Brennpunkte  geht 
der  numerischen  Excentrität  e  die  Relation  p  =  «  (1  —  s*)  oder  p  =*  a  («• 


und   hieraus   erhält  man  im   Falle  der  Ellipse:    a  =^  — 


fi   _         II 


»^0 


»0 


Falle  der  Hyperbel  a  =  -^  =  ^  ^     .     Ferner  ist  für  die  zweite  Hall) 

/f  -        2tt 

»0* 

bei  der  Ellipse  &'  =  a*  (1  —  f')  und  bei  der  Hyperbel  b*  ==  a*  (s*  —  1),  i 

ac  7/ ^  ^ 

in  unserem  Falle  6  =  —  V —  ff  =  i/  für  die  Ellipse  und  h  =  ^7=  f 

f*  V—  ff  ,         V  ff 

Hyperbel. 

Es  ist   leicht,   die  geometrische  Bedeutung  des  Criteriums  für  die  A; 

Kegelschnittes  zu  erkennen.    Es  sei  Mq  (Fig.  103.)  die  Anfangslage  des  b 

liehen  Punktes,  F  das  feste  Centrum,  nach  welchem  die  Beschleunig^g  gei 

ist,  also  FMf^  =»  tq  der  Anfangsabstand  und  M^T  die  Richtung  der  Gesehw 
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keit  8«,  Also  die  Tan^nte  des  Kegelschnitts  in  M^.  Zieht  man  nun  durch  Mq 
•ine  weitere  Gerade  M^F'  so,  dass  sie  mit  der  Tangente  denselben  Winkel  bildet 
wie  yMof  §0  nrass   sie  nach  einem  bekannten  p.     ^^ 

Satte  den  xweiten  Brennpunkt  A^'des  Kegelschnit- 
tes enthalten.  Die  Halbirungslinie  des  Win- 
ktb  FM^F*  ist  die  Normale  in  Mq  und  auf  ihr 
Ue|t  der  Krftmmungsmittelpunkt  für  ü/q;  om  ihn 

n  finden,    genfigt  es,  die   Beschleunig^g   ^ 

''0 

is  der  Richtung  MqF  aufiutragen  und  auf  die 
Xormale  la  projiciren;  diese  Projection  ist  die 
Komalbescblennignng,  hat  die  Richtung  des 
Krlnungshalbmessers  und  ist  gleich  dem  Qua- 
*  InUe  Ton  0«  diridirt  durch  den  Krümmungshalb - 
Mieer.  Ist  letsterer  M^C  und  Winkel  FMoC  »  ß, 
M  besteht  folglich  die  Gleichung 

Htch  einer  bekannten  Construction  für  den  Krümmungshalbmesser  der  Kegel- 
^^^Bitte  erhllt  man  durch  die  Projection  ff  des  Krümmungsmittelpunktes  C 
'^  den  Radiusveetor  i^nd  durch  abermalige  Projection  des  Punktes  ff  zurück 
^  die  Normale,  einen  Punkt  Q  der  Hauptaxe,  auf  welcher  die  Brennpunkte 
''*fta»  so  dass  also  die  Gerade  FQ  den  zweiten  Brennpunkt  f^  unseres  Kegel- 
"^^^"»Htei  besttmmt.  Je  nachdem  nun  FQ  die  Gerade  Mq^  ^^  ^  '^^^  derselben 
^tite  der  Tangente  schneidet,  auf  welcher  F  liegt  oder  auf  der  entgegengesetxten, 
"^  der  Kegelschnitt  eine  Ellipse  oder  Hyperbel,  denn  bei  der  Ellipse  trifft  die 
**^eiite  niemals  die  Verbindungsstrecke  der  Brennpunkte,  bei  der  Hyperbel  aber 
^^^;  ist  aber  FQ  parallel  MqF*,  so  liegt  der  Brennpunkt  F*  im  Unendlichen  und 
^  fol|lieh  die  Curve  eine  Parabel.  Um  dies  Criterium  durch  Längenverhültnissc 
**SBQ4rficken,  ziehen  wir  FS  parallel  MqF^.  Fällt  alsdann  der  Punkt  (>  zwischen 
^  ^  5,  so  ist  die  Curre  eine  Ellipse,  fällt  Q  mit  S  zusammen,  eine  Parabel 
^^  fUlt  Q  über  S  hinaus,  eine  Hyperbel.  Diese  Fälle  finden  statt,  je  nachdem 
^0  <  M.S,  M^Q  =  M^S  oder  M^Q  >  M^S  ist. 

Non  ist  nach  der  obigen  Bemerkung  über  die  Projectionen  von  C: 

MoQ  =-  MqC   cos'ß, 

^V"!  wenn  man  die   Torhiu   entwickelte   Gleichung  behufs   Elimiuiitioii  von  MqC 
^  ^aife  ruft 

^^  dt  ans  dem  gleichschcukligen  Dreieck  M^^SF  folgt: 

AfoS  ^2r^rosß, 
■*•  ^rhllt  man  weiter: 

MoQ        j^ü* 


r» 


■•d  iit  demnach  das  gesuchte  Criterium:       '*  I,   d.  h.    vJ 

Wir  wollen  jetzt  die  Coordination  r,  \p  uIh  Functionen  der  Zeit  suchen,  uns 
dtWi  aber  anf  den  Fall  der  elliptischen  Bewcß^nni^   heschrünkeii.     Die  zu  (liesciri 
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Zwecke  zu  integrirende  Differentialgleichung  erhalten  wir  ans  §.  10.,  indem 

U  -^  h  =  —  +  -Ji5f  setzen,  nämlich: 

dr 


dt  = 


/« + ¥  -  (f  )• 


Die  Integration  würde   zunächst  r  als  Function  von  t  liefern,  wozu  alsdann 
Hülfe  der  bereits  bekannten  Gleichung  der  Bahn  fp  als  Function  Tön  t  gesacbt 
werden  müsste.     Für  die  bequemere   Handhabung  dieser  Gleichung  ist  es  niclxt 
unzweckroässig,  die  ebenfalls  bereits  entwickelten  Bahnelemente  a  und  f,  nlnlieli 
die  grosse  Halbaze   und  numerische  Excentrität  statt  H  und  c  einzuführen.    Wtr 
fanden  im  vorigen  §.  für  die  elliptische  Bahn: 

«  =  -|.     „(,_..)-|, 

woraus  wir  ziehen 

^  =—'*.- ,        c«  —  ftfl  (1  —  e«) . 
a 

Dadurch  wird  zunächst 

dt  ■- 


/l    '" 


Ya^  ««  —  (a  —  r} 


Statt  -hieraus  r  als  Function  von  t  zu  suchen  und  nachher  in  die  Oleiehuif 
Bahn  einzusetzen,  führt  man  lieber  eine  neue  Yariabele  u  ein,  die  •ogwi»«»***' 
excentrische  Anomalie,  stellt  r  und  tj»  als  Functionen  derselben  dar,  ^* 
selbst  aber  als  Function  der  Zeit.  Hierdurch  ist  die  vorliegende  Aufjgabe  ©l'^** 
falls  gelöst.    Beschreibt  man  nämlich  über  der  grossen  Axe  der  Ellipee  als  DibC*^'' 

messer  einen  Kreis,  verlängert  die  Ordinate  MF  *•* 
beweglichen  Punktes  M  bis  zum  Durchschnitt  if  ■■•* 
diesem  und  zieht  den  Radius  CS  des  Kreiset 9  ^ 
bildet  letzterer  mit  der  Richtung  CF  der  gros»*** 
Axe  vom  Mittelpunkt  nach  dem  Brennpunkt,  ^•' 
eher  Centrnm   der  Beschleunigung  ist,' den  Wi*****^ 


NC  F^  welcher  die  excentrische  Anomalie  des  _ 

tes  M  heisst  und  gewöhnlich  mit  u  beteiobnet  v^^*^ 

Im  Gegensatze  dazu  heisst  der  Polarwinkel  ^,  dei 

Scheitel  im  Centrum  der  Beschleiinigang  liegt,  die  wahre  Anomalie.    Um 

zunächst  r  und  ip  durch  u  darzusteileu,  hat  man  aus  der  Polargleichung  der  ElU^f^ 

r  '\-  Br  cosip  =  fl  (1  —  f*)  und  da  r  cos  ip  s=  FP  ^^^  acosu  —  CF^a  acosu  —  at     ^* 

r  :=  a  (1  —  f  cos  u) 

und   indem    man    diesen  Ausdruck    für  r  in    die   Gleichung  der  Ellipse   einse^^^ 

1   -    6» 

1  —  s  cos  u  =»  - — i und  hieraus 

1  +  c  cos  tp 

«    .  «   1  /*  X   1  —  ^os  ^  _ 

1  —  cos  n  =a  2stTr  *  m  =  (1  —  e)     ■   , und 

^  1  -\-  s  cos  ip 

1  +  COJ  «  —  2  cos^  ^M  =  (1  +  s)  \-^  ^^*  ^ 


1  -|-  f  cos  l/> 
entwickelt,  durch  Division  dieser  Resultate  in  einander 

tg  i^  =  j/\^ytg  U. 

Hiermit  sind  r  und  i/r  durch  u  dargestellt.     Um   nun  aber  u  als  Function  der  ZeH 
zu  erhalten,   müssen  wir  die  Werthc  für  r  und  dr,  nämlich  r  es  /r  (1  —  f  eot  «), 
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^»  at  iimu  dm  in  die  obige  Differentialgleichung   zwischen   r  and  i  einführen. 
tm€  Sabftitation  liefert 

dl  ^=a  y   —  (1  —  «  cos  ti)  du 

ft  hierauf  erhXit  man,  wenn  die  Zeit  von  dem  Momente  an  gecKhlt  wird,  in 
l^liem  der  bewegliche  Punkt  dareh  den  dem  Beschleanigang^centmm  zanftchst 
^^9eoeB  Scheitel  der  Ellipse  (das  Perihel)  hindurchgeht,  so  dass  also  /  a-  0 
r  «.0  Ut, 


if<  sa  u  —  t  9in  u  ^ 


"'/l 


Ans  dieser  Gleichung  folgt  für  u  =»  2«,  4«,  6«,  .  . .  .  n<  =*  2«,  4«,  6«,  . . . 

Oflr  9s  2Ä 

der  bewegliche  Punkt  cu  1,  2, 3  . . .  Umläufen  die  Zeiten  — ,  2  •  — ,  3 , . . . , 

n  n  n 

*^   SQ  jedem  einseinen  Umlauf  immer  die  nämliche  Zeit  braucht.     Bezeichnen 

'■'  ^ese  Umlaofsseit  mit  7,  so  ist 

^  iadem  wir  für  n  seinen  Werth  einführen,  ergibt  sich  noch 

^  die  BeMhlettnigaiig  f»  in  der  Einheit  der  Entfernung  vom  Centrum  ist  dem 
'^^  der  groesen  Halbaxe  der  Bahn  direct  und  dem  Quadrate  der  Umlaufsceit 
'C^kekrt  proportional. 

2u  der  Oleiehung^  n/  »■  u  —  f  «in  v  kann  man  aber  auch  auf  folgendem 
^K«  gelABgea.  Nach  dem  Flächenprincipe  ist  der  Sector  MFA  ^^  \ci;  anderer- 
i*»  «bor  «toben  ilte  Ordinaten  MP,  NP,  sowie  die  Räume  JHj4P,  N AP  der 
''poe  uid  dos  Kreiaes  in  dem  Verhältniss  b :  a  der  kleinen  und  grossen  Hnlbaze 
<  4a  die  Dreiecke  MFP,  NFP  sich  wie  ASP:  N P,  also  ebenfnlls  wie  b:a  ver 
IWa,  so  stehen  auch  die  Summen  MAP  +  MFP  und  NAP  +  NFP  d.  h.  die 
^torea  UFA  und  NFA  der  Ellipse  und  des  Kreises  in  demselben  Verhältnisse. 
•    ifl  aber  NFA  —  NCA  —  NCF  d,  h.  gleich  ^  o««  —  4  a«  •  a  «n  u.     Daher 

'^  MFA  i»  — '\a^(u  —  t  sin  u)  nnd   indem   man  diesen  Ausdruck  dem  Aus- 

'^ke  ^d  gleichsetzt,  kommt 

et  ^»  ab  {u  —  s  sin  u) , 

Oleichong  in  die  obige  Form  übergeht,  sobald  man  mit  Hülfe  der  Formeln 


K^- 


r«  —  |*a  (1  —  f«),         Ä«  —  o«  (1  —  f«) 

-r  oliminirt. 
ab 

Die  Gleichung  nt  ^»  u  —  t  sin  u  liefert  u  als  Function  von  t,  wenn  man  sie 
^  HSIfc  der  Lagrange'schen  TJmkehrungsformel  behandelt  oder  u  in  eine 
'^^reihe  auflöst,  worüber  wir  hier  nichts  roittheilen  werden;  für  kleine  Werthe 
^  Execntricität  i,  bei  welchen  das  Quadrat  und  die  höheren  Potenzen  keinen 
"^Qst  mehr  über  die  Fehlergrenze  hinaus  üben,  kann  man  nt  als  Näherungs- 
^^Hh  ron  M  anwenden.     Indom  man  die  Ttleichnng  so  schreibt: 

u  SS  n  /  -|-  f  «in  // , 

-'■^l  suui,  wenn  man   rechts  unter  dem  SinuRzeichen   für  u  wieder  nt  -\-  (  xin  u 
•*«t:  II  MB  ni  ^  t  sin  {nt  -|-  t  sin  u)  und  indem  mau  abkürzt 

H  ^m  nl  -\-  f  sin  nt. 
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Hierzu    gibt    die  Gleichung  r  =  a  (1  —  s  cos  u)  mit  derselben  Grenze  der  € 

naaigkeit 

r  =  a  (1  —  E  cos  nt). 

Um  unter  derselben  Voraussetzung  auch  ip  durch  t  auszudrücken,  benutzt  man,  sti 
den   eben  gefundenen  Werth  für  r  in   die   Gleichung  der  Bahn  einzuführen  ui 

abzukürzen,  lieber  direct  die  Gleichung  des  Flächenprincips ,  nämlich  ^37  *" 

welche  wegen  ^  —  ^1  =  ^  auch  unter  der  Form  r*  ^  ==  C  geschrieben  werd( 

kann  und  vermöge  C  =  fi«  (1  —  «•)  übergeht  in  r^diff  ==  Vna  (1  —  «*)  rf<i  wor 

nun  noch  für  r  sein  Werth  zu  setzen  ist.    Nun  erhält  man  für  r  aus  r  =■  t— -7 

=  fl  (1  —  €*)  1 1  +  €  CO«  -^  I     *   bis    zu   Gliedern    der    Ordnung   von  §*  gen« 
r  s=  a  (1  —  s  cos  'ip)  und  hiermit  ebenso  r^  ==  a'  (1  —  2  e  co#  9p)  und  foIgUi 

weiter:  (1  —  2  s  cos  'ip)  dtp  =  J/''^  dt  =  n^     Die  Integration  dieser  Gleiclmi 

liefert,  wegen  <==Ofür^  =  0:     ni  =  ip  —  2  s  sin  ip,  oder  ^  s^  n/  -)-  2f  lii^ 
mithin  nach  derselben  Methode,  wie  oben 

ip  ==»  rä  -{-  2  s  sin  nt. 

Beschreibt  man  um  F  mit,  der  Einheit  als  Radius  einen  Kreis  und  iMsst  mi 
ihm  einen  Punkt  sich  gleichförmig  mit  der  Geschwindigkeit  n  bewegen,  io  i 
tp  sss  nt  die  Gleichung  seiner  Bewegung.  Der  Radiusvector,  welcher  nach  ih 
hinführt,  bildet  mit  dem  Radiusvector  der  elliptischen  Bewegung  den  Wifik 
2s  sin  nt.  Man  nennt  denselben  die  Mittelpunktsgleichung  der  elliptifehi 
Bewegung.  Während  der  Punkt  der  elliptischen  Bewegung  die  erste  HäUte  86iB< 
Bahn  beschreibt,  ist  dieser  Winkel  positiv,  also  ist  der  Radiusvector  der  elU| 
tischen  Bewegung  dem  Radiusvector  der  gleichförmigen  Bewegone  voraus,  in  d< 
zweiten  Hälfte  der  Bahn  ist  es  umgekehrt,    nt  heisst  die  mittlere  AnomtU* 

Die  Gesetze  der  Planetenbewegung  sind  von  Kepler  entdeckt  worden;  ^ 
sind  die  drei  folgenden  und  beziehen  sich  auf  einen  bestimmten  Punkt,  ^' 
Schwerpunkt  der  Planeten. 

1.  Die  Planatenbahnen  sind  ebene  Curven  und  die  Radienvee^^ 
ren  derselben  vom  Mittelpunkte  der  Sonne  als  Pol  ausgehend,  b^ 
schreiben  Sectoren,  welche  der  Zeit  proportional  sind. 

2.  Die  Planetenbahnen  sind  Ellipsen  und  haben  den  Sono6li 
mittelpunkt  zu  einem  ihrer  Brennpunkte. 

3?  Die  Quadrate  der  Umlaufszeiten  der  Planeten  sind  den  Ca 
ben  der  grossen  Halbaxen  ihrer  Bahnen  proportional. 

Kepler  fand  diese  Sätze  durch  lange,  mit  der  grössten  Ausdauer  fortgeifltil 
und  mit  wunderbarem  Scharfsinn  unter  einander  verglichene  Beob Achtungen;  w 
können  heutzutage  kaum  mehr  ermessen,  welche  gewaltige  Entdeckung  es  war,  « 
den  scheinbar  so  verwickelten  Bahnen  der  Himmelskörper  die  Linien  heraus  i 
lesen,  auf  deren  Erforschung  das  Alterthum  allen  Fleiss  verwandt  hatte,  dhi 
nur  im  Entferntesten  die  Bedeutung  zu  ahnen,  welche  sie  für  die  Mechanik  d 
Himmels  erlangen  sollten.  Newton  hat  aus  den  Kepler*schen  Gesetzen  die  Ft 
gerungen  gezogen,  welche  die  Basis  der  ganzen  Astronomie,  der  Physik  und  i 
Mechanik  geworden  sind.  Das  erste  Kepler*sche  Gesetz  spricht  das  Flächenprinc 
ans  und  es  folgt  aus  ihm,  dass  die  Beschleunigung  des  Planeten  nach  clem  Mitt 
punkte  der  Sonne  gerichtet  ist.  Aus  dem  zweiten  Gesetze  ergabt  sich,  daai  < 
Beschleunigung  dem  Quadrate  des  Abstandes  vom  Sonnenmittelpunkte  umgekel 
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nal  sein  mnss.  Diese  Folgerang  warde  bereits  in  dem  2.  Beiipiele  des 
.  3  gesogen,  ksnn  aber  aach  aaf  folgende  Weise  erhalten  werden.  Wir 
len  für  die  Beschleanignng  der  Centralbeweg^ng  die  Formel  gegeben 


r« 


<P  =  H 


.  OB  — — E. oder        =    — \-  -    cos  9  die  Gleichunir  einer  Planeten- 

l  +  f  CO*  <^  r  p     '     p  ^ 

logen  auf  den  Sonnenmittelpnnkt  als  Pol  und  die  grosse  Axe  als  Polaraxe, 

i'   -  ä*-  - 

-^-   =a  —         «in  ^,        -^,    =  —      -  ro«  v,  mithin 
äv  p  dv*  p 

«n  beiden  ersten  Gesetzen  ergibt  sich  also  die  vollkommene  Ueberein- 
X  der  Planetenbewegung  mit  der  in  den  vorigen  §§.  entwickelten,  ellip- 
Bewegung.     Das  dritte  Gesetz  in  bestimmte  Form  gefasst,  sagt,  dass 

t*  *"   7\*  ""  7',«  "^  *     ' 
I  Sa,  2<7,,  2/7f ,  .  .  .  die   grossen  Axen  der  Bahnen  verschiedener  Planeten, 

r,,   ...   aber  ihre   Umlaitfszeiten   sind,  d.   ht  dass  fiir  alle   Planeten  y- 

sei.     Nan  war  bei  der  elliptischen  Bewegung  die   Beschleunigung  {k  in 
eit  der  Entfernung  vom  Centrum 

gt  das  dritte  Kepler*8clie  Gesetz,  dass  für  alle  Planeten  die  Beschleu- 
1  der  Einheit  der  Entfernung  gleich  sei,  so  dass  also,  wenn  sie  sämmt* 
en  Abstand  gleich  Eins  vom  8onnenmittelpunkte  gebracht  werden  könn- 
iaf  dieselbe  Weise  henchleunigt  wUrden.  In  der  Theorie  der  KrHfte  wird 
werden,  dass  der  Grund  der  Beschleunigung  in  der  Anziehung  der  Massen 
rird.  Dort  wird  der  hier  besprochene  Satz  die  Bedeutung  gewinnen,  dass 
e  die  Masseneinheit  der  verschiedenen  Planeten  auf  dieselbe  Weise  an- 
1  also   kein   speziHschcr   Unterschied  der   Anziehung  nach   Massgabe   der 

existirt,  aus  welcher  der  Planet  gebildet  ist. 

rton  hat  die  Kepler'schen  Gesetze  auch  auf  die  Bewegung  der  Comcten 
k>nne  und  der  Trabanten  um  die  Hauptplaneten  ausgedehnt  und  indem 
iweise  seine  Betrachtungen  vcrnll^^emeinerte,  gelangte  er  dazu,  zum 
le  die  Idee   der  allgemeinen  Gravitation   zu   fassen   und   den  Satz  auszu- 

dass  zwischen  allen  materiellen  Körpern  eine  Wechselwirkung  bestehe, 
»inander  anziehen  im  dirccten  V>rhültnisse  ihrer  Massen  und  umgekehrten 
lae  des  Quadrates  der  Entfernung.  Wird  diese  Auffassung  zu  Grunde 
)  genQgen  unsere  bisherigen  Untersuchungen  nicht  mehr,  um  die  Planeten- 
\  ToUstilndig  zu  erklären.  Denn  erstens  ist  das  ganze  Problem  alsdann 
em  der  relativen  und  nicht  mehr  der  absoluten  Bewegung,  so  dass  die 
ben  Bahnen  alsp  nur  die  relativen  Bahnen  sind  und  zweitens  ist  die  in 
Untersuchnn^^cn  vorkommende  OrÜRSc  \i  von  den  niimmtlichen  K«)rpern 
.  welche  einen  Planeten  l»eschlouni;ron.  Wir  werden  daher  Weiteres  auf 
el  Ober  die  relative  Beschleunigung  und  die  Theorie  der  Attractionskrüftc 
I  mQssen. 

,  Tlicorir  d.  lUw.  u.  «I.  KiSIlr.  tS 
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§.  13.  Wir  wenden  uns  jetzt  zu  dem  Ja eob loschen  Prineip  d^B 
letzten  Multiplicators,  werden  uns  aber  wegen  des  grossen  üi^ 
fanges  dieses  Gegenstandes  auf  eine  kurze  Darstellung  der  Gmndrt^a 
desselben  beschränken  müssen.  Das  Princip  lautet:  „Wenn  ei 
System  von  Differentialgleichungen  soweit  integrirt  is  "^ 
dass  man  alle  Integrale  desselben,  bis  auf  eines,  kennt,  m 
kann  das  letzte  fehlende  Integral  gefunden  werden,  inde'si 
man  den  Multiplicator  oder  integrirenden  Factor  der  letMs 
ten,  noch  zu  integrirenden  Gleichung  in  allen  Fftllen  ai 
zugeben  im  Stande  ist. 

Bei  Entwickelung  dieses  Princips  setzen  wir  voraus,  dass  die 
rentialgleichungen  nach  dem  höchsten  der  in  ihnen  vorkommenden  DüP^io 
rentialquotienten  aufgelöst  sind  und  reduciren  das  System  derselben  imki 
die  erste  Ordnung,  indem  wir  die  Differentialquotienten  der  nieder^Bu 
Ordnungen  als  neue  Variabele  einführen.  Hiernach  würde  das  Syst^ 
der  Bewegungsgleichungen 

ff  —  y     fy  —  V     f-—  7 
dl'  ~^'    d(^~  ^'    dt'  ~ 

zu  ersetzen  sein  durch  das  gleichbedeutende: 


*  W»C  ff UX  ff 

X    ^^—  ~  X     — —      ~~        X  ■  A. 

dt  dt 


dy         „       dy         „ 
^' dz^        ^n dz  „ 

Z   ——   '  Z    —     .~  Z    —  £> 

dt  dt 

oder  auch  durch  die  Proportion: 

dtidx:  dx  \dy  \  dy  :  dzidz  =  \:x'  \Xiy  :  Y:z  iZ. 
Für  die  allgemeine  Untersuchung  wollen  wir  die  Vanabelen  des  Byst^^ 
mit  x,  ar, ,  ojj,  iCj,  .  .  .  ir„,  bezeichnen  und  dasselbe  unter  der  F^**** 


dx^  dx^  dXi  dxn         ^ 

dx  ^'  dx  ^'  dx  '  dx  * 


oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  unter  der  Form 

dx  :  dx*  :  dx^  : :  dXn  ==  1  :  X,  :  X,  • :  X^ 

.  nf 

voraussetzen,  welche   durch  Einführung   eines   beliebigen  Factors  X  * 

der  rechten  Seite  auch  so  dargestellt  werden  kann: 

dx :  dx^  :  dx.^  :••••:  dx^  =  Jf ;  -Yj  :  JTj  •  •  •  •  •  :  -^w , 
wobei  die  jetzigen   Grössen  Xj,  X^,  X3,  ...  A'«  «oviel  sind  als  die  fr^' 
heren  gleichnamigen  Grössen  multiplicirt  mit  X 

Wir     beginnen    mit    der    speziellen     Betrachtung    einer    cinrig*'* 
Differentialgleichung,   um  von   da    aus   durch  Erweiterung  zum  8p^ 
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Da  di^se  Proportion  mit  der  gegebenen  identisch  sein  muss,  so  gibt 
nothwendig  einen  Multiplicator  M  von  der  Beschaffenheit,  dass 

MX=A,  MY=B,  MZ=C 

wird.     Zwischen   den  Grössen  A^  B,  C  besteht  aber,    wie  die  nnmitt 

bare  Differentiation  nach  x^  y,  z  zeigt,  die  Relation: 

c'J    .    dB    ,    dC 

ö     +  -    +  ^     =Ö- 

ex        ry        dz 

Der  Multiplicator  muss  daher    der   partiellen  Differentialgleichung  erst 
Ordnung  genügen: 

v{3IX)        d{Mr)        i}{MZ) 
cx  dy  ()z 

Während  nun  bei  dem  vorigen  Falle  mit  Hülfe  des  Multiplicators  cL 
Integral  der  vorgelegten  Differentialgleichung  sich  ergab,  ist  es  hier  i 
Falle  des  Systems  zweier  Differentialgleichungen  nicht  unmittelbar  m5 
lieh,  durch  denselben  ein  Integral  zu  erhalten;  vielmehr  liefert  er  dar 
Multiplication  mit  den  Grössen  X,  F,  Z  nur  die  Werthe  von  A^  B, 
nämlich 

J  AT  V         ^f   ^^  ^f  ^^ 

A    rrr    MX    =    -- -  -     -       , 

dy  dz         dz  cy 

n  _  i/r  —  'f  ^^         '^^  "^^ 

cz   ox         cx  cz 

r  _     MV  —   ' f  ^^  ^^f  '^^ 

CX   (ly  cy    rfx 

und    erst   mit   ihrer  Hülfe    gelangt   man  zu  einem   der  beiden  Cbteg^ 
z.  B.  zu  /*  =  «,  wenn  das  andere  q)  =  ß  bereits  bekannt  ist. 

Führt  man  nämlich  an  die  Stelle  einer  der  Variabelen,  z.  B.  ;r» 
neue  Varibele  q>  ein,  so  wird  f  eine  Function  von  a:,  y,  9  und  wents 

Differentiationen  von /"nach  diesen  Variabelen  durch  (;:,-)i   (;i  )»   (^ 

bezeichnet  werden,  so  wird 

dx        \dx)         \d(p/   ix*    cy        \('y '         \r(p /   cy  '    cz        \d<p/    ^ 
und  hiermit  werden 

VCyJ  cz  '  \dx/   Cz  '  \(xj  öy 

woraus  man  erhält 


\cy/  {)<p         \cx/  C(p 


und   da   das   Differential  von  /*,   als   Function   von   a',   y,   9!*  dargestel 
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=  \^^)^^  +  \^  )^^  +  \F  /^^  sich  vermöge  des  bereits 
'otegrales  (p  =  ß  in  Folge  von  d(p  =  0  auf 

sht,  so  wird  dasselbe  nach  Substitution  der  eben  dargestell- 
Differentialquotienten  mit  Rücksicht  -auf  A  =  MX^  B  =  MF 
a 

dz 
\  Gleichung 


^L  i^xdy  -    Ydx)  =  f=  a 

dz 

i  zweite  Integral  der  beiden  Differentialgleichungen  dar- 
ild  JT,    y  mit  Hülfe  von  ip  =  ß  durch  a:  und  y  allein  dar- 

.     Man  sieht,    dass  also   -r—    der    integrirende    Factor    der 

c(p 

Jz 

'dy  —   Ydx  =  0  ist.     Daher  also  der  Satz: 

(f  =  ß  ein  Int-cgral    des  Systems  zweier  Differen- 

Ingen  dx  :  dy  :  dz  =  X  :  V :  Z  ist  und  die  Grösse^  d o  r 

Differentialgleichung -Ar        H ^^ — ^4"  -\    -  =  0 

ox  dy  oz 

ist  der  intetcrirondo  Factor  der  Differcntial- 

dz 

Xdy  —  Vdx  =  0,  wenn  aus  A',  F,  31  die  Variabelc  c 
des  Integrales  (p  =  ß  climinirt  wird. 

in  zwei  Fälle  bezeichnen,  in  welchen  man  den  Multiplicator 
^ebcn  kann.  Bringt  man  nämlich  die  partielle  Diffcrential- 
relcher  er  genügen  muss,  auf  die  Form 

rx  cy  cz  \c\v         r^y        cz  / 

cX        d  y        rZ 
I,  dass  3/=  CoNSt.  =  1   cenüfft,  wenn   7- — f-         +    >  =  <^ 
•  b       b  »  dx    ^     ry    ^    dz 

egrirende  Factor  der  Gleichung  Xdy  —  Ydx  =  0  ist  in  die- 

.     Gibt  man  andererseits  dieser  Gleichung    die  Form: 
r<p 
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^7  \dx  '^  Ä^  '^  X  dz)  '^  X  \dx  "^  ay  "*"  az/  • 

welche  mit  Hülfe  des  gegebenen  Systems  der   zwei  DifTerentialgleichii 

F        dy      Z        dz      ^      dM        dMdy        dM  dz         i 

gen ,  nfimlich  ^  =  3-  >    V  =  T"  wegen h'^^ — r"5~"T"=" 

^     ^  X        dx     X        dx       ^      dx    *     dy  dx    *     dz  dx        < 

übergeht  m  -^  +  -  ^-  +  ^  +  ^ j  =  0,  so  erkennt  man,  d« 

wenn  -^  (-^  "'"ä"  ■^"^)  ^^^  vollständige  Differentialqnotient  naeh 
von  einer  Function  J  ist,  der  Multiplicator  M  =  C  >  e^^  wird. 

Als  Beispiel  für  den  ersten   dieser  beiden  Fälle  dient  die  Integi 

(Py 
tion  der  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  — ^  =  /'(a;,  y)  [s,  Cap.  ] 

§.  4],   welche  identisch  ist  mit  dem  Systeme  der  beiden   Gleichung) 

erster  Ordnung  -^  =  y',   -~  =/'(j:,  y)  oder  also  auch  mit  der  Propc 

dx  dx 

tion  dxidyidy  =^  1  :y:  f(xj  y).    Hier  ist  A'  =  1,   r=  y\  Z  =  /(«, 

O  TT  ri  V  7^7 

und   die  BedingunGC  -r [-  ;:; h  ^-  =  0  erfüllt.     Kennt  man  also  e 

**     ^    dx        dy        dz 

Integral  9)  (x,  y,  y)  =  /3  dieses  Systems,  so  ist  -^ —  der   integrireii< 

Factor  der  Gleichung  dy  —  y  dx  =  0,  nachdem  y  mit  Hülfe  v< 
9>  (^)  y»  y)  =  ß  eliminirt  ist. 

§.14.    Es  sei  jetzt  gegeben  das  System  von  n  Differentialglrickv 
gen :  dx  :  dx^ :  dx2  :••••:  dx^  =■  X  \  X^i  X^' :  -X'«  mit  den  n  + 

Variabelen  x,  otj  ,  jtj  »  '  '  '  ^«  ^^^  seien  /"i  =  «i ,  /i  =  «2 » /« ^=^  ^ 

die  n  Integrale  desselben,  aufgelöst  nach  den  n  willkürlichen  Consta 
ten  ofj,  ofj)  '  * ' '  ^A*  ^^G  Differentiation  derselben  liefert  das  Gleiclumg 
System  : 

i"'  +  S'^''  +  i"''  +■•••  +  Ä."^-  - » 

•  .  •  • 

•  ■  •  ■ 

•  .  ■  • 

Cfn   ,        X      dfn  .      ^A    ,  I  I       ^A«  j  /x 

ä^ ''*  +  ä^ ''•'^.  +  ^^V'"^^  +  ■•■■  +  »^Z"^"  =°  ^ 

und  aus  diesem  effaält  man  die  Proportion 

dx  :  dx^  :  dx2  '- :  c?ä:„  =  A:  A^:  A^i >  ^my 

worin  die  Grössen  A  der  Reihe  nach  die  Worthe  der  Determinanten 


1.  c:«p. 
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»«1 

V, 

«A, 

• 

€7jrj 

• 

a/. 

2*1 

»^ 

dx. 


dx^ 

•     •    •                  — 

dx 

df, 

dx2 

• 

—       • 

...  ^A 

cx 

• 

d'fn 

dx^ 

ajTj 

•     •     •                  - 

9fy    i>r, 
dx    dxy^ 


i     • 


df,     dfn 

dx    dXi 


i'fx 
dx,-x 

cx,  _  1 

I 

^fn_  ' 


i,  wenn  man  dieselben  fUr  eine  gerade  Anzahl  der  n  -\-  1  Varia- 
Wti  Aufeinanderfolgend  mit  abwechselnden,  bei  einer  ungeraden  Anzahl 
Antelben  aber  mit  demselben  Zeichen  nimmt. 


Dsher  besteht  weiter  die  Proportion 

Ai  A^iA^'  -  "  '  i  An'=^  X:  X^\  X2I '  X^ 

lal  folglieb  gibt  es  einen  Factor  M  von  der  Beschaffenheit,  dass 

A  a«  MXy     A^  =  M X^  9     A^  ==  M X^^  ....  A^  =  M X^ 
vird.    Nu  kann  gezeigt  werden,  dass  die  Grössen  A  der  Gleichung 


dA    .     dAy     ,     cA^    I 
3«        cx^  Cx^ 


^M-" 


uieiworfen  sind;  bt  dies  erwiesen,  so  besteht  für  den  MuUiplicator  M 
^  ptitielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung: 


dx 


CXi 


C'Xr 


■^      dx. 


^  Beweb  hierfür  ergibt  sich,  wenn  man  bedenkt,  dass  ./,  A^ ,  ^., , 
^ '^Determinanten  sind  von  der  Determinante 


yi 


t. 


Ä=^ 


^r 

»f 

^Z' 

«'A 

dx 

?x, 

VXm\ 

öx. 

'/. 

»/•. 

Hx 

</. 

dx 

f-X, 

cx. 

dx. 

'<-r. 

^/i 

?/"2 

'% 

ix 

• 

cx, 

ax.. 

cx. 

'rfn 

i^/- 

^A 

Cfn 

dx 

i'x, 

eXj 

*            *            * 

rx 

wona  dJQ  Function  f  willkürlich  wählbar  it?t.  Ordnet  man  R  nach  den 
''^•^Hten  der  ersten  Reihe,  nämlich  nach  den  Derivirton  dieser  Func- 
l'^t  10  erhält  man  nach  einem  bekannten  Satze  über  die  Bildung  der 
Petenobanten : 

öx    ^       *  f^Xt     *       •  (7.r.,    '  '  cx. 
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Differentiirt    man    diese  Gleichung    nach    denselben  Derivirten   partiell, 

so  erhält  man 

dR         ,          dR               y         dR         ,           dR  ^  dR 

A  = ^ ,    A^  =  — ö7>  •  *  •  •  '^»  =  — 07  »    ^*  "^  äT"  * "  *  -^11  = 


Da  nun  in  A  keine  Differentiationen  nach  or,  in  ^|  keine  nach  x^^  *•• 
in  ^n  keine  nach  Xh  vorkommen,  so  können  in 

dA    ,    dA^    ,  ,    ^^Ä 

^a:    '     dx^  dxn 

nicht    zweite   Differentialquotienten   von    der    Form    ö"!»    sondern    nur 

solche,  wie  :<—'<---  vorkommen,  wo  i  und  k  verschiedene  Indices  sind. 
Daher  hat  der  vorstehende  Ausdruck  die  Form 

dx        dx^  dXn  *'^    dxidxk 

Um  die  hierin  vorkommenden  Coefiicientcn  F^?\  entwickeln  jbu  können, 
stellen  wir  die  Determinanten  J,,  Ak  nach  den  Derivirten  der  Functionen 
fii  f^  *  *  '  /m»   i'6sp.  genommen   nach  Xk  und  Xi  geordnet  dar,    nämlicb: 

'~  ^    ^f\dxk'^  ^    df^dxk'^ '^       dfidxk^ '^7~dfndik 

OXfe  OXk  CXk  dXk 

_  i^Ä   ^A     ,       g^A    a/;,    ,  ,     dAk     dfs  dAk_  df, 

dxi  dxi  dxi  dxi 

Hieraus  erhalten  wir  die  beiden  mit  ^-  -1  —  multiplicirten  Glieder,  'das  eine 

OXiOXk 

aus  -r--,  nämlich: 

^  ^    dXidxk 

und    das   andre  aus     - —  : 

dxk 

,.      df    dxi  dxk 

0  •  ■  ^ 

CXi 

Die  Coefficienten  beider  geben  zusammen   Fj.'|.,  nämlich: 

Fi')  =     ^-i-  4-     -^'^  -  =  ^^^  4-  ^'^ 

^•i  A  c'o:,  </,r,       c'.r^  ^arA        oxi 

Diese  Summe  ist  aber  Null,  weil  in  jeder  Determinante 
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E  =  £  +  flfiflo-»  •  •  •  •  fl»»  die  Grössen   -    — —  und   .-   -r       entgegen- 

gesetzt  gleich  sind.    (Vgl.  Bai tz er,  Theorie  und  Anwendung  der  Deter- 
minanten.   2.  Aufl.    8.  21.) 

Uro  jetzt  die  Bedeutung  des  Multiplicators  M  für  die  Integration 
anaeres  Systems  von  Differentialgleichungen  zu  zeigen,  müssen  wir  dem- 
•elben  zunächst  eine  etwas  passendere  Form  geben.  Hierzu  dient  ein 
8mtz  Aber  die  Differentiation  einer  Determinante.  Sind  nämlich  sämmt- 
Elemente  der  Determinante 


I  «1    Ä,  •  •  •  •  p, 

Ä   =    I  «2    h    '  '  '  '  P2 

•  • 

"n    ö«    •  •  •   •    Pn 

▼on  ein  und  derselben  Grösse  x  abhängig,  so  ist  zunächst 

(ix   ~       Kdai  dx  "^   dbidx'^  ^  ä^  dx) ' 

^^lln    kann   man   aber  folgende  n  Systeme  von  Gleichungen  bilden   mit 

r/,    Jr^.   •  •  •  j:/;   ar,",  x^\   •  •  •  .r^"; a:,<*>,  ar./*> Xn^"^  als    Un- 

>ek«nnten: 


rto  a-,'  +  h,  .r/  + 

•  m 

•  • 

•  a 

•  ■ 

«i.a'|'  +  b„x^  4- 


+    P\  ^n 


dx 


,  ,  da^ 

,  /  da„ 

+  '''^  -^ '"  =  7ix 


n^x{'  4-   //,jr,"  + +  p^x,;'  = 


*i^x^"  -(-  '^a-./'  + 


^'.'•'"i  "'  -}-  ''r'V"'  + 


<i«  .'•/*»  + 


p, x„     ^ - 


•  •  •  . 

"»•'i"  +   ''«  .*•/'   + +   PmX„'  --^ 


«,.r,<-)  +  //..rj"'  H h/'i-»*« 


//6, 

dx 

dhj 

dx 

dh„ 

dx 


dp 


d.r 


,.  («)  — 


iiid  au»  ihnen  erhält  man    durch  Auflösung   nnch  den  rnbckannten  für 
iie  Wertbe  von  j-/,  x./',  .r.,'",  .  .  .  xj"^: 

cH  da^     ,     ?R  dfi^ 


ra,  dx  '('a^  dx 


•    •    • 
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und  indem  man  die  Summe  aller  dieser  Gleichungen  bildet: 

ä^  =  ^  i^i  +  V  +  ^3'"  +  •  •  •  •  +  ^«^"0 
oder,  indem  man  mit  R  dividirt: 

-—-  =  a:,  +  0:2    +  0:3     H 1-  Xn^^K 

Nehmen  wir  nun,   wie  zu  Anfang  dieses  §.  an,   das   Gleichnngssystem 

dx  :  dx^  :  doTj  :  . . . .  :  dXn  =  X:  X^\  X2I :  -^n ,   welches   wir   auch   so 

schreiben  können: 

dXi         Xi       dxn         Xo  dxn         Xm 


rfo:         AT  '     da;         X' '  dx         X 

sei  integrirt  und  die  n  Integrale  auf  die  Form  x^  =  f\  {x^  ^x^  a^^  ••*  ajt)i 

^2  =  /i  (^1  **! I  «2»  •  •  •  *^») ^ü  =  fn  (^,  «1 ,  «2»  •  •  *  ^'•)   gebracht, 

so  werden  durch  diese  Werthe  von  x^^  X2^  * . .  Xn  und  ihre  Differential- 
quotienten die  Oleichungen  des  Systems  identisch  erfäUt  f£lr  jedes  x 
und  jeden  Werth  von  otj,  otji  •  •  •  •  ^m*  Differentiirt  man  sie  'daher 
nach   den  a,    so    erhält   man   n  Systeme   von    Gleichungen   der   Fotm 

duk  X  dx^  X  dx.,    ,  ,         X    dxn 

dx  dx^  d€(k  dx2  dcc/i  dx^      dajt 

nämlich :  • 

dxi       X  j^  dx2       ^  _\  i_  ^*''^»       ^  ^"t 

^a^    dx^  acf,    dx2  da^     dx^  dx 

dxi       X     .     dx2       X     .  .     dXn       X  da^ 

aofj    dxi  da2    dx2  dct2    dxn  dx 

dx^       X     ,     a.T2       X     ,  ,     dXn       X  da 


-|-  1Z2 :i_  _|_ -j_ 


^««    aa^i  dct„    dx2  da^    dx^  dx 

a~^?  a.-^2-  a-^  «/.--i 

axi       X  .     dx2       X  ,               ,     dxn    '  X  da^ 

aofj  a^i  aofj  aa^j  a«,   aa?«  da: 

-^2  a  ^2  o  ^2  j  ^^2 


a.V^^      .    a~^  .    a 


aa^i     X   ,   ao*«     -^   I  I   dxn     X  aa« 

aofj  aaTj       acTj  aa^j  acfj  dxn        dx 

aa^i       AT  aar«       X     ,  ,     aa;«       A'  da^ 


^««    ^arj  a««    aa:2  da^    dxn  dx 

u.  8.  w. 
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dx^       X     1^  dx^      X  j^ 
€*«j    dxi  da^   dx^ 

^jr.       X     .     dx2      X     , 

—  -  -  — ^  _  _  _  -       _i_  .  . . 

^ofj    dxi  da^    dx2 


1 

^x« 

TS     ^'• 
^'  X 

d 

da» 

+ 

da^ 

dXn 

dx 

+ 

dXn 

X 

d 

dXn 

•     — 

da,j 

da^ 

dXn 

dx 

+ 

dxn 

X 

d 

dx, 

da. 

da. 

dXn 

dx 

Gleiehangssystem  hat  die  Fonn  des  vorigen  nnd  zwar  sind 

die  dortigen  Grössen  Hi,  a^t  — •  •  ^ni  ^i»  ^2>  *  *  *  ^"i  '  •  •  •  Pi^  P2  • '  •  •  P** 

,.       ^«,      ^Xi  ^x„      dx»     dx^  dx^  dx,     dx,  dx, 

lll^f     -  -  -' ^'        •  •  •  • • 1        .   _*  •  •  •  • £  •     .... •  •  •  •    -  —    • 

3ff|      da^ '  da,       da^      öa^  da,  öa^ '    da^  *   '        da, 

dio  Csrossen  x«  1  x«  y  •  •  •  •  Xn  j  X|  ^  X2  1  « •  • .  Xn  |  .  •  • .  X|^  '^  Xo  \  •  •  •  •  x,^ 
aber  hier 

-r       X  -r       -r    Vr  a^  x  x 


— _  •  •  • 


^X|        dx^  dx,       dxi       dx^  dx,  dx^  dx,, 

Dmber  ergibt  sich  der  Satz: 

I  dx\    dx^  dx, 

da^    ^cr,  da^ 

•'•^^  =      -^  j rL  +  . . . .  4.     •*      Ä  ==  ^«2  ^«2  ^«2 

#lx  a^,  ^Xj  c^x«   '  : 

dX|    dx«  dXn 

.  —        —    —        •    •   •    •  -     I 

da,    da,  da, 

Fflhrt  man   die  Differentiationen  aus,   so  geht  die   rechte   Seite   dieser 
Gleicfaong  über  in 

X  Vr'x,  ^  dx.,  ^       ^  dx,)        X^  \  '  dx,  ^  '  •  ax,  ^       ^     "  dxj ' 

wobei  man   dem  Snbtrahendeu  mit  üülfe  der    gegebenen   Gleichungen 

.V| dxy      X^ dsV^  X, dx, 

X  ~  dx  '    X  ~  dx  '  '''  X  ~  dx 

die  Form  -'  ^^  ^  +  ^^  ^-^  +  . . .  +  'L  '-")  oder  '  (''  -  f ) 

-r  Vax,  c/x  ^  ax2  rfx  ^       ^  dx,  dxJ        x  \dx      dx  J 

geben  kann,  wodnrch  die  Gleichung  Übergeht  in 


di{XR) 
dx 
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In  allen  Fällen  also,  in  welchen  die  rechte  Seite  ein  vollständiger 
Differentialausdrnck  nach  x  ist  (eine  Constante  und  insbesondere  Null 
mit  inbegriffen),  kann  man  B  durch  eine  Quadratur  finden. 

Vergleicht  man  die  vorliegende  Gleichung  mit  der  oben  fttr  den 
Multiplicator  M  entwickelten,  nämlich  mit 

d{MX)        d{MX,)  d{MX^)  _ 

welche  man  durch  Ausführung  der  Differentiationen  und  Dividion  mit  MX 
auf  die  Form 

M\dx'^  X  dx^  "^  X~dXo  "'  ^  X  dxj 

1  /a^      az,      a^,  a£.\ 

■^  X  \dx  "^  dx^  "^  dx^  "^  ^  d'xj 

oder  wegen  Tr  =  cj^ »    V  ^^  ^  ^  >  •  •  •  •  *"^^  *"^  ^^®  Form 

JL  OX         Ji.  uX 

d'lM        £  (dX        dXy    ,dX^  dX^  _ 

bringen  kann,  so  folgt,  dass  IM  =  Const,  =  —  /(A'/?),  d.  h. 

'"  =  'AR 

ist.  Dies  ist  die  Form  des  Multiplicators ,  unter  welcher  seine  Bedeu- 
tung für  die  Integration  des  Systems  unserer  Differentialgleichungen 
leicht  erkannt  wird.  Nehmen  wir  an,  von  den  n  Integralgleichungen 
des  Systems  dx  :  dx^ :  dx^  :....:  dXn  ==  -V :  X^i  X^-  .  . .  .  :  Xn  seien  n  —  1 
bereits  gefunden,  nämlich 

.Tg  =  g?3  (a: ,  *r  j ,  «2 )  '^a »  •  » •  •  ^'»)  5 

Xfi  • (pn  \X y    »Tj  ,    0^2  ,    ^3  )   •  •  ■  •  ^»j  • 

Dagegen  bleibe  noch  die  einzige  Differentialgleichung  dx^  :  dx  =  X^  :  T 
oder  AT/or,  —  X^dx  =  0  zu  integriren  übrig  und  sei  Xy  =  (p^  (a:,  «i,  of|,  ...  aj) 
das  gesuchte  Integral  derselben.  Die  Functionen  q>  haben  dieselbe  Be- 
deutung, wie  die  früheren  f  und  gehen  auch  der  Form  nach  in  diese  Über, 
sobald  Xi  =  <Pi  {x,  cfj ,  ofj,  ...  a„)  in  sie  eingesetzt  wird.  Differentiirt 
man  behufs  der  Bildung  von  R  die  bekannten  Integralgleichungen  nach 
den  willkürlichen  Constanten  und  bezeichnet  die  Differentiationen  von 
^2»  *'^3»  ""  ^m  insofern  diese  Grössen  als  Functionen  von  a*,  oTj,  a^y  a^,.*»  a» 
auftreten,  durch  Klammern,  so  ist 

Demnach  erhält  man  zunächst 
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Ä  = 


?5! 


^a:, 


ax,   pxA  ,  /dxA  dx^    /cxA  ,  (dxA  ax,      /ax^\     /ax^\  < 

^a,     \<:^c  J  "^  Vax,  /  ^a,     W  J  "^  V^Xi/  äa«  " " '  yaj  "^  V^Xi/  i^a    j 
oniltiplieirt    man   aber  die   Elemente    der   ersten    Colonne   successiv   mit 

I       '),    (p  ^)  •••  (~^^)   ^^^  subtrahirt  sie  von  den  Elementen  der  fol- 
genden Colonnen ,  so  erbält  man  einfacher 


B  = 


fX, 

dx^ 
da. 


i'x. 


Ca, 


\dtij  Vi?«,/  \daj 

P-^?")  (^Ä  ....    f_"-^A 

\  c'ttj/  \  daj  \  CaJ 

\ittj  \dttj  \'caj 


•  -  w  • 

f*cf»      \(^aj  \i'aj  \da^) 

oder  da   die  Elemente  der  ersten  Reihe  sämmtlich  bis  auf  das  Anfangs- 
element  verschwinden 


H 


<U-. 


ea, 


wenn  0 


•  ■  ■ 


px,\    /KrA  /.).r,A 

Id   allen  FXlIon   nun,   in  welchen  der  Ausdruck 

'    ( "•^'  4-  ^  '^''  -4 4-  '  •^'^ ) 

A*  \('x^    (A,  ^  ^    (\rj 
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ein  vollfltlndiger  Differentialqaotient   nach  x  ist,   kann  R  TeimSge  der 

oben  entwickelten  Gleichung  Ton  vornherein  bestimmt  werden  und  da  Q 

durch  die  n  —  1  bekannten  Integrale  gefunden  wird,  so  liefert  die  t<w- 

dx         R 
liegende  Gleichung  -r-^  =  —   und  damit  den  integrirenden  Factor  der 

noch  übrigen  Differentialgleichung  Xdx^  —  X^dx  =  0,  worin  X,  X|  Func- 
tionen von  X,  or,  sind.  Ist' nämlich  /*  (x,  .r,)  =  a,  das  Integral  dieser 
Differentialgleichung,  aus  welchem  Xj  ==  9>|  (x,  a^^  a^  ....  a«)  folgen 
würde,  so  macht  die  Rücksubstitution  dieses  Ausdruckes  für  Xi  dieselbe 
identisch    und    wenn    man    sie    abo    nach    a^    differentiirt,    so 


cF  dx*        ^     ^       X  1      ^1  .  1  ^        ^^i     ^  -  ,  .  ^*i         Ä 

^ —  — -i  =  1.    Da  aber  aus  der  Gleichung  R  =  -^  •  Q  folgt  r—  =  — ,  so 
e?X|  ca^  °  ^«1  "   d»!  Q 

erhält    man    weiter    -^ —  =    -.      Ist    nun    N    der    integrirende    Factor 

<7ar,         R 

von    Xdxi  —   X^dx   =    0,    so    muss    derselbe    den   Bedingungen    ge- 

dF  dF 

nüc^eD :    NX  =  - — ,  —  NX.  =  ;r-  .     Aus  der  ersten  von  diesen   folgt 
°  ra-j  ^         ex  ■  ^ 

iV  =  -  -  ^  -  =  vö  =  ^^ö»  wobei  die  willkürliche  Constante    der  Glci- 
X  oxi        AK 

chung  M  =  -         '  gleich  Eins  gesetzt  ist.    Man  erhält  daher  den  Sats: 

XR 

Sind  von    dem    Systeme    der  n   Differentialgleichnngeo 

zwischen  n  +  1  Variabelen 

dx  •  uXt  l  ^*^2  *  •  ■  *  •   •  ^*^H    ^^^    -'*   '''1  ••^2*  *•■*   ■  ^H 

n  —  1  Integrale  bekannt,  vermöge  welcher  Xj,  0:3,  ....  x»  ak& 
Functionen  von  x,  x^  und  den  n  —  1  Integrationsconstanto  ^«1. 
of^,  «3  . . . .  cr^  durch  die  Gleichungen  Xj  =  g>2  (a:,  arj,  Oj,  ....  «fj»"^, 

^3    =    9^3  (^  >    ^n    ^2y    •  •  •  •    ^»)  »    •  •  •  •    ^n  =  ^n  {^1    ^1 1    «2 »    •  *  •  •  **»)    ^*  ^■■' 

gestellt  werden   können,    so   ist   der  integrirende  Factor  2 

der  noch  Übrigen  Differentialgleichung 

Xdxi  —  Xdx  =  0 

durch  die  Gleichung 

N  =  MQ 

zu  finden,  wo  M  der  partiellen  Differentialgleichung 

-  +         -  -  + +       , —    =0 

genügt  und  Q  die   Determinante   -2:  +  (  .^-J    \/-)  •  •  •  \^' / 

bedeutet. 

Die   Determinante   0   ist   veirschiedener  Darstellungen    fähig.     Mail 
erhält  für  sie  sehr  einfach: 


f^,.  'j  ^ 
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In  derselben  Weise  nämlich,   wie  wir  die  Determinante  R  als  das  Pro- 
dokt  TOn   -r--  nnd   Q  darstellten,   kann   man  0  selbst  als  das  Produkt 

Ton  —  —  und   eine  Determinante  niedrigerer   Ordnung   erhalten.     Setzt 

■uui  diesen  Schloss  fort,  so  ergibt  sich  die , erwähnte  Form  des  Prodnk 
tca  fflr  0.     Die  Determinante  E  bt  demnach 

dx^  dx^    dx^  dxn 


'M 


JT 


der,    dci^    da^  da, 

Um  für  0  eine  andere  Form  x«  entwickeln,  wollen  wir  eine  Eigen- 
•diafi  des  Mnhiplicators  M  heranziehen.  Es  wnrde  oben  gezeigt,  dass 
M  der  partiellen  Differentialgleichung 

'i+ '4" + •••• + ^4"  +  (S+  ^' + •■•• +£)*=» 

gcnflgen  maM.     Da  diese  Gleichung  verschiedene  Lösungen  hat,  so  sei 
iV  tänt  andere  derselben,  so  dass  anch 

Tx  +  -*'äi;  +  ■•*•  +  -^-»x.  +  Väi  +  äx,  +  ••••  +  W  ^  =  ^ 

Wl    Mnltiplicirt  man  nnn   diese  letztere  Gleichung  mit  — ',   die  vorige 

isk  -^  und  snbtrahirt  beide  von  einander,   so  erlangt  man  in  den  ein- 

N 
seinen  Gliedern  des  Resultates  die  Differentialquotienten  von  —  ,  so  dass 

^'^selbe  geschrieben  werden  kann: 

^  *et  daher  —  eine  Losung  der  Gleichung 

*^  ^gemeine  Lösung  dieser  Gleichung  sotzt  sich  aber  aus  n  von  einander 
•■^•kbängigen  Lösungen  fx^  f^y  ..../*•  zusainmon  und  ist  F  (f^^  /*.,,  ....  /*«). 
^^^t  wird 

N  =  M'F(J,,  r, ....  f.\ 

^^  wenn  man  mit  Jf,,  einen  bestimmten  Werth  dos  Multiplicators, 
^^  if  aber  den  allgemeinen  und  mit  die  Function  F  (/^^  A  •  •  •  •  A) 
l^^ehnet,  welche  mit  ^f^f  multiplicirt  3/  gibt,  so  ist 

M  =  5" . 

TS 
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Die  früher  entwickelten  Bedingungen 

MX  =  A,    MX^  =  A^  ...  MXn  =  A^ 
nehmen  daher  jetzt  die  Gestalt  an 

M^^X  =  -^tar,    M^^X^  =  ^x'^y  •  •  .  M^j^X„  ==  A^IS. 

Die   n  'Lösungen    der   partiellen   Differentialgleichung   X  --  -|-  •  •  •  =a=  0, 

ex 

Constanten  gleichgesetzt,  sind  nun  aber  bekanntlich  zugleich  die  Integrale 

des  Systems 

Diese  letzteren  werden  also: 

lind  wenn  von  ihnen  n  —  1  z.  B.  f^t  fj^^  , , . .  fn  bekannt  sind,  eins 
aber,  /*) ,  noch  zu  finden  übrig  bleibt,  so  kann  mit  Hülfe  des  Multipli- 
cators der  integrirende  Factor  der  letzten,  noch  zu  integrirenden  Glei- 
chung des  Systems  gefunden  werden.'    Nun  war  die  Determinante  A 

-  -  dx^    da'2  dx^  — 

und  wenn  wir  sie  nach  den  Differentialquotienten  von  f^  ordnen 

^  -  dx,  •  ^'  +  dx,  ^^  +  ••••  +  ^a«  ^'"  ^"  ^«  -  ^^-  ^;r,ä^3  ''dx: 

Durch  Vertauschung  zweier  Indices  der  Functionen  f  in  A^  wodurch  die 
Determinante  verschwindet,  erhält  man  aber  hierzu  das  System: 

0  =  .f  '  B,  +  *f  ^  ».,  +  ....+   f  ^-  B 
dx^     ^  6'j-2     -     '  ^     dx^ 


n 


0=f  5,  +  f  ;,,  +  ....  +  J/)i^.. 

ihVi  (\l\  OXn 

Führt  man   nun  statt  a-j,  .Tg  ....  x„  die  Grössen  /!,,  /"g  ....  /*«  als  nc«:»« 
Vaiiabele  ein,  so  dass  f^  =  0  (.r,  .r, ,  /^,  /'.{....  /"„)  wird  und  beseida- 
net   durch   Klammern    die    unter    dieser   Voraussetzung    auszuftihrend^* 
Differentiationen,  so  dass 


'/ 


'{Kv„ 
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wird,  80  liefert  die  Bildung  von  A  mit  Rücksicht  auf  das  vorstehende 
ff leichungssystem  einfach  : 

und  wenn  man  dies  in  3f^  X  =  AtS"  einführt : 

Xan  ist  aber  /*|  das  Integral  der  noch  übrig  bleibenden  Differential- 
gleichung 

Xdx^  —  Xidx  ==  0, 

«OS  welcher  man  durch  die  n  —  1  bekannten  Integrale  f^  =  ct.^^ 
f^  sss  ttj,  ..../*;,  ^=  ^n  die  Grössen  x^^  x^  ....  Xn  eliminirt  hat.  Es 
nrass  diese  Gleichung  daher  durch  den  integrirenden  Factor  in  (/^  =  0 
oder  in 

übergehen.    Daher  muss        (>)     )  ^^®'  ^^^  vermöge  M^X  ^=^  [~—yBlS 

BylS 

^w  integrirende  Factor  sein.    Derselbe  war  aber  nach  dem  Früheren  MQy 
mithin  ist 

(,=  '  =  ' , 

''i     z  +  ^fi  ik ^f- 

•"flclei  die  gewünschte  weitere  Form  für  Q  ist. 

§.  15.     Das  System    der  Bcwegungsgleichungen    eines   Punktes  war 

'*■*    dt'.dx:  dx' :  dy  :  dy  :  dz  :  dz'  =  1  :  .r'  :  A' :  //  :  Y :  z  :  Z.     Die  Gleichung 

^  ^ie  Bestimmung  des  Multiplicators  M  ist  daher,  indem  /,  .r,  x\  y,  y\  r,  z' 

'^P'  mit  ar,  x,,  jt^,  J*3,  ...  x^^\  1,  .r',  A",  y\  1',  r\  Z  rosp.  mit  A'.  A'p  A'2  ...  X^ 

**  •deuüficiren  sind, 

'^^  wenn  A',    F,  Z  also  nicht  von  den  Componenten   der  Geschwindig- 
'1  y»  i'  abhängen,  so  wird 


—  0,   d.  h.   3/  =  Cutist. 
dt 

''Othtllen  A',  J',  Z  die  Zeit  nicht,  so  ro«lticirt  sich  <la.s  (ileichungssystem 
Jfr  Bewegung  auf  die  nächst  niodiigcre  Ordnung 

dx  :  dx  :  dy  :  </y' :  </c  ;  dz    =  a' :  A' :  y  :  1' :  c' :  Z 

kcktll,  TWMri«  d.  B«w.  o.  «J.  Krsric.  11) 
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und  nachdem  man  dasselbe  intcgrirt  and  alles  durch  eine  Variabele,  z.  B. 
X  dargestellt  hat,  erhält  man  die  Zeit  durch  die  Gleichung 

dt  :dx  =  1  :  x' 
d.  h.  es  wird 

X-  +  '■ 
also  mit  Hülfe  einer  blossen  Quadratur  gefunden. 

§.  16.     Als  Beispiel   für  die  Bestimmung  des  Multlplicators   führen 
wir    die   Newton 'sehe  Centralbewegung   an.     Für  sie  ist   -ir  =  —  ^, 

F  =  —  ^  und  das ,  Gleichungssystem  also : 

dx  :  dx  :  dy  :  dy   =  x  : ^  :  y  :  —  ^• 

Zwei  Integrale  liefern  die  Principe  der  Flächen  und  der  lebendigen 

Kraft  und  wenn  diese  /*,  =  a,  /"j  =  ß  sind,  wo  /", ,  /"j  von  ar,  y,  x\  y 

abhängen,    so  wird   der   letzte  Multiplicator   für   die   noch  übrige  zu  in- 

tegrirende  Gleichung 

M 

dx     dy  dy    dx 

d.  h.  wenn  in  ihm  und  der  noch  übrigen  Gleichung  x'dy  —  y'dx  =  0 
X  und  y  durch  x  und  y  mit  Hülfe  von  ^  =  a,  /i  =  /5  ausgedrückt 
werden,  so  ist  er  der  integrirende  Factor  dieser  Gleichung. 

Es  ist  aber  nach   dem  vorigen  §.  ^  =  Consl.  ein  specieller  Werth 
des  MuUiplicators,  daher  kann  man  als  aligemeinen  Multiplicator  wählen 

1 

Kl  ^  _  ?K  Kx ' 

dx      dy  dy      dx 

indem  man  Consl,  =  1  annimmt.     Nun  ist  aber  nach   §.  12,  S.  267: 

wenn  wir  für  v^  seinen  Werth  x"^  +  y'^  einsetzen.    Hierdurch  ergibt  siis-  Ä 

,.-r  =  a;,    ^-4  =  —  y;    ^r-V   ==  y,     t;  ,    =  o:    und    es   wird    dahe-ft^ 

ex  dx  dy  dy 

der  Multiplicator 


und  der  Ausdruck 


^'^'  +  yy 


x'dy  —  y'dx 

^^'  +  yy 

ein  vollständiges  Differential.    Dass  letzteres  wirklich  der  Fall  ist,  ergibt 
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sich  folgendennassen.    Wir  schreiben  die  GleichnngeD,  welche  die  Prin- 

dpe  der  lebendigen  Kraft  nnd  der  Flächen  liefern,  indem  wir [-  a  a=  A 

r 

•eixen,  so: 

a:'2+  y2=  2A,     xy  —  xy  =  ß. 

Cm  ans  ihnen  x\  y  zu  entnehmen,  ersetzen  wir  die  erste  durch  eine 
andere f  welche  in  Bezug  auf  diese  Grössen  linear  ist,  wie  die  zweite. 
Dies  gelingt,  wenn  man  bedenkt,  dass  allgemein^  was  immer  x,  y,  x,  y 
seiA  mögen: 

(op'*  +  y'')  (ä^  +  y^  =  (a:«'  +  yyy  +  {xy  —  xy^. 

Seist  man  hierin  für  x'^  -f-  y^  und  xy' —  x'y  ihre  Werthe  2  A  nnd  /?,  so  folgt 

2Ar2=  (xx'H-  yyy+  /J' 

ttnd  erhftlt  man  also  jetzt  die  beiden  linearen  Gleichungen 

yy  +  XX  —  ^2Ar«— /3* 
ory  —  ya:'=  /3, 
ma  aas  ihnen  x   nnd  y   darzustellen.     Sie  liefern 

rV  =  /3a:  +  y  j/2Ar2  -  /J*' 

rV  =  —  /3y  +  ar  ^2Ar«  —  /3^ 

Bleuen  wir  jetzt   den   Ausdruck,   welcher  ein   vollständiges  Differential 
soll,  durch  x  und  y  allein  dar.    Man  erhält  durch  Division  der  Qlei- 


*mg€n   für  ry   und  rx   mit  r^  (yy'  +  xx')  «=  r^  ^2  Ir^  —  /3^ 

y  __  /5a: ^  _y 


^^'  +  yy  r*  /2Ar^  —  /3^  r^ 

a:' j3y a: 

^j"  +  yy'.  r^  j/2Är^  -^/3'^  '•^ 

»"»^  biennit 

x'^y  —  ydx  ^_   j3  {xdx  +  y^    ,    a-tfy  —  ydx 

XX  +  yy      °"  r^  ^2  Ar^  —  /^^   "^  r^ 

^  Aber  xd*c  +  yrfy  =  rdr  ist,  so  wird,  wenn  wir  zugleich  für  A  seinen 
^tb  resütniren : 

^dy  —  ydx  ß  dr     ^^  xdy  —  yrfar 

"^it  Theile  dieses  Ausdrucks  sind  vollständige  Differential ien ,  mitbin 
^  selbst.  Der  erste  ist  es,  weil  er  Mos  r  enthält,  der  zweite  aber  ist 
•<>^el  als 

■  +  (:)        ^'^ 

19* 


x^ 
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Die  in  den  vier  letzten  §§.  gegebene  Darstellung  der  Theorie  d 
letzten  Multiplicators  scbliesst  sich  aufs  Engste  an  die  Darstellui 
Jacobi's  selbst  an,  deren  er  sich  insbesondere  in  seinen  Yorlesm 
gen  über  Dynamik  (herausgegeben  von  Clebsch,  Berlin  1866)  h 
diente. 

§.  17.  Das  bereits  §.  3  erwähnte  Princip  der  kleinsten  Wi 
kung,  zu  dessen  Entwickelung  wir  jetzt  übergehen,  unterscheidet  A 
von  den  bisher  aufgestellten  Principen  dadurch,  dass  es  nicht  ein  Int 
gral  der  Differentialgleichungen  der  Bewegung  liefert,  dass  sein  Wer 
vielmehr  darin  besteht,  däss  es  eine  Function  angibt,  welche,  wenn  die 
Differentialgleichungen  erfüllt  sind,  für  die  Bahn  des  Punktes  ein  Hii 
mum  wird  und  dass  man  aus  ihm  die  Differentialgleichungen  der  Bew 
gung  erhalten  kann.  Eine  etwas  unklare  Auffassang  des  wahren  G 
haltes  dieses  Principes  bei  Euler  und  weit  mehr  noch  bei  Maupertu 
haben  demselben  den  Namen  verschafft,  den  es  führt.  Man  glaub 
nämlich,  dieser  Satz  sei  identisch  damit,  dass  die  Natur  ihre  Wirknngi 
mit  dem  kleinstmöglichen  Aufwände  von  Kraft  oder  Beschleunigung  3 
erreichen  suche.  Abgesehen  von  der  in  dieser  Ansicht  enthalten« 
unhaltbaren  Teleologie  beging  man  dabei  das  Versehen,  das  Prodn 
vds  aus  der  Geschwindigkeit  und  dem  Wegelemente  als  den  Aufwai 
an  Arbeit  anzusehen. 

Es  handelt  sich  bei  dem  Princip  der  kleinsten  Wirkung  um  d 
Integral 


V=l  vds, 


ausgcdeliut   über   eine   im  Allgemeinen   beliebige  Strecke   der  Bahn  d 
beweglichen   Punktes   zwischen    zwei   festen    Grenzpunkten.     Setzt  nu 

hierin   y  :=  — -,  so  erhält  man 


J   dt 


dt 

Wenn   nun   das   Princip    der   lebendigen   Kraft    für   die   Bewegung  d 
Punktes  gilt,  also 

^  »2  =   V  -\-  h   oder  also   (^|))'^=  2  (t^  +  Ä) 

ff 

ist  und  man  eliminirt  aus  dem  Integrale  die  Zeit,  indem  man  den  Wer 

1    ^  /  2~{U  +  h) 
dt   *^  ~  ds 

in  dasselbe  einführt,  so  ist 

r  =1  j/2  {U  -\-  h)  .  ds 

ein  Minimum,  d.  h.  es  ist  dies  Integral  längs  der  wirklich  beschrieben« 
Bahn  kleiner  als  längs  jedes   andern  zwischen   denselben  Grenzpunkt 
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müglichen,  jener  unendlich  nahen  und  mit  den  sonstigen  Bedingungen 
de«    Problems  vereinbaren  Weges. 

In  dieser  präcisen,  aller  metaphysischen  Spcculation  entkleideten 
Form  nntor  bestimmter  Angabe  der  wesentlichen  Bedingung,  dass  die 
2eit  mit  Httlfe  dels  Principes  der  lebendigen  Kraft  vorher  eliminirt  ist, 
«rurde  der  Satx  zuerst  von  Jacobi  ausgesprochen  (Vorlesungen  Über 
I^jrnamik,  S.  45).  Der  Beweis  desselben  zerfällt  in  zwei  Theile.  Zu- 
ttHekst  ist  sn  zeigen,  dass  das  Integral  die  gemeinsame  Bedingung  des 
Mininiams  nnd  Maxiraums  erfüllt,  nämlich  dass  die  unendlich  kleine 
Aendemng,  welche  dasselbe  erleiden  würde,  wenn  an  die  Stelle  der 
w^irklichen  Bahn  irgend  eine  andere  von  ihr  unendlich  wenig  abweichende 
Bahn  tritt,  verschwindet;  sodann  aber  weiter,  dass  ein  Maximum  dessel- 
ben  überhaupt  nicht  stattfinden  kann. 

l¥enn  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  integrirt  sind,  so 
ttnd  die  Coordinaten  x,  y,  r  des  beweglichen  Punktes  als  Functionen 
der  Zeit  bekannt  und  wenn  man  daher  zwischen  ihnen  die  Zeit  climi- 
B's^«  so  erscheinen  zwei  derselben  als  Functionen  der  dritten,  so  z.  B. 
9  Qnd  z  als  Functionen  von  x.  Man  kann  daher  in  V  alles  darch  eine 
C-'oordinate,  z.  B.  durch  x  ausdrücken. 

Man  erhält  dadurch,  wenn  or,  ß  die  Werthe  von  x  sind,  welche 
^^*n  Anfangs-  und  Endpunkte  des  Weges  entsprechen,  über  welchen 
"*■    Integral  erstreckt  wird: 

***^^"'»    indem  man 


dx 


=/'+(:)'+(:)'-'''+»-+=-^ 


**'*Het3tt,  worin  y\  z    die  Bedeutung  von     /   ,       *    haben: 

dx      d.r 


r  =1  j ' -i {V  +  /i)-i  1  +  tf  +  z'  •  ./x, 


n 


*^^*^   endlich,  wenn  man  zur  Abkürzung 

2{U  +  h)  =  .1,       1   +  ./"•'  +  :'■'  =   /?,       i  .1]  l{  =  P 


*"'«•-  , 


l 


•=//.... 


"  ^t  nun  zunächst  zu  erweisen,  dass 

/ 

dr  =  d I  Pdx  =  o 

^'    Das  Zeichen  6  bezieht  sich   hierbei  auf  die  unendlich  kleine  Aen- 
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derang,  welche  V  erleidet,  wenn  bei  denselben  Werthen  der  nnabbingigen 
Variabeln  x  an  die  Stelle  der  Functionen  y,  z,  y\  z\  von  Xy  welche  f&r 
die  wirkliche  Bahn  gelten,  beliebige  andere  von  ihnen  unendlich  wenig 
abweichende  Fanctionen  von  x  treten,  welche  einer  unmittelbar  nächst- 
anliegenden  Bahn  zukommen.  Es  erleidet  hierbei  also  x  keine  Ver- 
änderung, ebenso  auch  nicht  die  Grenzen  er,  /?,  da  der  Anfangs-  und 
Endpunkt  als  fest  angenommen  worden  sind.     Man  hat  daher 

/ 

dV  =1  dP'dar, 

a 

oder  da  P  von  y,  z,  y,  z   abhängt  und  in  Folge  dessen 

SP  =  -Sy  +  -Sz  +  —.Sy  +  —Jz 
ist:  ß 

a 

Um  dies  Integral  zweckmässig  umzugestalten,  bemerken  wir,  dass 
die  Bestandtheile,  welche  mit  Sy\  Sz'  multiplicirt  sind,  mit  Hülfe  der 
partiellen  Integration  folgend ermassen  sich  darstellen.     Es  ist 

ß  ß  ß 


a  a  a 

ß 

a  a 

oder,  weil  dy  an  den  Grenzen  er,  ß  verschwindet 

ß  ß 


dx 


j%^y^-  =  -j  -^'^y 


dP 

dx*) 


a  a 


♦)  Der  Satz 


S,^=^'^'* 


dx  dx 

oder  kürzer,  weil  dx  keine  Aenderung  erleidet: 

ddy  =  ddyy 

von  welchem  wir  bei  dieser  Entwickelung  Gebrauch  machten,  erweist  sich  leieht 
in  folgender  Art.  Es  sei  (Fi^.  105.)  AMM'B  die  Projection  der  wirklichen  Bahn 
auf  die  a?^-£bene,  Afifi'B  die  irgend  einer  Nachbarcurve  derselben  und  PM^^^^ 


UL  Call. 
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und  ebenio  ist 


J   dz    ^  J     dx 


Szdx . 


a 


Dareh    EinfUbrnng    dieser  Werthe    in    den    Ausdrack    tiir    öV  erhalten 
wir  jetxt 

dP 


iV 


P       ^  ^      I  ( dP       ^  d  '  I 


dx. 


Nun  Ut  aber  rermöge  der  abgekürzten  Bezeichnungen 

P  —  YA-Yb,       A  =:^2{U  +  h).       B  =  1  +  y'^+  z'^ 


und  folglich 


?P         t/B    dU  dP         t/Ä      . 


dy 


?p 


dy  dx 

Weiter  aber  hat  man  nun 


dP      "^W  ^j/l  du  _  K/i^') 

r    A    dy  '  d 


dx 


l/~B  j/l  +  y'^  +  z^  ^    i    ds   ^  di 

r     A   ^  t     '  2iU  -f  h)  V   dx         dx 


ood  hiermit  wird 


r*P 


rP 

dx  y    A  \dy  di'^J' 


•owie  auf  ganz  ähnliche  Weise 


f^P 

dz 


d     -, 


_  Jdz_  ^  j/b  /du  _  d^z\ 
dx     ~  r     A  \dz  di' ) ' 


Fiff.  105. 


B 


•l*o  Pp  "■  y  +  ^y*    ^^^^  ^'^^^  uncndlichkleinc  Aenderung  des  x,  nämlich  PP' 
wird  aiAn  da«n  einerteitn  haben: 

t^p:  -  P'M'+  M'a  ^{y  +  dy)  +  d[y  +  dy), 

wad/tfmnmlXM  aber  auch 

/^|i'-  Pf^  +  dPp  ^  (y  +  dy)  '\'  d(y  +  dy). 

\>m.  OOB  allgemein  die  Aenderung  einer  Summe  gleich  .4  r 
der  Summa  der  Aenderungen  der  einzelnen  Summanden  1 
aata  masa»  to  ergibt  sich  durch  Vorgleichung  beider  Aub-  \ 
drflcka  PP' 

If  +  dy  +  dy  '\'  ddy  ^  y  +  dy  +  dy  -{-  ddy, 

ddy  =■  ddy. 


dx 
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Substituirt  man  diese  Werthe  in  den  zuletzt  gegebenen  Ausdruck  für  « 
so  nimmt  er  die  Gestalt  an 

a 

du    du 

Es    sind    aber    hierin    -- ,    -       die    Componenten    der    Beschleunigo 

parallel   den   Axen   der  y  und    z   vermöge   der  Bedeutung    der  Kräl 
Function  und  also 

tl  —  ^Jl  =  C\     ^  —  —  =  a 
dt^~         dy   ~         dl'  dz    ~      • 

folglich  6V  ^  0. 

Hiermit  ist  der  erste  Theil  des  Beweises  geführt,  es  handelt  S' 
jetzt  darum,  zu  zeigen,  dass  ein  Maximum  nicht  stattfinden  kann, 
dem  Ende  wollen  wir  durch  den  Anfangs-  und  den  Endpunkt  des  Böge 
elementes  ds  die  Niveauflächen  legen,  welche  den  Werthen  der  KrÄf 
function  U  in  diesen  Punkten  entsprechen.  Zwischen  diesen  beid 
Flächen  lassen  sich  auf  unzählige  Arten  ausser  dem  Bogenelemente  ds  c 
wirklich  von  dem  beweglichen  Punkte  beschriebenen  Bahn  andere  Böge 
elemente  ziehen,  welche  mit  ds  verglichen,  beliebige  Grösse  haben  könne 
Bezieht  man  also  das  Integral  V  einmal  auf  die  wirkliche  Bahn,  das  andei 
mal  auf  irgend  eine  andere,  so  sieht  man,  dass  in  beiden  Fällen  i 
Factor  v  des  Elementes  vds  derselbe  ist,  weil  v  für  alle  Punkte  c 
durch  den  Anfangspunkt  von  ds  gelegten  Niveaufläche  dasselbe  blei 
während  die  ds  verschieden  sind  und  man  dem  ds  der  zweiten  Cni 
eine  beliebige  Grösse  geben,  also  es  jedenfalls  grösser  als  das  der  erst 
Curve  annehmen  kann.  Diese  Betrachtung  gilt  für  alle  Elemente  des  In* 
grales  F,  mithin  für  dieses  selbst.  Es  kann  also  V  für  andere  benachba 
Ourven  als  die  wirkliche  Bahn  grösser  gemacht  werden  als  der  Werth  von 
für  diese,  mithin  ist  ein  Maximum  nicht  möglich.  Dass  ein  wirkliches  Mi 
mum  nun  wirklich  eintritt,  kann  hieraus  noch  nicht  gefolgert  werden,  de 
dieses  setzt  voraus,  dass  für  alle  Nachbarcurven  V  grösser  wird  und 
ist  wohl  denkbar,  dass  der  Fall  eintreten  könnte,  dass  es  *für  gewi 
Curven  grösser,  für  andere  kleiner  ausfallen  könnte,  als  wie  für 
wirkliche  Bahn  und  dann  würde  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minim 
eintreten  können.  In  der  That  hat  Jacob i  auch  gezeigt,  dass  in 
wissen  Fällen  V  nur  innerhalb  eines  gewissen  Bereichs  die  Eigenscl 
des  Minimums  zukommt,  über  denselben  hinaus  sie  aber  verliert.  So  z. 
wenn  der  Punkt  bei  constanter  Geschwindigkeit  eine  kürzeste  Li 
auf  einer  Fläche  beschreibt.  Wenn  nämlich  alle  von  dem  Anfangspan 
auf  der  Fläche  nach  den  verschiedenen  Richtungen  auslaufenden  ktti 
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en  eine  Enveloppe  bilden,  so  besteht  die  Eigenschaft  des  Mini- 
n  y  und  von  jenem  Anfangspunkte  bis  zu  dem  Bertthrungs* 
einer  Bahn  mit  der  Enveloppo.  (Vgl.  Jacobi,  Vorlesungen 
lamik,  S.  40.) 

irurde  oben  angegeben,  dass  man  mit  Hülfe  des  Principes  der 
tn  Kraft  aus  dem  Integrale  F  die  Zeit  zu  eliminiren  habe, 
iert  jedoch  nicht,  dieselbe  als  die  Grund variabele  anzusehen, 
;her  die  Coordinaten  des  beweglichen  Punktes  abhängen,  sie 
nicht  explicit  in  v  und  ds  auftreten;  vielmehr  ist  die  Wahl 
idvariabeln  an  sich  willkürlich  bei  jeder  Curve  und  ist  es  an 
chgtiltig,  ob  X  oder  y  oder  z  oder  /  oder  irgend  eine  andere 
ierzu  gewählt  wird.  Behält  man  /  bei,  so  kann  man  den  ersten 
I  Beweises  etwas  abkürzen,  wie  folgt. 

hat  zunächst 


dV=ld{vds)  =zi(6v'ds  +  V'dds), 


isformiren  wir  jeden  der  Bestandthcile  dv  •  ds  und  v  •  dds.     Für 
en   derselben    erhalten  wir   mit  Hülfe    der  Gleichung  ds  =  vdti 

dv'ds  =  dl'  6  {^v'^)  =  dt'd{U+l)=dt'  du, 
Sv'ds  =  dl{xSx  +    Y6y   +   Zl^z), 

<x  <!/  ^' 

iw  cy  dz 

möge  der  Bewogungsgleichungen 

(('X  _  fU        d'^y  _  rU        iPt   _  d_U 
dt^  tx  '       dt^  (hj  '       dl^  ^ 

r  der  Ausdruck  öv  •  ds  über  in 

/d'^x  d'-tj  d'^*      \ 

\dt^  dl^     ^  dt'      / 

andere  Parthie  des  Elementes  von  dl\  nämlich  v  •  Sds  betrifft, 
man  aus 

ds^  ==  dx'^   +   dy"^   +   f/:-, 

an  Aendcrungcn   (5  nitntnt: 

ds  •  6ds  =  dx  '  ^dx  +   fiy  '  ^dy  -\-  dz  •  öd: ,     . 

;en  Sdx  «=  d*Sx,  ddy  =  </•  dy^  6dz  =  d'dz,  wenn  man  zu- 
it  dl  dividirt: 

V  '  Sds  =     \iöx  +  ^'^dStj  +      %lSz, 
dl  *     dt      ^  dt 

tan  jetzt  beide  Bostandtheilo  6v  •  ds  und  v  •  6ds,  so  kommt 
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'W  -  ^-(S"  +  >  +  w  '=)  +  {>'  +  t^'  +  > 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichang  ist  aber  das  Differential  von 

dx  ^       .    dy  ^      ,     dz  ^ 
^^a:+--^y  +    -dz, 

6  {vds)  =d(^äa:  +  py+  ^J  dz) 

und  folgliclk,  indem  man  diesen  Ausdruck  vom  Anfangspunkte  des 
gens  bis  zu  dessen  Endpunkte  integrirt 

Sy^fs^.,s)  =  {p.  +  py  +  l;..)  =  0, 

weil  die  Grenzpunktc  fest  sind,  also  für  sie  Sx  =  Sy  s=  dz  =k  0  \ 

§.  18.  Wir  haben  bereits  mehrfach  Veranlassung  gehabt ,  di 
hinzudeuten,  dass  die  Theorie  des  Imaginären  und  seine  geometr 
Bedeutung  von  grossem  Nutzen  für  die  Mechanik  sein  könne; 
wollen  jetzt  zeigen,  welchen  Gebrauch  man  von  ihr  machen  kann,  i 
es  sich  um  die  Behandlung  eines  Bewegungsproblems  handelt.  Um 
bei  sorgfältig  zu  Werke  zu  gehen,  beginnen  wir  mit  der  Darstel 
der  Punkte  'durch  comploxe  Grössen. 

Da  eine  Strecke,  welche  vom  Coordinatenursprung  ans  im  posii 
Sinne  der  or-Axe  mit  dem  Cocfficienten  -f-  1  behaftet  in  die  Beck: 
eingeführt  wird  und  da  dieser  Coefficient  sich  in  —  1  verwandelt,  m 

dieselbe    Strecke    auf    der  a:-Axe   im    negai 

Sinne  aufgetragen  wird,  so  liegt  die  Frage  i 

mit  welchem  Coefücieuten   eine  unter  dem  ' 

kel  d-  gegen  die  positive  a:-Axe  geneigte  Sti 

-^    behaftet  werden  müsse,  damit  sie  nicht  nur 

Grösse,   sondern    auch    nach   Kichtung  best 

sei.    Es  sei  a  (Fig.  106.)  die  absolute  Länge  dieser  Strecke,  z  abei 

zeichne  sie  nach  Grösse  und  Richtung;  dann  muss  also 

z  =  f{&)  .  a 

sein,  indem  der  fragliche  Coefficient  offenbar  nur  von  d"  abhängen  i 
Um  f{^)  zu  bestimmen,  bemerken  wir,  dass  wenn  9  sich  um  h  an 
der  Ausdruck  z  gleichfalls  ein  anderer,  etwa  z    wird,  sodass 

z=f{d'-\'h)'a. 

Zu  derselben  Strecke  z'  gelangen  wir  aber  auch,   indem  wir  von  z 
gehen  und  dieses   durch  Multiplication   mit  dem  Cocfficienten  f{h) 
überführen.     Denn  es  ist  f{^)  überhaupt  die  Function,    durch  Mul 
cation   mit  welcher   eine   Strecke   aus  einer   ersten  Lage   in  eine  si 
sich  dreht. 

Demnach  ist  auch 
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ler    mit  Benntsiing  des  früheren  Ansdrackes  für  z: 

ie    VergleichuDg  beider  Formen  für  z'  führt  zn  der  Bedingung 

lelche  von  der  unbekannten  Function  d'  zn  erfüllen  ist.  Um  mit  Hülfe 
dieser  Bedingungsgleichung,  welche  eine  Differenzen gleichung  ist,  f{^) 
tm  bestimmen,  verwandeln  wir  dieselbe  in  eine  Differentialgleichung. 
Ztt  diesem  Zwecke  schreiben  wir  sie  zunächst  so: 

Ä ^^^^  •  —j — 

lAnt  man  nun  h  ohne  Ende  abnehmen,  so  geht  die  linke  Seite  in  /^(^) 
iber,  während  auf  der  rechten  Seite  neben  f{^)  die  Grösse 

ii„ .  Ci'^l^-A  =  ,,„,  /-(A)  =  /•'  (0)    . 

vi^eint.  Dadurch  geht  die  Gleichung,  wenn  wir  die  noch  unbekannte 
Coaitante  /^(O)  mit  A  bezeichnen,  in  die  folgende  Differentialgleichung 

■    ^1  deren  Integral 

j  f{d)  —  B  '  e"^^  =  B  '  C^ 

•t.  Hiermit  wäre  die  Function  f{d)  im  Allgemeinen  gefunden  und  es 
"ttdek  sich  blos  noch  um  die  Bestimmung  der  Constanten  B  und  C. 
Hi«mi  dient  aber  die  Bemerkung,  dass  für  ^  =  0  und  ^  =  n  der 
^^•«ficient  f(^)  in  4"  1  ^^^  —  1  übergehen  muss,  weil  in  diesen  Fftl- 
^  die  Strecke  a  in  die  positive  oder  negative  Richtung  der  x-Aw 
'*^  Dies  liefert  die  Bedingungsgleichungcn  für  die  Constanten,  nämlich 

-{-  \  =  B  '  O" 

—   1   =  /?  .  6^, 

1 

*••  welchen  ^=  !,(?=(—    1)''  hervorgehen.     Dadurch  wird  aber 

_  .  /"W  =  (-')* 

^^  tlio  schliesslich 


:  =  {-   l) 


"  '  a. 


(—  1)*  ist  also  der  Coefticicnt,  mit  welchem  eine  Strecke  a  in  der 
^^dumng  auftreten  muss,  sobald  sie  aus  der  positiven  j:-Axo  um  den 
•^Wtel  ^  im  positiven  Drehungssinne  herausgedreht  ist.     Für  O  =  ^tt 

*  B.  wird  er  ( —  1)*  =  i;  es  drückt  daher  die  Multiplication  einer 
Strecke  mit  t  eine  Drehung  derselben  um  ^  tc  aus.  Man  kann  diesem 
fWfBcienten,    welcher  den  Namen  des  Uichtungscoefficienten  der 
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Strecke  a  führt,  verschiedene  andere,    für  viele  Untersucbungen  zweck- 
massigere  Formen  gehen.     Es  ist  nämlich 

—   1=' —  1  -j-0*i  =  cos  n  -\-  i  sin  jr, 

folglich  nach  dem  Satze  von  Moivre 

(—   1)^  =  (cos  %  -j-  »  sin  7c)^  =  cos  d"  '\-  i  sin  ^, 

Ferner  ist 

cos  -^  +  f  «/i  -^  =  e  *. 

Daher  haben  wir  für  den  Richtungscoefficienten  jetzt  die  drei  Fonnea 

( —   1)'',      cos  O  +  «  sin  ^,      e 
und  kann  also  z  durch  die  Formen 

z  =  ( —  l)''a,     z  =  a  {cos  O"  -}"  '  sin  d),      z  =  ae  ' 
dargestellt  werden.     Die   zweite   von   diesen   können   wir   weiter  umge- 
stalten,  indem  wir  die  Multiplication   mit  a  in  den  beiden  Sammandeii 
der  Klammer  ausführen  und  bedenken,  dass  a  cos  O  =  a:,  a  sin  ^  ^==  0 
die  Coordinaten  des  Endpunktes  der  Strecke  sind.     Hiernach  wird 

2  =  o:  -f"  y 
und   ist  die  Bedeutung   der  complexen  Grösse  x  '\-  yi  klar.     Sie  itoÖ^ 
den  vom  Ursprung  der  Coordinaten  nach  dem  Punkte  (x,  y)  gezogenß© 
Radiusvector    nach   Grösse    und   Richtung   dar.     Da  übrigens  hierdnick 
auch  der  Endpunkt  dieses  Radiusvectors  bestimmt  ist,  so  betrachtet  duib 
oft  auch  z  als  Coordinate  dieses  Punktes  und  spricht  von  einem  „Punkte  sS 
wie  man  in  der  gewöhnlichen  analytischen  Geometrie  von  einem  „PnnW«   . 
{a*y)*'  redet.     Die   in  der  Formel  enthaltene  Addition  von  x  und  yi  ^    ■ 
deutet  die  Construction  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  und  die  Moltiplt' 
cafion  von  y  mit  i  drückt   aus,    dass  yi  die  Länge  y  parallel  zur  jf-A^te 
aufgetragen  darstellt.    Indem  man  o:  und  y  variiren  lässt,  kann  z  j«d«» 
Punkt  der  Ebene  darstellen.    Für  y  =  0  stellt  diese  Grösse  alle  Pookt« 
der   reellen  Axe    der  x  dar;    für  ,t  =  0  erhalt   man    die  Punkte  i^ 
imaginären  Axe   der  y.      Sind  x  und  y  von   einander   abhängig  oder 
beide  Functionen  einer  dritten  Grösse  /,  so  stellt  z  =  x  -\-  yi  eine  ebene 
Curve  dar  und  wenn  t  die  Zeit  ist  zugleich  die  Bewegung  des  Punktes, 

der  sie  beschreibt,  mit  allen  ihren  Eigenthüm- 

Fiir.  Iü7.  ,  ^ 

lichkeiten.      Für  .y  =  0  ist   diese  Bewegung 
,  geradlinig  und  erfolgt  in  der  x-Axe. 

Wird  z  aus  zwei  complexen  Ausdrücken 

z  :=^  x  +  y  I  und  z  =  x  +  y  « 
'    durch  Addition  gebildet,  ist  nämlich 

z  =  z    +  z"  =  {x  +  x')  +  {y  +  y")i. 
so   sind   X  +  x'\   y  -j-  y"  die   Projectionen    der  Länge  von  z  auf  die 


Je 


0 
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i  und  ergibt  sich  mithin  (Fig.  107.)  z  als  die  Diagonale  eines  Paralle- 
irnms,  welches  aus  z  und  z'  construirt  werden  kann.    Die  Verlegung 
uoordinatennrspmngs  kommt  auf  die  Addi 
complexer  Ausdrücke  zurück.     Ist   näm- 

0  der  Ursprung   der  r,  0'  der  der  z    für  ^ 

elbe  Richtung  der  x-  und  ^-Axen,  sind  für 
n  beliebigen  Punkt  M  (Fig.  108.)  die  ihn 
isentirenden  Ausdrücke 

iit  0  0'  =  a  =  a  -f-  /^i,  so  wird 

i  =  ö  +  «'  =  (ff  +  a:')  +  (/3  +  y')f. 

Die  Drehung  des  Coordinatensystems  wird  durch  eine  Multiplication 
Ktcht.     Wählen  wir  für  die  Darstellung  von  ;  die 
^  der  drei  obigen  Formen,  so  ist,  wenn  der  Radius-  ^*«'  **^- 

*or  eines  Punktes  M  (Fig.  109.)    die  Länge  (>  he-  ^  .  -" 

(t  und  er  unter  dem  Winkel  %  gegen  die  Ursprung-       ^  ' 
W  Polaraxe,    unter  O'  aber   gegen   die   neue  Axe,      ^,^u\ 
Wie  mit  jener  den  Winkel  a  bildet,    geneigt   ist, 

iaitkin 

{y+a)i  ai         ,r  *        Ol 

z  =  ^^     ^'=^.^     .e      =2-c, 

L  es  genügt   die   Multiplication   mit   e*'\   um   die   alten  z  durch   die 
leo  darzustellen. 

Dts  Differential  dz  gibt  eine  unendlich  kleine  Acnderung  der  Lage 
t  beweglichen  Punktes  an  und   bestimmt   diese  auch  hinsichtlich  ihrer 

.  dz     .        , 

«taug,    "    gibt  die  Geschwindigkeit  v  des  Punktes  am  Ende  der  Zeit  / 

«  Orosse  und  Richtung,  -  .J  ebenso  die  Beschleunigung  und  ist  hier 

'Joannen    allgemein   die    Beschleunigung    nach   Grösse    und    Richtung 

dl       .     Berücksichtigt  man,  dnss 
di 

dz  dx  ,  dl/ 

dt    ^  dt    ^  *  dt 

(fz  d'^x  .  d^'jf 

2  .ii'i      •     ' 


dl'  dt'      '       dt'  ' 

Cfoot   niÄn   sofort,    dass  ein    grosser   Vorthoil    der    Behandlung   dor 

oik   mit  Hülfe   der  coraplexen  Grössen    darin  besteht,    dass  an  dio 

zweier     Bewogungsgleichungen     zwischen     reellen     Coordinaten, 

'  d^x  _  dPy  _ 

dt'    ~      '     dt'    " 
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eine  einzige  ^z  

tritt,  indess  man  dieselbe  allein  für  sich  zu  untersuchen  braucht,  n« 
übrigens  auch  jeden  Augenblick  in  die  zwei  Differentialgleichungen  da 
gewöhnlichen  Form  auflösen  kann.  Wir  wollen  dies  in  einigen  6«i 
spielen  erläutern. 

1.  Es  sei  die  Beschleunigung  des  Punktes  z  gleich  Null,  d.h.  -t-|  »C 

^^^-  =  0,  also  ^  =  ^  +  '^  =  <>•    I^iö  Integration  dieser  Gleichung  Üefert 

dz 

-lt=6,   z  =^  a-^-ht^  worin  die  willkürlichen  Constanten  compleze  Werthe  btbei 

werden.  Für  /  =  0  wird  z  =»  a;  es  bezeichnet  also  a  den  Anfangspunkt  der  Be- 
wegung; h  ist  die  constante  Geschwindigkeit;  sie  ist  constaut  nach  GrSsM  1*1 
Richtung.  Es  ist  daher  die  Bewegung  gleichförmig  und  erfolgt  in  gerader  LinSs; 
diese  Gerade  geht  durch  den  Punkt  z  ^=^  a  und  ist  parallel  der  Bichtong  ^ 
nach  dem  Punkte  z  =s  6  führenden  Radiusvectors. 

2.  Die  Beschleunigung  sei  constant  nach  Grösse  und  Bicbtnifi 

aber  von  Null  verschieden,, nämlich  —  =a  e,  wo  c  eine  compleze  Ccistiv* 

dz  ,__ 

bedeutet.    Man  erhält  hier  —  ==  6  +  <^'i  *  =  «  +  ^'  +  ic*.    Um  die  BedeiW 

der  complexen  Constanten  a  und  h  zu  ermitteln,  setzen  wir  weiter  1^00^ 
erfahren  dadurch,  das  i  ^^  a  den  Anfangspunkt  der  Bewegung  markirt,  10*^ 
dass  der  Radiusvector  von  z  =  6  nach  Grösse  und  Richtung  die  Anfangsgesehwii' 
digkeit  angibt.  Um  die  Gestalt  der  Bahn  zn  erkennen,  genügt  eine  Coordiittl** 
transformation.  Verlegen  wir  zunächst  den  Ursprung  in  den  Punkt  a,  indem  ^ 
z-^-a  9lVl  die  Stelle  von  z  setzen,  so  wird  die  Gleichung  der  Bahn  z-^^htW^' 
Nun  stellen  wir  die  constante  Beschleunigung  c  nach  Grösse  und  Richtung  dorci 

den  Ausdruck  c  s»  ae      dar,   worin  a  und  C  reell  sind,   sodass  z  «bb  6l  -4*  \9M  * 

wird.  Indem  wir  nun  das  Coordinatensystem  so  drehen,  dass  ze  an  die  B^ 
von  z  tritt,  kommt  in  Bezug  auf  das  gedrehte  System  als  Gleichung  der  B*^ 

:  SB  (e""  /  -}~  \(xi^.  Die  Drehung  ist  um  den  Richtungswinkel  der  Besekka^ 
gung  c  vorgenommen  worden  und  es  ist  daher  die  reelle  Axe  jetst  ingleich  ^ 

Richtung  der  Beschleunigung.  Für  he"  =  h'  geht  die  Gleichung  über  ia  ^ 
Form  z  ==  6'/  -}■  4"^  "^^^  wenn  man  jetzt  —  =  6'  +  «/  bildet,  so  erkennt  m* 
dass  b'  die  Anfangsgeschwindigkeit  darstellt.  Setzen  wir  6'  =»  ß  -|-  ß't,  so  könX>^ 
wir   \-  «*=  ^  +  ^i '+  ^'  ft^f  <lic  Form  bringen:    37  =  "(      H"  0  +  P«  o^«'»  ^ 

O  ß 

dem  wir  den  Anfang  der  Zeit  um    -  verlegen,   d.  h.  /  +  =  ^'  einführen,  •* 

dz 
die    Form    •—  =3    a/'  +   (J'i.      Der    Werth    von    z    nimmt    dabei    die    Form   * 

Ca» 

t  -  (^  +  ß-i)  {(■  -l)  +  ia(i--  J)'=  -^iiß  +  p'i)  +  ß^t'i  +  l«*'«  r^ 
wenn  man  jetzt  nochmals  den  Coordinatenursprung  und  zwar  in  den  Pnak 
f-  (4(5  +  ß'i)  verlegt,  d.  h.  z  +  ^  ((5  +  ß'i)  für  z  setzt,  so  kommt  z  —  /T^'t  +  i«/* 
Jetzt  wird  für  /'  »  0  auch  z  =b  0.     Aus  dieser  letzten  Gleichung  erkennt  ma 
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ttlicb  die  Projeciionen  der  Bewegung  anf  die  reelle  nnd  die  imaginäre  Axe. 
B  hat,  wenn  z  ^^  x  -{-  iy  gesetzt  wird,  wobei  also  x,  y  die  Coordinaten  des 
veglieken  Ponktei  bedeuten,  x  ■■  \cl{^^  y  =  ß'l\  Aus  beiden  Gleichangen 
|t  die  Qleiehong  der  Bahn,  auf  die  gewöhnliche  Weise  dargestellt,  nämlich  die 

rmbelgleichiing  y*  ■■  -^-—  «•. 

S.  Die  Beachleanignng  sei  nach  Grösse  constant  gleich  t,  ihre 
ehtangslinie  drehe  sich  aber  mit  constanter  Winkelgeschwindig- 
>it«  nm.  Nehmen  wir  die  reelle  Axe  senkrecht  zu  der  Anfangsrichtnng  der 
•cblennigong  nnd  den  positiven  Sinn  der  imaginären  Axe  übereinstimmend  mit 
M  8inne  der  Beschleunigung  an.  Die  Beschleunigung  ist  dann  anfange  si  und 
Ml  ihre  Drehung  im  negativen  Drehungssinne  erfolgt,  so  ist  sie  zur  Zeit  t  durch 

»  OleiehiiBg  ^  »  tie^''     ■-  ft  [cos  cU  —  i  sin  ml)  nach  Grösse  nnd  Richtung 

Msat.    Aas  ihr  ergibt  sich  -—  ■■  —  [sin  est  -i-  i  cos  aU)  -| ,  wenn  der  Punkt 

f    Zeit    t    mm   0    die    Geschwindigkeit    Null    besitzt.      liieraus    folg^    weiter 

if  st        si 

*  -j  ( —  eos  •!  +  '  •^  ••0  H 1 s  9  wenn  für  /  ■■  0  der  bewegliche  Punkt 

Wr  <D  CD* 

A  im  Coordinatenorspmnge  befindet.  Schreibt  man  diese  Gleichung  so: 
^  -|  (•<  —  sinmi)  -^  —5  (1  —  cos  cdOi  *o  erkennt  man,  dass  x  «—  — i(«< —  sin  e»/), 

*■  ^(1  —  CO«  Sil)  die  Coordinaten  des  beweglichen  Punktes  zur  Zeit/  sind  und 

MM  leine  Bahn  eine  Crdoide  ist.    Der  Radius  r  des  rollenden  Kreises  ist  r  sa  --- 

'^  ^  Grösse  der  Beschleunigung  ist  s  ^  rm\  also  nichts  anderes,  als  die  ceiitri- 
*U1«  Kcschleunig^ing  der  gleichförmigen  Krcisl)ewegnng. 

4.  Es  sei  die  Beschleunigung  proportional  dem  Radiusvoctor  z, 
'Wich  ",*■■  —  »*2.  Die  Integnition  dieser  Gleichung  ergibt  z^=»  A cos xt  -{- B  sinnl, 

''"it Oleiehong  bedeutet  die  elliptische  Bahn  des  Punktes.    Um  dies  deutlicher 

*  **lMa,  setze  man  A  ^^  q  tin  X,  H  ^^^  q  com  Z,  wo  q  und  X  complez  sein  wenlen; 

••■  trkilt  dann  2  —  ^  sin  (i  +  *0  ="  ^  '»'» v*  V     "^~  V  "^~  *"/  '   ^^^^  X  >=*  (i  -{-  vi, 

*^  Baa  weiter  —  +  /  ■■  1',  so  nimmt  2  die  Form  an 

.,»,.,  /  ...'..  Hin  vi  \ 

Z    mm    Q   Sin  (Xl    -j-    1»/)    aa    ^  lc08  VI  HUi  X/    -f-    I  .         COS  %t  J 

^»  ^  €•«  n'  '^  \{c*  -\-  e^    j ^        .  -  =™  iU'*^  —  c~'^)  reell  sind,  da  man  ferner 

'  *•*'  reell   machen   kann,   indem   man  die  .r-Axc  dreht,   so  erhellt,  dass  diese 

^"^•ag  sich  in  die  beiden  spaltet: 

.     .  sin  vi 

jc  OB  Q  COS  vt  sin  %lj       y  =  Q        ,    -  cos  x/, 

4.       -  '^  =.1 

[q  cos  vi)*        fgKtn  fiV 

*  ^ie  Gleichnng  der  elliptischen  Bahn  folgt,  in  pcwriliiilicher  Weise  darjiferitellt. 
^  Bahn    wird    ein    Kreis,    sobald    cos  W  =»   4-  ;     in    dicHrni    Falle    wird 
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Die  Bewegung  eines  Punktes  auf  vorgeschriebener  Bahn. 

§.  1.  Durch  die  Anfangslage,  die  Anfangsgeschwindigkeit  und  d 
Gesetz,  welches  die  Beschleunigung  befolgt,  ist  die  Bewegung  eines  Pnni 
tes  vollkommen  bestimmt;  er  beschreibt  eine  bestimmte  Bahn  und  zwar  nai 
einem  Gesetze,  welches  eine  nothwendige  Folge  jener  Bestimmungsstficl 
ist.  Wird  daher  ausser  der  Anfangslage,  der  Anfangsgeschwindigkeit  u 
der  Beschleunigung  noch  die  Bahn  vorgeschrieben,  welche  der  Punkt  dmc! 
laufen  soll,  so  ist  dies  nur  dann  möglich,  wenn  noch  ein  Zwang  hinsntri) 
der  den  Punkt  nöthigt,  sich  in  der  vorgeschriebenen  Bahu,-  statt  in  jen< 
zu  bewegen ,  welche  in  Folge  der  übrigen  Bestimmungsstttcke  frei  i 
Stande  kommen  würde.  Dieser  Zwang  kann  auf  mannigfache  Art  heibc 
geführt  werden  und  wir  werden  zeigen,  dass  man  einen  Punkt  n5iii]p 
kann,  jede  beliebige  Curve  einfacher  oder  doppelter  Krümmung  m  h 
schreiben.  Welcher  Art  er  aber  auch  immer  sei,  so  kann  er,  weil  • 
nur  einen  modificirenden  Einfluss  auf  die  Geschwindigkeit  ausübt,  itfl 
durch  eine  Beschleyanigung  ersetzt  werden,  welche  die  Geschwindil^ 
der  freien  Bewegung  so  abändert,  dass  jhre  Richtung  in  die  Tangente  d 
vorgeschriebenen  Bahn  fällt.  Das  Gesetz,  welches  diese  hinzuzufttgttH 
Beschleunigung  befolgen  muss,  häugt  von  der  gegebenen  Beschlennigu 
und  der  Beschaffenheit  dbr  Bahn  ab,  welche  der  Punkt  zu  besohreilK 
gezwungen  wird;  dasselbe  zu  finden  ist  eine  der  wichtigsten  Fordtfi 
gen  bei  Problemen  der  gezwungenen  Bewegung.  Jenen  Zwang  ne* 
man  je  nach  den  Umständen,  unter  welchen  er  ausgeübt  wird,  Wid« 
stand  der  Bahn  oder  Spannung  und  die  ihm  äquivalente  Zwangsbeselih^ 
nigung  die  Beschleunigung  des  Widerstandes  oder  der  Spannung.  ^ 
ist  die  Bahn  als  eine  Kinne  oder  als  eine  Röhre  aus  einem  ftft^ 
Material  gearbeitet  gegeben,  welche  durch  ihre  Festigkeit  den  Pvn 
hindert,  sie  zu  verlassen,  oft  wird  sie  dadurch  bestimmt»  dass  der  PQ^ 
durch  einen  oder  mehrere  Fäden  mit  anderen  Punkten  verbunden  v 
In  allen  Fällen  erfolgt  aber  die  Bewegung  wie  eine  freie,  wenn  ^ 
Pj^  jjj  Zwangsbeschleunigung  eingeführt  wird  und  kann  ^ 

-—p-  aus  einem  Material  gearbeitete  Bahn  entfernt  und  i 

/  I,         \      Fadenverbindung   gelöst   gedacht  werden,    denn  iB^ 

/  I  \    was  sie  leisten,  wird  durch  die  Zwangsbeschleunigv 

!    ^/y',^'  I   dargestellt. 

\.-'/^  I  Soll  ein   schwerer  Punkt  M   (Fig.  111.)  z.  B.  genöth 

^    !  X^^     I         ^  '        werden,  mit  constanter  Geschwindigkeit  car  einen  vertikt 
V       --.  -  Kreis  zu  beschreiben,    so  muss  zu  der  Beschleunigung  g 

Schwere  noch  eine  solche  Beschleunigung  X  hinzutreten,  d 
aus  beiden  zusammen  jeden  Augenblick  die  Normalbeschleunigung  9  &=  aiV  le 
tirt,  indem  der  Punkt  bei  der  gleichförmigen  Bewegung  eine  Tangentialbeseh 
nigung  gleich  Null  besitzt.    Da  g  nach  Grösse  und  Richtung  constant  ist,  9  ei 
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alls   omeh  Qroue  miTeriUiderlicb,  so  folgt,  dass  die  Richtang  von  X  den  vertikalen 

Dorebmetser  in  eioem  Paokte  S  so  schneidet,  dass  CS:  g  ^r:  cD*r,  d.  h.  CS  =  ^  , 

ar 

•lio   sieiebfalls  consUnt  ist.    Die  Grösse  von  X  ist  veränderlich  mit  dem  Winkel  a*, 

*»   CMt  mit  der  VerUkalen  bildet,  nämlich  es  ist  X»  =  ^  +  wM  +  2gm^r  cos  fr. 

Zsrte^  man  X  in  eine  tangentielle  nnd  normale  Componente,   so  tilgt  die  erstere 

te   Taagentialbeschleanignng  g  cos  d"  der  Schwere,    während  die  letztere  einer- 

''^   deren  Normaloomponente  vernichtet,  andererseits  <p  s»  «o'r  bildet. 

Es  befinde    sich    der    bewegliche  Punkt  zur  Zeit   i  im  Punkte  M 
C^*  112.)   der  gegebenen  Bahn,    v  sei   seine   Geschwindigkeit  und   t^ 
^    gegebene  Beschleunigung.    Diese  letztere  zerlegen  wir  in  zwei  Com- 
P^t^^nten,  eine  tangentielle  ^/  und  eine  normale  ^»i  deren  Richtung  in 
^     Kormalebene  des  Punktes  M  durch   die  Schnittlinie   derselben   mit 
^  Sbene  bestimmt  wird,  welche  die  Tangente  und  die  Beschleunigung  t|; 
CB^Httt     Die  Beschleunigung  des  Zwanges,  welche  so  bestimmt  werden 
wmm^  das«  durch  sie  in  Verbindung  mit  if;  der  Punkt  die  vorgeschriebene 
Bikui  besehreibt,  sei  v  und  werde  gleichfalls  in  zwei  Componenten,  eine 
tiASQiitiene  V/  und   eine  normale,   also   gleichfalls  in   die   Normalebene 
MIonde  Componente  Vj,  zerlegt.    Die  Tangentialcomponente  vg  ist  Null, 
vemi  die  Beschaffenheit  der  Curve  der  Be- 
^^S^ng  kein  ffindemiss  darbietet,    so   dass  ^^'  ^^* 

&  Bewagnng  in  der  Bahn  durch  ^f  allein 
^MUiiBii  wird,  im  Gegenfalle  ist  sie  die  so- 
K*Btiinte  Beschleunigung  der  Reibung,  ver- 
zögert die  durch  ^/  bestimmte  Bewegung, 
Uem  sie  ihr  entgegengesetzt  ist  und  wird 
^'^lulasst  durch  die  nicht  glatte  Beschaffen-  .^  /.''*,  h 
■•h  der  Bahn.    Sie  ist  nur  vorhanden,  wenn  ""     " 

^  Bahn    ans    einem    mehr    oder    weniger 

'z^n  Material  gearbeitet  vorausgesetzt  wird.  Die  Resultnnte  von  t/v 
••i  i'i  ist  ^i  —  Vf  und  fällt  in  die  Richtung  der  Tangente;  t|\  und 
^  geben  eine  Resultante,  welche  in  die  Normalebene  fällt.  Beide 
^*>^haDten  stellen  die  gesammte  Tangential  -  und  Normalbescbleunigung 
^  Puiktes  dar  und  wenn  wir  diese  wie  früher  mit  q),  und  (pn  bezeich- 
*^t  so  haben  wir  zunächst  die  Gleichungen 

9/   =    */    —     *'r»  9«    =    ^^*-   {9h  y    »'«)• 

^tt  iteQen  aber    .    und         bei  jeder   Bewegung   die   Tangential-   und 

dt  Q 

ll^tsslbeschleanigung  dar;   daher  liefern   diese  Gleichungen   schliesslich 

-r  =  Vf  —  ^t,       -   =  Ä^^.  {^»y    »'»). 
dt  ^ 

Die  Componente   ^r  —  v,  bestimmt   die  Grösse   der   Geschwindigkeit  r. 
Die  Ricbtnng  nnd  Grösse  von  v„  bestimmt  sich  dadurch,  dass  tf^«,  mit  r„ 

20* 
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ein  Parallelogramm  bilden  muss,  dessen  Diagonale  —  ist,  von  welch 

also  eine  Seite  t(;„  nach  Grösse  und  Eichtang  und  die  Diagonale  ebeca.« 
falls  nach  Grösse  und  Richtung  (Richtung   des  Krümmungshalbmessers 
der  bekannten  Bahn)   gegeben  sind   und  welches  somit  vollständig  b^t- 
stimmt  ist.     Die  Reibungsbescbleunigung  kann,   da  sie  von  der  physi- 
schen Beschaffenheit   der  Bahn  und   des  materiellen  Punktes  abhSng^ 
nicht  wohl  theoretisch  bestimmt  werden,   sorgfältige  Experimente  haban 
aber  gelehrt,    dass   sie   der  Normalcomponente  v„  proportional  ist  md 
also  durch  fv^  ausgedrückt  werden  kann,   wo  f  ein  von   der  Natur  der 
sich  reibenden  Substanzen  der  Bahn  und  des  Punktes  abhängiger  nune- 
rischer  Coefficient  ist,   den  man  aus   besonderen  Reibungstafeln  zu  ent* 
nehmen  hat. 

§.  2.     Wir  wollen  annehmen,    die  Beschleunigung  Vg  der  SeilmDg 

sei  Null:  also  —  =  t///,    —  =  Res,  (tl;„,  v«);  wir  wollen  weiter  vonn»* 

dl  Q  \T  /i 

setzen,  es  sei  tf;  ^  0,  d.  h.  es  habe  der  Punkt  eine  Anfangsgeschwis' 
digkeit  und  diese  werde  von  keiner  Beschleunigung  afficirt,  als  von  der 
des  Normalwid  erstand  es  der  Bahn.  Es  sind  dann  ^^  &»  Q,  ^«  ss  0 
und  reducirt  sich  die  Resultante  von  t(;„  und  Vi,  auf  Vn,  dessen  Bidi- 
tung  also    in   den  Krümmungshalbmesser   der  Bahn   fällt      Die  beid^ 

Gleichunfi^en  -—  =  0,    —  =  v„^    aus   deren   erster   v  =  Const,  =  •b 
^       dt  q 

folgt,  liefern  den  Satz: 

Wird  ein  Punkt,  welcher  gezwungen  ist,  eine  vorg«" 
schriebene  Bahn  zu  beschreiben,  von  keiner  Beschlenn^' 
gung  als  der  des  Normalwiderstandes  der  Bahn  affieii^t 
so  bewegt  er  sich  gleichförmig  auf  der  vorgeschrieben«* 
Bahn  und  ist  die  Normalbeschleunigung  des  Widerstandet 
gleich  dem  Quadrate  der  Geschwindigkeit  dividirt  dnr** 
den  Krümmungshalbmesser  der  Bahn.  Damit  also  der  Pq*»» 
die  vorgeschriebene  Bahn  nicht  verlässt,  muss  v„'  sich  so  nach  der 
Krümmung  der  Bahn  richten,  dass  es  immer  umgekehrt  proportion*^ 
dem  Krümmungshalbmesser  ist;  an  stark  gekrümmten  Stellen  der  Bsh^t 
d.  h.  für  kleine  q  ist  also  v»  verhältnissmassig  gross,  an  flachen  Stelle^ 
wird  nur  ein  kleines  v„  erfordert,  um  den  Punkt  auf  der  Bahn  zu  erhilt^*** 

Ist   t\)   normal    zur    Bahn,    also   t/;/  =  0,    i\>,t  =  ^,    -—  =s  Ot 
^2  dt 

—  =Res,{^^  Vn),  so  bewegt  sich  der  Punkt  ebenfalls  gleich* 

förmig,  aber  v„  fällt  im  Allgemeinen  nicht  in  die  Richtnng 
des  Krümmungshalbmessers. 

Ist  die  Bahn  eben  und  fällt  dio  Beschleunigung  ^  in  die 
Ebene  derselben,   so  fällt  t/;«  in    die  Richtung   der  No^ma^I•t 
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68   Kiümmungshalbmessers   der   ebenen   Cnrve   und  v« 

lls,   80  dass  die  Resultante  op^  =  —  beider  durch  ihre 

9 
t  oder  Differenz  dargestellt  wird. 

yp  tangential,    also   i/;/  =  t/;,  t/;«  =  0,    so  wird   die   Ge- 

digkeit  zwar  nicht  constant,   aber  die  Normalcompo- 

der  Widerstandsbeschleunigung  wird  v«  =  —  und  fällt 

Richtung  des  Krümmungshalbmessers. 

allen  diesen  Fällen  hängt  der  Sinn,  in  welchem  v  oder  v^  den 
then  Punkt  afficiren  muss,  damit  dieser  auf  der  Bahn  bleibt, 
besonderen  Art  ab,  wie  der  Zwang  ausgeübt  wird.  So  macht 
1  Unterschied,  ob  die  Bahn  als  eine  unendlich  dünne  Köhre 
wird,  in  welcher  der  Punkt  läuft,  oder  als  eine  unendlich  dünne 
balbdurchschnittene  Röhre),  oder  ob  er  durch  Fäden,  an  die  er 
t  ist,  auf  die  Bahn  gezwungen  werden  soll. 

3.  Man  kann  die  Art  und  Weise,  wie  die  Bewegung  eines 
auf  vorgeschriebener  Bahn  zu  Stande  kommt,  auch  auf  eine 
Ddere  Art  auffassen,  als  bisher  geschehen.  Dieselbe  ist  nicht 
p.n,  sondern  nur  im  Wortausdrucke  von  der  bisherigen  verschie- 
)tet  aber  kleine  Vortheile  gerade  deswegen  dar.  Die  Normal- 
oigung  9«  ist  äquivalent  den  beiden  Normalcomponenten  ^^ 
der  gegebenen  Beschleunigung  und  der  Beschleunigung  des 
indes.  Trägt  man  daher  (pn  in  entgegengesetztem  Sinne  auf  als 
g.  112,  so  tilgt  9)-_„  Jone  beiden  Componenten  t/;«  und  v«.  Da  nun 
egung  eines  Punktes  überhaupt  durch  tpt  und  q>H  als  zustandekom- 
edacht  werden  kann,  so  kann  man  sagen:  Die  Bewegung 
Punktes  auf  vorgeschriebener  Bahn  unter  Einfluss 
gegebenen    Beschleunigung   t/;   erfolgt,    wie    die    freie 

ang,   indem   zu  der  Tangentialbeschleunigung  und 


v' 


dt 


rmalbeschleunigung  noch    eine   weitere   Beschleu- 

Q 

fp-m    hinzutritt,    welclie    in   jedem    Augenblicke     die 
Icomponente    t^„    und     die    Nornialcompouento    v^    des 
itandes    tilgt.      Diese   Beschleunigung  fp—n   heisst    im  Gegen- 
der Centripetalbcsclileunigung  (jp^  die  Centrifugalbeschleu- 
und    ist  jener   gleich,    aber    dem   Sinne    nach   entgegengesetzt, 
er    die  Beschleunigung  r„  des  Widerstandes   nichts    anderes  lei- 
den Punkt   zu   hindern,    die    vorgeschriebene    Bahn    zu    durch- 
nnd    dieselbe   zu  verlassen ,   so  ist   die   entgegengesetzt   gcnom- 
sschleunigung  v-  «   die  Beschleunigung,    mit   welcher   der  Punkt 
Bahn    drückt   oder   die  Fäden   spannt,   wenn  er   an   solche   ge- 
bt.    Diese  Druckboschleuuigung   ist  daher   diu  Resul- 
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tanto  aus  q)^„  und  tf;;,,  d.  h.  aus  der  Centrifügalbeschleiiii  £ - 
guug  und  der  Normalcomponeuten  der  gegebenen  Be8chlei3L  • 
nigung.    Bei  ^„  =  0  ist  sie  gleich  der  Centrifugalbeschleunigong  g>^  mm* 

§.  4.     Wir  sagten   oben,   dass  man   einen   Punkt  nöthigen  könn^ 
jede  beliebige   ebene  oder    doppelt    gekrümmte   Curve   zu  beschreibexm. 
Huygbens  und  Monge  haben   gezeigt,  dass  sich  dies  erreichen  läss'^ 
indem  man   den  Punkt  an   einen  oder  besser  an  zwei   biegsame  Fäd^vt 
knüpft  und  diese  über  die  Fläche   der  Krümmungsazen  (EYoliitenfläcb«»3 
der  zu  beschreibenden  Curve  hinspannt.    Der  erstere  hat  dies  f&r  ein^A 
speci eilen  Fall,   nämlich   für  die   ebenen   Curven  gezeigt  und  dadurcli 
die  Theorie  der  Evoluten  ebener  Curven  gefanden,  der  letztere  hat  di« 
Behauptung   für  beliebige   Curven    allgemein  bewiesen.     Errichtet   niikSB 
nämlich  im  Ejümmungsmittelpunkte    einer  Curve    ein  •Perpendikel    an' 
die  Schmiegungsebene ,  so  ist  dies  der  Durchschnitt  zweier  aufeinandd'" 
folgender    Normal  ebenen    und    heisst    die    Krümmungsaxe.     Die    päMM^ 
Schaar  der  Krümmungsaxen  bildet  eine  abwickelbare  Fläche,  welche  von 
sämmtlichen  Normalebenen  berührt  wird.    Diese  Fläche  der  Krümmung^ 
axcn   enthält   alle  Evoluten   der  Curve   und   diese  sind  kürzeste  lAai^^ 
auf  ihr.    Knüpft  man  einen  biegsamen  Faden  an  den  Curvenpunkt  uxi^ 
zieht  ihn   über  diese  Evolutenfläche  in   irgend   einer  Richtung  hin,     ^ 
biegt  er  sich  längs  einer  Evolute,   so  dass  also  durch  Abheben  des  !pa* 
deus   von   dieser  Evolute,  jedoch  so,    dass   er  immer  Tangente  an    ai^ 
bleibt,    der  Endpunkt  genöthigt  wird,   die  Curve  selbst  zu  beschreib^^* 
Weil  der  tangirendo  Faden  sich  aber  um  den  Berührungspunkt  mit  A^^ 
Evolute   drehen   kann,  *so   ist   die  Bewegung  mit   Hülfe    eines    einsig®*^ 
Fadens  nicht  hinreichend   sicher,    daher  verknüpft  Monge   zwei  FSd^*^ 
in  dem  beschreibenden  Punkte  und  spannt  sie  über  die  Evolatenfliet»^  * 
dadurch  wird  jedes  Ausweichen  des  Punktes  unmöglich.    Vgl.  über 
Gegenstände   meine  „Allgemeine  Theorie   der  Curven  doppelter 
muug.     S.  34  flg." 

§.  5.  Es  kann  der  Fall  eintreten,  dass  der  bewegliche  Punkt-  *** 
einer  Stelle  die  vorgeschriebene  Bahn  verlässt  und  die  gezwungene  ^?*' 
wegung  in   eine  freie   übergeht.     Soll  dies   sich  ereignen,   so   moss  äJ^ 

Normalwiderstand  v«  gleich  Null  werden  und  da  —  =  Res.  (^«,  v«)  ^^^ 

so  folgt,  dass  die  Normalbeschleunigung  zusammenfallen  mnss  mit  ^^' 
mit  der  Normalcomponente  der  gegebenen  Beschleunigung  ^.  £GeT^^ 
folgt  weiter,  weil  tf^  die  Resultante  von  if;^  und  t/;^  ist,  die  Tangente  afl<* 

die  Hauptnormale,  in  welche  letztere  —  fällt,  aber  die  Schmiegungtebenc 

der  Bahn  bestimmen,  dass  der  bewegliche  Punkt  nur  an  sol- 
chen Stellen  die  vorgeschriebene  Bahn  verlassen  kann,  Aft 
welcher    die    Beschleunigung    t/;    in    die    Schmiegungsebene 
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llt.  Bfldet  nun  ^  mit  der  Tangente  der  Bahn  an  einer  solchen 
ille  den  Winkel  a,  so  ist  'tp^  =  ^  sin  a  und  erhält  man  ans  der 
if^n  Oleichung:  v^  =  Qrjf  sin  a,  oder  also,  weil  q  sin  cc  =  ^  c,  näm- 
b  gleich  der  halben  Sehne  ist,  welche  die  Beschleunigung  in  dem 
'OmmangskreiBe  bestimmt:  r^  =  ^crlf  =  2*^c^,  d.  h.  der  beweg- 
itte  Punkt  mu88  an  einer  Stelle,  an  welcher  er  die  vorge- 
hriebene  Bahn  verlassen  soll,  eine  Geschwindigkeit  be- 
tsen,  welche  er  erlangen  würde,  wenn  er  mit  der  Bcschleu- 
^ung  an  jener  Stelle  durch  den  vierten  Theil  der  Krüm- 
BBgiiehne  der  Beschleunigung  hindurch  sieh  gleichförmig 
isehleunigt  bewegt  hätte. 

§.  6.  Wir  stellen  jetzt  die  Bewegungsgleichungen  für  die  Bewe- 
■Bg  auf  vorgeschriebener  Bahn  auf.  Es  seien  ^,  F,  Z  die  Compo- 
mtmn  der  gegebenen  Beschleunigung  tf;;  iV^,  Ny^  iV.  die  der  Heschleu- 

linnc  fj,  des  Normalwiderstandes  und  da  —  ,  ,  —  ^r  »  —  ;"  die 
^  ^  ds  ds'  ds 

KiditwigscosinQSse  der  Reibungsbeschleuuigung  v/  sind,  also  nach  der 
o^en  Bemerkung    über    v,  =  f  -  v^    die    Componenten    der    letzteren 

"-  f^m  j-i    —  f^m  -.- ,   —  fvn  y-     Hiernach  sind  A'  +   iV.r  —  /*»'«   /    , 
ds  ds  ds  ds 

F  +  JVy  —  f^m  -■  ,    Z  -j-  Ni  —  fi'n    -  die  Componenten  der  Gesammt- 

^^MeUeanigung  parallel  den  Coordinatcnaxcn  und  mithin  die  Gleichungen 
ift  Bewegung: 

d'a:  tU 

dt*  ds 

//'•'-  d- 

dl'     —    ^   +    -^^  f"""^,^ 

■•^eichen  noch  die  beiden  Gleichungen  der  Bahu ,  nämlich: 

^  (.r,  y,   :)  =-  0 
^''^^WtcD,  sowie  die  weiteren  «olbstvcrhtändlichen   Glfichungon: 

v,2  ^  AV'   +    V   +    A'.-\ 

dx  df,  dz 

'^^ds    ^   '  ''  ds   ^      '  ds         ^' 

^*  denen   die   zweite*   ausdrückt,   dass  v„   senkrecht   zur  Tangente    ist. 

^  dieien  7  Gleichungen  hat  man  die  (/oordinatcn  .r,  y,  Zy    die  Com- 

Rooenten  A'^ri  ^V»  "^^   ^®'  Beschleunigung   des  Normalwiderstaniles   und 

Ü^Btn  selbst  danustellen.    Damit  ergeben  sich  von  selbst  div  Kichtungs- 

CO«Btt«e   fÄT  K,,.     In    manchen  Fällen  wird    es   zweckmässig   sein,   statt 

nr«er  Carvengleichungcu   zwischen   x,   y,    :    drei    Gleichungen    zu   ge- 
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brauchen,  ^welche  die  Coordinaten  der  Punkte  der  Bahn  b\h  Fanctionen 
einer  weiteren  Variabelen  o  darstellen.  Es  genügt  alsdann,  m  durch 
die  Zeit  auszudrücken,  wenn  man  x,  y,  z  als  Functionen  der  Zeit  Bucht. 

§.  7.  Von  den  Prineipeu,  welche  zur  Integration  der  Bewegungs- 
gleichungen dienen,  ist  das  Flächenprincip  in  seltenen  Fällen  anwend- 
bar, weil  die  Richtung  der  Beschleunigung  des  Widerstandes  von  Yom- 
herein  nicht  bekannt  ist.  Ist  die  Reibung  nicht  vorhanden,  so  gilt  es, 
wenn  die  Ebene  von  if^  und  v„  fortwährend  durch  eine  Gerade  hin- 
durchgeht, für  die  Projection  der  Bewegung  auf  eine  Ebene  senkrecht 
zu  dieser  Geraden. 

Das  Princip  der  lebendigen  Kraft  ist  nur  brauchbar,,  wenn  die 
Reibung  Null  ist,  der  Normalwiderstand  v^«  tritt  aber  gar  nicht  in  den 
Ausdruck  desselben  ein;  dies  versteht  sich  von  selbst,  denn  da  er  nor- 
mal zur  Bahn  ist,  so  ist  seine  Elementararbeit  Null.  Die  Arbeit  der 
Reibung  aber  wäre  —  fvnds  und  mithin  die  Gesammtelemontararbeit 
aller  Beschleunigungsbestandtheile  -»(;,  v  gleich  Xdx  +  Ydy  +  Zdz  —  /"y«* 
und  folglich  nach  Cap.  III,  §.  5. 

d  .  |i;2  =  Xdx  +    Ydy  +   Zdz  —  fvnds, 

allein  da  v^  nicht  blos  Function  von  s  ist,  auch  nicht  von  Xy  y,  s,  so 
ist  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  kein  vollständiges  Differentii], 
mithin  ist  auch  das  Princip  nicht  anwendbar,  es  sei  denn,  dass  das 
letzte  Glied  fehlt,  d.  h.  die  Reibung  Null  ist.  Im  letzteren  Falle  gut 
es,  wie  bei  der  freien  Bewegung.  Sobald,  das  Princip  der  lebendigen 
Kraft  anwendbar  ist,  so  folgt  aus  der  Gleichung 

\v^  —  W  =  ^  —   ^0    oder   v^  =  2  {ü  +  h) 
sogleich  ^ 

-^^=y'l{ü  -h  h) 

und  wenn  man  die  Gleichungen  der  Bahn  durch  x  =  f^  (w),  y  =.  f^ 

z  ;==  f^{p)  darstellt,  wodurch  ds  =  dto  y  /'/*  +  /!/•  +  /'j'*  wird,  un 
durch  Q}  ausdrückt 

dca         7/       2  (^  +~/0 


~  y  fr 


dt       f"  fr  +  lr  +  fp 

Hieraus  ergibt  sich  w  als  Function  der  Zeit.    Sobald  dies  gefandL  ^ 
sind  a:,  y,  z  und  — ^^  ,  — j- ,   -  ^  l>okannt  und  folglich  auch  iV^^  =  vj  —    ^ 

dl''  J^>    ^-  —  ai2 

Zur  Grösse  o  kann  man   oft    mit  Vortheil   eine   der    drei   Coordinat^ 
Xy  yy  z  wählen. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Behandlung  eines  sehr  umfangreichen 
Falles  der  Bewegung  auf  vorgeschriebener  Bahn,  nämlich  zu  der  Be- 
handlung   der   Bewegung    eines   schweren    Punktes    auf   derselben   und 


^y  ==  j^  —   ^>    ^z  =  -jX  —  ^^    *lso    auch   Vn   und    seine  RichtuJ^^' 
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Nrerden  diese  Untersuchung  sowohl  im  Allgemeinen,  als  auch  für  spezielle 
[Tnrven  durchführen. 

§.  8.  Die  Bewegung  eines  schweren  Punktes  auf  vorgeschrie- 
sener  Bahn«  E^  sei  die  den  beweglichen  Punkt  M  aflficipende  Boschleu- 
lignng  die  Beschleunigung  der  Schwere,  also  t/;  =  ^;  es  finde  aber 
ceine  Reibung  auf  der  Bahn  statt,  die  wir  zunächst  als  eine  beliebige 
ibene  oder  doppelte  krumme  Linie  yoraussetzen.  Es  ist  also  v^  =s  v, 
V  =  0  und  sind  die  Gleichungen  der  Bewegung,  wenn  wir  die  x-  und 
f-Axe  horizontal,  die  z-Axe  aber  vertikal  und  positiv  im  Sinne  der 
Schwere  annehmen: 

F"fir  das  Problem  gilt  das  Princip  der  lebendigen  Kraft;  nach  diesem  ist, 
venu  der  Punkt  in  der  Anfangslage  üf^  die  Coordinatcn  x^y  y^,  z^,  und 
die  Geschwindigkeit  r«,  besitzt, 

aus  welcher  Gleichung  man   fUr  das   Quadrat  der  Geschwindigkeit  zur 
Zeit  I  zieht:  /,,  2  \ 

iHe  Geschwindigkeit  ist  unabhängig  von  der  Gestalt  der  Bahn  und  wird 

■Heia   durch    den   vertikalen   Abstand   von    der  Anfangslage    bestimmt. 

w  KräftefVinction  des  Problems  ist   (7  =  ^2  -|-  ä  und  die  NiveauflAchen 

AQ(1  Horizontalebenen.    So  oft  der  bewegliche  Punkt  dieselbe  Horizontal- 

ebetiQ  erreicht,    besitzt  er   dieselbe  Geschwindigkeit.     In   der  eben    ent- 

^^kelten  Gleichung  für  y-  bedeutet  -"    die  GescliwindigkeitshÖhe,  welche 

^9 
••   Entspricht,   d.  h.   die   Höhe,   von   welcher   der  Punkt  vertikal    fallen 

******te,   um   die   Anfangsgeschwindigkeit   zu   gewinnen,   bis   zu    welcher 

^^Q  er  mithin   auch   vertikal   mit   dieser    Anfangsgeschwindigkeit   auf- 

'^^K^n  kann. 

X^ir  wollen  jetzt  annehmen,    die   Bahn  des   Punktes  sei   eine   gc- 

^^loitene  Curve  und   schneiden  dieselbe   mit  dem  System  der  horizon- 

"^**i    Niveauebenen.      Eine    dieser   Ebenen    geht    durch    den    höchsten, 

***^*    andere  durch   den   tiefsten    Punkt   der   Bahn   und   beide    berühren 

^  Bahn   an    diesen   Stellen.     Nehmen   wir   der  Einfachheit   wegen   die 

'^^^tancbene   des   höchsten  Punktes   zur  xy- Ebene.     In  Bezug   auf  die 

^«itchiedenen  Werthe,  welche  die  Geschwindigkeit  erlangen  kann,  wäh- 

'^d  der  Punkt  in  seiner  Bahn  lAuft,   haben  wir   drei   Fälle  zu  unter- 

•dieiden. 


'•o 


1.  J^    —  r„  >  0,  d.  h.  die  Geschwiiidigkeitshöhe  von  r^,  ist  grösser 
ili  der  anfängliche  Abstand  des  Punktes  von  der  Niveauebene  des  hoch- 


314        Bewegung^  eines  schweren  Punktes  auf  yorgeschriebener  Bahn.     IV.  Cap. 

sten  Punktes.  In  diesem  Falle  kann  v  niemals  Null  werden,  da  z  nur 
positive  Wertlie  besitzt.  Die  Geschwindigkeit  wächst  mit  ;;,  wird  im 
tiefsten  Punkte  ein  Maximum,  nimmt  mit  z  ab,  wird  im  höchsten  Ponkte 
ein  Minimum,  dessen  Werth  von  Null  verschieden  ist,  wächst  dann 
wieder  u.  s.  w.  Der  Punkt  macht  volle  Umläufe  auf  seiner  Bahn  und 
passirt  den  höchsten  und  tiefsten  Punkt  derselben  mit  dem  Minimal- 
und  Maximalwerth  der  Geschwindigkeit.  Je  nach  Beschaffenheit  der 
Bahn  können  mehrere  Mazima  und  Minima  von  v  eintreten,  die  hier 
erwähnten  sind  die  extremsten  von  ihnen. 

2.  ^ ^0  "^  ^)  ^'  ^'  ^^®  Geschwindigkeitshöhe  von  Vq  ist  kleiner 

als  der  anfängliche  Abstand  des  Punktes  von  der  Niveauebene  des  höch- 
sten Punktes.     In   diesem  Falle  wird   die  Geschwindigkeit  Null,  sobald 

Zq  —  2  =  ^   ist.     Daher  ist  Zq  —  z  der  kleinste   Abstand,   den  die 

Niveauebene  des  höchsten  Punktes  erreichen  kann.   Sobald  er  ihn  erreicht 
hat,   verschwindet  seine  Geschwindigkeit,   er  sinkt  mit  wachsender  G^* 
schwindigkeit,   passirt  den  tiefsten  Punkt,   steigt  auf  der  anderen  Seite 
über  die  Anfangslage  hinaus  bis  zu  demselben  Niveau  auf,   fällt  das^^ 
wieder  u.  s.  w.     Er  vollführt  in   diesem  Falle  also   eigentliche  OsdlJ^ 

tionen  zwischen  zwei  Punkten,  welche  in  der  Niveauebene  z  =  «q  — 
liegen. 

3.  ^ 2q  =  0,   d.  h.  die  Geschwindigkeitshöhe  von  Vq  ist  gle-: 

^g 

dem  Anfangsabstande  von  der  Niveauebene   des  höchsten  Punktes, 
diesem  Falle  reducirt  sich   die  Formel   für  v'^  auf  v^  =  2  gz.     Die 
schwindigkeit  kann  nur  für  z  =  0  verschwinden.     Man   kann  aber  b*^ 
gen,  dass  der  Punkt  in  diesem  Falle  sich  der  Niveauebene  des  höchste 
Punktes    nur    asymptotisch    nähern    kann,    und    dass    eine    unendffi- 
lange  Zeit    erfordert  würde,    wenn    er    den  höchsten    Punkt    erreich  '^ 
sollte.     Um  diese  Behauptung  zu  erweisen,  wollen  wir  den  Bogen  s 
Bahn  vom  höchsten  Punkte  an  zählen  und   zwar  so,   dass   derselbe 

nimmt,  wenn  der  bewegliche  Punkt  sich  diesem  höchsten  Punkte  nähe 

ds 
Dann  wird  v  durch  —     ,-   ausgedrückt  und    folgt  aus   der  Gleicba 

v^  =  2gz  jetzt 

Nun  bildet  aber  der  Krümmungshalbmesser  q  der  Bahn  im  Punkte  (x,  y,  ^/ 
mit  den  Coordinatenaxen  Winkel  A,  jit,  v,    für  welche   diei  Gleichungdf 
gelten :  ^Qg  ^  ^Qg  ^  cos  v 


^    dx  .    dy  dz 

ds  ds  ds 

äs  ds  ds 
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sodass  also  insbesondero 

dz 

ds    cos  V 

ds  Q 

ist.    Wählt  man  nun  eine  Constante  a  so,  dass  wenigstens  bis  anf  eine 
C^wisse  endliche  Strecke  des  Bogens  $  hin,  vom  höchsten  Funkte  an  ge- 

v^chnety  «  >  — ^,  so  wird 

COiV  ^ 

d 


ds  1^ 


ds  a 

•Iso,  indem  man  integrirt  und  berücksichtigt,  dass  —  im  höchsten  Funkte 

^^achwindety  weil  z  ein  Minimum  wird, 

dz  s 

ds         tt 


sad  folglich  dnrch  abermalige  Integration,  da  z  selbst  mit  s  verschwindet, 

r  <  i  -  . 
^Oen  Werth  führen  wir  nun  in  die  obige  Gleichung  ein  und  erhalten 

^L  +  atjA->o. 

s  r     a 

Inte^rli^ii  wir  jetzt  von  irgend  einer  Stelle  s  der  Bahn  an,  innerhalb 
^^^*  Bereiches,  für  welchen  «  gewählt  wurde,  an  welcher  der  Funkt 
'^^   wu  Zeit  /|  befinden  mag,  so  wird 

','  +  ('-'.) /^•>o, 

*  Umnt  nun  s  fortwährend  ab,  so  wächst  der  Logarithmus  auf  der  rech- 

^^    Seite  dieser   Ungleichung  ins   Unendliche,   mithin    auch   die  Zeit  t 

^^^   kann  abo   der  bewegliche  Funkt  erst   nach  unendlich  langer  Zeit 

^  Höchste  Stelle  seiner  Bahn  erreichen,   d.  h.  er   erreicht  sie  nie  und 

**H«it  sich  ihr  nur  immer  mehr.*) 


*)  Der  hier  zo  Hülfe  (gerufene  Sats  über  den  Krümmtingehalbmeseer  der 
^^'Vta  iai  Räume  wird  folgendermsMeD  erwiesen.  Die  Kichtang  des  Krümmangs- 
"^^essers  ist  die  einer  Linie,  welche  in  die  Ebene  sweier  aufeinanderfolgender 
^^eoten  fällt  and  auf  der  ersten  von  ihnen  senkrecht  steht.  Sind  nun  «,  A,  e 
^  Coelnnsse  der  Bicbtangswinkel  für  eine  durch  den  Coordinatenursprong  ge- 
■ofiae  Gerade  in  einer  ersten  Lage,  so  sind  a-^-da^b'^-db^c-^-dc  die  Rieh- 
tsafsroeinosse  für  ihre  nächstfolgende  Lage  und  wenn  wir  vom  Ursprünge  und 
Mf  der  Geraden  in  beiden  Lagen  die  Linieneinheit  auftragen,   so  stellen  jen^ 
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Die  Druckbeschleuiiignng  findet   man,   indem  man  die  Centrifug&'^ 


t;» 


bcsclilcuuigung  —  ,    >velclie    die    Richtung.-  des    Krümmungshalbmessers) 


aber  einen  vom  Krümmuugsmittelpunkte  abgewandten  Sinn  hat,  mit 
Normalcomponenten  von  g,  d.  i.  mit  der  Projection  von  g  auf  die  Nox- 
malebene der  Bahn  zusammensetzt.  Ist  die  Bahn  eben  und  ihre  Eben^« 
vertikal,  ferner  a  der  Winkel  zwischen  der  Tangente  und  der  Veitife»- 
Icn,  so  wird  die  Druckbeschleunigung  die  algebraische  Suomie  von  g  s»99^  ' 

und  —  sein:  im  tiefsten  Punkte  ist  sie  o  +   — ,  im  höchsten  g • 

§.  9.  Bewegung  eines  schweren  Punktes  anf  einer  geneigten  Geraden.  Es  sei.  ^« 
(Fig.  113.)  die  Anfangslage  dos  schweren  Punktes,  welcher  ohne  -Ä.«*" 
fanp^sgeschwindigkcit  sich  auf  der  Geradon  MqA  hewegen  soll;  <li* 
Gorade  bilde  mit  der  Vertikalen  den  Winkel  a;  man  soll  die  Gr^' 
schwindigkeit,  den  durchlaufenen  Raum  und  die  Beschleunigung  ^Bt 
Widerstandes  der  Bahn  finden.  Die  Einfachheit  der  Aufgabe  gestattet  ^^ 
Behandlung  derselben  ohne  Zugrundelegung  eines  bestimmten  Coordinatensyston^^^ 


sechs  Grössen  die  Coordinaten  der  Endpunkte  beider  Längen  dar.    Daher  ist   ^^ 

Länge  8  der  Verbindungslinie  beider  Endpunkte  e  =  Vda^  +  f^^*  +  ^*  ^^^  ■!»" 
die  Kichtungscosinussc  dieser  unendlichkleincn  Linie  £  gegen  die  CoordinatenaJ^^" 

,    —  .    —  .    Die  Richtung  von  s  ist  nun  eine  Linie,  welche  in  die  Ebene  bei^®' 

Lagen  der  Geraden  fällt  und  mit  ihnen  ein  unendlichschmiiles  gleichschenklig^ 
Dreieck  bildet,  d.  h.  auf  ihnen  senkrecht  steht.  Ist  also  die  Gerade,  welclie  ^^* 
in  zwei  aufeinanderfolgenden  Lagen  betrachten,  die  Tangente,  so  hat  e  die  Ricu- 
tung  des  Krümmungshalbmessers.  Für  die  Tangente  sind  aber  die  RicbtUiS*' 
Cosinusse: 

(Lv  dl/  dz 

ds  ^  ds  ^  ds  ' 

Daher  werden  dB  und  die  Cosinusse  der  Richtungswinkel  X,  ft,  v  für  den  Krü**' 
mungshalbmesser  bestimmt  durch  die  Gleichungen 

cos  X  cos  (i      cos  V      1 

.    dx  ,    dl/  j    dz  de  ' 

ds  ds  ds 

Die  Länge  ds  ist  aber  zugleich  das  Mass  für  den  Contiugenzwinkel  und   ^' 

ds 
der  Krümmungshalbmesser  p  mit  Hülfe  der  Gleichung  (>==-—  gefunden  wird,   ^ 

HC 

orhält  man,  indem  man  sämmtliche  vier  vorstehende  Ausdrücke  mit  ds  mulUplicil^ 

die  Formeln 

cos  X      cos  fi     cos  V 

da:     '^  dl/     ~  r/r      ""  ^* 

a  •  ■■—  (t '  ---  a  •  -    ■ 

ds  ds  ds 

ds  ds  dz 

von  denen  wir  oben  Gebrauch  machten. 
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beweglichen  Punkt  M  wirkt  zur  Zeit  /  die  Beschleunigung  ^  «s  ^  vertikal 
und  die  Beschleunigung  v  des  Widerstandes  der  Bahn  normal  zur  Bahn; 
i    daher    für    die    Tangentialbeschleunigung 
■-  g  cos  a  und  es  rouss  die  Resultante  aus 
aaleomponentcn  fjfm  ==*  g  sin  a  der  gegebenen 
nigung  und  der  des  normalen  Widerstandes  v 

ripetalbeschleunigung  —  liefern;  da  aber  der 

9 

Bgshalbmesser   der  Geraden   unendlich    gross 
diese  Resultante  Null  und  folglich  v  ^^  g  sin  a 
Sinne  nach  entgegengesetzt  mit  dieser  Normal- 
sten von  ^.    Daher  bestehen  die  Gleichungen: 

—  t'i     ^  "^  0  cos  a,      V  ^  g  sm  a; 

beiden  ersteren  folgt  mit  Rücksicht  anf  die 
lingnngen  v  ■■  0  und  «  >»  0  für  /  x»  0: 

r  =■  ^  cos  a  •  / ,        '  ™  i^  cos  a  •  (*, 

s,  9  ^  g  sin  a,  bestimmt  den  Widerstand;  er  ist  constant.    Die  Bewegung 
gleichförmig  beschleunigte»  aber  die  Beschleunigung  längs  der  Bahn  wird' 
rch  den  vollen  Werth  g  der  Beschleunigung  der  Schwere,  sondern  nur 
len  Bestand theil  g  cos  d  derselben  repräsentirt ,  während  der  andere  g  sin  a 
n  Widerstand  der  Bahn  vernichtet  wird. 

a  ■■  0  geht  die  Bewegung  in  die  des  freien  Fallens  über;  es  wird  näm- 

gt,   s  —  \g(*,   V  —  0. 

chreibt  man  über  der  willkürlichen  vertikalen  Länge  MqC  ^^  h  als  Durch- 
inen  Kreis  und  zieht  in  ihm  durch  Mq  unter  beliebigen  Winkeln  a  Sehnen 
\B^  ...  so  sind  die  Zeiten,  welche  ein  beweglicher  schwerer  Punkt 
um  dieselben  zu  durchlaufen,  gleich  gross.  Denn  die  Zeit  ^,  in  welcher 
er  dem  Winkel  a  gegen  die  Vertikale   geneigte  Sehne   Mq/I  =  l  durch- 

/2       i 
; 
g    cos  a 

h  cos  a^  l  ist,  so  wird  dieselbe  unabhängig  von  a,  nämlich  &  =m  1/ 

Seimen,  wie  ^C,  welche  man  durch  den  unteren  Endpunkt  des  Durch- 
MqC  ziehen  kann,  werden  in  derselben  Zeit  ^  durchlaufen;  denn  zu  jeder 
Sehne  gibt  es  eine  von  j>/u  ausgehende  'gleiche  und  parallele  ^/u^,  für 
ie  Behauptung  eben  erwiesen  wurde.  Die  Geschwindigkeiten,  mit  welchen 
M  von  Mq  ausgehend  auf  den  verschiedenen  Sehnen  in  deren  Endpunkten 
!0,  sind   aber  verschieden.     Denn  zufolge   der  Gleichung  v  =  g  cos  ai 


V  SM  ^  cos  a  '  d"  =^  g  cos  a  J 


/2/i 


]  "lg  Icosa  =  V'lg-  M^K . 


dies   auch  daraus,    dass  die  Endpunkte  dieser  Sehnen  in  verschiedenen 

»enen  liegen. 

det  Reibung  längs    der  Geraden   statt  und  ist  der  Keibungscoofticient  /*, 

n  die  Gleichungen  der  Bewegung: 

ds  dv  . 

T7   —  P»       ,^   ^  g  cos  tt  —  fv,      V  =*  g  Htna, 

irenn  die  Anfangsgeschwindigkeit  v^  =»  0  ist: 

I*  IM  ^  {ros  a  —  fsinu)l^         5  =-   J  //  [cos  a   —   f  sin  «'  •  f^. 
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1  achireTen  Punktes  auf  dar  SchrMtbenllBla. 


IV.  Ctf. 


Die  Bewegang  iat  anoh  jetit  im  Allgemeinen  eine  gletchfSruiiK  beicUmiiügte,  nnr 
^n  dem  F&lle,  dara  g  eo*  a  -■  f$in  a  —  0,  i.  b.  f  =  cotg  a  ist,  rnht  der  Pnnkt, 
indem  tt  =  0,  i  =—  0  wird.  Ist  die  Anfangageichwindigkeit  b«  niokt  Null,  ao  iat 
dia  Bewegang  in  diesem  Falte  gleichfBrmig. 

Bewagt  sich  der  Funkt  mit  Beibnng  die  gerade  Linie  hinan,  ao  eibUt  man 
aUB  den  BewegangBgleiohnngen,  wenn  die  f  vom  Aoagangapnnkt«  geslhlt  trardaB 
und  für  t  ^  0,  f  ^  0  and  d  ^  f o  iat,  nämlich  ans 


Die  Bewegnng  iat  eine  gleichförmig  Terii 
gern  Falle  iat  sie  gleichförmig,  nUmlieh  e 


->,(. 


Hg.  U4. 


§.  10.  Bewegong  eines  tehwaran  Pnalctea  anf  dtr  MuranbaaUBla  M  vartlWar 
i  Ein  Pankt  [Fig.  lU.)  bewege  sich  aof  der  C]r1ind«vaehraaba, 
en  Aie  vertikal  aei,  abwärts,  nnter  Einflnss  der  BeioblaaBigant 
der  Schwere  ohne  AnfangsgeBohwlndlgkeit und  obaa 
dass  die  Beibnng  ihn  hindert;  man  sali  dia  Oesebwia- 
digkeit,  den  darchlanfenen  Raum  nnddia  Baseblsl- 
nigang  dea  Widerstandes  der  Bahn  finden.  BüdetO« 
Tangente  der  ScbTaabenliDle  mit  der  EnengongaUala  da 
CjUnderi  den  Winkel  a,  lo  hat  man,  da  die  Baachlainipic 
der  Schwere  die  Richtung  der  EriengongaUnie  hat;  f  —  ff* 
^1  —  g  CO»  tt,  ^H  ~  gtiniL,  mithin  sind  die  aietehtutgaa 

■n  integriren,  welche  wieder  eine  gleiahf<!rmig  besablanaästa 
Bewegung  liefern.  Hinaichtlich  dar  Qr^aae  »  nnss  liW'** 
werden,  dass  dieselbe  die  HTpotennsa  eine*  raehtwinkUS^ 
Dreiecks  ist,  dessen  Katheten  —  nnd  g  tin  a  sind.    Der  Kr"*' 

maDgchalbmesser  der  Bahn  hat  nämlich  die  Bichtnng  der  Kormalen  des  CjUn^"* 
nnd  steht  mithin  aaf  dessen  Tangentenebene  senkrecht.     In  die  letstere  flllfr    ^' 

Richtung  von  g,  g  cot  a  und  g  tin  tt  nnd  da  die  Centripetalbesohlennigaag  — 

p.     ...  Richtung  des  KrUmmangshalbmessera  hat,  so  ist  sie  •enkrtf'* 

■nr  Normalcomponenteu  g  tin  a.  Diese  bildet  aber  hIC  '* 
(hier  v)  tusammen  jene  Centripetalbeschlennignng  als  B»''''' 
tante,  daher  hat  das  au  dieser  Bildnng  nöthige  ParallelogiaJ*^ 

(Fig.  116.)  eine  Seite  g  tin  a  senkrecht  znr  Diagonalen  — .    ^ 
ist  folglioh  ' 

Tangente  der  KTeigong  von  »  gegen   die  Richtung  des   KrBnuiuigihalh- 


C^^,' 


gftina 


Da  D  wächst  nnd  q  aonstant  ist,  s 


an  OrÜBSe  zn,   wird  aber  seiner  Richtung  nach  immer  mehr  normal  mi 
suche.    Die  Ebene  des  Parallelogramms  ist  die  Normalebene  der  Babo. 


fortirthraal 
Qrlindc^ 
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|.  11.  ItwuMg  «!»••  lehweren  Pnaktet  anf  einem  Tertikaien  Xreiie,  elafnehea 
Ein  fchwerer  Pnnkt  bewege  lich  aaf  einem  vertikalen  Kreise 
vom  Radins  a  ans  der  Anfangslage  Mq  (Fig.  116),  seine  Anfangs- 
Kesehwindigkeit  sei  v^;  welche  Bewegung  wird  er  annehmen  und 
welches  wird  die  Beschleunigung  des  Widerstandes  sein? 

Die  Oleichnngen  der  Bewegung  sind,  wenn  die 
poeiiive  :-Axe  mit  dem  Sinne  der  Schwere  überein- 
stimmend, die  X-  nnd  y-Axe  horixontal  und  zwar  erstere 
als  Durchmesser  des  Kreises,  der  Coordinatenursprung 
aber  im  Mittelpunkte  des  Kreises  angenommen  werden, 
wie  f.  8: 


Fi;.  US. 


d*x 


—  .V 


rfV 


—  A 


9  +  ^V«, 


wom  nech  die  Gleichungen  des  Kreises,  nämlich: 

ar«  +  z«  —  fl« 
y   -0 
Vinsatreten.    Der  letzten  Gleichung  wegen  ist  Ay  «■  0; 
«a  fint  deshalb  der  Widerstand  in  die  Ebene  des  Kreises.    Das  Princip  der  leben- 
^iffta  Kraft  gibt  wieder 

vir  tiebeo  es  aber  vor,  statt  s  einen  Polarwinkel  einzuführen,  nämlich  den  Win- 
^•1  #,  welchen  der  Radius  des  Kreises,  welcher  nach  dem  beweglichen  Punkte 
^iH*ltt,  Bit  der  vertikalen  Fallrichtung  bildet.  Ist  zugleich  a  der  der  Anfangs- 
'H*  If«  entsprechende  Werth  von  ^,  so  hat  man  z  ^  a  cos  9,  Zq  ^  a  com  u 
Bsdaithin 

»•  ■■  ©„•  -|-  2  ga  {com  9  —  com  «) . 

Der  Winkel  ^  genügt,  um  den  Ort  des  beweglichen  Punktes  auf  dem  Kreise  zu 
"^^^aen;  wir  suchen  daher  nicht  x  und  :,  sondern  ^  als  Function  der  Zeit, 
'^nm  dient  die  Bemerkung,  dass  der  in  der  Zeit  f  durchlaufene  Bogen  MqM  =»  t 
■«  ♦  durch  die  Gleichung 

••-i^  «  =—  fl  (a  —  ^) 

^^'^«nden  ist  nnd  folglich 

dM  _       d^ 

^  '^  dt  '^        ^  dl 
*^f  worin  —  die  Winkelgeschwindigkeit  darstellt.    Hiermit  erhält  man  also 

**'^  Hälfe  der  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  die  Differentialgleichung 


dd^ 
dt 


yv^,*  -|-   *J  g  fi  {cos  ^  —  cox  a) , 


^^  deren  Integration  sich  ^  als  Function  von  t  ergibt.     Dieser  Gleichung  ge- 
^*Ct  für  #  eine  elliptische  Function,  wie  wir  sogleich  zeigen  werden. 

in  die  Stelle  der  obigen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  in  x.  y,  : 
"^tes  wir  auch  von  vornherein  eine  Differentialgleichung  in  ^  setzen  können. 
^  itt  nämlich  offenbar  g  sin  ^   die   Tangentialbeschleunigung    und    da    dieselbe 

^f^       oder      ,  ausgedrückt  wird,  so  ergibt  sich  mit  Hülfe  de«  eben  benutzten 


loidraeks  für  t,  ans  welchem 


d*» 


—   ii    .  .     folgt: 


dt' 
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welches  die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  unseres  Problemes  in  ^  ist 
Ein  beweglicher  Punkt,  welcher  auf  einem  vertikalen  Kreise  von  der  Schwer« 
getrieben  wird,  heisst,  insbesondere,  wenn  der  Zwang  auf  dem  Kreise  durch  einen 
Faden  geleistet  wird,  welcher  den  Punkt  mit  dem  Kreismittelpunkte  verknüpft, 
ein  einfaches  Pendel  und  daher  wird  diese  Gleichung  gewöhnlich  die  Pendel- 

gleichung  genannt.    Ihr  erstes  Integral  ist  —  «  —  =  I/vq*  +  2^a  {cott O"  —  co* «), 

aus  welchem  wir  jetzt  durch  abermalige  Integration  ^  als  Function  der  Zeit  suchen. 
Zunächst  ist  es  nicht  unzweckmässig,  den  Winkel  ^d'  für  ^  einzufahren. 
Aus  1  —  COM  ö"  =  2  «m*  \  -O"  und  1  —  cos  a  =  2  «in*  4  «  ^o^g* 

cos  d"  —  cos  Ä  =  2  {sin^  ^a  —  «n*  -J  &) 
und  damit  wird  die  Grösse  unter  dem  Wurzelzeichen  gleich 

Vo*  +  4:ga  sin^  -Ja  —  Aga  «in*  -J d" 
und  folglich  mit  Rücksicht  darauf,  dass  d"  =  a  für  ^  ==  0  wird,  wenn   man  das 
Minaszeichen  dazu  benutzt,  um  die  Grenzen  des  Integrales  umzukehren: 

Dies  Integral  drückt  die  Zeit  aus,  welche  verfliesst,  bis  der  anfängliche  Winkel  a 
auf  die  Grösse  Q"  herabgesunken  ist.  Die  Reduction  desselben  macht  eine  Son- 
derung der  drei  Fälle  nöthig: 

1.  Vü*  +  ^gasm^^a  <  Aga, 

2.  «0*  +  Aga  sin^  \a  =  4  /;«  , 

3.  üy*  +  4  ^a  sin*  ^  a  >•  Aga  , 

Der  Sinn  dieser  Unterscheidung  wurde  schon  §.  8,  wenn  auch  unter  etwas  anderer 
Form  erläutert.    Dividirt  man  nämlich  diese  drei  Relationen  mit  2  g  und  setzt  fQr 

2  sin*  4  a  wieder  1  —  cos  a,  so  gehen  sie  über  in  -°   ^  «  +  a  com  «.    Nun  ißt  r- 

2^  J>  *" 


Vvq*  -^  Aga  sin*  \a  —  4ga  sin*  ^  ^ 


die  der  Anfangsgeschwindigkeit  entsprechende  Fallhöhe,  a  -{-  a  cos  a  aber  die 
Tiefe  der  Anfangslage  unterhalb  des  höclisten  Punktes  des  Kreises;  daher  ift  in 
ersten  Falle  die  Geschwindigkeitshöhe  kleiner,  im  zweiten  gleich,  im  dritten  grotftf 
als  die  Tiefe  der  Anfangslage.  Im  ersten  Falle  finden  Oscillationen  im  gewohn- 
lichen Sinne  (Hin-  und  Hergänge),  im  letzten  finden  volle  Umläufe  statt,  im  swet* 
ton  nähert  sich  der  bewegliche  Punkt  dem  höchsten  Punkte  asymptotisch. 

I.  Fall:   V  +  Agasin*a  <C  Aga,    Wir  setzen 

V  +  4  ga  sin*  4  «  __     ? 

4——  % 
ffa 

und  %  ist  alsdann  der  Voraussetzung  dieses  Falles  gemäss  <[  1.     Die  BedentoBir 

von  X  ist  leicht  zu  ermitteln.     Es  ist  nämlich 

-—   -f-  a  —  a  cos  a         __ ,.     ,     _.  ^ 
^a  ^  2^__ ^  //y>/o  +  MqQ 

2a  2a  * 

V  * 

wenn  /J Mq  =  ~  ,  M^Q  ==  P^iA  =^  CA  —  CP^  ^  a  —  a  cos  a.     Es  ist  demnach 


r     2a 


Die  charakteristische  Bedingung  dieses  ersten  Falles  ist  also  x  <  l, 
d.  h.  HQ  <  2a,    Durch  Einführung  von  x  wird 


&   :=   A    COS  t 
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also  _  -/~^ 

r    9 

erhalten  wird. 

Um  die  Bedeutung  dieser  Formel  und  der  ihr  voransgehenden  approxima* 
tiven  Rechnung  deutlicher  zu  erkennen,  müssen  wir  auf  die  Differentialgleichiiiig 
zweiter  Ordnung  für  die  Pendelbewcgnng  zurückgehen.    Sie  war 

Sie  ist  nicht  linear,  kann  ab^r  für  kleine  Amplituden  ^  nähernngsweise  lineir 
gemacht  werden*,  indem  man  %•  für  dn  &  schreibt.    Sie  lautet  dann 

und  ihr  Integral  ist  (vgl.  Cap.  II,  §.  2,  Nr.  7.). 

Die  Constanten  A,  B  bestimmen  sich  durch  die  Anfangslage  und  die  Anfangt* 
geschwindigkeit;  indem  für  /  s»  0  der  Winkel  ^  =»  a  und  die  Winkelgeaehwia- 

digkeit  —  —  =  0   wird,    ergibt   sich    ^  =  a,    Ä  =  0;    wodurch    die    LSrang 

^  =s  CK  COS  tj/  -^ ,  wie  oben ,  hergestellt  ist.  Multiplicirt  man  die  lineare  Diffe- 
rentialgleichung  mit  a  nnd  bedenkt,  dass  ad"  den  Kreisbogen  AM  ^^  9  rom  tief- 
sten  Punkte   bis   zum   Punkte   M  bedeutet,    sowie,   dass   ^  &=  — ,   ao  wird  die 

a 

Differentialgleichung 

Sie  ist  aber  die  Gleichung  für  die  geradlinige  oscillircnde  Bewegung,  weleha 
die  Projcction  der  gleichförmigen  Kreisbewegung  ist.  Die  der  obigen  NEhenugt- 
formel  zu  Grunde  liegende  mechanische  Idee  ist  also  keine  andere,  als  dasa  Aaa 
wegen  der  Kleinheit  der  Amplituden  den  Bogen,  welchen  der  Pendelpnnkt  be- 
schreibt, als  eine  Gorade,  die  Bewegung  auf  ihm  aber  als  die  Projeetion  e&ur 
gleichförmigen  Kreisbewegung  ansehen  darf.  Der  Isochronismns  der  SchwingsagCB 
erscheint  dabei  als  eine  Folge  davon,   dass  bei  jener  oscillirenden  Bewegung  dit 

Oscillationsdauer  von  der  Oscillationsweite  unabhängig  ist.  Die  Form  7*=»  2s  ]^  — 
konnte  also  unmittelbar  aus  Tbl.  II,  Cap.  I,   §.  12.  entnommen  werden. 

Zu  der  Reihe  7'  =  2  «  V  —  il  +  \  sin^  ^  "  +  5"!  *'"*  1 «  +  *  *  'l  k"« 

man  auch  gelangen,  indem  man  in  der  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  t^  ^  0 
setzt,  wie  diese  Formel  voraussetzt,  und  aus  dem  sich  ergebenden  Integrale 

r —  ad%^    

J  Ylga  {cos  &  —  cos  a) 
a 

für  die  vierfache  Zeit  des  Niederganges  oder  die  Oscillationsdauer  erhalt: 


1 


a 

dO' 


{cos  d"  —  cos  a) 
0 


hierauf  weiter  statt  ^  die  Variabele  1  —  co«  ^  =»  x  einführt,  sodass  die  Bedentnaf    ^ 


J 
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i^t  und  daä  Integral  rechts  in  zwei  andere  zerlegt,  indem  man  für  J^&c  —  je*  dai 
«gleichbedeutende  i7^^_—i  einsetzt,  nämlich 

«)  0  0  - 

==  —   \fl  —  \)h  Am-l  +  («  —  1)  -^«> 

«gelangt  mau  durch  passende  Zusamraenziehung  zu  der  Rednctionsformel 

2ii  —  1 

Ah  =  — rt b  Ah-V. 

2  n 

Mit  Hülfe  dieser  ergeben  sich  ebenso 

An— 2  =   ^ —         —   0Aß,-3 
2n  —  4 


A^        =    V  '^^1 


3 
4 


^1        =    2  '^'''" 
uud  folglich  durch  Multiplication  aller  dieser  Gleichungen 

__  1  •  3  •  5  •  •  •  (2  w    -  1) 
2  •  4  •  6  •  •  •  2n 
./()  aber  ergibt  sich  unmittelbar  als: 

k  b 

r    dt  r  dt 

.•1.1  = 


'0 


Jdt  __ 


o-a-4 


h 

2 

/; 
•) 

/> 
.) 

Nach  diesen  Einzelnheitcn  über  die  Oscillationsdauer  kehren  wir  xn  dem 
allgomeiueu  Probleme  zurück;  wir  haben  noch  den  Ort  des  beweglichen  PonkteSi 
d.  h.  don  Winkel  ^  und  seine  Geschwindigkeit  als  Functionen  der  Zeit  zu  bestimmen. 

Um  den  Winkel  '9'  als  Function  der  Zeit  darzustellen,  müssen  wir  die  Oleichong 

t\  —  t  ^  y        •  A'  (qp ,  x) ,        X  sin  q>  =  sin  ^^ 

UHvdi  q>  auflösen.  Setzt  man  den  Werth  des  elliptischen  Integrales  erster  Gattung 
gUivh  M,  nämlich 

^ dx{) 

() 

»\»  Nvii'd  die  obere  Grenze  9  desselben  eine  Fuuctiou  von  1/  sein;  sie  heisst  „Ampli- 
\\\\W  H**  und  wird  nach  Jacob i  durch  (p  =  am.  (m,  x)  oder  (p  =  atn,  w,  mod.  x  beseich* 
^^1     IWü  Functionen  sin  am  u,  cos  am  u^Yi  —  x*äiVi/;  =  Kl  —  '«'^  *tw'  am  v  =^  JI amm 


f. 
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beiseen  inm  Gegensatz  der  elliptischen  Integrale  elliptische  Functionen  nnd  u  ihr 
Argument.  Die  elliptischen  Functionen  sind  von  Abel  und  Jncobi  eingeführt 
iworden,  Legendre  nannte  die  elliptischen  Integrale  elliptische  Functionen,  da  er 
sie  allein  kannte.  Nach  diesen  Bemerkungen  ziehen  wir  aus  der  obigen  Glei- 
ehnng  znnlchst  

mmd  liierans  also  ^     / —  . 

qp  =  "^{y ~   Ci    -    0,    x) 

**^  sin  ^  ^  3=  X  «tu  qp 

ist,  ao  erhalten  wir  den  Sinus  des  halben  Winkels  Q' 

sin  ^  0-  =  X  *i/i  amlj/^{ii   —   0,   x)  . 

Um  endlich  auch  die  Geschwindigkeit   durch  elliptische  Functionen  dar- 

■—teilen,  hat  man  o  »>  —  <>  3~»  ^o  —  j~  ^i^  Winkelgeschwindigkeit  ausdrückt. 

dt  ai 

Kaa  folgt  ans  der  eben  entwickelten  Gleichung: 

#  B.  2  ^rc  Min  <  x  Min  am  (j/  ~  (^  —  0,  x) >  . 

Ea  koflunt  also  darauf  an,  einen  Ausdruck  der  Form  Are  sin  (x  «in  amu)  zn  diflferen- 

_,       ,.   -    ^      .     -       .    /      .  N  d(%sin  am  n)  %  com  am  u  -  d  am  u 

Uiren.    Dies  liefert:  d  •  Are  sin  (x  Min  am  u)  ==■  — r  — — -   =  ■ 

Vi  —  n^Minam^u  J  am  u 

dtp 
^  m  COM  mmm  ' :  -      ^  x  com  am  it  •  du.     Demnach  wird   im  vorliegenden 

Vi  —  x*  Min*  qp 
Falle  fBm  —  j/ -^^  (/,  -  0: 

folglich  ,       y-  V 

r  =-  2  X  Vfja  •  cos  am  ll/  ^    (/|   —  0»    x  j  . 

IL  Fall:    p«  -|-  A(faMin*\a  =  Aga,  d.  h.  HQ^la,     \\\  diesem  Falle  wird 
der  Formel  für  /,  die  wir  zu  Anfang  der  Untersuchung  aufstellten: 


•  f      //  ,/    eoi 


cos  \9^ 


Uns  4ea  Wertli  dieses  Integrales  zu  bestimmen,  verwandeln  wir  den  Cosinus  im 
Hcsaer  in  einen  Sinus,  indem  wir  statt  <&  die  supplemcntUru  Variabelc  n  —  9' 
cuflkren  und  lösen  diesen  Sinus  in  die  Factoren  Sinus   und  Cosinus  dos  halben 

WiakeU  aof.    Dies  liefert 

/r  —  .•»  \{n  -  9) 

d» 

ms  9" 

n  —  a  1  Vn-  «) 

lern  wir  im  Zähler  unter   dem  Integralzeichen   den  Factor  «in*  d*  -\-  cos^  d*, 
velclber  die  Einheit  beträgt,  zufügen,  spaltet  sich  das  Integral  in  die  beiden 


f      ij  ^/  sin  \V  cos  ]  <r         f       ff  ^  sin  V 


I      fi   (    rsin'&de'    .     i'cos  »d&\ 
r     0  \J      cos»      V       ^^"^^    / 
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und  liefert  uns  also  7/«^     '^  i  («  ^) 

Für  die  Zeit  des  Niederganges  erhält  man  hieraus,  indem  man  ^  ^  0  setzt: 

ti  =  j/—  l  Cotg  !(«  —  «). 

In  dem  vorliegenden  Falle  kann  die  Geschwindigkeit  erst  Null  werden,  wenn  der 
Punkt  in  den  höchsten  Punkt  des  Kreises  gelangt.  Die  Zeit,  welche  hiersa  notliig 
wäre,  würde  aus  der  Formel  für  ^  =  —  n  folgen.  Dieser  Werth  liefert  aber 
/  =  00.  Der  Punkt  nähert  sich  der  höchsten  Stelle  des  Kreises  asymptotisek, 
wie  bereits  §.  8.  allgemein  bewiesen  wurde. 

Aus  der  Gleichung  für  t  ergibt  sich  für  den  Winkel  ^,  wenn  man  abkfinead 
'/  i  («  —  «)  =  P  setzt, 

a-  r=  «  —  4  Arctg  \ße     '  *  /  . 
Indem  man  diese  Gleichung  differentiirt,  erhält  man  die  Winkelgesebwin« 

—  -TT  als  Function  der  Zeit,  nämlich: 
dt 

_  ^  =  4  t/Z  _  g ^ 


+  t^e 


und  hiermit  die  Geschwindigkeit  v  =  —  ^  ~J~  ' 


^ßV^ 


III.  Fall:    V  +  ^ga  sin^  \cl  >  4^a,   d.  h.  HQ  >  2a.     Wir  setsen  hier: 


^^ =  x' 


Vo*  -{-  ^  ga  «V  ^  a 
wo  also  wieder  x  <^  1  wird  und  erhalten  für  t: 


-m 


d-i» 


Vi  —  X«  sin*  ^» 
oder  nach  Ausführung  der  Substitution  ^d"  =^  q>: 


d.  h. 


/a     i  dq> 


Die  Bedeutung  der  einzelnen  Glieder  dieser  Formel  ergibt  sich,  wenn  man  die 
Zeit  /|  dos  Niederganges  zum  tiefsten  Punkte  sucht.  Man  erhält  sie,  indem  man 
a  =  0  setzt,  nämlich:  

und  indem  man  hiervon  /  abzieht,  gewinnt  man  für  die  Zeit,  während  welcher  der 
Funkt  von  M  bis  zum  tiefsten  Punkte  fällt,  während  welcher  also  der  Winkel  # 
bis  zu  0  abnimmt: 


/,  -  /  =  X  j/--/Mi^,x). 
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Im   Torliegenden  Falle    macht  der  Pankt  volle   Umläafe;   die  Zeit  T  eines 
Umlaufs  findet  man,  indem  man  in  der  ersten  Formel  für  i 

^  —  -  (if  +  3f  —  «)  =-  —  (2  3f  —  a) 

••ist.     Nun  ist  aber 

0 

•d«r  wenn  man  —  ^  fQr  ^  einführt  und  das  Intefinrationsintervall  zerleg^ 

jKl-x«fiV^  \JfT-x««V^     JKl-ic«rf«*W 

0  0  Ä  —  Jo 

erste  dieser  beiden  Integrale  ist  aber,    weil  der  Elementarfactor  desselben 
0  and  ^  dieselben  Werthe  hat,  wie  zwischen   —  und  n  gleich  2f  (  -  ,  x) 
das  sweite  geht  durch  die  Substitution  n  —  ^  für  ^  über  in 

0 

0O  daaa  also 


J5 


-   /'(-(«-.  la),x)  -2f(ijf.  X)-  F(i«,  x)  -2A'-  f««,  x) 
^rird.     Hierdurch  erhält  man  also  die  volle  Umlaufszeit 

7—2x1/—./:,     mod%. 
r     9 

Um  den  Winkel  Q'  als  Function    der  Zeit  darzustellen,    ist  die   Gleichung 
/i   —   /    s»  X  I/^  —  •  /'(J^,  x)  umtukehren.     Man  erhält  dadurch 


<^=-2«m(i-^  (t,  -t),  k). 


In   Beanic  auf  die  Geschwindigkeit  p  =  —  a  —  erhält  man  zunächst  aus 


J 


dib 

■  «  =  >'  (9 ,  x) 


Kl  —  IC*  «V  ^' 

0 

du 
den  Werth  von  3—,  nämlich 

du  1 


«^9        f^l  —  X«  tin^  9 
hieraus  weiter 

dip  3=^  Vi  —  X*  sin'*  (p  ■  du  , 

*•  d '  ttm  u  =:  J  nm  II    du , 

T>mduTch  wird  .  -  . 

aehliesslich 


V«....«(i//^"(,-o..). 


Es  bleibt  jetst  "noch  übrig,  die  Beschleuiiiguiig  des  Nurmalwiderstaudes  beim 
Peodelproblem  su  bestimmen.     Dieselbe  bildet  mit  der  Normalcompoucnten   der 
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Schwere  g  to*  &  die  CeDtripetKlbeichleimi^iig  ala  RenilUiite  tmd  da  di< 
beiden  Componeuten  in  die  Richtnog  des  Radias  f&tlen,  so  wird 

-—  ^  r  —  y  cot  9, 

Im  tiefatea  Funkte  der  Bahn  iit  $  ^  0,  mithio  da  ancfa  die  Oeic]iwind[(kdt  i 
Haiimnm  v.  In  diesem  Punkte  erreicht,  *  selbst  ein  Hasimam,  nlmlidi  —  -j- 
im  köchaten  Pnnkte,  wenn  derselbe  überhaupt  erreicht  wird,  ist  #  ^  —  *>  ■  * 

Mlnimiim  St  und  die  Beschleunignng  gleiohfalls  ein  Hinimnm  ~ g.    FBr9~l 

und  —  \*  wird  v  =-  — ,  nnter  v  die  Geachwindigkeit  rerstanden,  mit  wtiA 
der  Punkt  die  Horiiontalebeue  des  Kretamittelpanktes  passirt. 

Ist  die  Bahn  aus  einem  festen  Material  gBarbsitet,  so  wird  t>  tob  derFMlC 
keit  desselben  geleistet,  wird  der  Punkt  durch  einen  Pendelfaden  in  dar  Bll 
erkalten,  so  ist  v  eine  Folge   des  Zusammenhangs  der   Theilchen  dfeses  FtdSB 

§.  12.  Bewegung  eines  schweren  Punktes  auf  der  Crololde.  W 
schicken  der  Untersuchong  der  Bewegung  eines  schweren  Pnnktes  »vt  der  Cjän.' 
einige  geometrische  Betrachtungen  über  diese  Carve  Torans.  Es  sei  AMO 
(Fig.  117.}  ein  Cjcloidenbogen  zwischen  zwei  Spitten  ji  und  B,  C  der  Hittdpu>1 
des  rollenden  Kreises,  entsprechend  der  Lage  M  des  beschreibenden  Punktes  <■> 
MCX  ^  m  der  zugehörige  WHlzungswinkel ,  um  welchen  sich  der  rollend«  &* 
umgedreht  hat,  während  der  beschreibende  Punkt  den  Bogen  AM  durchlauhn  bs 
Dann  sind  die  Gleichungen  der  Cycto'ide,  welche  die  Coordinsten  AP  ^  x,  PM^ 
eines  beliebigen  Punktes  derselben  als  Functionen  Ton  a  darstellen: 
a:  ~"  n  (o>  —  rin  (o) ;  y  =  a  {1  —  CO»  a>)  =^  2afiii*^ai, 
worin  a  den  Radius  des  rollenden  Kreises  bedeutet.     Hieraus  folgt: 


da 

.. 

U  -.■os»)  =  2a 

.Vi 

» 

^  =  'ia  ti«  \a  CO*  \ia 

ind  also  die  Neigung  der  Tangente  gegen 

die  Basis  der  CyeloYde: 

d>j       <l,l 
dx  "  ,1m 

dx 

rfm 

= 

Colli  i«,. 

Hieraus  folgt  weifer,  du* 

tlB.  117. 

TangcntederCycloid*» 

JT 

^_^»___^ 

der  snr  Basis  senkreol* 

/7^ 

■^ 

M    ^V^ 

\ 

liiohtnng  den   Winkel 
bildet  nnd  durch  den    ' 

'\ 

Äl\                                ' 

\ 

genpunkt    JV'    des   Bef 

l^ 

%WJ 

\ 

.           rungspunktesffderB^ 

\/    nnd  des  rollenden  KreS 

-V__  bindnrchgeht.      Dies    »' 

die    weitere    Folgerung    »' 

"■/* 

^ 

\  * 

/ 

\\ 

sich,      daei      die      Norm' 

1 

> 

durch     den     iBcrahTun( 

7 

piinkt  J¥  selbst   kind»( 

^,^ 

y 

lüuft. 

"t 

Die  Tangente  eines  ant 

unmittelbar  folgenden  Cdtt 
t  der  Richtung  .VAr'  den  Winkel  \io  -{•  d-^mi   d«ber  Uli 
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ie  l>eiden  anfehianderfolgetiden  Tangenten  miteinander  den  Contingenzwinkel 

I>ss  Bogenelement  dSy  wenn  s  von  A  nach  Af,  entsprechend  dem  wachsenden 

vrmkel  m,  gexählt  wird,  ist  da  ^  dm  y  {^  4-  (^'  =  2«  «n  ^co  dm.    Hieraus 

ds  — 

•rgibt  sieh  der  Krümmungshalbmesser  q  bs  ---  =a  4afiit-}a>=s2-  il/iV,  weil  wegen 

4m  rechten  Winkels  NMN'  die  Länge  ilf  JV=«  2a  ttn  ja>  ist.    Der  Krümmnngs- 

lialbmesser  ist  mithin  der  doppelten  Normalen  MN  gleich.     Construirt 

Bta  aaf  der  dem  rollenden  Kreise  abgewandton  Seite  der  Cyclo'idenbasis  NN*'t=»  NN* 

vA  verbindet  den  Krümmungsmittelpunkt  K  mit  N",  so  wird  ^NN"K  ^  NN'M 

uA  Hegt  mithin  K  auf  einem   über  NN*'  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreise. 

Hif^rant  erkennt  mau  leicht,    dass  die  Evolute  der  Cycloide  wieder  eine 

Cyclolde  ist,  von  denselben  Dimensionen,   wie   sie  selbst;   beide  Cy- 

elolden   haben    gemeinschaftliche    Richtung    der   Basis,    liegen   auf 

''^^S^gengesetsten  Seiten  derselben  und  sind  gegeneinander  um  die 

■*lbe  Basitlänge  so  verschoben,  dass  die  Spitzen  der  einen  mit  den 

S«b«iteln   der   anderen    paarweise    auf   demselben    Perpendikel    zur 

*»•!•  liegen. 

Die  Bogenlänge  j4M  =»  «  der  Cycloide  ist 

u  0 

«  =  2a  j  sin  \m  dm  =  An  j  d  -  cos  \m  =b  ^a  —  4a  cos  \m. 


0  o 


^^  kalbe  Cycloidcnbogen  AO^  welcher  dem  Winkel  m  =  n  entspricht,  ist  dem- 

**^b  4«  und  folglich  der  Bogen  OM  =  S^  vom  Scheitel  an  gerechnet  <$  =»  4a  cos  \m, 

*^  «at  aber  ^.V's»  2a  cos  ^m  und  wenn   man  Oq  =»  N'Q  =  x  setzt,   indem  man 

*    %li  eine  Abscissenaxe  ansieht,   so  besteht  zwischen  dem  Bogen  5  und  seiner 

'^'^jection  auf  diese  Abscissenaxe  die  Gleichung  .S'*=  Sax,  eine  Gleichung,  welche 

'^'^x  gleichgebildet  ist  mit  der  Parabolglcichung  in  Bezug  auf   den  Scheitel  und 

**    Axe  derselben.     Da  Om*  ^=.  2ax  ist,   so  ergibt  sicl^  weiter,  dass  5  =  2  •  Owi. 

ICin  schwerer  Punkt  falle  jetzt 

**^     «iner  vertiknlstehcnden    Cy- 

«Widc   (Fig.    118.),    deren    Basis 

liegt  und   welche    ihre 

Seite    nach    oben    kehrt. 

"•»^    bewegliche    Punkt    verlasse 

^    Anfangslage  M^  mit  der  Gc- 

•«kwiadif^keit  r^  «  0.     Den   tief- 

■*««  Punkt,  den  Scheitel  <>,  wiih-      ,^ 

^  wir  zum  Ursprung  reehtwink- 

H^r  Coordinaten  .r,  y  und   uch- 

■••  die*- Axe  vertikal  und  positiv 

••«k  oben,  die  y-Axe   horizontal 

*•.    Kur   diese   Coordinaten    be- 

*«k«  die  folgenden  Gleichungen, 

i\t  Ban  findet,  wenn  man  bedenkt,  das»  das  jetzige  x  und  da»  frühere  y  sich  zu 

J«,  das  jetzige  y  und  das  frühere  j-  sich  zur  halben  Hasis  na  ergänzen,  nämlich: 

•»•  =  fl  (1  -f  ro»  ü>),         y  '^^  n  [{n  —  w)  +  sin  o)]. 
p^fc"^**  ^*>'««n  «nfolgc   die   Richtung  der  Beschleunigung  der  Schwere   mit  der 
Sicbtang  der  Cycloidentantccnte  den  Winkel  {m  bildet,    so   ist  g  cos  \m  die  Tan- 
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gentialcomponente  und  gsin-^m  die  Normal componente  der  Beschleonigang ;  daher 
hat  man  folgendes  Gleichungssystem  zu  behandeln: 

dv  .  0*  .    - 

"TT  =  g  cos  4a),         —  =  g  sinlm  —  ». 

dt  ^  Q 

Rechnen  wir  den  Bogen  s  von  Mq  an  abwärts,  so  kommt  noch  hinzu:    ~-  =  9; 

dt 

will  man  aber  den  Bogen  S  vom  Scheitel  an  aufwärts  nach  M  gerechnet,  ein- 

führen,  so  wird  —  —  =  0,  weil  m  +  S  den  Bogen  von  Mq  bis  zum  Soheitelf  also 

eine  constante  Länge  darstellt. 

Wir  suchen  zunächst  m  als  Function  der  Zeit.    Wir  fanden  oben 

ds  s  2  a  sin  ^(0  dm  =  —  4  a  d-  cos  •((», 

mithin  ist  ^-  =  —  4  a ;-;=-^  und  wenn  wir  dies  in  die  ersten  der  beiden  Be- 

dt  dt* 

wegungsgleichungcn  einführen,  so  kommt: 

d^  •  cos  ^(o    .    .  g  .  ^ 

Die  Integration  dieser  in  cos  \m  linearen  Gleichung  liefert: 

cos  ^a  =>  A  cos  Ut  l/^J  +  B  ««  U<  V ^) 
und  wenn  man  dies  differentürt: 

Nun  ist  zu  Anfang  der  Bewegung  0  =  0  und  wenn  «Dq  der  der  Anfangslage  m^ 
sprechende  Werth  von  00  ist,  so  hat  man  zur  Constantenbestimmung  die  Glei- 
chungen:   cos  ^(Oq  =  Af    0  =  By  und  hiermit  also: 

cos  \m  =3  cos  ^üHq  '  cosl  \tj/  —)  y 
aus  welcher  Gleichung  m  als  Function  der  Zeit  sich  ergibt.    Zugleich  erhält  0^*^* 

V  =      Vga  cos  ^(o^i'Sin  l\j/  —-  t) 

und  da  0?  =  a  (1  +  cos  oa)  =  2a  cos^  ^00  ist,  wenn  Xq  den  Anfangswerth  v<>^ 
nämlich  Xq  =^  2  a  cos'*  ^ohq  bezeichnet: 


X  =  Xq'  cos 
sowie 


2V2^o' cos  (itj/^)  . 


Wir  wollen  ^  die  Zeit  des  Niederganges  von  J^Iq  bis  zum  tiefsten  Pi^^ 
nennen;  für  sie  ist  oo  <=  tt  und  daher  folgt  aus  der  Formel  für  co<-(a»: 

Dieser  Ausdruck   enthält  keine  Spur  von  Grössen,    welche    die   Anfangslage         s 
stimmen.     Daher  besitzt  die  Cycloide  die   ausgezeichnete  Eigenschaft,   dass  ^  ^^ 
schwerer  Punkt  dieselbe  Zeit  gebraucht,  um  bis  zum  tiefstenPunk  ^^ 
zu  fallen,  mag  er  von  einer  Anfangslage   ohne  Geschwindigkeit  aa^^ 
gehen,  von  welcher  man  will.     Deswegen  heisst  die  Cycloide  die     Tauto 
chrone". 
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Es  ist  aber  bei   dem  Cyclo'idenpendel   die    Tangentialbeschleanigim^  -^  S,  alao 

%  s=  -f-;   die  Bewegang  desselben  ist  daher  nichts  anderes,  als  die  oben  ang«- 
führte  transformirte  oscillirende  gradlinige  Bewegung. 

Wir  können  in  diesen  Betrachtungen  noch  einen  Schritt  weitergehen.  Bollen 
wir  die  Ebene  der  Cycloide  zu  irgend  einem  CyUnder  auf,  sodass  die  Bmsis  der- 
selben in  einen  zu  den  Erzeugungslinien  senkrechten  Schnitt  dieser  Flftcfae  fiber- 
geht, so  behält  die  Tangentialbeschleunigung  des  auf  der  transformirten  Cydoide 
beweglichen  Punktes  denselben  Werth,  wie  bei  der  ebenen  Cycloide.  Es  fiber- 
tragen sich  daher  auch  alle  Folgerungen  auf  die  transformirte  Carve  nnd  erkennt 
man  auf  diese  Weise,  dass  die  Cycloide  auch  nach  der  Transformation  noch 
Tautochrone  ist  und  dass  es  mithin  unendlich  viele  Tautochronen  doppelter  Krüm- 
mung gibt. 

§.  13.     Wir  wollen  jetzt  das   Problem  der  ebenen  Tautochrone  unmittelbar 

angreifen  und  stellen  uns  daher  die  Aufgabe:    Es  Bimi 
gegeben  zwei   in  einer  Vertikalebene  liegeade 
Punkte  Mo  und  0  (Fig.  119.),  deren  Höhendiffereai 
k  beträgt,  auf  welcher  ebenen  vertikalen Carre 
muss  ein  schwerer  Punkt  von  3fo  nach  0  ohne  Aa- 
fangsgcschwindigkei  t   fallen,    damit   die  FalJ- 
zeit  T  von  il/^  nach  0  von  h  unabhängig  sei,  ••* 
dass  der  Punkt  Mq  auch  irgendwo    anders  auf   der  gesuchten  Carve 
gewählt  werden  kann,  ohne  dass  dadurch  T  eine  Aenderung  erleidet? 

Ist  der  tieferliegende  Punkt  0  der  Ursprung  rechtwinkliger  Coordinaten  «1  fi 
von  denen  die  x  vertikal  aufwärts,  die  y  horizontal  gerechnet  werden,  so  wlH 
der  Bogen  von  0  nach  M  aufwärts  gerechnet.  Bogen  OM  =  s  wird  eine  noch  var 
bekannte  Function  von  x  sein,  etwa  s  z=  (p  (j?),  auf  deren  Bestimmung  die  L5in*§ 

der  ganzen   Aufgabe  hinauskommt.      Nun   ist  einerseits  v  =     ^—^—1  ^  —  -n  1 

andererseits    nach    dem    Principe    der    lebendigen    Kraft    \  n' 

folglich  dt  =  —  —--  —..    und  also 

•      V2  g  {h  —  x) 


Fig:.  119. 


0 


/* —  q>'{x)d.v    /*    tp' {x)  (fx 

^  %/  ^2  f,  (fi  -  x)      J  Vü  9  [Ji  -  x) 


Da  die  Fallzeit  T  von  h  unabhängig  sein  soll,  so  muss  die  Bedingung 

dT 


dh 


=  0 


durch  die  Wahl    der  Function  <p  {x)  erfüllt  werden.      Um    diese  DiflferentistS«^ 

bequemer  auszuführen,    reduciren   wir  die  obere  Grenze    des  Integrales  auf  ^ 

Constanto  1.    Dies  wird  erreicht  durch  die  Substitution  x  =  Äa>,    wodurch  T 

Form  annimmt: 

1 


''-n^Jn --.''' '-'''"■ 
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Hieraiii  ergibt  sich  nun: 

welche  Grosse  verschwinden  mnss.  Damit  dies  bei  jedem  beliebigen  Werthe  von  h 
eintrete,  moss  der  Elementarfactor  des  bestimmten  Integrales  verschwinden,  d.  h. 
e«  miiM  sein 

2  hm  qp"  (hm)  -f"  9*  (hm)  =  0, 

oder,  wenn  man  fBr  hm  wieder  x  schreibt: 

2x  (p'*(x)  +  tp'{x)  =»  0. 

ffiMins  folgt  aber  für  w  (x)  annächst  ^-l""]  =  —  -^    ,  d.  h.  ^  -?-M  =.  —  ^  . 
•  ^  V   /  (p  [x)  2x  dx  2x 

«ad  also  durch  Integration:  l'ip{x)  <»  '(  — )  >  wo  a  eine  beliebige  Constante  ist 

durch  eine  sweite  Integration 


<p  (X)  ~j  j/ ^  ■  dx  ^  iVi 


ax 
^    f      X 

0 

velehea  die  Oieichnng  der  Cycloide  «wischen  Abscisse  x  und  Bogen  «  ist,  deren 
Scheitel  in  0  lieg^.  Hiermit  ist  die  Aufgabe  gelöst  und  zugleich  erwiesen,  dass 
tieCjelolde  die  einzige  Tantochrone  ist,  denn  die  integrirte  Differentialgleichnng 
Uist  Bor  eine  Function  9  («)  als  Lösung  zu. 

f.  14.  Man  kann  die  vorige  Aufgabe  noch  zu  der  folgenden  verallgemeinem, 
^tfia  LSenng  snerst  von  Abel  im  Grell e'schen  Journale,  Bd.  I,  8.  153  (1826.) 
Ctgsbea wurde :  Auf  welchcrCurve  muss  ein  schwerer  Punkt  von  einer 
Sttllt  Jfg  zu  einer  um  die  Grösse  h  tiefer  liegenden  Stelle  0  fallen, 
4««it  die  Fallzeit  T  eine  gegebene  Function  ^  {h)  der  Fallhöhe  h 
•trde? 


Unter  Beibehaltung  der  bisherigen  Hczeichnung  ist  die  Bedingung  zu  erfüllen 

h 

=  F2/y.  vW- 


./    Vh 


—  X 

ü 


"  "iersoi  die  unbekannte  Function  s  =  qp  (x),    welche   den  Bogen   der  gcsuch- 
'^■Ciirre  ?on  0  nach  M  gerechnet  als  Function  der  Abscisse  x  darstellt,  zu  finden, 

'"^•f'^o  wir  beide  Seiten  dieser  Gleichung  nach  Multiplication  mit      -      .      aber- 

r  fi  —  h 
■•«•  und  iwar  von  0  bis  fi;   os  wird  sich  dann  zeigen,   dass  die  boicleii  Intcgral- 
***^«o  links  weggeschafft  werden   können.     Zunächst  ist  also  unsere    Gleichung 

'(p'ix)  dx  /'^  (//)  dh 


i*      dh  i'(p(x)dx^  i'n>U 


0  0  0 

vtlche  wir  noch  dadurch  vereinfachen  können,  dass  wir  die  Wurzeln  mit  Hülfe 
fw«ckBi«iigcr  Substitutionen  fortbringen.  Setzen  wir  nUmlich  auf  der  linken 
Seit«  *  —  *  «  y«,  Bo  kommt: 


0  0 
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und   indem   wir   hierin  jetzt    für  h  die    neue  Variabele   x   durch   die  Gleichung 
|Li  —  k  =  x^^  einführen,  geht  diese  Seite  über  in 

4  I   dx    I  <p'  (ii  —  a?*  —  y*)  dy 

0  0 

und  hierdurch  wird  unsere  ganze  Gleichung 

^^^■=^  Ä 

4j  j<p'(f*  -  -*  -  y^)äxdy  -  ]K2^J^^. 

0        0  0 

Um  die  linke  Seite  derselben  zu  reduciren  und  die  gesuchte  Function  ip  tob 
den  Integralzeichen  zu  befreien,  wollen  wir  eine  Interpretation  versacben.  £i 
steht  nichts  im  Wege,  das  Produkt  dxdy  als  das  Element  eines  ebenen  Fliehe»* 
raumes  anznsehon,  bezogen  auf  rechtwinklige  Coordinaten  x^  y.  Die  GrSMS 
a^  -\-y*  stellt  alsdann  das  Quadrat  der  Entfernung  dieses  Elementes  vom  ürspniiige 
dar  und  das  Element  9'(fi  —  x'^  —  y^)dxdy  des  Integrales  ist  das  Prodnki  am 
dem  Flächenelemente  und  einer  Function  von  dem  Quadrate  dieses  s^net  AMtt- 
des  vom  Ursprünge.    Die  Integration  nach  y  ist  bei  constantem  x  Yon  y  ■■  0  bll 

y  =  Yfi  —  o:*  zu   führen,    d,  h.   also  von    der  Abscissenaxe    bis    an  den  JEiill 

^  •■{'  y^  =^  li' ,  welcher  mit  dem  Radius  Vfi,  um  den  Coordinatenurspning  betoM- 
ben  werden  kann.     Die  nachfolgende  Integration  in  Bezug  anf  w  ersireekt  sfak 

von  o;  =>  0  bis  a;  =»  Yfi  und  sieht  man  hieraus  deutlich,  dass  das  ganie  D<ppil 
integral  die  Bildung  der  Summe  aller  Elemente  tp'  (fi  —  (ß^  -{•  y*))  dxdy  Teriimt^ 
welche  dem  Viertelkreise  angehören.  Nun  können  wir  aber  diese  Somme  lata 
bilden.  Wählen  wir  nämlich  Polarcoordinatcn  r,  ^,  so  ist  der  Ansdmek'te 
Flächenelementes  rdrdO'  und  also  qp'(fi  —  r*)  rdrdd"  das  Element  nnserei  Bopf!' 
integrales  und  um  die  Integration  über  alle  Punkte  des  Viertelkreises  zu  entndtfi 

haben  wir  nach  r  von  r  =  0  bis  r  =  Vfi,  nach  ^  aber  von  ^  ^  0  bis  ♦  •  !• 
zu  integriren.  Das  Doppelintegral  wird  auf  diese  Weise  nur  in  andere  ElemeA 
die  sich  ausserdem  noch  etwas  «anders  gruppiren,  zerlegt  gedacht.  Wir  sriiiN* 
auf  diese  Weise  jetzt  für  die  ganze  linke  Seite  unserer  Gleichung 

*  I      l<P  il*  —  r')  rdrd» 


VI  7f 


0        0 

und  können  die  Integration  nach  «O*  sofort  ausführen,  indem  sie  nur  den  Faelort' 
liefert,  sodass  dieser  Ausdruck  übergeht  in: 


!w  /<p'(fi  — 


r*)  rdr. 


0 

Da  aber  nun  qp'Cft  —  r*)  •  2  rdr  =  —  d  •  tp  {fi  —  »•*)  ist,  so  kann  auch  das  l«*** 
Integralzeichen  entfernt  werden  und  bleibt  blos 

n[g>{ii)  —  <p(0)]. 

Hiermit  iprird  jetzt  unsere  ganze  Gleichung 


9  (^)  —  9  (0) 

0 


'V\ 
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und  damit  Ut  oosere  Fonction  «  =>  9  (x)  gefunden,  nämlich  weil  s  für  das  Arga- 
■lent  Noll  Terachwindet,  d.  h.  9  (0)  =»  0  ist,  wird 


dh 

h 

0 

Dies  ist  die  Oleichang  der  gesuchten  Curve,  bezogen  auf  Abscisse  und  Bogen 
als  Coordinaten.  Das  Wesentliche  der  angewandten  Methode  besteht  darin,  dass 
dmm  Element  des  ursprünglichen  Integrales  so  verändert  wird,  dass  es  als  das 
Sleoieot  eines  Doppelintegrales  auftritt,  für  welches  beide  Integrationen  ausführ- 
bmr  sind  and  also  in  Folge  dessen  die  gesuchte  Function  von  den  Integralzeichen 
Wfreit  wird. 

Wird  fp  (A)  constant,  nämlich  ^  (A]  =>  a,  so  ergibt  sich  wieder  die  Cycloide. 

ist  /^"?  -     ™  ^Vif  mithin  ««  =  -^-x.    Der  Radius  des  Wälzungs- 
J  Vx  —  h  ^ 

0 

VnbesUt  ^. 

Das  Problem  der  Tautochronen  ist  noch  einer  anderen  bedeutenden  Verall- 
ytiaenmg  f&htg,  indem  man  die  Curve  suchen  kann,  auf  welcher  ein  Punkt, 
Wicker  Irgend  welchen  ron  dem  Orte  abhängigen  Beschleunigungen  unterworfen 
H  ilcii  bewegen  muss,  damit  die  Zeit,  welche  er  braucht,  um  an  einer  bestimm- 
^Stelle  ansulangen,  unabhängig  sei  von  der  Länge  des  Weges,  den  er  zurück- 
filigt  hat.  In  dieser  Allgemeinheit  haben  bereits  Newton  und  Euler  das  Pro- 
^l«i  aafgefassi.    (Vgl.  Jullien,  Problhnes  de  micantque  rationelle^  T.  I,   p.  374.) 

f.  16.  Die  Cjclo'ide  besitzt  in  Bezug  auf  die  Bewegung  eines  schweren 
'^tes  aaf  ihr  noch  eine  weitere  ausgezeichnete  Eigenschaft.  8ie  ist  nämlich 
allen  Corven,  welche  durch  zwei  gegebene  Punkte  A^  B  gelegt  werden 
I,  diejenige,  auf  welcher  ein  schwerer  Punkt  in  der  kürzesten  Zeit  von 
^*^  siaen  Punkte  zum  andern  gelangt.  Sie  hcisst  daher  auch  die  Brachisto- 
^■toae  des  schweren  Punktes.  Das  Problem  der  Brachistochrone  wird  mit 
™ft  der  Variationsrechnung  gelöst,  indem  man  die  Zeit  des  Fallens  von  A 
^^*^  B  oaeh  den  Regeln  dieses  Caiculs  zu  einem  Minimum  macht  und  aus  den  Bc- 
^Cvagen  des  Minimums  die  Gestalt  der  unbekannten  Curve  bestimmt.  Indessen 
^^  Stta  eben  dazu  durch  einfache  p^eometrischo  Betrachtungen  gelangen,  wie 
^  kirz  zeigen  wollen. 

Zsaächst  ist  klar,  dass  wenn  eine  Curve  Brachistochrone  zwischen  zweien 
^^"^  Punkte  A  und  B  ist,  sie  dieselbe  Eigenschaft  zwischen  je  zweien  ihrer 
^^^  Jf,  M*  besitzen  muss,  sonst  würde  man  dem  Bogen  3f.\t  den  Bogen  einer 
^^^^v«B  Conre  substituiren  können,  auf  welchem  der  Punkt  in  kürzerer  Zeit  von 
^  Mch  At  gelangen  könnte  und  in  Folge  dessen  wäre   die  Zeit  des  Fallens  von 

*^  B  auf  der  ursprünglichen  Curve  nieht  die  kürzeste,  diese  Curve  also  nicht 
^  Brackutochrone.  Ferner  lassen  sich  zwei  Eigenschaften  der  Brachistochrone 
^^^o,  von  denen  die  eine  sich  auf  die  Lage  ihrer  Schmifgungsebone,  die  andere 
^  ^it  Neigung  ihrer  Tangente    gegen  die   Vertikale    und    die  Geschwindigkeit 

^kt  Zu  dem  Ende  seien  3/,  M*,  M**  drei  aufeinanderfolgende  Punkte  der- 
***^  und  also  MM\  M'M*'  zwei  aufeinanderfolgende  Bogenclemcnte;  durch  die 
^  Psnkte  legen  wir  die  horizontalen  Niveauebenen  «,  «',  «"  unseres  Problems 
^^  bezeichnen  die  Geschwindigkeiten  für  c  und  f  mit  v,  v.  Da  jede  Bewegung 
**  Zeitelemeat  als  gleichförmig  anzusehen  ist,  so  denken  wir  uns  das  Element 
9Mt  mit  der  Geschwindigkeit  v,   das   Element  M\%t"  mit  der  Geschwindigkeit  v 
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beschrieben  nnd  bemerken,  dass  wenn  wir  zwischen  M  nnd  M"  irgend  zwei  ander 
Elemente  Mft,  {i,M"  ziehen  würden,  deren  gemeinsamer  Punkt  f»  auf  €' liegt,  M 
ebenfalls  mit  der  Geschwindigkeit  v  und  y^'H"  mit  der  Geschwindigkeit  o'  dnrcB 
laufen  würde,  9a  die  Geschwindigkeiten  für  alle  Punkte  derselben  Niveauebcn 
dieselbe  ist.  Legen  wir  nun  durch  M  und  M"  eine  Vertikalebene,  so  kann  gezeig 
werden,  dass  die  beiden  Elemente  M  M\  Af '3/"  der  Brachistochrone  in  diese  Ebei: 
hineinfallen  müssen,  d.  h.  dass  die  Schmiegungsebene  des  Punktes  M  vertikal  m 
Denn  ist  M^  die  Projection  von  M'  auf  diese  Ebene,  so  ist  MMi  -^  MM*  na 
M^M"  <  M'hf\  wo  auch  immer  M'  in  der  Niveanebene  b  liegen  mag,  mithS 
wäre  die  Zeit,  welche  ein  Punkt  braucht,  um  MM^  mit  der  Geschwindigkeit  v  ■ 
durchlaufen,  grösser  als  die  Zeit,  welche  er  bei  derselben  Geschwindigkeit  n  ' 
Durchlaufen  von  MM^  nöthig  haben  würde;  ebenso  wäre  zum  Dorchlanfen  vc 
M'M"  mit  der  Geschwindigkeit  v  eine  grössere  Zeit  erforderlich,  als  zum  DnreH 
laufen  von  M^M'\  Daher  fällt  M'  mit  M^  zusammen  und  ist  folglich  die  Sehini « 
gungsebene  MM'M"  des  Punktes  M  vertikal.  Aus  denselben  Gründen  ist  1' 
Schmiegungsebene  des  Punktes  M'  vertikal  und  da  sie  durch  M'M"  geht,  so  f£l 
sie  mit  der  Schmiegungsebene  von  M  zusammen.  Da  hiernach  je  zwei  aufeinands 
folgende  Schmiegungsebenen  der  Brachistochrone  zusammenfallen,  so  ist  die  gtaa 
Curve  eben  und  ihre  Ebene  die  Vertikalebene  der  Punkte  A\  B. 

Der  zweite  der  angedeuteten  Sätze  sagt  ans,  dJM 
^^^*  ^^'  wenn  t  die  Neigung  der  Tangente  der  BrachistoehroKi 

in  M  gegen  die  Vertikale  ist,   der  Quotient   ÜAfl 


der  ganzen  Curve  constant  ist.  Zieht  man  nämlich 
einem  dem  Punkte  M*  benachbarten  Punkte  m  (Fig.  MO' 
in  der  Schnittlinie  der  Vertikalebene  der  BraekiitA 
chrone  mit  der  Niveau  ebene  b*  des  Punktes  lt  Ai 
Strecken  Mm,  M"m  und  fällt  von  m  auf  MM*  das  Perpe» 
dikel  mp ,  sowie  von  M*  auf  M"ni  das  Perpendikel  m^ 
so  wird  wegen  der  unendlichen  Kleinheit  von  m^f  die  Strecke  Mm  ^  Mf  "^ 
ebenso  qM"  =  M*M'\  Daher  sind  die  Zeiten,  welche  der  bewegliche  ?vo^ 
braucht,  um  MM'  +  M'M"  einerseits  und  Mm  +  mAf  andererseits  zu  dme* 
laufen:  MM*    ,    qM"        ,    Mp    ,    mM" 


V  V  V  V 

und  der  Unterschied  beider  beträgt  daher 


V  V  \    V  ü     / 


wenn  i,  t   die  Neigungen  von  MM'  und  M'M"  gegen  die  Vertikale  in  My  IT  ^^ 

deuten.    Diese  unendlich  kleine  Differenz  ist  aber  nun  die  Aenderung,  welche  ^' 

Fallzeit  des  beweglichen  Punktes  beim  Uebergange  von  den  Elementen  MM'ft'^ 

der  Brachistochrone  zu  den  Elementen  Mm,  mM"  einer  benachbarten  Corve  ef»^ 

det,  und  da  die  Fallzeit  für  die  Brachistochrone   ein  Minimum  ist,  so  mius  j^** 

Aenderung  Null  sein.    Daher  ist 

sin  i sin  V 

d,  h.  der  Quotient  bleibt  beim  Uebergange  von  einem  Elemente  der  Brachit*^ 

chrone  zum  folgenden,  also  auch  längs  der  ganzen  Curve  constant. 

Bezeichnen  wir  den  reciproken  Wcrth  dieses  Quotienten,  welcher  eine  LiB^ 
darstellt,  mit  fi,  setzen  also 

stn  i  =  — 
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die  Formel 

4»«  —  iO  =  gy 

che  dae  Princip  der  lebendigen  Kraft  gibt  und  worin  »o  ^^^  Anfangs- 
^keii  des   beweglichen  Punktes  (in  A)^  y  die  Tiefe   von  M  unter  der 

le  Ton  A  bedeutet,   so  kommt,   wenn  wir  noch   -^  =»  A  und  ~  =»  2  a 

2^  2p 


9in  t 


r       2a     ' 


n  wir  non  die  Länge  h  ^=^  AH  vertikal  über  A  auf  (Fig.  121.),  ziehen 
I  der  Ebene  der  Curve  die  Gerade  //X,  in  M  die  Normale  MN  und  die 
M  N\  von  welcher  ersteren   HX  in  iV  und    letztere  die  Vertikale  des 
in  iV'  treffen  mag,  sowie  MQ  parallel  HX^  so  wird 

man  diesen  Ausdruck  mit  dem  oben  für  «m  t  aufgestellten,  so  folgt 
,  d.  h.  da  2  a  constant  ist,  NN'  ist 
oostant.  Beschreibt  man  nun  über 
urchmesscr  einen  Kreis,  so  geht 
h  Jf,  bleibt  während  der  Bewegung 
iter  Grösse,  berührt  die  Horizontale 
\X  zn  der  Brachistochrone  die  Be- 
läse  deren  Normale  und  Tangente 
1  durch  den  Berührungspunkt  N 
d  dessen  Gegenpunkt  iV'  hindnrch- 
iese  Eigenschaften  charakterisiren 
chcnd  die  Brachistochrone  als  die  Cyclo'ide. 

gleich  Null,  so  wird  A  zur  Spitze  der  Cyclo'ide.  In  diesem  Falle  ist 
:ht,  die  Cycloide  zu  construiren.  Es  sind  nämlich  alle  Cjclo'iden,  welche 
A  und  die  Hichtung  der  Basis  AX  gemein  haben,  ähnliche  und  ähnlich 
inren  und  unterscheiden  sich  in  nichts  als  der  Grösse  des  rollenden 
[^nstruirt  man   daher   irgend   eine    derselben  über  der  Basis   Aa  und 

Durchschnitt  ß  mit  dem  Strahle  AB,  so  genügt  es,  zu  ßa  die  Parallele 
ben,  um  die  Basis  AA'  der  durch  B  gehenden  Cycloide  zu  finden.    Der 

AA'  V  • 

>s  Wälzungskreises  ist  -       .     Ist  aber  v^  nicht  Null,  so  liefert  -  -  =  ä 

25r  2g 

ie   Höhe   der  Cyclo'idenbasis   über  der  Anfangslage  A  des  beweglichen 

Um   in   dieser  Basis   die  Spitze   der  Cycloide   zu  finden,   bedenken  wir, 

sng  auf  dieselbe  als  Ursprung  eines  Coordinatennystems  der  x,  y,   für 

!  x-Axe  in  die  Basis  der  Cycloide    fttllt,   die  Gleichungen  der  Cyclo'ide 

[Koordinaten  x  =  .T|,  y  =  A;  x  — :  jtj,  y  =■  A'  der  Punkte  A^  B  erfüllt 

■sen,  dass  also  die  vier  Gleichungen 

X,  =■  fl  (a)|  —  8\n  0),)  Xj  =»  fi  (ca^  —  nin  cOt) 

A  =       2  a  tin  \(Ox  h'  ^=       2n  xin  ^co^, 

n  welchen  noch  eine  weitere  x,  —  .r|  =  d  hinzutritt,  weil  die  Horizon- 
n  der  Entfernung  AB  als  gegeben  anzusehen  ist.  Nach  Elimination 
iokel  Cd,,  oi,,  welche  die  den  Puukten  A^  B  entsprechenden  Wälzungs- 
I,  bleiben  drei  Gleichunj^cn  zwischen  X|,  x^,  </,  a,  A,  h'  übrig,  aus  welchen 
[cfnndcn  werden  können. 

das  Problem  der  Brachistochrone  ist  einer  Venillgemeinerung  fähig, 
i  an   die  Stelle   der  constantcn   Beschleunigung  der  Schwere   eine  B«' 

22* 
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schleuniguog  treten  lässt,   deren  Grüsse  and  Richtung  vom  Orte  des  beweglicbeii 
Punktes  abhängt.    Die  beiden  oben  benutzten  Sätze  behalten  in  soweit  anch  bei 
dem  allgemeinen  Probleme  ihre  Geltung,  als  an  die  Stolle  der  Niveaaebenen  allge- 
jneine  Niveauflächen  treten  und  der  Winkel  t  die  Neigung  des  Bogenelementes  der   • 
Brachistochrone  gegen  die  Normale  der  Niveaufläche  angibt. 

Das  Problem  der  Brachistochrone  rührt  von  Joh.  Bernonlli  her,  welcher 
es  1696  in  den  Actis  erudUorum  stellte.  Es  wurde  damals  von  LeibnitjB  gelost; 
kurze  Zeit  darauf  gaben  auch  Jacob  BernouUi,  de  l^Hopital  und  Newton 
Lösungen  desselben. 

§.  16.  Bewegping  eines  schweren  Punktes  auf  der  Cydoide  im  widerstehandeB  KtUL 
Ein  schwerer  Punkt  sei  genöthigt,  sich  auf  einer  vertikalen  Cycloide  za  bewegen, 
deren  Basis  horizontal  ist  und  welche  ihre  Concavität  nach  oben  kehirt  nnter  der 
Voraussetzung,  dass  die  Beschleunigung  des  Widerstandes  der  ersten  Polens  der 
Geschwindigkeit  proportional  ist;  man  soll  die  Bewegung  des  Punktes  untersachen. 

Legen  wir  den  Ursprung  des  Coordinatensystems  in  den  Scheitel,  die  JC-Aze 
vertikal  und  positiv  nach  oben,  die  y-Axe  horizontal  und  rechnen  wir  den  Bogen  i 
vom  Scheitel  an  aufwärts.    Die  Tangentialbeschleunigung  hat  zwei  Bestandthaile. 

(ff/v\  dx 

—  -T— )  =  ^  T~  >  ^®'  voJ*  dcni  Wider- 
OS  /  ds 

ds 
Stande  herrührende  aber  —  ^  ~j7  *     ^^  ^^®  Tangentiaibeschleunigong  selbst  des 

Werth  —  -^  besitzt,  so  wird  die  Gleichung  der  Bewegung  auf  der  Bahn: 

<f**    ,       ds  dx        ^ 

Sie   geht  vermöge  der  Eigenschaft  «*  =  Sax^  wo  a  den  Radios  des  Wälsmi^ 

kroises  bedeutet,  über  in 

d's    ,        ds    .     a 

ist  linear  mit  constanten  Coefficienten  und  besitzt  daher  Particalärlösongeo  vw 
der  Form  s  =  C  -  e*"^.     Eine  solche  Lösung  genügt,  wenn  die  Constante  r  eiM 

Wurzel  der  Gleichung  r«  +  xr  +  ^  =  0,  d.  h.  r  =  —  ^x  ±  ^  j/%*  —  -^  ll«, 

wie  man  durch  Einsetzen  der  Lösung  in  die  Diflfcrentialgleichung  findet  D** 
allgemeine  Integral  ist  daher 

Es  sei  nun  zunächst  x*  -—  —  negativ.    Setzt  man  in  diesem  Falle  1^--  —  «••»  /» 

a  r     a 

so  nimmt  das  Integral  die  Gestalt  an 

*  =  e~  ^  ''(^  cos  \yi  +  B  sin  {yt) 

und  wenn  s  =  c  und  t;  =  0  für  /  =  0,  so  bestimmen  sich  die  Constanten  Awi^ 
durch  die  Bedingungen  c  =^  A  und  —  %A  -{-  yß  =  0,  In  Folge  dieser  BcitiiH' 
mung  wird  sodann 

s  =  ce"" "**  [cos  \yt  -\ sin  \yn  . 

Der  bewegliche  Punkt  passirt  den  Scheitel  der  Cycloide,  so  oft  der  Inhalt  der 
Klammer  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  verschwindet.  Die  Zeit  dei 
Niederganges  ist  daher  der  kleinste  Werth  von  t^y  welcher  aus  der  Gleiehnng 

i9\yU  =  -  ^- 


#  =  c 
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folgt.  Dieser  Werth  ist  unabhängig  von  c  und  daher  ist  für  den  vorliegenden 
Fall  die  Cyeloide  Tautochrono  im  widerstehenden  Mittel,  wenn  die  Beschleunigung 
des  Widerstandes  der  ersten  Potenz  der  Geschwindigkeit  proportional  ist. 

Für    die    Geschwindigkeit   o  ss    —    ,      erhält    man    aus    der   vorstehenden 

dt 

Formel  für  «: 

2%     A.n     6n 
Dieselbe  wird  Null   für  /  —  0,   "     ,         ,         , Daher  ist  die  Dauer  T  einer 

y      y      y 

OseflIaUon 

Flr  sehr  kleine  Werthe  von  x  ist  diese  Grösse  nahezu  gleich  4  «  X/  — ,  dieselbe, 

mim  bei  den  Oscillationen  auf  der  Cyclo'ide  im  leeren  Räume. 

Setsi  man  die  Werthe  von  ^,   für  welche  o  verschwindet,   in  die  Formel  für 
9  ota,  so  erhält  man  die  verschiedenen  Schwingungsweiten,  nämlich 

_  «;f           _  2xft               3xn 
c,  ce     ^  ,    ce       y    ,    cc       y  , ^^ 

Sie  nehmen  in  einer  geometrischen  Progression  ab,  deren  Exponent  e     ^  ist. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  es  sei  x'  —    -    positiv.     Man  setze  Z/ x* =  y  • 

Pir  s  erhält  man  alsdann 

wd  weaa  man  die  Constanten  6*,  C* durch  dieselben  Bedingungen,  wie  oben,  bestimmt: 

*=-iy    («  +  y)^  —  («  — y)« 

I^itts  Gleichung  zeigt,  dass  s  nur  für  ^  =  oo  verschwindet,  dass  der  bewegliche 
^^t  sich  dem  Scheitel  der  Cycloide  nur  asymptotisch  nähert,  ohne  ihn  errei- 
*^  n  können. 

Pir  die  Geschwindigkeit  erhält  man 

***  wichst  anfangs,    aber  nur  bis  zu   einer  Zeit  /|,    welche    aus    der   Gleichung 
'        »        ,    -    bestimmt  wird,    nämlich   bis  zu   /•  ^s        /•  .      Man   sieht 

»  +  y  y«  —  y 

^  Ms  dem  Werthe  von 

^,  =-  g-  («*  —  y*)  c  (x  —  y)  -   («  +  y)  <? 

^**jeaer  Zeit  an  nimmt  v  ab  und  nähert  sich  der  Null  als  Grenze. 

Wird         —  X*  s*  0,  so  erhält  man 

m 

,  —  ce     *''(!  +  4x0 


0 


i»Ute-^" 


Im  diesam  Falle  kann  der  bewegliche  Punkt  den  Scheitel  ebenfalls  nie  erreichen. 
Pia  Getchwlodigkeit  besitzt  für  /  >»  ^  x  ein  Maximum. 
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§.  17.  Bewegung  eines  schweren  Punktes  auf  einem  vertikaldn  XraiM  in  widtr- 
stehenden  MitteL  Ein  schwerer  Punkt  sei  gcnöthigt,  auf  einem  vertikalen  Kreise 
sich  zu  bewegen,  es  wirke  aber  auf  ihn  der  Widerstand  eines  Mittels,  in  welcben 
er  sich  bewegt.  Die  Anfangsgeschwindigkeit  sei  Null,  die  Schwingungen  seien 
sehr  klein  und  verhältnissmässig  langsam,  d.  Ii.  der  Radius  a  des  Kreises  (der 
Pendelfaden)  sehr  lang.  Bedeutet  R  die  Beschleunigung  des  Widerstandes,  so 
wird  die  Gleichung  der  Bewegung  unter  Beibehaltung  der  Bezeichnangsweise 
des  §.  11.: 

Die  Grösse  R  wollen  wir  wieder  der  ersten  Potenz  der  Geschwindigkeit  propor- 
tional setzen,  etwa  H  =  xv.  Dadurch  geht  unsere  Gleichung,  wenn  wir  zugleich 
auf  die  Relation  8  =  a[a  —  9)  Rücksicht  nehmen,  welche  uns  liefert: 

ds  (19^  d'i  tPd" 

über  in: 


di  ^  dt  '        dfi  ^  d^ 


d^d-    .       dd-   .    g     .    ^       ^ 

Diese  Gleichung  ist  nicht  linear,  unter  der  Voraussetzung  kleiner  SchwingongSB 
wird  sie  aber  linear,  sobald  man  sin  9"  näherungs weise  durch  9"  ersetzt,  nXmlleh: 

dt*     *     %   dt     *     a 

Diese  Gleichung  ist  dieselbe,  wie  die  des  vorigen  §.,  nur  steht  ^  an  Stelle  v<m  # 
und  a  an  Stelle  von-  4a.     Es  gelten  also  alle  dortigen  Schlüsse   auch  hier  mit 
Rücksicht  auf  diese  Modificationen  und  die  Beschränkung  auf  kleine  Oscillatioiif- 
amplituden.    Für  die  Bewegung  eines  Pendels  in  der  Luft  gelten  nahezu  die  Ge- 
setze der  uns  vorliegenden  Bewegung,    indem    man    ohne  Fehler   innerhalb  der 
Beobachtungsgrenze    den  Widerstand  der  Luft   für   langsame   Schwingungen  der 
Geschwindigkeit  selbst  proportional  setzen  darf.    Die  Zeit  des  Niederganges  iit 
etwas    grösser   als   im   leereu   Räume,    die    Oscillationsdauer   aber   ist  dieselbe^ 
wie  dort. 

Es  ist  wichtig,  für  das  Pendelproblcm  im  widerstehenden  Mittel  eine  sUgt- 
meine  Methode  zu  kennen,  welche  für  specielle  Gesetze  der  Beschleunigofig  des 
Widerstandes  Näherungen  mit  hinreichender  Schärfe   zulässt.     Die   folgende  He- 
thode,   welche  man  Cauchy  verdankt,    erfüllt  diese  Forderung    in    ausgexeick-      1 
neter  Weise. 

Unter  Beibehaltung  der  obigen  Bezeichnungsweise  hat  man  — ssoits^"  ^ 

und  —  fl  —-  =  t),  oder,  wenn  ^  sehr  klein  ist,  wie  hier  immer  angenommenww*^ 

soll,  näherungsweise 

^^  .A  «  ^^ 

Combinirt  man  diese  Gleichungen  so,  dass  man  die  zweite,  mit  einem  nnbesüi^  ^ 
ten  Coefticienten  X  multiplicirt  zur  ersten  addirt,  so  erhält  man  nach  einer  k» 
neu  Transformation: 


^•■i^+7(- -¥»)+«-»• 


Nun  bestimmt  man  X  so,  dass  ü  -—     ^  in  v  -\-  Xd"  übergeht,  welches  für  i*  =»  — 
d.  h.  für  X  ==  Yga  •  i  erfolgt.     Man  hat  alsdann 
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Diese  Gleichung  ist  linear  und  kann  man  durch  Multiplication  mit  «'  bewirken, 
daas  die  beiden  ersten  Glieder  sich  in  ein  einziges  zusammenziehen  und  die  Glei- 
chang  die  Form  annimmt: 

rfT"     "  +'    ^="^- 

Durch  Integration  von  f  ■»  0  bis  /  =  f  unter  Berücksichtigung  der  Bediligungen : 
9^0,  ^^afür/sBO  erhält  man  nun 

e"    (o  +  l»)  -  la  +  I  e'  Rdt  —  0, 

oder  nach  Division  mit  e*    und  mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung  von  It 
V  +  V^'^  =  Vgaaie  *—  e  *•     / «       "  Rdi , 


Srseist  man  nun  hierin  die  Exponentialfunctipn  e         "    durch  den  gleichbeden- 

ttadea  goniometrischen  Ausdruck  coi  J/  -^  i  "iz  isiny^t  und  setzt  die  reellen 
Bcttaodtheile,  sowie  die  imaginXren  für  sich  einander  gleich,  so  findet  man: 

•  -  r«  K^  -^*  ««  j/^tndi\  Minj/^i-(  jcosj/^i'  Rdt\  coij/^i, 


0  0 


0  0 

Aus  diesen  beiden  Formeln  zieht  man  folgende  Folgerungen. 
1.   Im  leeren  Baume   ist  o  s»  0  für  /  sa  o  und  für  l  ^^  n  J/  —  ^   d.  h.  für 

"       /- 

^  Ittlbe  Oscillationsdauer;  hier,   im    widerstehenden  Mittel  ist  für  t  =b  nT/  — 

r      ff 

^    Qeschwindigkeit  noch   nicht  Null,  vielmehr  ist  sie:    »  ■■  /   ^«s  y   —  l-  Hdl . 

^^*"^ts  folgt,  dass  die  halbe  Oscillationsdauer  im   widerstehenden  Mittel   etwas 
r  ist,  als  im  leeren  Raum. 

1   Für  I  ■■  «  I^  — ,  wofür  im  leeren  Räume  der  Ausschlagwinkel  d  =  —  a 

r      ff 


US 


»  ergibt  sich  hier  -0-  =»  —  a  +  .-— r   f    sin  1/  ^  t  -  Hdt  und  da  der  Werth  d 

VgaJ  r      « 

^•^^l^cs   positiv  ist  (weil   tinV  '^-  t  von   l  =^  0  h'iB   t  =^  n  j/  -"    nur    positive 

^^rthe  hat  und  R  eine  absolute  Zahl  ist),  so  folgt,  daw  der  Ausschlagwinkel  im 
^^^rttehenden  Mittel  kleiner  ist,  als  im  leereu  Räume.    Die  Amplitude  wird  also 
4^tth  den  Widerstand  des  Mittels  verkleinert. 
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denselben  nöthigen,  auf  einem  Rotationsellipsoid  zu  bleiben,  indem  n 
ihn  dnrch  zwei  Fäden  von  der  Längensnmme  gleich  der  Botatioo« 
mit  den  Brennpunkten  verknüpft.  Die  allgemeinste  Art,  einen  Fa 
zu  nöthigen,  anf  einer  gegebenen  Fläche  zu  bleiben,  welche  sngle 
das  Analogen  zu  der  Monge^schcn  Fadenconstruction  Cap.  IV|  §• 
darbietet,  beruht  auf  folgenden  Betrachtungen.  Durch  jeden  Punkt  eii 
Fläche  gehen  zwei  Ktümmungslinien  hindurch ;  sie  bezeichnen  die  beic 
Kichtungen,  nach  welchen  hin  von  jenem  Punkte  ans  die  Fläche 
schwächsten  und  stärksten  gekrümmt  ist  und  schneiden  einander  reo 
winklig.  Die  sämmtlichen  Krümmungslinien  einer  Fläche  bilden  i 
dieser  zwei  Curvenschaaren ,  sodass  jede  Curve  der  einen  Schaar  i 
Cnrven  der  anderen  Schaar  rechtwinklig  durchschneidet  und  beide  Seh 
ren  mithin  die  ganze  Fläche  in  rechteckige  Flächenelemente  zerleg 
Die  Krümmungslinien  einer  Fläche  besitzen  die  Eigenschaft,  dass  i 
Normalen,  welche  in  zwei  unmittelbar  aufeinanderfolgenden  Fankl 
einer  solchen  Curve  auf  der  Fläche  errichtet  werden,  sich  schneid) 
Legt  man  daher  in  allen  Punkten  längs  einer  Krümmungslinie  die  N 
malen  an  die  Fläche,  so  bilden  diese  eine  abwickelbare  Fläche  n 
berühren  eine  auf  dieser  abwickelbaren  Fläche  liegende  Curve.  Dil 
Curve  ist  der  Ort  der  Krümmnngsmittelpnnkte  aller  Normalschnitte  ( 
Fläche,  welche  die  Krümmungslinie  berühren  und  enthält  also  ICtt 
punkte  der  stärksten  oder  der  schwächsten  Krümmung,  je  nachdem  < 
Krümmungslinie  eine  Linie  der  stärksten  oder  der  schwächsten  Ert 
mung  ist.  Führt  man  diese  Construction  mit  sämmtlichen  Krümimiiil 
linien  aus,  so  erhält  man  zwei  Schaaren  abwickelbarer  Flächen,  wek 
sich  paarweise  rechtwinklig  in  den  Normalen  der  Fläche  durchschneid 
und  eine  neue  Fläche,  auf  welcher  die  sämmtlichen  Orte  der  Ert 
mungsmittelpunkto  der  in  den  Richtungen  der  stärksten  und  schwlehit 
Krümmung  geführten  Normalschnitte  (Hauptnormalschnitte)  liegen  u 
also  selbst  den  Ort  der  Krümmnngsmittelpunkte  aller  dieser  Hauptnoim 
schnitte  darstellt.  Diese  Fläche  hat  zwei  Theile,  die  sich  in  einiela 
Fällen  von  einander  trennen,  von  denen  der  eine  die  Hittelpnnh 
stärkster,  der  andere  die  Mittelpunkte  schwächster  Krümmung  entU 
Da  durch  jede  Normale  ein  Normalschnitt  der  stärksten  und  ein  Nonw 
schnitt  der  schwächsten  Krümmung  hindurchgeht,  so  berührt  jede  N< 
male  eine  Curve  der  Krümmungsmittelpunkte  der  einen  und  eine  Cor 
der  Krümmungsmittclpunkte  der  anderen  Art  und  da  diese  beiden  Ci 
ven  auf  der  Fläche  der  Krümmungsmittelpunkte  liegen,  aber  versehi 
denen  Theilen  angehören,  so  folgt,  dass  jede  Normale  diese  Flie 
doppelt  berührt,  nämlich  in  einem  Krümmungsmittelpunkte  der  stärkst 
und  einem  Krümmungsmittelpunkte  der  schwächsten  Krümmung,  i 
diesen  Betrachtungen  geht  hervor,  dass  die  sämmtlichen  Normalen  eil 
Fläche  eine  gewisse  Centralfläche  doppelt  berühren  oder  in  dem  Fa 
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dass  diese  in  swei  getrennte  Theile  zerfällt,   zwei  Flächen  zugleich  be- 
rftbren.     Man  erkennt  daraus   weiter,   dass   man  nur  nöthig  hat,   eine 
Gerade  so   längs   der   Oesammtfläche    der   Hanptkrümmangsmittclpnnkte 
Ungloiten  sn  lassen,  dass  sie  dieselbe  doppelt  berührt,  nämlich  in  einem 
Pttnkte  des  einen  and  in  einem  Punkte  des  anderen  Theiles,  wenn  einer 
ihrer  Punkte  gezwungen  sein  soll,  sich  auf  der  gegebenen  Fläche  selbst 
m  bewegen,  welcher  jene  Fläche  der  Hauptkrüramungsmittelpunkte  an- 
gehört. 

§.  3.     Die  Theorie  der  Bewegung  eines   Punktes    auf   gegebener 

Flicke  nimmt  einige  Lehren   der  Geometrie   über  die  kürzesten  Linien 

(weh  geodätische  Linien   genannt)   in   Anspruch,    welche  wir   zunächst 

ntwiekeln  wollen.     Die  kürzesten  Linien   auf  Flächen   sind   durch    die 

Bseuehaft  eharakterisirt,  dass  in  jedem  ihrer  Punkte  der  Krümmungs- 

UliBiesser,    also   auch   die  Haupt  normale   derselben  mit   der  Normalen 

m  Fliehe  zusammenfällt  oder  also  die  Schmiegungsebene  der  kürzesten 

I^ie  duYch  die  Normale  der  Fläche  geht.     Um  diese  Eigenschaft  ganz 

elementar  zu  beweisen,   nehmen  wir  zunächst  den  einfachsten  Fall  an, 

^  wekhen  sieh   der  Fall   bei  einer  allgemeinen   Fläche   zurückfahren 

"^i  almlich  dass  die  Fläche  aus  zwei  Ebenen  E^  E"  bestehe,  welche 

"A  in  einer  Geraden  d  schneiden.     Soll  von    einem   Punkte  A  in   £ 

■seh  einem  Punkte   ^  in  i^  über  die  Fläche  hin   eine  kürzeste  Linie 

(**ogea  werden,  so  wird  diese  die  Kante  d  in  einem  gewissen  Punkte  C 

'beiden  and   ist  zunächst  klar,    dass   die   Stücke  AC  und  CB  dieser 

''''besten  Linie   geradlinig  sein   müssen.     Nun  muss   aber  C  so  gewählt 

••MeD,  dass  AC  +  CB  ein  Minimum  werde.    Um  die  hierzu  erfordcr- 

"^^  Lage   des   Punktes  C  zu   erkennen,   drehen   wir  die  Ebene  E'  so 

l*^«  um  die  Kante  d  um,  bis  sie  in  die  Ebene  E  hineinfällt,   aber  so, 

***e  A  nnd  B  auf  entgegengesetzte  Seiten    von  d  zu   liegen  kommen. 

^rch  diese  Drehung  wird   die  Länge   der  kürzesten  Linie   nicht  geän- 

^^  nad  muss  folglich  AC  -{-  CB  auch  nach  derselben  in  der  Gesammt- 

^'^^e  die  kürzeste  Linie  sein,   welche   von  A  nach  B  gezogen  werden 

■••^«i.     In   der  Ebene   aber   ist   die  Gerade   die   kürzeste  Linie.     Daher 

*■••  der  Punkt  C  so  gewählt  werden,  dass  AC  +  CB  beim  Zusammen- 

*•**•»  der   Ebene  E^    E!  in   eine  Gerade   übergeht.      Hierdurch   ist   die 

^^%^  von  C  auf  der  Kante  d  vollkommen  bestimmt.    Dieser  Punkt  muss 

^  Megen,  dass  die  Winkel,  welche  AC  und  CB  mit  c/,  in  demselben  Sinne 

P^ommen,  bilden  sich  zu  n  ergänzen.  ^  Nehmen  wir  jetzt  an,  die  beiden 

^^en  E^  £  bilden   einen   unendlichklein cn  Winkel   mit  einander,   so 

^"^  der  Pankt  B  bei  der  Drehung  der  Ebene  E!  um  die  Kante  d  einen 

«aendlichkleinen  Kreisbogen   BB'   um  d  als   Uotationsaxe   beschreiben, 

I      '^ken  Ebene  mithin  senkrecht  steht   auf  d  und  dessen  Mittelpunkt  der 

I      f^punkt   de«  Perpendikels   ist,   welches  von    B  auf  d  gefällt   werden 

i      ittfia.    Dieser  nnendltchkleine  Kreisbogen  fl&llt  mit  der  Richtung  seiner 
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Tangente   zusammen    und    steht    senkrecht   auf  der  Ebene   B!  in   ihr 
ursprünglichen   Lage,    sowie    nach   der    unendlichkleinen   Drehung  ms.d 
folglich    senkrecht  auf  E,     Daher  steht  auch   die  Ebene  BCW^   welcla.« 
den  kleinen  Kreisbogen  enthält,  oder  die  mit  ihr  identische  Ebene  ilC 
senkrecht  auf  E  und  geht  durch  die  Normale  von  E^  welche  in  Ä  erric 
tot  werden  kann.  —  Die  beiden  Ebenen  E^  Ef  seien  nun  zwei  aufeinande  er- 
folgende  Tangen tenobenon   einer   Fläche;   dann   sind   also  AC  und  C  ^ 
zwei    aufeinanderfolgende   Elemente    einer   Curve  auf  der  Flttchei    dme 
Ebene  AGB  ist  ihre  Schmiegungsebene  in  A  und   enthält  die  NormtJ.« 
der  Flache  in  A  als  ihre  Hauptnormale   oder  die  Bichtnng  des  Krtism- 
mungshalbmessers  der  Curve  in  A.    Wenn  nun  aber  eine  Linie  swischen 
irgend  zweien   ihrer  Punkte  eine   kürzeste  sein  soll,  so   muss  sie  dia*^ 
Eigenschaft  auch  in  ihren  Bogenelomenten  besitzen,  d.  b.  zwischen  %w 
unendlichnahen  Punkten,    welche   auf  zwei  aufeinanderfolgenden  Ti 
gentenebenen  liegen.     Demnach    besteht    der  Satz:     Jede    kttneiC^ 
Linie    auf    einer  Fläche    besitzt  die  Eigenschaft,   dass  ikr« 
Schmiegungsebene   in  jedem   ihrer   Punkte    durch    die  Nor- 
male  der  Fläche   in   diesem   Punkte  hindurchgeht,   also  auf 
der  Tangentenebene    der    Fläche    senkrecht    steht   and  ibr 
Krümmungshalbmessrr  in   die  Richtung  der  Normalen  fftllt- 
§.  4.    Da  die  Schmiegungsebene  der  kürzesten  Linie  die  Normale  dov 
Fläche  enthält,  so  folgt,  dass  der  Normalschnitt  der  Fläche  mit  ihr  iwai 
aufeinanderfolgende  Bogonelemcntc,  folglich  auch  die  Krümmung  gDOieio 
hat.    Ziehen  wir  jetzt  auf  der  Fläche  irgend  eine  beliebige  Curve  und  neh- 
men auf  derselben  drei  aufeinanderfolgende  Punkte  itf ,  AT,  M"  (Fig.  122.)  . 
an,  verlängern  das  Bogenelement  M^f  um   sich  selbst,   wodurch  wir  ••- 
einem  Punkte  A^  gelangen  und  ziehen  iViW",  so  wird  die  Länge  der  Lfaii* 

T^ M'\  welche  als  unendlichkleiner  Kreisbogen  ansnsdi^B 
ist,  erhalten,  indem  man  M'N  oder  MM'  mit  dem  Co** 
tingenzwinkcl  NM*M''  multiplicirt.    Daher  ist  dieser  Co*' 


tincenzwinkel  selbst  ■   ,17 .    Nun  ist  aber  der  KrümniQDS^ 
^  MM 

halbmesser  der  Curve  MMM'  ...  in  M  gleich  dem  Bogenelemente  MJ^ 

dividirt   durch    diesen   Contingenzwinkel.     Derselbe   wird    daher    «15^ 

In  M'  legen  wir  jetzt  die  Tangcutenobene  an  die  Fläche;  sie  wir^ 
die  Tangontenebenc  des  Punktes  31  in  einer  Geraden  d  schneiden.  A** 
die  Tangentonebene  in  ^/'  fallen  wir  von  A^  das  Perpendikel  NQ\  '*' 
durch  erhalten  wir  M'Q  als  das  zweite  Element  einer  kürzesten  Üoi^ 
welche  mit  der  Curve  MM'M'  . .  .  die  Tangente  in  M^  mit  dem  durch  di«*^ 
Tangente  geführten ,  die  Curve  MMM"  . . .  also  gleichfalls  berührend«^ 
Normalschnitte  der  Fläche  aber  beide  Elemente,  also  auch  der  KittB* 
mung  gemein   hat.      Denn   wenn   die  Tangentenebene   des  Punktes  a 
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DrehaDg  um  d  in  die  Lage  der  Tangeutenebene  des  Punktes  M 
t,  so  beschreibt  Q  einen  unendlicbkleinen  Kreisbogen,  welcber 
einer  Tangente  QN  erst  um  Unendlichkleines  zweiter  Ordnung 
:ht.    Daher  ist  der  Krümmungshalbmesser  des  Normalschnitts  MAfQ^ 

T  die  Curve  in  M  berührt,  ähnlich  wie  vorher  - ,, 

er  unendlichkleiue  Winkel  At'M'Q^  welcher  gebildet  wird  von  dem 
D  Bogenelemente  JH'Ilf'  der  gegebenen  Curve  und  dem  zweiten 
elemente  AtQ  der  kürzesten  Linie,  welche  dieselbe  in  M  berührt, 
der  geodätische  Contingenzwinkel  der  gegebenen  Curve 
ikte  M,  Legt  man  durch  Af  gleichfalls  eine  kürzeste  Linie,  welche 
sr  Curve  MM'JHT  . . .  das  zweite  Bogenelement  hfBf'  gemein  hat, 

0  in  ilT  berührt,  so  kann  man  den  geodätischen  Contingenzwinkel 
Curve  in  einem  Punkte  M  auch  definiren  als  den  verschwindend 
II  Winkel  der  beidon,  die  Curve  in  M  und  dem  nächstfolgenden 
ft  Mf  berührenden  kürzesten  Linien.  Das  Bogenelement  MM^^  dividirt 
ihn,  heisst  der  Halbmesser  der  geodätischen  Krümmung, 
der    reciproke  Werth    hiervon    die    geodätische    Krümmung 

Daher   stellt    yv^/     den    Halbmesser    der    geodätischen    Krüm- 

dar. 

eieichnet  man  den  Krümmungshalbmesser  der  Curve  MM'M"  . . .  mit 

1  des  sie  in  M  berührenden  Normalschnitts  oder  der  bie  berührenden 
ten  Linie  MM'O  mit  i?  und  den  der  geodätischen  Krümmung  mit  (», 
.  man 

^   :   }  :   l    =  NM":  SQ:  QM'\ 
9      ^      if 

m  nnendlichkleiiien    rechtwinkligen   Dreieck    M'QN  stellt   Winkel 

•=  0  den  Neigungswinkel  der  Schmiegungsebenc  der  Curve  MM'Jit' 

die  Tangentenebene  dar  und  hat  man  weiter 

NM'':  NO  :  03f'  =  1  :  sin  ^  -  cos  9 
üt  Hülfe  dieser  Proportion  also 

111 

:  _   :    ,    =  1  :  stn  9  :  cos  \r , 

9      f^      (J 

Q  c=z  R  sin  O,      li  =  ^  ^  zrzz  nuj  0. 
^  '       ^  cos  O  ^ 

^ie    Gleichung    q  =  R  sin  ^    enthält    den    Mennie raschen    Satz. 

nfimlich  ^  der  Winkel  ist,  den  die  Schmiegungsebene  M^fM"  mit 

'angeDtenebene  in  M  {M'  fällt  mit  M  zuHammen)  bildet,  so  ist  sin  O 

Cftsioos  der   Neigung  k  derselbeq    Ebene   gegen   den    Normalschnitt 

agt  die  Gleichung   q  r—  R  ros  l  aus,    dass   der   KrÜmmungs- 
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mittelpnnkt  der  Curve  MM'M"  erbalten  wird,  wenn  man  d« 
Krümmnngsmittelpunkt  des  Normalschnittes,  welcher  d 
Curve  berührt,  auf  die  Scbmiegungsebene  derselben  proj 
cirt.  Daher  'liegen  die  Krümmungskreise  aller  Cnrve 
welche  mit  dem  Normalschnitte  die  Tangente  gemein  habe 
auf  einer  Kugel,  welche  den  Krümmungsmittelpunkt  i 
Normalschnittes  zum  Mittelpunkte  hat.  In  der  letsteren  Fi 
sung  kann  man  den  Meunier*8chen  Satz  unmittelbar  an  der  Hand  d 
Figur  einsehen.  Durch  die  vier  Punkte  M^  3fy  M''^  Q  lässt  sich  nli 
lieh  eine  Kugel  legen,  welche  die  beiden  Kreise,  die  durch  die  Pank 
M^  M\  ^f  einerseits  und  M^  M^  Q  andererseits  möglich  sind,  enthl 
In  der  Grenze  sind  dies  die  Krümmungskreise  der  üurve  MMM\\.  ni 
des  Normalschnittes  MMQ,  ...  Da  die  Kugel  mit  der  Fläche  das  Elema 
M'M"Q  gemein  hat,  welches  in  der  Tangentenebene  des  Punktes  My€ 
ßchwindet,  so  berührt  sie  die  Fläche  in  M  und  da  die  Ebene  des  Nc 
malschnitt  es  senkrecht  zur  Tangenten  ebene  ist,  so  ist  sein  Krttmmaog 
kreis  ein  grösster  Kreis  der  Kugel  u.  s.  w. 

Nach  den  obigen  Formeln  wird  der  Halbmesser  der  geodi 
tischen  Krümmung  erhalten,,  indem  man  den  KrÜmmun|^ 
Halbmesser  der  Curve  durch  den  Cosinus  seiner  Neiguii 
gegen  die  Tangentenebene  der  Fläche  dividirt. 
hellt  weiter,  dass  der  Halbmesser  der  geodätischen  Krtti 
und  der  Krümmungshalbmesser  des  Normalschnittes  dieK< 
theten  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  sind,  dessen  Höhed^ 
Krümmungshalbmesser  der  Curve  ist  (Fig.  123.).  Conitmirt m4 
daher    den   Krümmungshalbmesser    des  Normalschnittes  in   M  und  t9^ 

von  seinem  Mittelpunkte  C  ein  Perpendikel  auf  Ai 
Scbmiegungsebene  einer  Curve  MIil(M\  welche  d* 
Normalschnitt  in  M  berührt  und  verlängert  dteselt 
bis  zum  Durchschnitt  E  mit  der  Tangentenebene  in  ^ 
so  ist  ME  der  Halbmesser  der  geodätischen  KrflmmiiiM 
Im  Gegensatze  zur  geodätischen  Krümmung,  welet 
die  Abweichung  einer  Curve  von  dem  berührenden  Normalschnitte  i* 
Auge  fasst,  nennt  man  die  Krümmung  im  gewöhnlichen  Sinne,  welet 
die  Abweichung  von  der  Tangente  angibt,  die  absolute  Krümmung* 

Der  Contingenzwinkel  QMM'  der  geodätischen  Krümmung  flÜlt  ' 
die  Tangentenebeno  der  Fläche;  legt  man  nun  in  allen  Punkten  d< 
Curve  MMM",,,  an  die  Fläche  die  Tangentenebeno,  so  bilden  lU 
diese  Tangentenebenen  eine  abwickelbare  Fläche,  auf  welcher  die  Cnrf 
liegt.  Jede  Tangente,  wie  M'Ti  ist  auf  die  folgende  Tangentenebene  t 
projiciren,  um  den  Schenkel  M'Q  des  Contingenzwinkels  der  geodfttiich«] 
Krümmung  zu  erhalten.  Wickelt  man  die  Fläche  der  Tangentenebene 
ab,  indem  man  jede  Ebene   um  die  Schnittlinie  J,   welche  sie  mit  de 


Cmp. 


BewefüDfi^  eines  Pnnkics  anf  vorgeschriebener  Flftehe. 


351 


»Inenden  Ebene  gemein  hat,  so  lange  umdreht,  bis  sie  in  diese  hinein- 
illtt  so  geht  die  Cnrve  in  eine  gewisse  ebene  Deformationscurve  über, 
Leren  Contingenzwinkel  offenbar  die  Contingenzwinkel  der  geodätischen 
iLHimronng  jener  sind.     Da  hierbei  die  Curvenelemente  selbst  nicht  ge- 
&ndert  werden,   so   folgt  der  Satz:    Der  Halbmesser   der   geodäti- 
selten  Krümmung   einer  Curve    ist  gleich   dem  Krümmungs- 
halbmesser der  Deformationscurve,  in  welche  die  gegebene 
CoTve  übergeht,  wenn  man  die  abwickelbare  Fläche,  welche 
ton  den  Tangentenebenen   der  Fläche,    auf  welcher  die  ge- 
febene   Curve    liegt,    längs    dieser   gebildet   wird,    in    eine 
Ebene  ausbreitet. 

§.  5.  Der  bewegliche  Punkt  befinde  sich  zur  Zeit  /  im  Punkte  M 
i^ner  Bahn  (Fig.  124.)  und  besitze  die  Geschwindigkeit  v  längs  der 
Tangente  derselben;  die  gegebene  Benchleunigung  sei  ^  und  die  Be- 
i^Wnnigung  des  Normalwid  erstand  es  A. 
Ue  Beschleunigung  ^  zerlegen  wir  in  zwei 
CoQponenten,  eine  tangentielle  ^z  und  eine 
lonatle  ^»;  letztere  fällt  mit  N  in  die 
Koimalebene  der  Bahn  und  bildet  mit  JV 
^t  Resnltante  9«.  Die  beiden  Beschleu- 
■'S'Ägtn  ^/  und  y«  =  Res*  (t|;«,  iV),  welche 
■"■Manien  dem  System  der  beiden  Be- 
"^knnigungen  %f  und  iV  äquivalent  sind, 
«öd  die  Tangential-  und  Centripetalbe- 
"^lennigung  der  Bewegung  und  es  be- 
>telien  daher  die  beiden  Gleichungen 


=  ^- 


=  Res.  (^«,  iV). 


dv 

dt  Q 

l*  diesen  Gleichungen  ist  iV  zwar  seiner  Richtung,  aber  noch  nicht  sei- 
^  Grösse  und  seinem  Sinne  nach  bestimmt,  q  nber  iKt  noch  gänzlich 
•■••ktnnt.  Zur  Bestimmung  beider  Grössen  führt  al)cr  Folgendes. 
^^^'^  die  Normale  der  Fläche  und  die  Tangente  der  Bahn  legen  wir 
^  die  Bahn  berührenden  Nonnalschnitt  und  construiren  über  seinem 
'^^^mmangskreise  als  grösstem  Kreise  eine  Kugel.  Diese  Kugel  enthHit 
^  Krünmiungskreis  der  Bahn  in  M  und  ein  Perpendikel  von  dem 
'^punkte  C  der  Kugel  auf  die  Ebene  dieses  Krümmungskreises  lio- 
^  den  Krttmmungsmittelpunkt  G  derselben,  welcher  auf  der  Richtung 
^  Centripetalbeschleunigung  tp^  =  MH  sich  befindet.  Denkt  man  nun 
^  Perpendikel  CG  über  G  hinaus  nach  A\  nämlich  bis  an  die  Tan- 
P^^  der  Fläche  verlängert,  welche  in  die  Nonaalebene  der  Bahn  fällt 
^^  projicirt  9«  oder  was  dasselbe  ist,  t^^,  auf  diese  Tangente  als  3/7), 
M  besteht  vermöge  der  Aehnlichkeit  der  beiden  rechtwinkligen  Dreiecke 
167:  und  MÜH  die  Gleichung  MGMIl  =  ME- MD,  d.  h.  pcp«  =  MKMD 
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oder  da  ^9»  =  »^  ist,  ME '  MD  =  v^.  Da  nun  ^h  als  gegeben  anxu 
sehen  ist,  so  kann  man  seine  Projection  MD  auf  die  Tangenteneben. 
der  Fläche  in  M  finden  und  gewinnt  dadurch  ME  als  dritte  Proportia 
nale  zu  v  und  MD  (z.  B.  dadurch,  dass  man  MA  s=  MB  =  v  auftrftg; 
und  zn  A^  B  und  D  den  vierten,  dem  D  zu;;eordneten  harmoDiBclBe] 
Punkt  E  sucht).  Sobald  aber  der  Punkt  E  bekannt  ist,  bestimmt  clii 
Verbindungslinie  CE  desselben  mit  dem  Mittelpunkte  der  oben  gedacB- 
ten  Kugel  die  Lage  von  q>„  und  ist  in  dem  Parallelogramme  MH  allefl^ 
insbesondere  auch  die  Widerstandsbcschleunigung  v  vollkommen  bestiminti 
Dem  vorigen  §.  gemäss  ist  ME  nichts  anderes,  als  der  Radius  der  geo- 

dätischen  Krümmung  der  Bahn  Q  =  -,  wenn  d'  den  Winkel  bedeo- 

tet,   den   die  Schmiegungsebene  der  Bahn   mit  der  Tangentenebene  der 
Fläche  bildet.    Die  Componente  MD  von  ^„^  welche  in  die  Tangentao- 

ebene  fällt,   ist  offenbar  op«  co5  ^  =  —  cos  d^  oder   r-,  also  ti 

(f  QICOS  9  f 

d.  h.  wenn  man  die  gegebene  Beschleunigung  ^  in  drei  Coa- 
ponenten  zerlegt,  die  eine  if;/  längs  der  Tangente  der  BabUt 
die  andere  längs  der  Normalen  der  Fläche  und  die  dritte 
längs  der  Schnittlinie  der  Tangentenebene  der  Flftcke  nit 
der  Normalebene  der  Bahn,  so  wird  die  letztere  Compo- 
nente erhalten,  indem  man  das  Quadrat  der  Geschwindig' 
keit  durch  den  Radius  der  geodätischen  Krümmung  dividirt* 
Was  den  Widerstand  iV  betrifft,  so  bedenke  man,  dass,  weil  9«  ^^ 
Resultante  von  i/;„  und  iV  ist,  die  Summe  der  Projectionen  der  beid«* 
letzten  Grössen  auf  eine  beliebige  Axe  gleich  der  Projection  von  9» 
ebendahin   sein   muss.     Wählt   man  nun   zu  dieser  Axe  die  FlächenöO^ 

2 

male  MC,   so  erhält  man  —  sin  &  =  N  -{-  t(;„  sin  A,  wenn  ^«  mit  If'^ 

den  Winkel  k  bildet.  Nach  dem  Meunier 'sehen  Satze  ist  aber  ^  =  Ä»*  •' 

daher  wird  ^^ 

iV  =  ^r i/;„  sin  k  , 

Ebenso   gross  würde   offenbar  auch  N  sein,  wenn  der  bewegliche  YviO^ 
sich  auf  dem  Normalschnitte  bewegen  würde. 

Genau  in  derselben  Weise,  wie  Cap.  IV,  §.  3.,  versteht  man  e»^ 
hier  unter  Centrifugalbeschleunigung  die  der  Centripetalbeschleunigvltf 
tpn  entgegengesetzt  gleiche  Beschleunigung  9)_„  und  ebenso  unter  Dm^' 
beschleunigung  die  derWiderstandsbeschlcunigung  entgegen  gesetzt  gleich^ 
Beschleunigung.    Letztere  ist  demnach  die  Resultante  von  if;«  und  ^«r 

§.  6.  Für  den  speziellen  Fall,  dass  tf;  ==  0  ist,  der  Punkt  ni 
also  blos  mit  einer  Anfangsgeschwindigkeit  Vq  unter  Einfluss  der  Wide^ 
Htandsbeschleunigung  v  auf  der  Fläche  bewegt,  folgt  aus  der  ersten  Olei- 

chung   des   §.  5,   nämlich         =  0,    dass    die  Geschwindigkeit  constant, 
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gang  also  eine  gleichförmige  ist.    Aus  der  zweiten  Gleichung 

b   ans   der  Figur  des   Parallelogramms  MH  folgt  weiter,    dass 

TipetalbeschleuniguDg  (p^  mit  N  nach  Grösse  und   Richtung  zu- 

lllt.    Demnach  hat  der  Krümmungshalbmesser  die  Richtung  der 

ormale  und   ist   die   Bahn   eine   geodätische   Linie.      Die 

ndsheschleunigung,   welche   den   Punkt   auf  die   Fläche   zwingt, 

r» 
ach  -     und   folglich   umgekehrt   proportional    dem   Krümmungs- 

er  des  berührenden  Normalschnittes. 

zweiten  speziellen  Fall  wollen  wir  annehmen,  es  sei  fff  stets 
u  der  Fläche.    In  diesem  Falle  ist  ^^  =  0  und  die  Bewegung 

gleichförmig.  Die  Centripetalbeschlennigung  (pn  fällt  auch  hier 
läehennormale,  es  ist  t/;«  =  iV  -j-  ^  ^nd  die  Bahn  gleichfalls 
dätische  Linie.     Für   die  Widerstandsbeschleunigung  folgt  also 

—  i^' 

.  Die  Gleichungen  für  die  Bewegung  eines  Punktes  auf  vor- 
»ener  Fläche  in  Beziehung  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinaten- 
er  X,  y,  z  sind,  wenn  iV«,  iV^,  N^  die  Oomponenten  der  nor- 
^iderstandsbescbleunigung  A'  bedeuten: 

iV^  =  AV^  +  Ay^  +  A,» 

F  {x,  y,   z)   =  0 

dF    dF    dF 
'  dx    cy     dz 

m  die  zweite  ausdrückt,  dass  der  Punkt  auf  der  Fläche  F  =  0 
•U  und  die  Proportion  sagt,  dass  der  Widerstand  die  Richtung 
aalen  besitzt. 

Iglich  der  Anwendung  der  Principe  der  Bewegung  rücksichtlich 
pration  dieser  Gleichungen  ist  zu  bemerken,  dass  die  Beschleu- 
les  Widerstandes  in  dem  Princip  der  lobendigen  Kraft  nicht 
denn  die  Elementararbeit  derselben  ist  Null,  weil  ihre  Richtung 
t  zum  Elemente  der  Bahn  ist. 

IMe  BewefiiBg  eines  sohweren  Punktes  auf  der  Xogelfliehe.    Ein  schwerer 

geswungen,  sich  auf  einer  Kuf^elflilche  eu  bewegen.     Der  Zwang  kann 

ittSgeObt  werden,    (la§8   der   Puukt   durch   einen   nicht   dehnbaren  Faden 

iCagelmittelpunkte  verknüpft  wird.      Der  Faden   beschreibt   eine    Kegel- 

TlMerW  d.  Be«.  a.  J.  Kr&ftr.  23 


eh  kommen: 
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fläche,  daher  heisst  der  einfache  Apparat  ein  conisches  Pendel;  der  Pnnlrt  Ter- 
lässt  die  Kugelfläche  nicht,  daher  heisst  er  auch  ein  sphärisches  Pendel. 

Den  Mittelpunkt  der  Kugel  wählen  wir  zum  Ursprung  eines  rechtwinkligen 
Coordinatensystems  der  x^  y^  z  (Fig.  125.),  dessen  o;- und  y-Axe  horizontal,  dessei 
positive  z-Axe  vertikal  abwärts  gerichtet  ist.  Es  sind  alsdann  die  Conaponeaten 
der  Beschleunigung  der  Schwere :  X^O,  1^  =  0,  Z  =  g  und  da  f&r  r  als  Knffel- 


X 


radins  —  — , 


y 


I* 


-    die 
r 


Richtungscosinusse    der   normalen    Widerstands- 


bcschleunigung  N  sind,    so  hat  man  für  deren   Componenten:    JV«  »■  —   i^  — , 

T 


iVy    =    —    iV 


y 


yz 


—  iV  -  und  daher  sind  die  Gleichungen  der  Bewegiug 

d^x  -,  X 


— X 


dt^  r 


di^~ 


-  9-N-. 


wozu  noch    die    Gleichung    der   Kugelfläche   hinintritt, 

nämlich : 

a:*  +  y*  +  **  =  r«. 

Zunächst  gibt  uns  das  Princip  der  lebendigen  Kraft  eia 
Integral  dieser   Gleichungen.     Es  ist  n&mlich   fBr  dis 
Kräfte function  dU  =  gdz,  also  U  =  gz  -\-  h  und  daher 

r«  =  2gz  +  C; 

sodann  aber  gilt  auch  das  Princip  der  Flächen  in  Bezug  auf  die  horiioaUle 
a:!^-£beue.  £s  fällt  nämlich  sowohl  die  Richtung  der  Beschleunigung  g^  als  aadk 
die  Widerstandsbeschleunigung  iV  in  die  Vertikalebene,  welche  durch  den  bevig^ 
liehen  Punkt  und  die  £-Aze  geht,  es  schneidet  folglich  die  Resultante  Ton  ^  o" 
stets  die  z-Aze  und  geht  daher  ihre  Projection  auf  die  a:y- Ebene  fortwihiW 
durch  den  Coordinatenursprung.    Das  Integral,  welches  das  Flächenprincip  WtM^ 

"'  '•''''"'  dy  dx        ^ 

""di-^df^- 
Wir  wollen  jetzt  beide  Integrale  durch  Polarcoordinaten  ausdrücken.    Diese  Mi** 
ausser  dem  constanten  Radiusvector  r  zwei  Polarwinkel,   von  denen  der  eine,  9« 
die  Neigung  der  durch  den  Radiusvector  und  die  z-Axe   gehenden  Ebene  i^t^ 
die  072 -Ebene  angibt,  während  der  andere,  '^,  der  Winkel  sei,  welchen  der  BaÜ*^ 
vector  mit  der  z-Axe  bildet.     Bei   constantera  q>  wjürde  nun  der  Punkt  ifei^^ 
unendlichkleinen  Kreisbogen  rdip  beschreiben,  wenn  ij)  sich  um  dfp  ändert;  1*^ 
constantem  ip  dagegen  einen  zu  der  Ebene  von  tlj  rechtwinkligen  anderen  UMiS*^' 
lichkleinen  Kreisbogen  r  «in  iffd<p  vom  Radius  r  sin  iff,  wenn  tp  sich  um  d^  lad^^ 
Daher  ist  das  Bogenelemcnt  der  sphärischen  Bahn   des  Punktes  M  die  Quadf^' 

Wurzel  aus  dem  Ausdrucke 

r^diff^  +  r*  sin*  ^  d^tp 

und  wird  das  Quadrat  der  Geschwindigkeit,  mit  welcher  dasselbe  beschriebet  wi^ 


m +-'"*■($)'■ 


Dadurch  geht  unser  erstes  Integral  mit  Rücksicht  auf  z  =*  r  cos  ^  über  in  die 
folgende  Form: 


e)+*-»^)"-v— +^. 
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C 
n  A  die  Stelle  Ton   -1  vertritt.     Das  zweite  Integral   nimmt,   wenn  man  be- 

;t,  daaa  der  doppelte  Elementaniector  in  der  j://-Kbene  r^  sin^ipdtp  zum  Ans- 
ke  hat,  die  Form  an: 

«in«  *  ^^  =  C , 

^  dt  ' 

B    ^  3B  C7  gesetzt  ist.     Eliminirt  man  mit  Hülfe   dieses  Integrales  aas  dem 

dw 
iT^n  die  Grösse  ■/  ,  so  erhält  man 

tii 


dt  /        «n*  ^  r 


hieraus,  wenn  für  die  Anfangslage,   d.  li.  für  /  =  0  die  Winkel  9  =  0  und 
r  ^  werden,  znn&clist 


I  sin  ip  dip 

J    Y  "  ^  +'(^  +  7^  ^ö'  ^)  *^»'  V^ 


ffa«  ^  l^—  r«  +  (.4  +  ^^  ro«  ^)«rii«  V^ 


e,   wenn  man  den  dieser  Gleichung  zu  Grande  liegenden  Ausdruck   für  dl  in 
sweiie  Integral  einführt 

den  beiden  so  gewonnenen  Gleichungen  stellt  die  letztere  die  Gleichung  der 
m  in  den  ephftrisehen  Coordinaten  9,  ^  dar,  während  die  erste  V^  als  Function 

Zeit  Qttd  hierauf  mit  Hülfe  der  Ictzt.'^n  auch  9  als  Function  der  Zeit  zu  be- 
Nnen  rerfailft.  Die  beiden  hier  vorliegenden  Quadraturen  kommen  auf  ellip- 
be  Integrale  zurück,  da  die  Wurzel  im  Nenner  derselben  com^  ^  enthält,  wenn 
I  eet^  als  Integrationsvariabele  ansieht  und  mithin  werden  9  und  ^  durch 
fUsehe  Fonctionen  der  Zeit  dargestellt. 

Die  beiden  Constanten  C  und  A  kann  man  leicht  durch  die  Coordinaten  der 
^nngslnge  nnd  die  Componenten   der  Anfangsgeschwindigkeit  ausdrücken.     Die 

lern  Differentialquotienten  ^  und         drücken  nämlich  %wei  Winkelgeschwindig- 


nnd  wenn  wir  ihre  Werthe  zur  Zeit  /  «■  0  mit  tp\  und  ip\  bezeichnen, 
fevbalten  wir  durch  die  beiden  ersten  Integrale,  indem  wir  sie  auf  den  Anfang 
Bewegong  anwenden: 

#2// 

•*•*  ^0  *  9*0  ■■  ^»         ^V  +  "'"'  ^0  •  9*0*  —         fo*  ^0  =  -^  • 

r 

Anfangsgeschwindigkeit  pg,  deren  Richtung  die  Kugeltläche  berührt,  kann 
^  in  zwei  Componenten  zerlegen,  von  denen  die  eine  Ug  in  die  Ebene  der  xz 
t  nd  senkrecht  zum  Radius  der  Kugel  ist;  sie  hat  die  Grösse  ug  =  r^>\.  Die 
^  tti^  ist  senkrecht  zur  jri-Ebene  und  wird  durch  m'o  =■  r  sin  fff^^  •  tp'^  darge- 
ttt.    Dnrch  EinfObrung  von  Mq  und  %co  erhält  man  daher  jetzt 

Die  Darstellung  der  obigen  Integrale  für  i  nnd  «p  in  der  canonischen  Form 
»rdert  eine  sorgfältige  rntersuchung  der  Wurzelgrönse,  welche  in  denselben 
iuMnat,  woraus  wir  zunächst  einige  Folgerungen  über  die  Natur  der  Bewegung 
Pendelpnnktet  ziehen.    Es  ist  dem  Obigen  zufolge  das  Zeitdifferential 

23* 


/ 
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^^  ^ «»  Vfd^  

—  C«  +  (/^  +  -^  cos  V»)  «V^ 
Wir  geben  dieser  Gleichung  die  Form 

und  schliessen  hieraus,  dass  die  Werthe  von  tffj  welche  die  WnrzelgrStse  ' 
Verschwinden  bringen ,  cos  ip  zu  einem  Minimum  oder  Maximam  maehen,  folg 
selbst  die  grössten  und  kleinsten  Werthe  sind,  deren  ^  f&hig  ist.  Nun  ist 
Grösse  unter  dem  Wurzelzeichen,  nach  Potenzen  von  cos  ip  geordnet 

—   —  <  cos^  Jb  +   -  -  cos^  tb  —  cos  tb  —  tt-  iA  —  C*)  >  , 
r    \         ^    *    2g  2g  J 

Ar  C*r  « 

oder,  wenn  man  cos  ib  =  x,    v—  =  a,      -—  =  b  setzt  und  den  Inhalt  der  KI 

mer  mit  y  bezeichnet 

y  =s  x^  -\-  ax^  —  X  '\'  h  —  a 

und  die  cubische  Gleichung  ^  =  0  ist  e»,  welche  wünschenswerthe  AnfflcklS 

über  die  Maxima  und  Minima  von  ip  gewährt.     Denken  wir  nns  y  alt  die  Ol 

nate  einer  Curve,   so  wird,   weil  die  cubische  Gleichung  y  =»  0  wenigitens  ^ 

reelle  Wurzel  besitzen  muss,  diese  Curve   die  Abscissenaxe   einmal  oder  drai> 

schneiden.     Nun  entsprechen 

den  Werthen  a?=  —  00,a:=  —  l,a;  =  0,  a:  =  cos  ^o»  «  ««  H 

die   Werthe     y  =  — oo,   y  =  b,        ys=zb  —  a^    y  =■  —  ^«»*#'o(Vo)*»   y  «■  * 

^g 

wobei  wir  zunächst  deo  Winkel  ^o  ^^^  spitz  annehmen  wollen  und  geht  ai*^ 
innerhalb  der  Intervalle  von  a?  =  —  OObisx»  —  l,a:  =  —  1  bis  x  «•  C99 
und  X  =  cos  ipo  bis  x  =  -\-  1  die  Ordinate  y  vom  Negativen  zum  PotitiTeB,  ^ 
Positiven  zum  Negativen  und  vom  Negativen  zum  Positiven  über.  Es  gibt  d^« 
innerhalb  dieser  drei  Intervalle  drei  reelle  Werthe  x^y  x^t  x^  von  x^  ffirwele^ 
verschwindet.  Da  aber  x  =  cos  ip  und  im  ersten  Intervalle  x  unterhalb  —  IW 
so  entspricht  der  Wurzel  x^  kein  reeller  Winkel  ipt  während  den  beiden  andflii 
Wurzeln  Xf,  or, ,  welche  zwischen  —  1  und  -\-  1  liegen,  reelle  Winkel  ^  ^ 
sprechen.  Zu  dem  kleineren  Werthe  Xf  gehört  der  grössere  Winkel  er,  in  ^ 
grösseren  Werthe  o:,  der  kleinere  Winkel  ß.  Für  ip  =  a  erreicht  daher  der  beir< 
liehe  Punkt  seine  höchste,  für  ip  =  ß  seine  tiefste  Lage.  Auch  ist  leieht  in  9 
scheiden,  ob  diese  höchsten  und  tiefsten  Lagen  sich  auf  der  unteren  oder  aif  * 
oberen  Halbkugel  befinden.  Die  Entscheidung  hierüber  hängt  von  dem  YoneieP 
der  Differenz  b  —  a  ab.  Ist  nämlich  b  —  a  positiv,  so  findet  kein  ZeichenweoiP 
des  y  zwischen  x  =  —  1  und  a?  =  0,  wohl  aber  zwischen  a;  ==  0  und  x*^edT 
statt,  es  fällt  mithin  X2  zwischen  0  und  cos  ipQ ,  also  überhaupt  zwischen  0  und  -p 

mithin  a  zwischen  —    und  0;  ist  dagegen  b  —  a  negativ,   so  lieg^  x^  twiseb 

—  1   und  0  und  folglich  a  zwischen  n  und  —  und  da  ^  •<  a  ist,  so  folgt,  di 

im  ersten  Falle  die  höchsten  und  tiefsten  Punkte  beide  auf  der  unteren  Halbkug 
sich  befinden,  während  im  zweiten  die  höchsten  Punkte  auf  der  oberen,  die  tielM< 
auf  der  unteren  Halbkugel  liegen.  Es  ist  dies  auch  richtig,  wenn  ^0  ^  i'i  ^ 
X  =  cos  ipQ  zwischen  0  und  —  1  liegt,  wie  man  sofort  findet. 

Um  diesen  Einfluss  des  Vorzeichens  von  b  —  a  mechanisch  zu  deuten,  bQdi 

wir  diese    Differenz.      Es    waren   b  =  ~ —  ,     a  =     —  ,    sowie    C  ■■  — ^  tte  tp 


^  _  t/o'  +  '^o'         2flr 


2//  '  2y 


r2 -^  ^^*  ^ü  . 
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iedingung  für  die  Lage  der  höchsten  und  tiefsten  Punkte: 

■     ^w — >     ^" 

be  cu  vereinfachen,  wollen  wir  die  xz-Ebene  durch  einen  tiefsten  Punkt 

nn  ist  yp^  das  Minimum  von  V^>   &l>o  "^'o  =^  ^  ^"^^  "o  '^  ^'o  ="  0*     ^^' 
t  die  vorliegende  Bedingung  über  in 

'lg  >  co#  ^0 
fsten  Punkten  ist  wegen  u^  ^»  0  die  ganze  Geschwindigkeit  Wq  horizontal; 

ihr  entsprechende  Geschwindigkeitshöhe  und  —  —   ist  das        l'i^*i26. 

welches  auf  der  Richtung  des  vertikalen  Kugel halbmessers 
angentenebene  des  tiefsten  Punktes  abgeschnitten  wird,  vom 
kte  an  gerechnet  bis  cum  Durchschnitt  mit  dieser  Ebene 
).  Demnach  kann  man  sagen:  Die  höchsten  Punkte 
uf  der  unteren  oder  auf  der  oberen  Halbkugel,  je 
t  die  Gesch windigkeitshühe  entsprechend  der  Ge- 
igkeit  in  den  tiefsten  Punkten  kleiner  oder  grösser 
is  Stück,  welches  die  Tangentenebene  der  tiefsten 
tuf  dem  vertikalen  Kugelhalbmesser  bestimmt;  die  tiefsten 
liegen  stets  auf  der  unteren  Halbkugel. 

r  den  speziellen  Fällen  unseres  Problems  verdient  einer  besondere  Be- 
nämlich  der,  dass  die  cubische  Gleichung  zwei  gleiche  Wurzeln  besitst. 

Falle   fallen  die  Werthe  der  Winkel  a  und  ß  zusammen  und  reducirt 
anze  Spielraum  des  Winkels  ip  auf  deren  gemeinschaftlichen  Werth  ^q, 

in  diesem  Falle   die   Bahn  des  beweglichen  Punktes  ein  horizontaler 
dem  Radius  r  $in  ipo-    ^oll  nun  die  Gleichung  y  s^  0  eine  Doppelwurzel 

10  muss  auch  die  Gleichung  -  -  =  0  dieselbe  als  Wurzel  besitzen.    Daher 
Ue  beiden  Gleichungen 

x'  +      flx*  —  X  -\-  b  —  fl=»0 
3x*  +  2fla:    —    1  =  0. 

itant,   so  ist  t^'  =  0,   also  Mq  =  r^'o  =  0   und  mit  Rücksicht   hierauf 

'  -,    —    -   cos  ibo  und  mithin  ö  =  ,,      =»  ~ cos  Vo-      öies  in    die 

r*  r  2  g         2gr 

»chung  substituirt,  gibt  wegen  x  =»  cos  tif  =  cos  tpo 

t         r/y  sin*  ip 

leichung  in  Verbindung  mit  u  =»  0  die   Bedingung   der   Kreisbewegung 
Schreibt  man  die  Gleichung  folgendcrmassen : 

ir  Sinn   augenfälliger.     Es  ist  nämlich        .--    die  Centripotalbeschleu- 

r  stn  if) 

r  Kreisbewegung  und  gigtf/  die  in  die  Richtung  des  Radius  der  Kreis 

nde  Componente   von  g  und  drückt  daher   die  Gleichung  aus,   dass  dio 

Ibeschleunic^ng  gleich   dieser  Componcnten   sei  (Fig.   127.)     Die   Tan- 

ipooente  von  g  ist  bei    der    huiizontalcn   Kreisbahn   Null    und  die  Ge- 


358 


Bewegung  eines  schweren  Punktes  auf  der  Kugelfläche.  V.  Cap. 


schwindigkeit  also  constant,  wie  auch  aus  dem  Princip  der  lebendigen  Kraft  folgt. 

Die  Componente  — - —    gibt   die    Bpannungsbeschleunigung.     Die    Umlanfaseit  T 

ergibt  sich    für  diesen  Fall  sehr  einfach  wegen  der  constanten  Geschwindigkeit 
mit  Hülte  der  Gleichung  tß^T  =^^nq,  wenn  f^^^rrin^  den  Radios 
-  der  Kreisbahn  bezeichnet,  indem  man 


Figr.  127. 


Wq 


j/^-A-'-Ai-'/l 


eliminirt,  wobei  für  den  Abstand  der  Bahn  vom  Kngelmittalponkte 
%  geschrieben  worden  ist.    Man  erhält  auf  diese  Weise: 


=  2«^/^. 


9 
Diese  Umlaufzeit  ist  also  gleich  der  Oscillationsdaner  eines  |^w51ui- 

lichen  Pendels  von  der  Länge  %  (bei  kleiner  Elongation). 

Die  oben  angedeutete  Rednction  der  beiden  Integrale 

sin  ip  diff 


und 


j/-  c^  +  (a  + 


^9 


cos  fp 


jsin^fff 


tp  ^  c  I ^»'»^ 

J    sin*  ^Z/—  C*  +  (a 

^0  f^  ^ 


d'^ 


+  ^cas'^sin*^ 


auf  die  canonische  Form  der  elliptischen  Integrale  basirt  anf  der  Untersnehns 
der  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung  ccfi  +  ^**  —  x  -\-  h  —  assO.  Man  ffiW 
nämlich  zunächst  an  Stelle  der  Constanten  A^  C  die  Winkel  a,  ß  ein,  deren  Coli- 
nussc  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind,  nämlich  x^  =  cosß^  x^  sa  cosu.  Da  ^' 
Cöefficient  von  x  in  jeder  cubischen  Gleichung  die  Summe  der  Produkte  derWiv- 
zeln  zu  zweien  ist,  so  muss  cos  a  cos  ß  -^  x^  cos  a  -\-  x^  cos  ß  ==  —  1  sein,  won»> 
die  dritte  Wurzel  folgt,  so  dass  diese  drei  Wurzeln  also  sind 

1  +  cos  (t  cos  ß 


Xi  =  cos  P,      Xf  =  cos  a,      x^  =^ 
Mit  Hülfe  derselben  gestaltet  sich  nun  y  so: 


cos  a  +  cos  ß 


/        ..  o\  /        ,  \  {        ^    .    \  -\-  cos  a  cos  ß\ 

y  =s   (cos  tp   —  cos  p)    {cos  tff   —   COS  U)  icos  fp   -] ' r —-] 

^  cos  cc  '\-  cos  ß  ' 

und  die  weitere  Vergleichung  der  Summe  der  Wurzeln  mit  dem  Coeffici*^^^^ 

des  X*  und  des  Produktes  derselben  mit  dem  Absolutgliede  b  —  a  in  der  cul*^*^^ 

Gleichung  liefert 

1  —  cos*  (X  —  cos*  ß  —  cos  a  cos  ß        .          sin*  a  sin*  ß 
a  =       -    -  -  — _• _. L.        (f  -— !L^ 

cos  a  +  cos  ß  cos  u  +  cos  ß 

und  hierdurch  den  früheren  Formeln  zufolge 

sin  a  sin  ß  _--s5i 
Vcos  a  4"  C0^    ^ 


A  = 


2/7  1  —  cos*  a  —  cos*  ß  —  cos  «  cos  ß 


C 


r  cos  a  4"  (^os  ß 

Durch  Substitution  dieser  Werthe  erhält  man  daher 


-/ 


u 


sin  tp  dtp 


y  —  (cos  ip  —  cos  ß)  (cos  tp  —  cos  a)  (^cos  fp  +    ^J^^^^ 

sin  a  sin  ß        /  «in  ip  dip ^^„^^ 

^  ~  Vcösä+cösß  I     .  ,  ,  7/     /      "  \7r    ,  77      ^  ,  1+eosutifi 

*/     stn*ipl/  — [cos ip -^ cos ß) (cos tp  — cos a)  icos ^'^ — -7- — ff 
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dm«  erste  dieser  Integrale  betrifft,  so  führt  die  Substitution'^) 

-.        ^     o        IQ               \    •  •  -          •  •           cos  ß  —  cos  ^ 
cot  ^  ■—  eos  p  —  {cos  ß  —  cos  aj^strr  a,       strr  o  =■     _^ ir~" 

Ibe  auf  die  gewünschte  Form 


rnfi 


cos  ß  -\-  cos  a 


g  r     l  -{-  2  cos  a  cos  ß  +  ^os*  ß  J 
a 


( 

COS  ß   - 

—  cos  a 

• 

a 

da 

Vi 

-  X« 

sin*~a 

cos*  ß 

—  cos*  a 

-g/r ?_  /*_        ^^_ t       cQg*  ß  —  cos*  g 

^y  Tg  Vcös  ß  --  cosaj  Vi  —  nüin*'a  '      *  "^  l  +  2  cos  a  cos  ß~+~ cos*  ß  ' 

I  aus  der  Gleichung 

«•«2  ^  ^fosß  —  cos  rlf^ 
cos  ß  —  cos  a 
Bfgibt,  nimllch  als  der  Werth  von  ff,  welcher  dem  Anfangswerthe  ^q  entspricht, 
»treff  de§  Integrales  für  (p  nimmt  man  zunächst  eine  Spaltung  vor.    Man  ersetzt 
p  im  Nenner  unter  dem  Integralzeichen  durch  t  —  cos*ilf  =»  (1  -|-eo«^)  (1  —  cosiff) 
eriUUt 


sin  ip  d^ 


^i_L  r — --  -  --  . _ . 

l-foi^L  J    {\  +  cotr^)l/-{cot^-co^ß){co»^),-co»«)(co,^)>■\■^^-'^^^^^\ 
ifi,  r  ^  cot  a  CO*  ß    / 

+  w '["1^'^ n 

c/    (1  —  cosrb)  1/  —  (cos^  —  cosß)  (cosib  —  co««)  (roxtfr  H ^^^^ s-^  ) 

Vo  '  V  CO*  a  co#  p    /  J 

Sabstitution 

.  .  1  cos  rp  —  cos  a 

stn*  m  =»  —i  '       -  .     ,  ^, 

x'  .     I     1  4-  f  o«  a  co#  p 

cos  fb  -\ , 3^ 

cos  a  -f-  cos  ß 

Q  m' dieselbe  Bedeutung  hat,  wie  bei  dem  Integrale  für  /,  ergibt  alsdann 

sin  tt  sin  ß  F         1  /*  (1  —  n*  sin*  (o)  da 

Fi-P  2  ^o»  «  ^osß  +  COM*  ß   \j  +  ^-08  aj  (1  +  HI,  «V  ca)  j/i  _  ^t  ^„t  j. 

Wo 

4-  *  /*  (1   —  X»  sin*  m)  dm  1 

i  —  cosaj  {{  +  OT,  sin*  <o)  Y\  ^%*sin*  m\  ' 

«o 

die  Parameter  m|,  m,  die  Wcrtbe  haben: 

(1  —  co#a)  (1  -  co«(5)  (l +co*a)  (1 +ro*|5) 

(l  4"  ^0*  <*)  (^ö*  a  +  fö»  ß)  *  (1  —  cos  a)  [cos  a  -\-  cos  ß) 

^»  der  dem  V^q  entsprechende  Werth  von  o  ist. 

Wir  wollen  jetzt    den  Winkel  '^   als   Function  der  Zeit  darstellen.     Duzu 
-H  wir  die  Oleichung 

r    2g  Vcos  ß  —  cos  aJ  y  i  —  %*  sin*  a 

Oo 

^ren.     Da  es  nun  an   sich  gleichgültig  ist,   von   welchem  Momente  an  wir 
•eit  nehmen,  so  wollen  wir  sie  von  dem  Momente  an  zählen,  in  welchem  der 

*)  Dm  IfAb«re  hierüber  findet  man  in  dem  Werke  von  Dur^ge:  Theorie  der  elliptiscbea 
^tm.  f.  A«fl.  Leipiig,  Teabner,  IH68,  8.  all,  welchem  die  hier  gegebene  Katwickelong 
tksü  eaUehat  iei. 
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bewegliche  Punkt  eine  tiefste  Lage  passirt.  Dann  ist  /  »»  0  fär  '^  «■  /l,  d.  1 
ist  -^0,  welcher  Werth  bis  jetzt  beliebig  war  und  welchem  /  =  0  entsprach,  gtei  < 
Hierfür  wird  aber,  wie  aus  der  Substitutionsgleichnng 


folgt,  Oq  =  0  und  mithin  jetzt 


.  .  cos  ß  —  cos  tlf 

siir  a  ==  5 

cos  p  —  cos  a 


t 


2  l/l- *  /* ^__^  =  2X/^ 

f^    ^9  Vcos  ß  —  cosaJ  Vi  —  X«  *m«  a  ^     2g 


Vcos  ß  —  cos  a 

0 


=  'F{<8, 


Bezeichnen  wir  nun  die  Zeit,  während  welcher  der  Punkt  von  einer  tiefsten  81 
zur  nächsten  höchsten  gelangt,  mit  T,  so  wird  tp  von  ß  bis  a  nnd  in  Folge  de 

a  von  0  bis  —  gehen,  wie  gleichfalls  aus  der  Formel  für  «in'tf  hervorgeht.   D 
nach  wird 


=  2  X/—        __*  =    /  ^^  =  ot/." 

f^    ^9  Vcosß--  cosaJ  Vi  —  X«  «in«  c  ^    - 


'cos ß  —  cos ajy\.  —  X*  #1«*  a  f    2g  J/cos ß  —  eos a 

0 

Die  Division  beider  Formeln  für  /  und  T  ergibt  daher 

i  =  -^-FCtf,  x). 

Für  0  =  ^«,  w,  4«,  2«, wird  F(a,  x)  =  AT,  2/:,  SA",  iJT, nnd  f 

lieh  /  =  7;  2  7;  3  r,  4  r, Diesen  Werthen  entspricht  aber  ^  »  «r,  ß,  er,  (1, . 

d.  h.  der  bewegliche  Punkt  befindet  sich  zu  den  Zeiten  0,  2  7*,  4  7*,  ....  in  I 
sten,  zu  den  Zeiten  7",  3  T,  . . . .  in  höchsten  Lagen  und  gebrancht  immer  dies« 
Zeit,  um  von  einer  extremen  Lage  zur  nächstfolgenden  zu  gelangen. 

T  K 

Aus  der  Gleichung  /  =  —  /'(ö,  x)  folgt  F(o,  x)  =  -=- 1  and  weiter  di 

Umkehrung  Kt 

a  =  am  -=^ ,      mod  x  . 

Indem  wir  diesen  Ausdruck  für  a  in  die  Gleichung 

cos  1/;  ==  cos  ß  —  [cos  ß  —  cos  a)  sin^  c  =  cos  ß  cos^  a  -\-  cos  a  sh^  0 
einführen,  gelangen  wir  zu  der  gewünschten  Gleichung,   welche  tp  als  Fnnel 
der  Zeit  darstellt,  nämlich 

cos  'ip  =  cos  ß  cos*  am  -^  -\-  cos  a  sin*  am  -^-  , 

Nun  sind  cos*  (ö  3J3  Iw)  und  *iV  (er  +  Xn)  resp.  gleich  cos*  0  und  sim^o,  w 
A  eine  ganze  Zahl  ist;  der  Winkel  ip  ist  daher  für  alle  Lagen  des  bewegUc 
Punktes  derselbe,   deren  Amplituden  a  sich  um  ein  positives  oder  negatives  1 

T 

ändert  sich  F  {a^   x)  um  2lKy   also  /um  2  IT.     Daher  ist  rp  zu   »llen  Ze 

i  +  21T  derselbe  Winkel,  wie  zur  Zeit  /. 

Das  Vierfache  von  T  ist  die  Zeit,  welche  der  Punkt  braucht,  am  von  e 
tiefsten  Lage  zur  folgenden  höchsten,  von  da  zur  nächsten  tiefsten,  hierauf  wi< 
zur  folgenden  höchsten  und  dann  endlich  wieder  zu  der  nächsten  tiefsten  vi 
langen.  Diese  Zeit  stellt  die  ganze  Oscillationsdauer  dar.  Indessen  ist  die  tic 
Lage,  welche  der  Punkt  am  Schlüsse  dieser  Zeit  erreicht,  nicht  dieselbe  wi< 
Anfang,  vielmehr  verschiebt  sich  die  Stellung  der  höchsten  und  ^tiefsten  Li 
im  Laufe  der  Bewegung,  wie  die  Discussion  des  Winkels  (p  lehrt. 

Man  kann  die  Formel  für  cos  tft  noch  etwas  gefügiger  gestalten.  Div 
man  nämlich  die  Gleichung  cos  ip  =  cos  ß  —  {cos  ß  —  cos  a)  sin*  6  mit  eoi  ß 


fache  von  n  von  einander  unterscheiden.    Aendert  sich  aber  a  ==  am  -7^  am  Iv, 
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^  co§  tt 

-  SM  eo9  ipt ,    i  =  cos  «1,  80  wird  cos  ^  =»  1  —  2  *fii*  ia|  sin*o,  oder 

p  COf  p 

^1  3sa  «in -la,  «in  ff,  d.  h. 

«in  -1^,  =B  sin  ^a,  Wn  am  —  . 

kann  anch  der  Modulns  «  bequemer  dargestellt  werden.  Es  wird  näm- 
h  Einführung  des  Winkels  «i 

eosl*ß — cos^a  1 — eos'cei  4«tn'^aiCo«*^ffi «»V^a, 

Icosacosß  +  cos^ß '"  ~  ^"TTi^T^lT "" 4^«»* i«H^'^'' (»  ""  TT" "^^T 

I  man  also 

«  =  #tn  I  ff I  cos  ßi . 

lichtlich  des  Winkels  tp  wollen  wir  die  Reduction  anf  die  canonische 
(ht  weiter  verfolgen.  Ihre  Ausführung  zeigt,  dass  qp  einen  periodischen 
leil  hat  nnd  einen  anderen,  welcher  der  Zeit  proportional  wachst.  Von 
)m  Interesse  ist  die  Kenntniss  des  Winkels  ^,  um  welchen  die  Vertikal- 
I  Pendelpnnktes  sich  dreht,  während  dieser  von  einer  höchsten  cur  nach- 
tten  Lage  fortsdireitet.  Es  kann  geseigt  werden,  dass  dieser  Winkel 
Is  4'  ist  und  <i*M  sich  folgende  Werthe  von  i,  r^,  <p  entsprechen: 

/  =-  0,  r,  2r,  3  7,  4r, 

^  OB  ff,    ^,     ff,       p,        ff      .... 
qp  «.  0,  ^,   2^,  3^,  4^, 

rgtbt  sich,  dass  die  Bahn  des  Punktes  aus  congruenten  Theilen  besteht, 
B  die  Zeitintervalle  zwischen  0  und  2  T,  2  T  und  4  7\  4  7  und  6  7,  .... 

fi^inkel  2^,  4<^,  6^,  ...  fallen,  sodass  wenn  —  rational  ist,  der  Punkt, 

er  eine  Anzahl  solcher  Theile  durchlaufen  hat,  an  seine  frühere  Stelle 
slangt,  im  Falle,  dass  dies  Verhältniss  irrational  ist,  er  aber  die  Anfangs- 
it  wieder  erreicht.  Die  höchsten  Punkte  rücken  auf  einem  horizontalen 
ise  fort. 

wollen  jetzt  die  Heschleunigung  N  des  Widerstandes  (der  Spannung  des 
suchen.     Dies  geschieht  sehr  einfach,  indem  man  die  Heschleunigungen 

einerseits  und     -  ,  andererseits,   welche  letzteren   jenen   zusammen 

dl  Q 

it  sind,  auf  die  Richtung  der  Flächennormalen  (des  Pendolfadens)  projicirt; 
Biionssnmmen  müssen  beidcmale  dieselben  sein.  Die  beiden  ersteren  liefern 
r  fpf  die  Tangentialbeschleunigung  hat  die  Projcction  Null  und  die  Centri- 
hleunignng,  welche  die  Richtung  deS  Krümmungshalbmessers  q  der  Bahn 

•ildet  mit  dem  Pendelfaden  einen  Winkel,  dessen  Cosinus  —  ist,  wodurch 

ection  -    wird.     Man   sieht  dies  unmittelbar,   wenn  man  bedenkt,   dass 
r 

smungskreis  einer  sphärischen   Curvo   auf  der  Kugel  liegt  und   also   der 

igshalbmesser  derselben   die  Projection   des  Kugelradius  auf  die  Schmie- 

ne  ist.     Demnach  besteht  die  Gleichung 


her  man  zieht: 

N        gcos^  ^     -  , 

^  =■ \'  g  cos  ^. 

r 

S-[(l)*+@)V(i)']— .. 
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Combinirt  man  hiermit  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft 

und  ersetzt  cos  ^  durch  das  gleichbedeutende  —  ,  so  erhält  man: 

iV  =  t'o'+/y(3i  ~  2io)  ^ 

r 

oder,  wenn  man  noch  für  ~-  die  Geschwindigkeitshöhe  h  einführt: 

^  =  iL  (3j  —  2zo  +  2Ä). 
r 

Zu  demselben  Resultate  gelangt  man,  indem  man  die  Qleichongen 

rf/«      '         r  '     dt*    ^        r  ^    dt*    ^        r         ^ 

der  Reihe  nach  mit  x^  y,  z  multiplicirt  und   addirt,  dabei  aber  beracksichtigi, 
dass    ans    der   Kugelgleichuiig  x*  -\-  y*  -\-  z*  =^  r*  durch    ein-  und    sweimaligei 
Differentiiren  folgt: 
dx  ,      dy  .      dz  d*x         (Py  , 

^dT+^rf/  +'rfi"  =  ^»  ''dt*+^dt*+' 

Man  erhält  damit:   N  =  —  u.  s.  w.    Für  positive  «,  d.  h.  so  Imnge  der  be- 

wegliche Punkt  sich  auf  der  unteren  Halbkugel  befindet,  ist  N  positiT,  d,  h.  tob 
dem  Punkte  nach  dem  Kugelmittelpunkte  gerichtet.  Erhebt  sich  der  Ptmlct  eber 
auf  die  obere  Halbkugel,  so  wird  gz  negatir  und  kann  auch  9*  -}'  P'  ^u^  demil 
N  negativ  werden;  d.  h.  damit  der  Punkt  auf  der  Kugelfläche  erhalten  werde,  iit 
eine  nach  aussen  gerichtete  Widerstandsbeschleunigung  erforderlich.    Ffir  z  «^  0 

ist  iV  =  --  . 
r 

Für  den  Fall,  dass  das  sphärische  Pendel  sich  nur  wenig  von  dem  vertikalca 

Kugelradius  entfernt,  lässt  sich  die  Untersuchung  mit  grosser  Annäherang  leiekt 

durchführen.'     In  diesem  Falle  nimmt  nämlich  z  nur  Werthe  an,  welche  von  r 

sehr  wenig  vorschieden  sind  und  ist,   damit  dies   überhaupt  möglich  eei,  9g  nnd 

folglich  h  sehr  klein.    Setzt  man  daher  zssr  —  tt,Zo  =  r  —  uq,  so  erhftlt  mia 

für  die  Beschleunigung  des  Widerstandes 

d.  h.  sehr  nahe  N  =  g. 

Hiermit   werden    aber    die    Bewegungsgleichungen,    wenn    man    bedenkt,    das 

i7  0  ,  V  ff  dH  d*u 

^z  —  g^—  (z^r)  =  ^^u,     :^^  =  —  znr  i«*- 

r  ^^         r  ^  '  r  dfi  di* 

fp^  \    ff  (i 

Die  vollständigen  Integrale  dieser  linearen  Gleichungen  sind: 

X  =  A   cost  y  ^-  +  B   Sinti/ ^ 


y^A'  cos  t  y^  +  B'  sin  tj/^ 
yi  +  B"  sin  tj/'l 


u  =  A"  cos  t 
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und  hieraus  erhilt  man  mit  Rücksicht  auf  z  ae  r  —  k  für  die  Componenten  der 
Geschwindigkeit : 

Zsr  Bestimmung  der  6  Constanten  mögen  die  Anfangsbedingungen  sein: 

«*"«         y"—0  *""y 

dx  dy        ^        dz  für  /  «-  0, 

Ä  di        ^        dt 

C  h.  es  möge  die  x:-Ebene  durch  einen  tiefsten  Punkt  gehen.     Dadurch  wird 

a  —  ^         0  —  .<'  r  —  y  =-  ^" 


hiermit  weiter 

w 

*  —  meotiy^-,       y  »  j/''     ßsinij/^,      r  —  r  «=  (r  -  y)  co#  /  ^^  . 

Aae  den  heiden  ersten  dieser  Gleichungen  ergibt  sich,  dass  die  Projection  der 
Bmkm  des  heweglichen  Punktes  auf  die  o:^ -Ebene  ist: 

also  eise  Ellipse  mit  den  Halbaxen  tt  und  y    ^  -  -  ß.      Die   volle   Umlaufsseit  T 
ergiht  sieh  ans  dem  Ausdrucke  für  x,   indem  man  T  1/    ~  =»  2n  setzt,  nämlich: 

r    g 

•It  ist  also  ebenso  gross,  als  die  Oscillationsdauer  eines  einfachen  Pendels  von 
4eftelben  LAnge  r,  wie  das  sphHrische,  bei  kleiner  Klongation.  —  Für  die  Winkel 
f  «ad  ^  erhilt  man: 

"»--J/j.  '*('/')•  «•'•*= j/^'-''/^  +  ,;;/»'«■-y^ 

§.  9.     Das  tiefere  Studium   der  Bewegung  eines  Punktes   auf  vor- 

f^schriebener  Fläche   hat  bis  jetzt   nicht  sonderlich   grosso   Fortschritte 

^«■acht.    Das  einsige  bedeutende  Beispiel,   welchem   eine   sehr  sorgfftl- 

Behandlung   eu  Theil  geworden  ist,   ist   die  Bewegung   des   sphHri- 

Pandels.     Indessen   haben   Newton   und   Kulcr   bereits   manche 

^'^ToUe  Andeutung  gegeben,  welche  weiter  ausgebeutet  werden  kann. 

"^     «lieser  Hinsicht  ist  das  10.  Capitel  in  der  Theorie  nouvelle  geometriquc 

^^eamique  des  courhes  u  double   courhure  von  P.  Serret,   Paris   ISßO, 


Bedentnng,   dessen    hauptsächlichsten   Inhalt  wir   hier   wiedergeben 

^^lleD.     Die   Möglichkeit,   Probleme   der  fraglichen  Art  mit  Erfolg   zu 

^^Uadelni   wird  durch   die  Kenntniss  der  geodätischen  Krümmung  der 

^^^trea  auf  gegebenen  Flächen  und  durch  die  besondere  Beschaffenlicit 
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der  Componente  der  Beschleunigung  ^i  bestimmt,  welche  in  die  Tan- 
gentenebene  der  Fläche  fällt.  Mit  Rücksicht  hierauf  wollen  wir  die 
Beschleunigung  immer  in  zwei  Componenten  zerlegt  denken,  von  denen 
die  eine  in  die  Richtung  der  Normalen  der  Fläche,  die  andere  in  die 
Tangentenebene  derselben  föllt.  Bildet  ^  mit  der  Flächennonnale  den 
Winkel  y ,  so  ist  die  erstere  von  diesen  beiden  Componenten  ^  cos  y^ 
die  zweite  tf;  sin  y.  Die  letztere  zerlegen  wir  weiter  in  zwei  Compo- 
nenten, von  denen  die  eine  die  Richtung  der  Tangente  an  die  Bahn 
des  Punktes  hat  und  wie  früher  mit  t/;/  bezeichnet  werden  soll,  während 
die  andere  der  Normalebene  derselben  angehört  und  deren  Werth  nach 

§.  6.  -^  ist.    Ist  a  der  Winkel,  den  tf;  5f7t  y  mit  der  Tangente  der  Bahn 

bildet,  so  bestehen  demzufolge  die  Gleichungen 

t/;/  =  t/;  cos  a  sin  y ,     -j^  ~--  if;  sin  a  sin  y  =  ^„  cos  X . 

Nach  demselben  §.  6.  ist  alsdann  weiter 

iV  =  ~  —  ^  cosy, 

wenn  R  den  Radius   des   Normalschnitts   der  Fläche   bedeutet,  welcher 
die  Bahn  berührt. 

Man  kann  nun  zunächst  eine  sehr  brauchbare  Formel  ftir  die  Ge- 
schwindigkeit construiren,  durch  welche  diese  Grösse  von  dem  geocUU 
tischen  Contingenzwinkel  abhängig  gemacht  wird.  Nach  dem  Principe 
der  lobendigen  Kraft  ist 

d  -  \v^  ^^  ip  sin  y  cos  a  '  ds\ 

hiermit  combiniron  wir  den  Ausdruck  für  t;^,  welcher  sich  aus  der  obisan 

Relation  für  -^  ergibt,  nämlich: 

Q 

v^  s=  ilß  sin  a  sin  y  •  q 

und  erbalten 

oder,  wenn  wir  den  geodätischen  Contingenzwinkel  mit  dK  bezeichnen,  ^^' 

-^  =  dK 
9 

V*  tga 

Hieraus  folgt  für  die  Geschwindigkeit: 

/'dx 
tga 

und  ist  diese  Formel  in  vielen  Fällen  sehr  brauchbar,  weil  die  Integ^' 
tion  oft  sehr  leicht  ausgeführt  werden  kann.    Dieselbe  enthält  die  6rM^ 
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von  ^  nicht,  sondern  nur  ihre  Richtnng,   indessen  ist  die  Unabhängig- 
keit der  Oeschwindigkeit   von    der  Grösse    der  Beschlennigang  ^  nnr 
scheinbar  nnd  spielt   dieselbe  darin  versteckt  eine  Rolle,  indem  sie  anf 
die  Bahn  bestimmenden  Einfluss  übt  nnd  von  diesem  dx  abhängt. 
Die  Combination  der  beiden  61eichun§^n 

-jp  =  ^  sin  a  sin  y 
9 

—  —  N  ^=  ijßcos  y 
fUut  dnrch  Elimination  von  y  noch  zn  der  weiteren  Relation 

ö'M^' -*)=-■■ 

§.  10.    Für  die  Bewegung  eines  Punktes  auf  der  Ebene  fallt  der 

Radios   der  geodätischen   Krümmung  mit  dem  Radius   q  der  absoluten 

Krümmnng  zusammen  (denn  jener   int  der  Krümmungsradius  der  Defor- 

mationscurve  •  des    §.   4.)   und   ist   der  Radius  R  für   den  Normalschnitt 

onendlich  gross;  man  erhält  daher  für  diese  Bewegung 

iffg  ^  ^  cos  a  sin  r,  =  ^  sin  a  sin  y^     N  =  —  ij;  cos  y 

Q 


•  C-l«)  +  ^^  =  '^^ 


\p  Sin  a. 

^0  der   absolute   Contingenzwinkel   dv   an    die   Stelle   des   geodätischen 
Contingenzwinkels  dx  getreten  ist. 

Ist  insbesondere  die  Componente  der  Beschleunigung,  welche  in  die 
^oen«  flUt,  nämlich  ^  sin  7,  der  Richtung  nach  constant,  so  sieht  man 
^^l^t,  dass  der  Contingenzwinkel  dt  die  nnendlichkleine  Abnahme  des 
^*>>kelso  darstellt,  welchen  die  Richtung  von  t/^  sin  y  mit  der  Tangente 
^^  Bahn  bildet.  Es  lenkt  nämlich  diese  Beschleunigung  die  Tangente 
^'^  fiabu  nach  der  Seite  hin  ab,  auf  welche  sie  selbst  fiillt.  Man  hat 
^*^    mn  setzen  rf r  =  —  da  und  findet  damit 

/Vr  r      cos  a  da 

I  =  I  —  =  —  l  Sin  a 

J  tg  a       J  sin  a 

"^*    Tolglich  ^      C 

sin  a  ' 

•*•   für  jede   ebene  Bewegung   eines   Punktes  bei  einer  Be- 

^^«anignng  von  constanter  Richtung  ist  die  Goschwindig- 

^^^  in  jedem  Pnnkte  der  Bahn  dem  Sinus   der  Neigung   der 

^^n  gegen    die   constante   Beschleunigungsrichtung   umge- 

^«irt  proportional  oder  also  die  Componente  dcrGeschwin- 

^fkeit  parallel  der  Normalen  constant. 

§.  11.     Für  die  Bewegung   auf  einer  beliebigen  Cy  linder  fläche 
^oDet  wir  die   Voraussetzung    eintreten    lassen,    dass    die   Componente 
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t/;  sin  y  der  Beschleunigung,  welche  in  die  Tangentenebene  der  Flic 
fällt,  in  jedem  Punkte  der  Bahn  die  Richtung  der  ErseugongsUnie  ha' 
während  ihre  Grösse  keiner  weiteren  Beschränkung  unterworfen  m 
Der  geodätische  Contingenzwinkel  d%  ist  nun  der  Contingenswinkel  c 
ebenen  Deformationscurve,  «n  welche  die  Bahn  des  beweglichen  Ponki 
bei  der  Abwickelung  der  Cylinderfläche  auf  einer  Ebene  fibergi 
(Fig.  128.).  Derselbe  ist  aber  das  Differential  des  Winkelf  a,  weldi 
die  Erzeugungslinie  mit  der  Tangente  der  abgewickelten  Bahn  bild 
welcher  bei  der  Abwickelung  keine  Veränderung  erleidet.  Diesen  Winl 
nehmen  wir  so,  dass  der  Sinn  der  Tangente  der  der  Bewegung  und  c 

Sinn  der  Erzengungslinie  der  der  Beschlennignng  i. 
dann  wird  das  Differential  eine  Abnahme  von  «  d< 
stellen,  weil  die  Beschleunigung  die  Tangente  ihr^ 
Sinne  entsprechend  ablenkt.  Daher  ist  wie  in  §.  ^ 
d%  =  -^^  da.  und  findet  man  wie  dort 


Kigr.  12«. 


c 


V 


sm  a 


-^   =  iff  sin  y  •  CO»  a. 


Dies  sind  aber  genau  die  Gleichungen  der  Bewegv 

eines  Punktes  in  der  Ebene,  wenn  tf;  sin  y  eine  Beschiß 

nigung  von  constanter  Richtung  in  derselben  und  a.  der  Winkel  ist,  3 

die  Tangente  der  Bahn  mit  dieser  Richtung  bildet.     Man  gewinnt  h£ 

aus  den  Satz: 

Wenn  ein   Punkt    sich    auf    einer   beliebigen    Cylindie 
fläche   zu  bewegen   genöthigt  ist  und  ausser  der  normal 
Widerstandsbeschlcunigung    der    Fläche    auf   ihn    eine  S 
schleunigung  wirkt,    deren  Projection   auf  die  Tangent9 
ebene   des   Cylinders   fortwährend   die  Richtung  der  £ri9 
gungslinie  hat    und   wenn    in    einem    beliebigen   Zeitpnnl^ 
die    Cylinderfläche   sammt   der   Bahn    des    Punktes    in  ei  ^ 
Ebene    ausgebreitet  würde,    zugleich  aber  jene    Beschiß 
nigungscomponente  die  Richtung  der  Erzeugungslinie  b^ 
behielte,  so  würde  der  Punkt  die  Deformationscurve  sein- 
Bahn   mit  derselben   Geschwindigkeit    beschreiben,    wele 
er  auf  der  cylindrischen  Bahn  besitzt. 

Der  Widerstand  der  Fläche  ist,  wenn  man  für  v  den  obigen  We^ 

einsetzt  „  €^ 

N  =  -  — .  T, 'tl)  cosy. 

Es  ist  aber  nach  Gap.  I,  §.  14,  Nr.  5.  der  Krümmungshalbmesser  R  ein 
unter  dem  Winkel  a  gegen  die  Erzeugungslinien  des  Cylinders  geneij 
ten    (die    Bahn    berührenden)    Schraubenlinie    (geodätischen   Linie    di 
Cylinders),   oder  also   der  Krümmungshalbmesser  des  berührenden  No 
maisch  nitts  _  q 


R  = 


sin'^  cc 
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wtKMWM.  f  den  KrAmmongshalbmesser  des  zu  den  Erzeugungslinien  senk- 
reelx^eif  Schnittes  bedeutet.  Entnimmt  man  daher  aus  dieser  Gleichung 
R  «Mi^  a  und  führt  seinen  Wertb  q  in  der  Formel  für  iV  ein,  so  kommt 

A  =         —  ^  cos  y. 
Q 

I>iese  Betrachtungen  lehren,   dass  man   die  Theorie   der  Bewegung 
foitmm  Punktes  in   der  Ebene  unter  Einfluss   einer  Beschleunigung  von 
coi^Manter  Richtung  unmittelbar  auf  die  Cylinderfll{,chen  übertragen  kann. 
y^    schwerer  Punkt  «beschreibt  daher  auf  einem  Cylinder  mit  vertikalen 
l^^iK^ktigungflinien  eine  Gurre,  welche  durch  die  Abwickelung  des  Cylin- 
'c^    in  eine   Parabel   übergeht.     Ist   der   Cylinder  zugleich   ein   Kreis- 
runder, so  find  R  und  q  constant  und  wird  mithin  der  Druck  auf  die 
'■^be  gleichfalls  durchaus  constant  sein. 

§.  12.     Für  die  Bewegung  eines  Punktes  auf  einer  Kegel  fläche 
fcab«  ^  f|„  y  gleichfalls  die  Richtung  der  Erzeugungslinie.    Aus  Fig.  129. 
^  ersichtlich,  dass  zwischen  dem  Contingenzwinkel  dx  der  Deforraations- 
*'*'^e,  dem  Differentiale   von  a  und   dem  Winkel  da 
•■*  aer  Spitse  0  des  Kegels,  zwischen  dessen  Sehen-  '^' 

»•■n   das  Bogenelement  MM*  =  ds  liegt,   die  Bezie- 

^•■»«  besteht: 

dx  =  —  </«-(-  da. 

^  «erftait  nämlich   der  Winkel  a  -f  <f(T  an  der  Er- 
*^^%iing8linie,  welche  durch  den  Endpunkt  3/  von  ds 
^™^    in  zwei  Theile,  dx  und  den  geänderten  Werthc    ddU/ 
*  H^   da  von  er.     Zugleich  ist,  wenn  03f  =  r  gesetzt 
^»»d  rda  0 

^•^t  das  Zeichen  ( — )  erforderlich  ist,  weil  a  bei  wachsendem  r  stumpf, 
^^    Abnehmendem  r  spitz  ist.      Die  Combination    boidor  Formeln  liefert 

dx  da  dr 

•»«>    folglich     ^  Iga^'-  liJ-a  -   r 

/*dx  rcosada  i*dr  , 

=   —  I  —  I         =     -   l  [r  shi  fO 

tga  J       sma  J    r 

"*^  biermit  ^, 

r  sin  a  p  ' 

^^^  p  das  von   0  auf  die  Tangente  der  Bahn  gcnillte  Perpendikel  ist. 
^'»^i  tritt  wieder  die  Formel 

^-  :=3  ^  Sin  y  -  sin  a , 

DU  ^ 

^'^^  Wite  dieser  beiden  Gleichungen  ergab  sich  bereits  Cap.  I,  §.  3,  Nr.  2. 

'*'  i«de  ebene  Centralbeweguog.    Wir  erhalten  daher  wie  im  vorigen  §. 
Amm  O.A. . 


i 
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Bewegung  auf  Kegelflächen. 


y.  Cftp. 


Wenn  ein  Punkt  sich  auf  einer  Kegelfläcke  zu  bewegen 
genöthigt  ist  and  auf  ihn  eine  Beschleunigung  wirkt,  deren 
Projection  auf  die  Tangentenebene  der  Fläche  in  dieBich- 
tung  der  Erzeugungslinie  fällt,  so  wird  derselbe,  wenn  sn 
irgend  einer  Zeit  die  Kegelfläche  sich  zu  einer  Ebene  aus- 
breitet und  jene  Beschleunigung  die  Richtung  der  Erien- 
gungslinie  behält,  die  ebene  Deformationscurve  seiner  B»bn 
mit  derselben  Geschwindigkeit  beschreiben,  mit  welcher  ot 
seine  conische  Bahn  durchläuft. 

Für  den  Widerstand  N  der  Fläche  ergibt  sich,  wenn  man  den  oben 
gefundenen  Werth  der  Geschwindigkeit  einführt 

^  =  RH^.-ri  -  * ''"  y- 

Die  geometrische  Bedeutung  von  B.  str?  a  ist  leicht  zu  erkennen.  Zn 
dem  Ende  sei  d£  der  Neigungwinkel  zweier  aufeinanderfolgender  Tan- 
gentenebenen des  KegelSf  welche  längs  der  Erzeugungslinien  OJf,  OM* 
berühren.  Sie  bilden  mit  der  Ebene  des  Normalschnittes  der  Fliehe^ 
welcher  durch  MAt  geht,  eine  unendlich  schmale  rechtwinklige  körper- 
liche Ecke.     Aus  dieser  ergibt  sich   für  den   Contingenzwinkel  dt  deB 

Normalschnittes 

dt  =  dE  -  sin  u. 

Bedeutet  nun   ds^  das  Bogenelement  des   zur  Erzengungslinie   OM 
senkrechten,  durch  M  geführten  Normalschnittes,  so  wird 

ds  •  sin  a  c=  dSt 
und  folglich 


^1 


ds  1         ds^ 

dl  sin'^  a    d2 


dSi 


Nun  ist  aber  offenbar  —^  =  q  der  Krümmungshalbmesser  dieses  m  ^' 

senkrechten  Normalechnittes.  Daher  ist  R  sin"^  a  =  q  und  geht  <Ü0 
Formel  für  N  über  in 

N  =  -.V     —  ip  cosy. 

Diese  Betrachtungen  lehren,  dass  man  die  Theorie  der  eb«»* 
Centralbeweguug  auf  die  Kegelflächen  übertragen  kann,  wenn  man  ^' 
Spitze  des  Kegels  zum  Centrum  nimmt. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Formel  (§.  10.) 

lässt  sich  z.  B.  leicht  die  Frage  beantworten,  wie  ^  sin  y  beschaffen  id^ 
müsse,  damit  die  Bahn  des  beweglichen  Punktes  eine  kürseste  IAu0 
des  Kegels   (Kegelloxodrome)   werde.     Da  nämlich  die    kttneste  liok 


V  =z  Cc     ^    ,     — ^  =  -^  *f/i  y  •  «n  er, 
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Abwickelung  des  Kegels  in  eine  Gerade  Übergehen  mnss,  so  ist 

o  and  da  —  s=  -2~  >     JV  =  -^   —  ^  cosy  ist,  so  folgt 

,     .  C 

ilf  Sin  y  =   -^-  . 

m  Fall  eines  Kroiskegels  ist  q  proportional  r.  Soll  daher  der 
eine  Kegelloxodrome  beschreiben,  so  muss  die  dnrch  die  Spitze 
gels  gehende  Beschleanignngscomponente  der  dritten  Potenz  der 
lang  von  der  Spitze  amgekehrt  proportional  sein. 

13.  Die  Methode  des  §.  9.  lässt  sich  mit  derselben  Leichtig- 
if  die  Bewegang  eines  Punktes  auf  einer  beliebigen  abwickel- 
Fläche  anwenden,    sobald   nur    die  in    die  Tangentenebene   der 

fallende  Beschl^unigungscomponente  die  Richtung  der  Erzen- 
nie  besitzt.  Man  bedarf  zur  Behandlung  hierher  gehöriger  Auf- 
bloss der  Kenntniss  der  Elemente  der  geodätischen  Krümmung 
iven  auf  abwickelbaren  Flächen.     Die  beiden  Formeln 

ftr  eine  ebene  Bewegung  gelten,  wenn  d%  und  ^  den  absoluten 
i;enzwinkel  und  Krümmungshalbmesser  der  Bahn  bedeuten,  führen 
ler  zu  dem  Satze,  dass,  wenn  die  Fläche  sich  zu  einer 
)  ausbreitet,  der  bewegliche  Punkt  die  Deformations- 
seiner Bahn  mit  ungeänderter  Geschwindigkeit  be- 
bt, vorausgesetzt,  dass  die  Componente  Hf  siny  die  li ich- 
ler Erzeugungslinie  beibehält. 

14.  Für  die  Bewegung  eines  Punktes  auf  der  Kugelfläche 
wir  annehmen,  dass  die  Componente  der  Beschleunigung,  welche 
Tangentenebene  der  Kugel  fallt,  immer  in  der  Ebene  enthalten 
dche  durch  den  beweglichen  Punkt  M  und  einen  festen  Kugel- 
etser  hindurchgeht   und  die  wir   die   Meridianebene   des   Punktes 

wollen.  Der  Winkel,  welchen  diese  Meridianebeno  mit  der  Meri- 
ine  der  Anfangslage  bildet,  heisse  tp  und  der  Bogen  grössten 
i  von   dem    einen  Endpunkte  0  des  festen  Durchmessers  bis  zum 

M  sei  ^.  Beide  Grössen,  p  und  tp  sind  die  sphärischen  Polar- 
aten,  nämlich  Hadiusvcctor  und  Polarwiukel  des  Punktes  M.    Es 

nun  zunächst  darauf  au,  den  Contingenzwinkel  und  den  Radius 
)dätischen  Krümmung  einer  sphärischen  Curve  zu  bestimmen.  Da 
zesten  Linien  der  Kugel  grösste  Kreise  sind,  so  ist  der  geodätische 
^enzwinkel  der  Winkel  zweier  grösster  Kreise,  welche  die  Curve 

aufeinanderfolgenden  Punkten  becühren.  Vom  Pole  0  (Fig.  130.) 
rir  nun  auf  diese  beiden  Kreise  die  sphärischen  Perpendikel  OPwasp^ 

p  -{••  dp  und    bezeichnen    die  Winkel  OMP,  OAtl^^   welche  die 

11,  TlMorl«  d.  Bew.  d.  d.  Krint.  24 
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Fig.  130. 


Sphärischen  Radienvectoren ,  q  und  q  ^  dg  mit  den  Kreisen  bilden, 
mit  a  und  a  +  da,  dem  Früheren  entsprechend,  da  anch  hier  a  der 
Winkel  ist,  den  die  Beschleunigung  t/;  sin  y  mit  der  Tangente  der  Bahn 

des  beweglichen  Punktes  bildet.  Wird  er  immer  auf  der 
Seite  der  Tangente  gerechnet,  auf  welche  die  Beschlea- 
nigung  ^  sin  y  fällt,  die  wir  dem  Pole  zugewandt  an- 
nehmen, so  entspricht  wieder  ein  spitzer  Winkel  a  einer 
Abnahme  von  ^  und  hat  man  daher 

ds  '  cos  a  =  —  dq. 

Ist  ferner  Q  der  Schnittpunkt  von  OP^  mit  HfP^  so  wird 
QP'=  PM'P'-  sin  M'P\  d.  h. 

d%  •  sin  (MP)  =  —  dp. 
Andererseits  ist  aber 

sin  a 


stn  g  •  cos  a 

cotg  a  =  —  ■ 

cos  p  - 


sin  (MP)  =  (fj  p  '  coty  a  =  - 

^  cos  p 

Durch  Combiuation  dieser  Gleichungen  erhält  man 

ds  sin  Q  •  dg  sin  q  •  dg 

du  cos ßi  'dp  d '  sin  p  ^ 

d.  h.  OS  wird   der  Radius  g  der  geodätischen   Krümmung  der  Bahn  i& 

beweglichen  Punktes 

«  stn  Q  •  dg 

g  =    -  -7     :  -- 
(/  •  sin  p 

und  der  geodätische  l'ontingenzwinkel 

d  '  sin  p 


i/k   =  — 


fin  g  cos  a 


Man  erhält  hiermit  weiter 

d*    d  '  fin  p      f/  •  sin  p 

Ifj  A  sin  g  •  sin  er  sin  p 

und  folglich  wird  nach  $.  1^.  die  Geschwindigkeit 

r  C 


=  —  d  '  !  sin  p 


ffH  p         fin  g  sin  a 
d.   h,   die   Go:^chwiudigkeit    ist    dem   Sinns    des    sphiriie     ^ 
Ab  Standes  dos  Poles  von  dorn  ihreKichtnng  im  beweglic    ^  . 
Punkte  borührondou  gr^sston  Kreise  umgekehrt  proportio 
WoitOT  erhält  man  durch  die  Formel 


=  i-  $7%  jr, 


wenn  man  in  «üosoibo  :t&T  r  und  ^  ibre  Wenho  einsetzt, 

«ek^M"   in  Bojtni:  ai::  r  «^i  t  ^^^  i\v.rdir^a:«n   die  DifTerealialgkidiis^    . 
4^T  Ha>.n  .:a7He«h«  M^Kalii  v  »%  ;   iiuv>.  Ejc-Jieaxe  der  Bahn  gegeben  j^ 


Bewegung  auf  der  Kngelfläche. 


371 


N  findet  man,  wenn  der  Radius  R  des  Normalschnittes,  welcher 
slradias  ist,  gleich  1  gesetzt  wird,  wie  bisher  stillschweigend 
tetit  warde, 

N  =z  v^  —  r(f  cos  y  =  -—^ nb  smy. 

$m*  p 

hier  entwickelte  Formel  für  die  Geschwindigkeit  v  ist  das  Ana- 

der  Formel  r  =  —  ,  welche  bei  der  ebenen   Centralbewegnng 

,  §.  10.)  vorkommt.  Dort  ging  die  Richtung  der  Beschleunigung 
len  festen  Punkt  der  Ebene,  hier  geht  ihre  Projection  auf  die 
he  durch  den  Pol. 

kann  diese  Analogie  noch  weiter  verfolgen.  Da  das  Bogen- 
Is  durch  die  Formel  ds^  =  dQ^  -|-  sin^Q  •  d(p^  in  q  und  <p  aus- 
werden kann,  so  wird 

2 


=0)'+-'©) 


ler  in  dem  vorliegenden  Falle  offenbar  das  Princip  der  Flächen 
^ojection  der  "Bewegung  vom  Pole  aus  auf  irgend  eine  Ebene, 
die  Tangentenebene  des  Poles  gilt,  so  hat  man  auch 

^    dt  ' 

nbination  beider  Gleichungen  erhftlt  man,  fthnlich  wie  Cap.  III, 
262.  r-  /     ^^     V  2  1 


;«  =  C^ 


;»  =   C^ 


1    +  (jinli.) 

sin^  Q  ^     dip    ^ 

stn^  o  \      dm     / 


stn*  Q     '      ^      dg> 

i  vermöge  des  Princips  der  lebendigen  Kraft 

cf .  ^  p*  =  —  ff;  sin  y  '  cos  a  -  ds  ^=  —  ^  sin  y  '  dff. 

rentiation   der  vorigen  Formel  liefert  daher  mit  Rücksicht  auf 
icfaung  ähnlich,  wie  Cap.  III,  §.  10,  S.  262. 


tg  g  dg>^ 

.  Die  Formeln  des  vorigen  §.  liefern  unter  der  Voraussetzung, 
I  y  die  Beschleunigung  g  der  Schwere  und  also  der  feste  Kugel- 
ler,  in  welchem  sich  alle  Meridianebenen  schneiden,  vertikal  ist, 
die  in  §.  8.  entwickelten  Formeln,  sondern  auch  verschie- 
16  ftber  das  sphärische  Pendel.  Es  ist  fUr  diesen  Fall 
-—  ^,   if  sin  y  =^  g  zu.  setzen.    Dadurch  wird 

24* 
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♦         sin  Qdg         (?        1 


^  =  rr— l)       9  = 


sin  p^      ^         d*  sin  p  g     sin^p 

N  :=  v^  —  g  cos  Q  . 

Die  erste  Gleicbang  sagt  aus,  dass  für  das  sphärische  Pendel  die  G( 
sch^rindigkeit  dem  Sinus  ihres  sphärischen  Abstandes*  vom  tiefsten  oA 
höchsten  Punkte  der  Kugel  umgekehrt  proportional  sei.  Die  zweite  i 
in  Bezug  auf  pund  p  als  Coordinaten  die  Differentialgleichung  der  Bak 
Das  Integral  derselben  ist  daher  von  der  Form 

{A  +  cos  Q)  sin'^  p  =  ^^  , 

worin  die  Constantc  A  durch  die  Anfangslage  (pq,  Pq)  der  Gescbwindii 
keitsrichtung  zu  bestimmen  ist.  Zwischen  der  Pondelbewegung  und  di 
ebenen  Bewegung  eines  Punktes,  welcher  nach  einem  festen  CeiitniP 
hin  der  ersten  Potenz  der  Entfernung  proportional  beschleunigt  win 
besteht  ausser  der  Analogie  in  Bezug  auf  das  Gesetz,  welches  die  G< 
schwindigkcit  befolgt,  noch  eine  andere.  Dort  ist  der  KrttmmungsbiU 
messer  der  elliptischen  Bahn  dem  Cubus  des  Abstandes  der  Gesdnrii 
digkeit  vom  Centrum,  hier  ist  der  Radius  der  geodätischen  SJrQiniSBB 
der  Bahn  dem  Cubus  des  Sinus  von  p  umgekehrt  proportional.  D< 
tiefere  Grund  dieser  Analogieon  liegt  darin,  dass  bei  dem  BphXris^ 
Pendel  die  Beschleunigungscomponentc  in  der  Richtung  der  TangsB^ 
an  den  Bogen  q  dem  Sinus  von  g  proportional  ist.  Die  Bahn  ist  Ab 
gens  keine  sphärische  Ellipse,  sondern  im  Allgemeinen  eine  tranictf 
dente  Curve,  wie  bereits  aus  den  Betrachtungen  in  §.  8.  hervorgiog* 

Auch  die  Bedingung,  dass  der  Punkt  einen  Kugelkreis  beschreib 
ist  leicht  aufzustellen.  Hierzu  ist  erforderlich,  dass  der  Radios  de 
geodätischen  Krümmung  constant  sei.  Die  Formel  für  Q  seigt,  du 
alsdann  p  constant  sein  müsse.  Da  aber  in  diesem  Falle  p  und  Q  id^ 
'tisch  sind,  so  ist  auch  g  constant,  also  kann  der  Kugelkreis  nur  b^ 
zontal  sein ;  endlich  ergibt  sich  auch,  dass  v  constant  bleiben  muss.  I^ 
Radius  Q  für  den  Kugelkreis  ist  nun  igg,  wie  man  sieht,  wenn  man  d< 
selben  als  den  Radius  der  Deformationscurve  ansieht,  in  welche  ^ 
Kugelkreis  bei  der  Abwickelung  mit  dem  die  Kugel  längs  ihm  be^ 
renden  Kegel  tibergeht.     Daher  hat  man 

C  C^ 


Sin  g  g  stn""  g 

woraus  für  die  Geschwindigkeit  folgt 

«  sin^  g 

V*  =  g '  . 

cos  g 

was  mit  §.  8.,  S.  358  übereinstimmt. 

Um  von    den    hier  gebrauchten  Formeln   zu  denen  des  §.  8.  flb< 
zugehen,  dient  die  Bemerkung,  dass  g  =  'tl;,  dg  »  (ga  =  sin  gt^^  i 
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^        .  «in  ^  ,  ,.    „ 

***  ^  •  j:r  >   *f«  a  =  — .-  und  wenn  man  die  For- 


mit  v^  c=  2  or  +  C,  welche  durch  das  Princip  der 

flll  p   tlti  €t  '  * 

^en  Kraft  gegeben  wird,  behnfs  Elimination  von  v  combinirt  und 
itehende  Gleichung  nach  dtp  auflöst,  erhält  man  die  eine  Formel 

8.     Wenn   man   ferner  statt  v  seinen   Werth  — -  setzt  und  aus 

dt 

gewonnenen  Gleichung 

ds  C 


dt  sin  Q  sin  a 

eilt,  ds  :  sin  ^  =  dq>  :  sin  a  zu  Hülfe  ruft  und  in  ähnlicher  Weise 
eliminirt,  erhält  man  die  andere  dortselbst  für  /  und  tf;  gegebene 

16.  Um  die  Theorie  des  §.  9.  auf  die  Bewegung  auf  ttota- 
lichen  anzuwenden,   bedürfen  wir  eines  bereits  von  Clairaut 

Memoires  de  VAcademie  des  sciences  de  Paris,  1733  aufgestellten 
iber  die  kürzesten  Linien  auf  diesen  Flächen.  Ein  ebener  Schnitt 
iationsfläche ,  geführt  durch  ihre  Axe,  heisst  ein  Meridian,  ein 
Schnitt  senkrecht  zu  ihr  ein  Parallelkreis  und  die  Neigung  einer 
af  der  Fläche  gegen  die  Meridiancurve  das  Azimuth  dieser  Curve. 

r  der  Radius  eines  durch  den  Punkt  M  einer  kürzesten  Linie 
in  Parallelkreises  und  t  das  Azimuth  einer  kürzesten  Linie  in  üf, 
der  Clairaut*sche  Satz: 

I  Produkt  r  sin  i  aus  dem  Radius  r  des  Parallelkreises 
m  Sinus  des  Azimuths  i  ist  für  alle  Punkte  einer  kür- 

Linie  eine  constante  Grösse. 

hat  nämlich  nach  §.  2.  die  kürzeste  Linie  jeder  Fläche  die 
baft,  dass  ihre  Schmiegungsebene  senkrecht  auf  der  Tangenten- 
itefat  und  mithin  die  Richtung  des  Krümmungshalbmessers  in 
male  fällt.  Nach  Cap.  IV,  §.  8.  Anm.  S.  315  und  316  sind 
\  Cosinusse  der  Winkel  A,  fi,  v^  welche  der  Krümmungshalb- 
einer    Coive    mit    drei    rechtwinkligen    Coordinatenaxen    bildet, 

rf.g    a.^    rf.^ 

^•ien  — ; —  ,    — ; —  ,    — ; — ,    oder   wenn   wir  s  als  unabhängige 
ds  ds  ds 

di^x      d'^y      d'^z 
fliehe  für  die  kürzeste  Linie  wählen,  den  Grössen  -7-^  ,    tt  ,    -r^ 

ds^      ds^      ds- 

onal.  Nehmen  wir  nun  die  jc-  und  y-Axe  in  irgend  einem 
Lreise  an,  zur  2  -  Aue  aber  die  Rotationsaxe,  so  bildet  die  Tan- 
es  Parallelkreises  in  M  (a:,  y,  z)  mit  den  Coordinatenaxen  Win- 

en  Cosinusse  —  — ,   — ,  0  sind  und   da  die  Normale  der  Rota- 

r       r 
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tionsfläche  und  mithin  der  Krümmangsbalbmesser  der  kürzesten  Linie 
in  die  Meridianebene  föllt  und  folglich  auf  der  Tangente  des  ParaUel- 
kreises  senkrecht  steht,   so  hat  man  die  Bedingung 

r  ds^  r  de^  ' 

Integrirt  man  diese  Glöichnng,   nachdem  man  sie  mit  r  multipUcirt  hit, 

so  ergibt  sich  .  , 

^  dy  dx 

ds  ds 

dx      dv      dz 
Nun  sind  aber    --  ,    -— ^    -r-  die  Richtungscosinusse   für  die  Tango&to 

ds       ds      ds 

ti       X  • 

der  kürzesten  Linie  und  da ,    — ,  0  wie  vorher  die  RichtungscMA* 

r        r 

X  dy       ff  •* 
nusse  der  Tangente  des  Parallelkreises  bedeuten,  so  stellt  — ^J 

den  Cosinus  der  Neigung  der  Tangente  der  kürzesten  Linie  gegen  ^^^ 
Tangente  des  Parallelkreis^s  oder  den  Sinus  des  Azimuths  der  kfirze*t^^ 

a 
Linie  dar.     Es  ist  daher  sin  i  =  —  oder 

r 

r  sin  i  =  a , 
w.  z.  b.  w. 

Um  nun  den  geodätischen  Contingenzwinkel  für  irgend  eine  C(mT^^ 
auf  der  Rotationsfläche  in  einem  ihrer  Punkte  M  zu  bestimmen,  denk^^ 
wir  uns  die  zwei  nächsten  Punkte  Ilf  und  Af"  und  legen  durch  o^^ 
Element  MJtf,  sowie  durch  das  Element  HfM"  kürzeste  Linien,  welw*^ 
die  Curve  demnach  in  M  und  M'  berühren.  Der  Winkel  beider  kflr^^' 
sten  Linien  ist  der  gesuchte  geodätische  Contingenzwinkel  dx»  Tf'^^ 
seien  r,  r  -f-  rfr  die  Radien  der  Parallelkreise  in  M,  Jlf  und  i  und  i  -p  * 
die  Neigungen  der  beiden  kürzesten  Linien  resp.  gegen  die  Meridiane 
M  und  M\  t  aber  sei  die  Neigung  der  ersten  kürzesten  Linie 
den  Meridian  von  M*.     Man  hat  alsdann  einerseits 

d%  =  t  —  (f  +  dt) , 
andererseits  ist  aber  nach  dem  soeben  bewiesenen  Satze 

(r  -f-  dr)  sin  %  —  r  «n  f  =  0. 

Aus  der  zweiten  dieser  Relationen  folgt 

sin  X  —  sin  %  dr 

sin  I  r   ' 

oder  unter  Anwendung  des  Satzes  sin a  —  sinb  =  2  cos  J^  {a  +  b) sin ^ {a  — ^      - 
und  mit  Rücksicht  auf  die  unendliche  Kleinheit  der  Differenz  (  —  i  ur"*^^ 
darauf,  dass  in  der  Grenze  ^  (t  +  0  =  i  wird 

cos  f,  ^         .V  dr 

r— .   C«   —  0  =  —  • 

sin  t  '  r 


i 

d 
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ntnimmt  man  hieraus  t  —  i  und  snbstitairt  es  in  die  obige  Gleichung 
«nscfaen  ifx,  i,  t    und  dt,  so  kommt 

dx  =  —  l  d«  + .  —  I  =  —    — ^^ , 

\  cos  t   r  /  r  cos  i 

welches  die  gesuchte' Formel  für  du  ist. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  auf  einen  auf  der  Rotationsfläche  beweglichen 
^nkt  wirke  eine  Beschleunigung  ein,  welche  fortwährend  in  die  Meri- 
lianebene  desselben  fällt;  dann  hat  die  Projection  derselben  auf  die 
^aagentenebene  der  Fläche  die  Richtung  der  Tangente  des  Meridians 
id  der  frühere  Winkel  er  ist  das  Azimuth  i  der  Bahn.     Daher  ist 

d  (r  sin  a) 
dx  = ^^ - 

d  folglich 


J  tg^  J 


r  sm  a 
d    daher  weiter  ^ 


r  sm  a 


9  = 


fp  sin  y  sin  a         r^f  sin  y  •  r'  9iv?  a  ' 
KU  noch  die  Formel  für  den  Widerstand  hinzutritt: 

A  =   ^  —  ^cosy. 

Hit  Hülfe  dieser  Formeln  kann  man  z.  B.  leicht  die  Bedingungen 
btellen,  unter  welchen  ein  schwerer  Punkt  einen  Parallelkreis  der 
^tfttionsfllche,  deren  Axe  vertikal  steht,  durchläuft.    HierHir  ist  a  =  ^;r, 

=^  Cr>fif/.  =  r«,    f  =  —  rv»   wo  0  den  Winkel  zwischen  der  Ebene 

cos  V 

^   Parallels    und   der  Taugentenebene,    oder,   was   dasselbe  ist,    den 

<okel  zwischen   der  Axe  und  der  Normalen  der  Fläche  bedeutet  und 

=  ^.     Man  Endet 


^  —  -  -   —  r«, 

Tq  cos 


?  it         g  sin  v  •  r^*  r^ 

*  mithin 

'*'   Punkt  bewegt  sich  gleichförmig  und  die  Umlaufszcit  ist 
r=2:r.''''  =2«//   "^-^i^l/^^ 

^^u  *^«  die  Subnormale       ^  des  Meridians   bedeutet.     Es  ist  also   die 

''^ufiizeii  T  gleich   der  Oscillation   eines  Pendels  von   der  Länge  der 
^Wrmalen  des  Meridians  bei  kleinen  Elongationen. 
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Für  If  erhält  man 

JV  =  —  sin  d"  —  g  cos  9", 

oder  mit  Rücksicht  auf  den  Werth  von  v: 

g      ' 


N  = 


cos  9^ 


VI.  Capitel. 

Besohleunifirang  im  imveränderlichen  System.   BeBdüeunlggTig  dor  Tr*'"*' 
lation  tind  der  Rotation.    Besohlennigung  im  Syvtem,  welches  sioh  «K*^ 

Ebene  parallel  bewegt. 

§.  1.     Die  Bewegung  eines   unveränderlichen  Systems  ist  bestisf^''^ 
durch   die  Bewegungen   dreier  Punkte   desselben.     Sind   daher  die   G^' 
seh  windigkeiten   dieser   nach  Grösse   und  Richtung  gegeben,   sei  es   *^ 
Functionen   der  Zeit  oder  des  Ortes   oder  durch   andere  Beding;iuig^^* 
so  können  mit  ihrer  Hülfe  die  Geschwindigkeiten  aller  übrigen  Syst^^'''' 
punkte  ermittelt  werden.    Die  Lösung  dieser  und  anderer  damit  in  V^^' 
bindung  stehender  Aufgaben  war  Gegenstand  des  zweiten  Theiles.   ^^' 
ähnliche  Weise  sind  aber  auch  die  Beschleunigungen  aller  Systempunl^'^^ 
von  den  Beschleunigungen   dreier  Punkte  abhängig.     Die  untersuch*»-^' 
gen   hierüber  werden   Gegenstand   des  vorliegenden  und   der   nächstf*^^' 
gen  den  Capitel  sein. 

Zunächst  untersuchen  wir  die  Beschleunigung  der  Punkte  ei0^^* 
unveränderlichen  Systems,  welches  zur  Zeit  /  eine  einfache  Bewega^'-ff* 
d.  h.  eine  Translation  oder  eine  Rotation  besitzt. 

Im  Falle  einer  Translation  haben  alle  Systempunkte  zur  Zei-^  ' 
parallele  und  gleiche  Geschwindigkeiten  von  demselben  Sinne  und  b^' 
schreiben   mit   ihnen   in  dem   nächstfolgenden    Zeitelemente  dt  parsU^^^ 

dS       rm-'m 

und  gleiche  Elementarwege  ds  in  demselben  Sinne,  sodass  r  =  —  rf*" 

dt 

Grösse   ihrer   gemeinsamen  Geschwindigkeit   darstellt.     Besteht  nun   f"^ 

das   folgende   Zeiteloment    die   Translationsbewogung   des   Systems  fo" 

so  beschreiben  während  desselben  die  Systempunkte  gleichfalls  parall^** 

und  gleiche  Elementarwege  in  demselben  Sinne  von  derselben  oder  r^'* 

unendlich   wenig   abweichender   Richtung,    wie    im  vorhergehenden  Z©**' 

elemente  mit  gemeinsamer  Geschwindigkeit  v\  in  welche  v  übergegang^ 

ist.    Daher  besitzen  alle  Systempunkte  dieselbe  Elementarbescbleunigai»^* 

welche   ihre   Geschwindigkeit  v  nach    Grösse   und   Richtung   ändert  nt»^ 

in  Folge  dessen  auch   dieselbe  Beschleunigung  <p  und   dieselbe  Tange**' 

tial-   und   Normalbeschleunigung   (pt  =  — -   und  9?«  =  — .     Es  genügt 
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dotniBS  der  BeschleanigüDg  eines  einzigen  Systempunktes,  um  die 
mnigang  aller  zu  ermitteln.     Besitzt   das   System  nicht  blos  zur 

sondern  während  eines  endlichen  Zeitraumes  eine  Translations- 
ng,  so  gelten  diese  Betrachtungen  für  alle  Momente  dieses  Zeit- 
Die  Beschleunigungen  aller  Punkte  sind  in  jedem  Momente, 
parallel  und  von  demselben  Sinne,  ändern, aber  von  Moment  zu 
t  im  Allgemeinen  ihre  gemeinsame  Grösse  und  Richtung, 
tsitzt  das  System  zur  Zeit  /  eine  Rotation,  so  sind  die  Oeschwin- 
Bn  V  der  Sjstempunkte  den  Abständen  r  der  Punkte  von  der 
nsaze  proportional  und  werden,  wenn  an  die  Winkelgesch windig- 
izeichnet,  durch  die  Gleichung  v  =  rm  dargestellt.  Vermöge 
Geschwindigkeiten  beschreiben  die  Punkte  im  nächsten  Zeit- 
te  di  Wege  ds  =  rmdi,  welche  Kreisen  angehören,  deren  Mittel- 

anf  der  Axe  liegen  und  deren  Radien  die  Abstände  r  sind.  ' 
;  nun  auch  im  folgenden  Zeitelemente  die  Rotation  um  dieselbe 
rt,  so  werden  die  Radien  r  die  Krümmungshalbmesser  der  Bah- 
ir  Sysiempunkte  und  da  sie  für  beide  Zeitelemente  nach  /  con- 
ind.  so  erhält  man  für  die  Tangential-  und  Normalcomponente 
ichleunigung  die  Werthe 

dv  da  r^a>*  , 

^'  =  Ä  =  '"rfr'    ?'-  =  —  =  '•'»* 


liter  für  die  Beschleunigung  g>  selbst  und   ihre  Neigung  a  gegen 
^htung  der  Geschwindigkeit  v: 

d09 

dt 
e  Punkte  in  der  Entfernung  r  ;=  1  erhält  man 


V  =  V9n^  +  9/'  =  rj/  (0*  +  y^j  ,         tga  =  -^ 


,     9,  =  a>^     ff  =  1/  ^*  +  \Ts  )  1     ig«  = 


dt  '      ^^  ^        r  '    \dt  / '       ''  d^ 

dt 
Snnen  daher   den  Inhalt   der  vorstehenden  Formeln   in   folgenden 
aussprechen : 

e  Beschleunigung  der  Punkte  eines  rotirenden  Systems, 
ihre  Tangential-  und  Normalcomponente  sind  dem 
•  nde  r  des  Punktes  von  der  Rotationsaxe  proportional 
'erden  aus  den  entsprechenden  Grössen  für  die  Bin- 
der Entfernung  durch  Multiplication  mit  r  gefunden, 
ie  Einheit  der  Entfernung  ist  die  Tangentialbeschleu- 
g  die  Derivirte  der  Winkelgeschwindigkeit  nach  der 
die  Normalbeschleunigung  aber  ist  gleich  dem  Qua- 
der Winkelgeschwindigkeit.  Die  Neigung  der  Be- 
unigung   gegen    die   Richtung   der  Geschwindigkeit   ist 
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für  alle  Systempiinkte   dieselbe;   die  Riclitnng  der  Normal- 
beschleunigung  schneidet  die  Rotationsaxe  rechtwinklig. 

Die  TangentialcoQiponente  —  heisst  die  Winkelbeschleanignog 

des  Systems. 

Besitzt  das  System  eine  endliche  Zeit  hindurch  eine  RotatioB 
um  dieselbe  Axe,  so  gelten  diese  Betrachtungen  für  jeden  Moment  cle^ 
selben.  Ist  die  Rotation  gleichförmig,  also  m  constant,  so  ist  ipi  =s  0, 
q>n  =  rai^  =  9>,  or  =  ^tt;  die  Totalbeschleunigung  q>  redncirt  sich  daa^ 
auf  die  Normalbeschleunigung  und  ist  senkrecht  zur  Axe. 

Aus  der  Beschleunigung  eines  einzigen  nicht  in  der  Axe  gelegene^ 
Punktes  eines  rotirenden  Systems  können  die  Beschleunigungen  all^^ 
Punkte  gefunden  worden. 

§.  2.  Bewegt  sich  ein  unveränderliches  System  einer  Ebene 
oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  bewegt  sich  ein  ebenes  System 
seiner  Ebene,  so  gentigt  die  Kenntniss  der  Bewegung  zweier 
desselben,  um  die  Bewegung  aller  übrigen  zu  bestimmen.  Hit  Ht&l-'^ 
dieser  Kenntniss  kann  das  Momentancentrum  C  und  der  mit  ihm 
menfallcnde  Punkt  F  für  jedes  Stadium  der  Bewegung  und  können 
Orte  {€)  und  (i^,  die  Winkelgeschwindigkeit  Sl  um  das  Momentane^ ^^ 
trum  C  und  die  Wechselgeschwindigkeit  U  desselben  bestimmt  werd^** 
Wir  wollen  zunächst  die  Lage  von  C  und  die  Geschwindigkeiten  ^ 
und  U  für  eine  beliebige  Zeit  /  als  bekannt  annehmen  und  mit  ih^"^^ 
Hülfe  die  Beschleunigung  der  Systompunkte  bestimmen. 

Zur  Zeit  i  besitze  das  System  die  Winkelgeschwindigkeit  Sl  um  ^ 
(Fig.  131.)  und  vermöge  dieser  beschreibt  ein  beliebiger  Systempunkt  -^ 
um  C  den  unendlich  kleinen  Kreisbogen  MM'  mit  der  Geschwindigk^^^ 
Sl  •  CM,     Zur  Zeit  /  -f-  dt  aber  ist  das  Momentan centrnm  ein   ande**^ 

Pi^  J31  Punkt   C  und   dreht  sich  um  die*^** 

das  System  mit  der  Winkelgeschwi**' 
digkcit  Sl  -f-  dSl^  in  Folge  dessen 
bewegliche  Punkt  einen   zweiten 
endlich  kleinen  Kreisbogen  JltHTrim^^ 
mit  der  Geschwindigkeit  (Ä  +  dSl)C'J^ 
beschreibt.     Die  Richtungen   der  Ö"*' 
,   0  schwindigkertenÄ-C^u.(Ä  +  rfa)(rJ^ 
V^-"'         sind  senkrecht  zu  C31  und  CM'i  3-^^ 
unendlich  kleine  Geschwindigkeitscotf^ 
ponente  rfw,   welche   zu   Sl  *  CM  hinzutreten   muss,   um  (Ä  -|-  dSl)  dJ^ 
nach  Grösse   und  Richtung  zu  bestimmen,   ist   die  ElementarbeschleuC^' 
gung  des  Punktes  M  und   sie   liefert  dessen  Beschleunigung,  wenn  m^^ 
sie   mit  dt  dividirt.     Nun   ist   die  Winkelgeschwindigkeit   Ä  +  ^^  ^^ 
Systems  um  (f  nach  Thl.  II,  Cap.  LEI,  §.  3.  äquivalent  derselben  Winkel- 
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lescbwindigkeit  Sl  -}-  dSl  am  C  in  Verbindung  mit  einer  Translations- 
geach windigkeit  senkrecht  zu  CC\  welche  durch  die  Geschwindigkeit  des 
mit  C  zusammenfallenden  Sjstempunktes  angegeben  wird,  welche  dieser 
Atirch  die  Rotation  um  (f  besitzt.    Diese  Translationsgeschwindigkeit  ist 

(Ä  -f  dSl)  CC  oder  da   1/  =  ---  ist,  (Ä  +  rfÄ)  Vdl.      Ihr  Sinn  be- 

ftimmt  sich,   indem  man   die  im  Sinne  von  U  gerichtete  Tangente   der 
Carre  (C)  um  das  Momentancentrum  im  Sinne  von  Sl  um  ^  n  sich  um- 
drehen Iftsst.     Man  erh&lt  daher  ftir  M'  dieselbe  Geschwindigkeit,  wenn 
man  sich  statt  der  Rotation  des  Systems  um  C'  mit  der  Winkelgeschwin- 
digkeit {Sl  -|-  dSl)  dasselbe  um  C  auch  wfthrend  des  zweiten  Zeitelemen- 
tea   rotirend  denkt  und  die  Translationsgeschwindigkeit  SlUdt'\'  üdSldt 
oder,  mit  Unterdrückung   der  unendlich  kleinen  Grösse  ÜdSldt  zweiter 
Ordnung,  Slüdt  hinzufügt,  d.  h.  es  ist 

(Ä  +  dSl)  (fM'=  Res,  {{Sl  +  dSl)  CAf,  SlUdi). 

Die  Geschwindigkeit  {Sl  -f-  dSl)C3t  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung, 
welche  der  bewegliche  Punkt  zur  Zeit  /  +  rf/  besitzen  würde,  wenn  er 
sich  ia  sweiten  Zeitelementc  gleichfalls  um  C  drehte,  geht  aus  der  Ge- 
^^Ikwindigkeit  Sl-CM^  welche  er  zur  Zeit  /  wirklich  besitzt,  hervor,  indem 
■^    dieser  die   Elementarbeschlcunigung    der  Rotation   um   C  hinzutritt, 

welche  ihrerseits  in  die  beiden  Componcnten,  die  tangentiale  CM  •  —  di 

*^d  die  centripetale  CM  '  Sl'^dt  gespalten  werden  kann,  d.  h.  es  ist 

(Ä  ^  dSl)CM  =:  Res.  {Sl  •  CM,    CM  •  ^^  dt,    CM  •  Sl^dt,    il  üdt) . 

^  «ad  daher  CM-^  dt,    CMSl^dl,    SlVdt  die   Componenten   der 

^^f^'^ntarbeschleunigung  du  des  Punktos  3/,  welche  in  Verbindung  mit 
^^n  Geschwindigkeit  SICM  seine  Geschwindigkeit  {Sl  +  dSl)  C  I^t 
^  die  Zeit  /  -f-  (//  bilden.  Dividiren  wir  sie  sämiutlich  mit  dem  Zeit- 
•»•«aente  <//,  so  erhalten  wir,  wenn  wir  noch  r  fUr  CM  schreiben,  als 
^^■aponentcn  der  Beschleunigung  des  Punktes  M 

r^^,     Ä»r,      SIU. 

^^  kann  dies  Resultat  in  folgendem  Satze  aussprechen : 

I)ie  Beschleunigung  der  Punkte  eines   ebenen  Systems, 

ycbes  sich  in  seiner  Ebene  bewegt,  kann  in  jedem  Augen- 

^^ke  in  zwei  Componenten  zerlegt  werden,  nämlich  in  die  Be- 

'^^Uiinigang,  welche  die  Punkte  derRotation  um  das  Momen* 

'^centrom  allein  verdanken  und  welche  sie  besitzen  würden, 

^^i^n  dies   Centrum   nicht   wechselte,   und   eine   Beschleuni- 

^^•fi  welche  von   der  Wechselgeschwindigkcit   des  Momen- 
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tancentrums  abhängt.    Die  erstere  Componente  kann  in  swei 

dSl 

weitere  zerfällt  werden,   nämlich   in   eine  tangentiale  r  3-, 

dt 

senkrecht    zu    dem    von    dem    Momentancentram     nach    dem 
Systempnnkte  hinführenden  Kadiusvector  r  and  eine  centri- 
petale  i^V,  welche  nach  dem  Momentancentram  hin  gerichtet 
ist.     Die  von   der  Wechselgeschwindigkeit  U  des  Momentan- 
centrnms  herrührende  Beschleunigang  ist  für  alle  Sjstem- 
punkte  von   derselben   Gröss.e,   Richtang  and   Sinn  and  hat 
den  Werth  Slü-^   ihre  Richtang  and   ihr  Sinn   werden  erlial- 
ten,  wenn  man  die  Wechselgeschwindigkeit  ü  im  Sinne  der 
Winkelgeschwindigkeit  Sl  nur  -J-tt  um   das  Momentancentrom 
umdreht;   sie   ist  parallel  der  Normalen  der  Carve  (C). 

§.  3.    Wir  wollen  jetzt  die  Componenten  der  Beschleanigang  eines 
System punktes  parallel  zwei  zu  einander  senkrechten  Richtungen  sucbei^ 
(Fig.  132.).     Die  erste  derselben  sei  die  Richtung  der  Tangente  an  ^^ 
Curve  der  Momentancentra  in  C,  positiv  im  Sinne  der  Geschwindigkeit  ^^ 

die  zweite   die  Richtung  der  Normalen   d«*' 
selben  Curve  in  C,  positiv  im  Sinne  der   8^ 
meinsamen    Beschleunigungscomponente   ^^ 
genommen  und  der  positive  Sinn  von  Ä  wö*^* 
von  der  positiven  y-  zur  positiven  x-Axe   ^ 
wendet  angenommen.   Dann  sind  für  x  mB-^ 
als   Coordinaten    von   M   die.  Richtnngso^'^ 

j  nusse  der  Tangentialcomponente  r  —  gto^* 

t/  X 

— , ,  mithin  ihre  Componenten  parallel  zur  x-  und  y-Aze 

r  r 

dSL 
T-  ^'     Für  die  Richtungscosinusse  der  Normalcomponente  rÄ' 

man  dagegen ,  —  —  und  daher  werden  deren  Componenten — S^   ^ 


dr 


—  .Q^y.  Da  nun  ^U  selbst  die  Richtung  der  y-Axe  besitzt,  so  erget^^^ 
sich  für  die  Gesammtcomponenten  X^  F  der  Beschleunigung  von  ilf  pars-1'* 
zur  Tangente  und  Normalen  der  Curve  (C): 

X  =  -  Ä2^  +  ^  y 

'      di    ^ 

r  =  —  Sl'^y  —  ^ X  -{-  Slü, 

dt 

Alle  Punkte   des  Systems,   deren  Beschleunigung   parallel  der  No'*' 

malen   der  ülirve  (C)  ist,   genügen    der   Bedingung   A'  ==  0  und  lieg«** 

mithin  auf  der  Geraden 


Cap.        Punkte,  deren  eine  Beschleunig^uDg^scomponente  Nail  ist. 
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lebe   doTcb    das  Momentancentrum  geht  and  mit    der  Tangente   der 
vre  {C)  einen  Winkel  a  bildet,  für  welchen 

dt 

eser  Winkel  ist  nach  §.  2.  gleich  dem  Winkel,  welchen  die  Beschleu- 

ping  eines  Sjstempnnktes  hei  der  Rotation  des  Systems  mit  der  Tan> 

nte  der  Bahn  bilden  würde,  wenn  das  Centram  C  nicht  wechselte. 

Alle  Punkte  des  Systems,    deren  Beschleunigung  parallel  zur  Tan- 

nte  der  Curve   (C)  ist,   erfüllen   die   Bedingung    F  =  0  und   liegen 

iher  auf  der  Geraden 

d^ 

—  X  +  Sl^y  —  SIU  ~  0. 

dl 

Diese  Gerade  schneidet  auf  der  Tangente  und  Normalen  der  Curve 

U  Ton  C  an  gerechnet,  die  Strecken 

^U  9?  ü  U  .    r.r  ^ 

^  'd^    =  -^  •   Ä-  =   Ä  '^"  '^"^   ^-^  "   a 
dt  dt 

S«  133.)  ab  und  ist  von  C  um 


CH 


A + (f ) 


/- + '&) 


2 


ü 


u 


--  =  -=.-  •  sin  a  entfernt. 


Fif .  las. 


rmus  ergibt  sich  sofort,  dass  die  zweite  Gerade  auf  der  ersten  senk- 
st sieht.     Uebrigens   folgt  dies  auch   aus    der  Natur  der  Gleichungen 
1er  Geraden.    Denn  die  Bedingung 
Senkrechtstehens   zweier  Geraden 

^x  +  ^y  +  C  =  0 

^         J(x  +  B'y  +  C  ^  0 

einander,    nämlich    die    Gleichung 
-I-  BB'  =  0  ist  erfüllt,  da 

^B'  =  -Sl\     /?  =  -       '       ^^ 


Ä 


U 


dt  • 


Die   Grösse    ^    ist    der  Tbl.   II, 


I? 


\ 


^P-  III,    §.  8.   definirte   Radius    der   relativen    Krümmung   der   Cnrven 

)  Und  (r),    den  wir  mit  9  bezeichnen  und  für  welchen  die  Gleichung 
^ht: 

i  —  1  _  1 
^elebe  man  behufs  der  Construction  auf  folgende  Weise  umschreiben  kann : 

9  = :  =  ^  + 


Q  —  9 


9  —  9 
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Ist  —  =  0,    also  Sl  zwei    Zeitelemente   hindurch    constant,    so   wird 

CA  =i  oo  und  ö  ;=:  q  .  - 

§.  4.  Die  beiden  Geraden  des  vorigen  §.  schneiden  sich  in  einem 
Funkte,  dessen  Beschleunigung  gleich  Null  ist.  Derselbe  heisst  das 
Beschleunigungscentrum  des  Systems  und  existirt,  da  er  Schnitt- 
punkt zweier  zu  einander  rechtwinkliger  Geraden  ist,  in  jedem  Momente 
der  Bewegung,  wechselt  aber  von  Moment  zu  Moment.  Sind  a?|,  y| 
die  Coordinaten  dieses  Punktes,  so  genügen  dieselben  dem  System  der 
Gleichungen 

^xi  +  si^ui  =  sin, 

aus  welchen  für  sie  die  Werthe  folgen: 

dt  ^.  dt  ü  U      , 

^' = "^'^T(fy ^  ^  ^^ + (f r  ^ ^  ^ ""  "*" 


2         Ä  Ä 


wie  sich  auch  aus  Figur  133.  unmittelbar  ergibt.     Das  Beschlennignngi- 
centrum  kann  nur  dann  unbestimmt  werden,  wenn  -^  unbestimmt  irird, 

was  nur  für  besondere  Punkte  der  Curven  {C)  und  (T)  eintreten  kann. 

Mit  Hülfe  der  Coordinaten  a:,,  y^  des  Beschleunigungscentnuns  <r 
kann  man  die  Componenten  X^  Y  der  Beschleunigung  des  Systempunk- 
tes  M  etwas  einfacher  darstellen.  Ziehen  wir  nämlich  von  den  allge- 
meinen Gleichungen  des  §.  3.  für  X^  Y  die  Gleichungen  für  ^i«  yi  ab, 
so  folgt 

X äMo:  -  ^,)  +  ^  (y  -  yi) 

Y Ä2(y  _  y,)  _  ^  (a;  _  «j), 

oder  wenn  wir  den  Coordinatenursprung  in  das  Beschleunigangscentnua 
(.r,  y,)  verlegen  und  hierfür  a:  —  aTj  =  |,  y  —  y^  =  i;  setzen. 

Nun  sind  aber,   wenn  p  die  Länge  der  Strecke  bezeichnet,  welche  vom 
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Besebleaniranffscentrnin  nach  dem  Funkte  M  hiDfUhrt,  —       ,  —  -   die 

P  P 

RiahtungscosiniiBse  dieser  Linie  in  dem  Sinne  nach  dem  BeBchlennigongs- 
centnun  bin  genommen  und  -  ,  —  die  Richtungscosinusse  einer  auf 
dieser  Linie  senkrechten  Geraden,  deren  Sinn  mit  dem  Drehungs- 
rinne  von  Ä  harmonirt.      Daher    sind    —  Ä^|=:Ä^;j-( —    -j   and 

—  Ä*i|  =  Ä' p  .  ( —  -  j  die  Componenlen  einer  Beschleunigung  Ä^p, 
d^ren  Richtung  durch  das  Beschleunigungscentrum  geht  und  deren  Sinn 

nach   diesem  hin   gerichtet  ist;   ebenso  sind  -—  iy  s=  p  —  -  .   (— j  und 

dSl  dSi  {        i\ 

—  s  i  ^^  P  ~i7  \ —  "~  j  ^*®  Componenten   einer  anderen  Beschleuni- 

dSl  dSl 

gong  p  -    ,  welche  senkrecht  zu  der  Linie  p  ist  und  hei  positivem  — 

dem  Sinne  nach  mit  Sl  übereinstimmt.  Hierdurch  erhält  man  den  Satz: 
Ffir  die  Bewegung  eines  unveränderlichen  ebenen  Sy- 
stems in  seiner  Ebene  zerfällt  die  Beschleunigung  jedes 
Systempnnktes  in  jedem  Zeitelemente  in  zwei  Componen- 
teut  von  denen  die  eine  nach  dem  Beschleunigungscentrum 
hin  gericfate^t  ist,  während  die  andere  senkrecht  zuderRich- 

tnnr  dieser  ist  und  bei  positivem     .-  dem  Sinne   nach   mit  Sl 
•  ^  dt 

harmonirt.  Ist  p  der  Abstand  des  Systempnnktes  vom  Be- 
•ehleonigungscentrum,   so   ist  die  Grösse  der  ersteren  Com- 

ponente  i^^p,    die   der  letzteren  p  -     .     Die  Beschleunigung 

der  Bystempunktc  ist  also  dieselbe,  als  ob  das  System  zur 
Zeit  I  statt  um  das  Momentancentrumi  um  das  Beschlouni- 
gongscentrum,  aber  zwei  Zeitelemente  hindurch  rotirte. 

Der  Ort  aller  Punkte  des  Systems,  welche  dieselbe  Beschleunigung 
ß  besitzen,  ergibt  sich  aus  den  obigen  Gleichungen  zwischen  £  und  i}, 
indem  man  X^  +   Y^  =  ß^  setzt,  nämlich 


i«  4-  tj^  =      ° 


DiePonkte  gleicher  Beschleunigung /3  liegen  also  auf  einem 
nm  das  Beschleunigungscentrum  als  Mittelpunkt  beschrie- 
benen Kreise.  Der  Radius  dieses  Kreises  ergibt  sich,  in- 
dem  man   die  Beschleunigung  ß  durch    die   Beschleunigung 


Ä*  +  \Jr)   *^  ^®'  Einheit  der  Entfernung  vom  Beschleu- 
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nigungscentrum  dividirt.  Dieser  Satz  folgt  auch  unnuttelbar  daraus, 
dass  beide  Componenten  der  Beschleanigung,  also  auch  diese  selbst  p 
proportional  sind. 

Ist  die  Winkelgeschwindigkeit  Sl  des  Systems  constant,  so  fällt  daa 
Beschleunigungscentrum  in  die  Normale  der  Curve  (C). 

§.  5.     Die   Gerade  CM,   welche   das  Momentancentram  C  mit  denc3 
Sjstempuukte  3!  verbindet,  ist  die  Normale  der  Bahn  des  letzteren  in  IT 
indem  wir  die  Componenten  X,  Y  auf  diese  Gerade  projiciren  und  ihr   - 
Projectionssuinme  bilden ,  erhalten  wir  die  Normalbeschleanignng  9«  deaa 
Punktes  M.    Nun  sind  die  Rieh  tun  gscosinnsse  von  CM  gegen  die  Aze  m 

cc        f/ 
des  Xj  y  gleich   — ,   -      und  folglich  wird 

r  r  r^  r 

oder         g,^  =^  —  äV  +  Ä  1/  sin  e, 

wenn  b  den  Winkel  bezeichnet,  welchen  CM  mit  der  x-Axe  bildet  D^E 
Normalbeschleunigung  wird  dabei  positiv  oder  negativ  gerechnet,  JC 
nachdem  ihr  Sinn  mit  dem  Sinne  von  CM  übereinstimmt  oder  dieiCHM 
entgegengesetzt  ist. 

Der  Ort  aller  Systempunkte,   für  welche  die  NormalbeschlennignnaBi 
<p^  verschwindet,  hat  die  Gleichung 

9?{x'  +  y')  —  ^Vy  =  0, 
oder  77 

^'  +  y'  -  -J- » =  0- 

Dies   ist   aber   die   Gleichung   eines   Kreises   vom  Radius  ^  — ,   weleb«** 

im  Punkte  C  die  x-Axe  berührt.  Auf  ihm  liegt  das  Beschleanigang*' 
centrum,  weil  für  dieses  die  totale  Beschleunigung,  mithin  auch  9«  gl€>^ 
Null  ist.     Man  hat  daher  den  Satz: 

Der  Ort  aller  Systempunkte,  deren  Norraalbeschlenni* 
gung  <pn  zur  Zeit  i  verschwindet,  ist  ein  Kreis,  welcher  ii* 
Curve  der  Momentancent ra  im  Momentancentrum  C,  welch«' 
der  Zeit  /  entspricht,  berührt,  dessen  Radius  gleich  d** 
halben  Radius  der  relativen  Krümmung  der  aufeinan«*' 
rollenden  Curven  (C)  und  {T)  ist  und  welcher  durch  da«  B*' 
schleunigungscentrum  hindurchgeht. 

Die  Tangente  der  Bahn  des  Systempunktes  M  bildet  mit  den  Coo^ 

dinatenaxen  Winkel,  deren  Cosinusse  sind  — , ,  daher  wir  deH«* 

r  r 

Tangentialbeschleunigung 

r  r  dt  n  r 

<jp^  =  r ilU  cos  €, 

dt 
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Für  die  Systcmpaiikto,  deren  Tangen tialbesclilcnnignng  Null  ist, 
bält  man 

^[^  (a:2  +  tf)  —  SlUx  =  0,    d.  li.: 

Der  Ort  aller  Systompunkto,  dorm  Tangen  tialbeschleu - 
guug  €pt  zur  Zeit  /  verschwindet,  ist  ein  Kreis,  dessen 
ttclpnnkt    auf    der    Tangente    der    Curvo    der    Monientan- 

a  tra  im  Abstände  .1    ,^     vom  Momentancentrum  liefet:  der- 

dt 
be  enthält  auch  das  ßeschleunigungsccntrum. 

Die  beiden  hier  erwilhnten  Kreise,  filr  welche  resp.  9«  und  (pf  vcr- 

i%'indcn,  wurden   zuerst  von  Er  esse  gefunden  {Memoire  sur  im  theo- 

<'    noutcau   vouccrnntU  les   mouvvmvuts  plans   et    sur  Vappliration  de  Iti 

'»natit/ue  ii  la   determinatum  des  raynns  de   cuurbure.     Jouniai  de  Veröle 

'i^chfi.     T.  -V-V,  //.  Wi^  a.   Iso.'i).     Sie   schneiden   sich  beide   im  Be- 

ieunigungscontrum  und  sind  über  den  Strecken  C'//,   CJ  in  Fig.  1,*33. 

DurchmCKScr  boschrieben.      Die   l'unkte    des    ersten   Kreises    haben 

Tangentialbeschleunigung,    aber    keine   Normalbeschleunigung.     Da 

i    die  letztere         zum  Ausdrucke   hat  und  v  nicht  Null  ist,    so   folgt, 

s  für  diese  Punkte  der  Krümmungshalbmesser  ihrer  Bahnen  zur  Zeit  / 
endlich  gross  wird,  dass  sie  also  in  diesem  Momente  einen  Wende- 
Akt  ihrer  Bahnen  passiren.  Der  I*unkt  /,  in  welchem  die  Normale 
f  Cun'c  der  Momentancentra  den  Ort  der  Wendepunkte  des  »Systems 
'  Zeit  t  schneidet  und  welcher  dem  Momontancentrum  diametral  gegen- 
^T  liegt,  hat  eine  wichtige  Bedeutung  für  die  Bestimmung  des  Krüm- 
ttQgfthalbmessers  der  Bahnen  und  wird  der  Wendepol  des  Systems 
*  die  Zeit  t  genannt.  Der  Ort  der  Wendepunkte  ist  in  der  absoluten 
«enc  wie  im  System  mit  der  ]-.age  dos  Systems  veränderlich. 

l)cr  zweite  Kreis  enthält  alle  Punkte  dos  Systems,  für  welche  zur 
^U  /  die  Tangenlialbohchlounigung  Null  ist,  für  welche  also  die  (Jc- 
bwiodigkeit  zwei  Zeitelemonte  hindurch  constant  bleibt.  Im  Allgomei* 
'^  erreichen  diese  l'unkte  zur  Zeit  /  ein  Maximum  oder  Minimum  ihrer 
^hvindigkeit. 

§.  »i.  Durch  die  otwas  spociell  gewählte  Lage  dos  C\)ordiuaten- 
*tema  wurde  der  vnrstohenden  rntersuchunjr  eine  gewisse  geometrisch«« 
dfchsicbtigkeit  bewahrt.  Indessen  ist  es  nicht  schwirr ^  diese  Betrach- 
^gen  auch  in  allgomoineror  Form  durchzufiihron  und  das  Bedürfniss 
^tfiir  fiteilt  sich  horaus,  wenn  es  sich  /.  B.  um  die  Aufsuchung  dos 
t^ü  aller  Beschleunigungscentra  für  ein  bostimmtos  Bewoi^ungsproMom 
'^'r  des  Ortes  aller  Systompunkto  handelt,  welche  nach  und  nach  mit 
^  ReBcfalcnnigungscentrum  zusaminon fallen  oder  wenn  nmn  die  Knvo- 
ppe  aller  Wendekreise  untersuchen  wollte  u.  s.  w. 

SfllicM,  Ihmant  d.  Ikw.  a.  d.  Kiilte.  *J5 
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Nehmen  wir  in  der  absoluten  £bcne  ein  festes  Coordinatensystein 
der  X,  y,  in  dem  beweglichen  System  ein  mit  diesem  bewegliches,  mit 
ihm  aber  fest  verbundenes  der  x\  y  an  und  bezeichnen  ausserdem  mit 
a*, ,  y,  die  Coordinaten  des  Ursprungs  des  letzteren  und  mit  «,  b\  a\  b' 
die  Kichtungscosinusse  seiner  Axcn  gegen  die  Axen  des  festen  Coor- 
dinaten Systems,  so  bestehen  für  den  System puukt  .r',  y',  welcher  zur  Zeit/ 
die  absoluten  Coordinaten  a-,  y  hat,  die  Relationen: 

y  =  y\   +  f^^'  +  ^V- 
Differentiiren  wir  diesolben  zweimal  mit  Rücksicht  darnuf,  dass  a*',  y'von 
der  Zeit  unabhängig  sind,  nach  /,  so  kommt 

dt  dt      '         (//     '     *^    dt 

dy   ^   ^llh     .      :i]h     ,      .  db' 
dl  dt    ^       dl   ^  -^    dl 

d^x d^x^    ^^     ,  tf^a  ,  ifa 

dt'^  ~~dl^'  +  ""'  ^//-'  +^    dl' 

(Py  _  f/Vi     ,    ^/  ^^^     ,    ,/  ^'ft' 
dl''   ~    dt'   "^  "^  dl'   "^  ^   dt^  ' 

welche   Formeln    die    Componcnten    der   Geschwindigkeit    und   der  Be- 
schleunigung des  Punktes  x\  y   parallel  den  absoluten  Axen  liefern. 

Für   die    Coordinaten   a^/,  y^  des   Beschleunigungscentrums    gelten, 

d^x  d'U 

weil  für  diesen  Punkt  -^^   ^^  ^'    // 2^  "^^  ^  ®^"^'  ^^®  Gleichungen 

-  d^Xi     ,         ,  d''a     .        ,  (Pa 

^  =    dP    +  •^^^   .//-^    +  ^»    rf/^- 

n  _  '^'^1  -I-      '  ^^^    .       '  ^'*' 
"  ""    df    "^  ""'^  f//'^    "^  ^^  ^ 

Indem  man  diese  Gleichungen  von  den  vorigen  abzieht,  eliminirt 
man  die  Componenten  der  Beschleunigung  des  beweglichen  Urspmngs 
und  erhält  für  die  Componenten  der  Beschleunigung  eines  beliebigen 
Systempunktes  die  etwas  einfacheren  Formeln: 

^^  /   '  /v  d''a  ,    d''a 

dl'-  ^  ^"^  "-  ""^^  dl'    +  (y-^i)    dP 

^:y  -  f,/  _  ,.  '^  ^^     .     /,/         ,  '^   ^'^' 


,2 


Für   die  Punkte   x\  y\    deren   Normalbeschleunigung      -    verschwindet, 
hat  man  wegen 


^ 

.i 
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d^ü  flu 

Ferner  sind  .r,  =  y,  =0,  ebenso     '  *  =     ^'^^  =  0 ,   weil   der  Pni 

.r, ,  y^  im  Momentancentrnm  Hegt   und    also   seine  Gesell  windigkeit  N 

ist,  -    ,*  =  0,  weil  in  Foli'c  der  Eotation  um  das  folgende  Momenti 
dl- 

ccntrum  derselbe  Punkt  keine  Bcsclilounigung  in  der  Richtung  der  x-A 

erhalt,  -7«'   =  —  SIU.     Daher  wird 
dt^ 


dx 
dt 

d^x 


=      -   ^!/\ 


dt 


=  Slx 


dt'^ 
und  also 


==  —  il-x   —       -  y 

dt  "^ 


'^'f  =     -Ä^  +  '^a'-ÄV 


dt 


dl 


df  rf?  =    -  ^'  ^^''  +  ^'')  +  ^'  ^^' 


v^  dx  dhj 

^~  ~  dt   dt' 

d  (^.^)  _  dx  .I^x         dy<t^_^d^  _ 


dt 


dt    d(' 


dt    dt^ 


dt 


wodurch  sich  die  Gleichungen  der  Orte    -   =  0  und    -  =0  ergeben  J 

Q  dt 

///    ^         '     ^  ^  dt  ' 

wie  früher,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  wir  den  Sinn  von  Sl  und  dio 
die  Axo  dos  y  im  entgegengesetzten  Sinne,  wie  früher,  gerechnet  habe 

§.  7.  Die  vorstehenden  Lohren  vom  Beschlounigungscentram,  ä* 
Orte  der  Wendepunkte  und  dem  Wendt^pole  stehen  in  innigstem  Z 
sammonhange   mit    der   Theorie    der   Krümmung    der   von    den  SyitM 

punkten     beschrieben« 
Bahnen.  Wir  wollen  i 


V\\s*  i:m. 


.ir 


/'  :''/• 


r/V- 


3T 


/ 


/  / 


dH 
dr 


/•^  (" 


/ 


d9. 

u 

I  ■ 


Hauptsätze  dieser  Tbe 
rie  im  Zusammenban; 
synthetisch  entwickel 
wenn  auch  einea  ' 
Resultate  bereits  Tbl. 
Cap.  III,  §.  14.  in  et» 
anderer  Form  gefiind« 
wurde. 

Es  sei  (Fig.  IW 
V  das  der  Zeit  i  et 
sprechende  Momontancentrum,  (^  dasselbe  für  die  Zeit  /  +  f //  undifc 
Systempunkt,  J/'  seine  Lage  zur  Zeit  t  +  dt.     Dann  sind  iJ/C,  HfC  i 


/ 
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Normalen  in  M,  JlT,   fulglich   ihr   Schnittpunkt  K  der  KrUminungKmittel- 

punkt  und  .VA'  der  Krümmungshalbmesser   der  ])ahn  für  den  Punkt  .V. 

Die    Tangente   der  Curve  (r)  theilt    die   P^bcne   in    zwei  Felder;    ein  in 

dem    Sinne  C(f  sehender   Punkt   hat   das    eine  von    ihnen    zur  Kechten, 

das    andere   zur  Linken.     Nehmen  wir  an,   der   l'unkt  .V  liege   in    dem 

Unken  Felde  und  die  Dotation  dß  um  das  Afomentancentrum  crf(>l;;e  im 

Sinne  der  l'hrzeigerbewt'gung;  die  anderen  Falle  lassen  sich  durch  Sinn- 

und  Zcichcnwechscl  leicht  auf  diesen  zurückfuhren.     Aus  dem   Dreiecke 

A"(\V,   dessen    Aussen winkel   MCM'  gleich    </ö,    dessen   AVinkel    A*  der 

unendlich   kleine  Winkel  dx  der   beiden    Normalen    -VA',  J/'A'  oder   der 

Contingenzwinkel   ist  und    dessen    dritten   gleichfalls   unendlich    kleinen 

Winkel  r.vV  wir  mit  //fi  bezeichnen  wollen,  folgt  dann 

dl  =  dß         du, 

Liegt  der  Punkt  .V  in  dem   Felde  rechts,    so  wird  dr  ^^^  //©  -j-  f/ii,  so- 
.     <laa«  uian  allgemein   die  Formel 

r/r  =^   dß  +   d^i 

gelton  lassen  kann,  wenn  man  nur  du  als  negativ  in  dem  Felde  ansieht, 
[  vdclies  auf  derjenigen  Seite  von  CC'  liegt,  nach  welcher  hin  die  Kota- 
lion  nicht  erfolgt.  Tm  eine  (Jerade  aus  der  Lage  CM  der  Normalen  in 
"in  die  Lage  ^'.V'  der  Normalen  in  M'  überzuführen,  kann  man  isir 
Wttrt  um  f  um  den  Winkel  dß  und  hierauf  um  J/'  um  du  drehen.  Für 
^*«  I*uiikte  de^  linken  Fehles  ist  die  Drehung  //,a  der  Drehung  dß  ent- 
{^?<'ngesetzt,  für  die  Punkte  des  rechten  Fehles  ist  sie  von  demselben 
•**inne.  Ist  al>u  der  Sinn  vou  dß  als  positiv  angenommen,  ao  ist  im 
ffitrn  Felde  du  negativ,  im  zweiten  positiv.  Im  Felde  der  negativen 
^  allein   kann  dr  verschwinden.      Für  die   Punkte    V',    für  welche    dies 

• 

antreten   soll,    muss    d^  .    :  tiß    werden.      Sie    liegen    daher    auf    einem 

^^lif,  welcher  die  Curve  {f)  im   Mumentancentruni  berührt   und   dH  jils 

inipborie winkel    fasst.      Der  Kadius   ft  dies<»s    Kreises    ist    daher,    wenn 
äff    , 

^   mit  »/J  bezeichnet   wird, 

'  dH  ■  Si   ' 

4.  b.  r»h>ifh  dem  halben  Kadius  der  rel.itiven  Kriiinmnng.  Die  Punkte 
'^*^»«'«  Kreisi »  bi'.iitzen  einen  itnendlich  grossen  Krünninnigsh.iHnne.sher. 
"*'  Ällr  Punkte  auhserbalb  «lieses  Kreises  auf  der  Seite  iler  negativen 
^  i*t  #/r  <  dß,  mithin  liegt  für  sie  <ler  Krünnnungsniitteljmnkt  auf  d<'r 
1^"*- v..n  r/"\  nach  w<-lcher  hin  die  l\otation '/W  rrfolgt ;  für  alle  Punkte 
'^^Tlinlh  des  Kreises  ibl  #/r  >  dß  und  liegt  folglich  der  Krümmungj» 
**tle|j,|,nj.|  auf  der  entgegengesetzten  Seite  vt»n  CC .  Ebendahin  fallt  er 
*''fc  für  alle  Punkte  V,  wekhe  dem  Fcdde  der  jioMtiven  du  angehör«'n. 
►  ^Witr  trennt  jener  Kreis  die  Punkte,  deren  Hahnen  Krümmungsuiitttd- 
P^öllc  A'  diesseits   der   'J'angente    der    Curvc    ('';    besitzen   von    denen, 
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deren  Krümmungsmittelpunkt  jenseits  liegt;  fUr  Punkte  des  Kreises  selb 
findet  die  Wondung  des  Krlimmungsmittelpunktcs  dureb  das  Unendlid 
statt.     Wir  haben  daher  den  Satz: 

Der  geometrische  Ort  aller  Punkte,  für  welcbe  die  KrÜn 
mungsbalbmcsser  ihrer  Bahnen  zugleicb  unendlicb  groi 
werden  und  welche  zugleich  Wendepunkte  ibrer  Bahne 
passiren,  ist  ein  Kreis,  wclcber  die  Curve  der  Momentai 
centra  im  Momentancentrum  berührt  und  auf  die  Seite  de 
gemeinschaftlichen  Tangente  fällt,  nach  welcher  die  Roti 
tion  nicht  erfolgt.  Der  Durchmesser  dieses  Kreises  ist  gleic 
dem  Kadius  der  relativen  Krümmung  der  Curven  (C)  nnd(l 
und  wird  durch  das  Verhältniss  des  Bogenelementes  de 
Curve   (r*)    zum   Winkel    dS    der    Elementarrotation    um  d« 

Momcntancentrnm,   oder  also  auch  durch  -j^,    d.  b.  durch  do 

Quotienten  d er  Wochselgeschwindigkeit  des  Momentancex 
trums  durch  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Systems  a 
dies  Centrum  angegeben.  Die  Bahnen  aller  Punkte,  welch 
im  Innern  dieses  Kreises,  sowie  der  Punkte,  welcbe  auf  d< 
entgegengesetzten  Seite  der  Tangente  der  Curve  (C)  liege i 
kehren  dem  Momentancentrum  ihre  concave,  die  Bahne 
aller  übrigen,  ausserhalb  des  Kreises  gelegenen  Punkt 
ihre  convcxo  Seite  zu,  die  Punkte  des  Kreises  selbst  vei 
halten  sich  in  dieser  Hinsicht  indifferent. 

Der  erwähnte  Kreis  heisse  der  Ort  der  Wendepunkte  und  d^ 
Punkt  auf  ihm,  welcher  dem  Momentancentrum  diametral  gegenüber  fieg 
der  Wendepol  des  Systems  für  die  dem  Momentancentrum  C  ent«pr< 
chende  Lage  desselben.  Dem  Obigen  zufolge  liegt  dieser  Kreis  immer  ^* 
derjenigen  Seite  der  Tangente  an  die  Curve  (C),  nach  welcher  die  R* 
tation  um  das  Momentancentrum  nicht  erfolgt.  Liegen  daher  die  Cv* 
ven  (C)  und  (JT)  auf  entgegengesetzten  Seiten  dieser  Tangente,  so  fini^ 
er  sich  auf  der  Seite ,  wo  {F)  liegt ;  liegen  beide  auf  derselben  Se»' 
der  Tangente  und  ist  der  Krümmungshalbmesser  g'  von  (JQ  kleiner  • 
der  Krümmungshalbmesser  q  von  (6%  so  liegt  er  gleichfalls  auf  der** 
ben  Seite  mit  (/");  ist  aber  (>>(>,  auf  der  entgegengesetzten.  D^ 
folgt  aus  dem  obigen  Satze  in  Verbindung  mit  Tbl.  III,  Cap.  III,  §• 

Es  seien  wieder  C,  (f  (Fig.  135.)  zwei  aufeinanderfolgende  ^ 
mentancentra ,  M  ein  beliebiger  Systempuukt,  3f  seine  folgende  L^ 
AT  der  Krtimmungsmittelpunkt  für  M^  i  der  Winkel,  den  CM  mit  * 
gemeinschaftlichen  Normalen  der  Curven  (C),  (F)  bildet,  /  der  Wendel 
und  /'  seine  Projection  auf  C3I^  C(f  =  da.     Man  hat  dann 

jM'C  '  dfi  =  CM  '  d(i  =  da  '  cos  i,     CK  -  dt  =  da  cos  i. 
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-  ,       j  </*^  da 

folgt   dfi  =  -  —  CüS  I,    dt  =  cofi  I  und  wenn   man  dies   in 

chnng 

dt  =  (!9  —  d(i 

und  berücksichtigt,  dass 

rgibt  sich  die  Gleichung 

2  Ä  C05  I         CM  ^  CK  ' 

)cr  2  i2  ro5  j  die  Projcction  Cf  des  Durchmessers   des  Wendo- 
af  die  Verbindungslinie  dos  Sy- 


C 


:tes  3f  mit   dem  Momcntancon- 
^aher  ist 

^     =     ^    4-     ^ 

</'       r.v  "^  CA' 

Dan    hierin   alle  Längen   durch 
",   31 K  aus,    indem   man   setzt 
fC  —  MJ\  CK  =  MK  —  MC, 
licse  Gleichung  über  in 
MC^  =  MJ'.  MK, 

Gleichung  erliftlt  man  auch  für    „ 

dass  dr  =  dB  +  du  zu  Grunde 
ird,  wrnn  man  den  /eichen- 
der Linien ditVoroiizen  genau  verfolgt.  Es  ist  also  derAb- 
les  S ystompunktos  vom  Momentancentrum  das  geo- 
h  e  Mittel  zwischen  den  Abstünden  desselben  vom 
angsmittel punkte  und  dor  Projection  des  Wende - 
f   die  Normale    seiner    IJahn.      Nimmt  man  jenseits  M  den 

symmetrisch  zu  f^  ;in,  so  wird  die  Strecke  1U\  von  J'  und  K 
ch  gotheilt  und  ist  /T,  das  harmonische  Mittel  zu  C', /' und  t\K, 
n  daher  den   vnistflMMidf'n  Satz  auch  so  fassen: 

Projoction  J  dos  Wendoj»ols  /  auf  die  Normale  dor 
ines  Systompunktes  M  und  der  Krüinmiingsmittel- 
^  t  h  o  i  1  e  n  d  i  (^  .Strecke  z  w  i  s  c  h  o  n  d  e  m  M  o  m  o  n  t  a  n  c  o  n  - 
n  n  d  d  o  m  i  n  H  e  z  u  g  auf  den  S  y  s  t  o  m  p  unkt  z  u  C  s  y  m  - 
hon   Punkt   (\   harmonisch. 

elbü  Satz  ergab  sich  bereits  auf  andere  Weise  in  Tbl.  I,  Cap.  III, 
Jer  Kollkrois  Abel  l^ranäon^s  ist  ein  Krois  von  doppelt  so 
Halbmesser,   als  dor  Wendekreis. 

iien  wir  auf  der  ^oinoinsamen  Normale  der  Chirvo  (r),  (/*)  einen 
beliebig  au   (Fig.    lii<>.),    und    suchen    den    KrümniungHmittcl- 
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ff^-a 


punkt  A'  seiner  Bahn,  so  sind  die  vier  Punkte  (7,  C^,  /,  IC  harmonischi 
wobei  A  in  der  Mitte  von  CC^  liegt.  Ziehen  wir  durch  C  irgend  eine 
Gerade  und  projic.iren  die  fünf  l^unkte  Ay  C,  Cj,  /,  E  auf  sie,  so  sind 
von  den  Projcctionen  A\  C^  6',',  /',  K'  gleichfalls  C,  6'^,  Z',  1l  harmo- 
nisch und  Ä  in  der  Mitte  von  CC{,  Daher  ist  K'  der  KrUmmungs- 
inittclpunkt  der  Bahn  des  Punktes  A\  d.  h.: 

Der  KrUmmungsmittolpunkt  der  Bahn  eines  Systempnnk- 

tes   ist   die  Projection    des   Krümmungsmitt olpuuktes  eines 

auf  der    gemeinschaftlichen    Normalen    der   Curven   (C^,  (f) 

gelegenen  Punktes,  dessen  Projection  der  Systempunkt  i>t* 

Oder,  weil  die  Punkte  Ä  alle    auf  einem  über  CA  und   die  Pankt^ 

K'  alle  auf  einem   über  CK  als  Durchmetf^^ 
beschriebenen  Kreise  liegen: 

Die  Krümmungsmittelp unkte  all  ^ 
Punkte  eines  die  Curvo  (C)  im  Mom©  "^ 
r' tancc^ntrum  berührenden  Kreises  1  i  ' 
gen  auf  einem  zweiten,  die  Carve 
gleichfalls  in  C  berührenden  Krei 
Die  Lage  und  Grösse  des  zweiten 
ist  dadurch  bestimmt,  dass  er  den 
muugHmittelpunkt  K  des  dem  Momentane 
truni  auf  dem  ersten  Kreise  diametral  geg* 
üb<^rliegenden  Punktes  A  enthält. 

Man  sieht  leicht,  dass  der  Krümmos 
inittclpunkt  der  Curve  {T)  eine  Bahn 
schreibt,  deren  Krümmungsmittelpunkt  in  c3l  ^ 
Krüinmungsinittelpunkt  der  Curve  {C)  der  9^ 
mciitancentra  fällt.  Denn  die  Normalen 
6',  C'  schneiden  sich  im  Krümmungsmittelpunkte  von  (C);  die  Linie  äX* 
Systems  aber,  welche  nach  der  Elementar rotation  in  die  Normale  vo». 
eintritt,  ist  eine  unendlich  nahe  Normale  von  (Z^,  welche  die  gem^*^ 
schaftliclie  Norhiale  in  C  im  Krüumiungsmittelpunkto  von  {T)  schneid ^ 
Dieser  Krümmungsmittelpunkt  beschreibt  daher  eine  Bahn,  fiir  wel^^^ 
die  Normalen  in  C  und  6'' gleichfalls  zwei  aufeinanderfolgende  Normal^ 
sind,  für  welche  also  ihr  Durchschnitt  ebenfalls  der  KrümmungsmitC^ ^ 
punkt  ist. 

§.  8.  Mau  kann  leicht  die  Krüiinmnigs Verhältnisse  der  Cur^^ 
ermitteln,  welche  Enveloppen  von  irgend  welchen  Curven  des  bew^^ 
liehen  Systems  sind.  Es  seien  (Fig.  137.)  r,  c  zwei  aufeinandorfolgem.^ 
Lagen  einer  Curve  des  beweglichen  Systems.  Von  dem  Moment^^ 
centrum  6',  entsprechend  der  Lage  r,  fällen  wir  auf  c  die  Normale  Cl^* 
ebenso  von  dem  folgenden  Momentancentrum  C  auf  c  die  Normale  (fllf* 
Die  Curve  c  berührt  die  Enveloppe  in  M  und  hat  mit  ihr  die  Normale  CJf 
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»mein;  gleiches  gilt  von  c  in  Bezug  auf  .1/.  Daher  sind  6'^/,  i^^f 
rei  anfeinanderfolgoncle  Normalen  der  Envcloppe  der  beweglichen  Curvo 
ad  mithin  ist  deren  Schnittpunkt  K  ihr  Krünunungsmittolpuukt  iilr  den 

unkt  M.     Suchen  wir   nun   die  erste  Lage    der  Noriiinleii  v!M*  auf,  so 

\\  sie   eine  Nonnale   von    c   in    einem    dem  y^,^  ].{7 
Ntnkto   .V   unendlich   nahen   I^unkte  m   und 

chneidet    daher    CM   in    dem    Kriimmungs-  \       ^* 

nittclpankte  A*  der  beweglichen  Curve  c  ent-  \      \ 

prechend  dem  Punkte  3/,  mit  welchem  sie  die  ^  '    \    . 

Snveloppo  berührt.    Diese  Normale  mk  geht     ^  ^    ]^-''^' 

^r  durch  die  Elementarrotation  des  Systems  *\     \ 

die  Normale  r^ilTüber  und  dabei  beschreibt  \    \ 

r     Punkt   A'  ein    Bogenolement  kl:    seiner  \ 

•hn.    Da  nun  die  Geraden,   welche    durch  -\-r- 

•    Sfomentancentrum  gehen,  Normalen  sind  ^  \ 


die  Hahnen  ihrer  sämmtlichen  Punkte,  so  \\ 

,  dasB  CA',  ifk'  zwei  aufeinanderfolgende  v 

niialen  der  Curve  sind,  welche  der  Krüm-  ^ 

■spmittelpunkt  der  beweglichen  Curve  be- 

'F^bt   und   da  sie   sich   in   dem    Punkte  K  schnei<len,   so  ergibt  sich 
r    Satz: 

Der  Krümmungsmittolpunkt  der  Knvoloppe,  welche  von 
^  er  Curve  des  beweglichen  Systems  erzeugt  wird  in  dem 
^vikte,  in  welclieni  diit  Curve  die  Knvi^loppe  berührt,  ist 
**  1 1  i  8  c  h  mit  dem  K  r  ii  ni  m  u  n  g  s  m  i  1 1  e  1  p  u  n  k  t  e  der  Hahn,  welche 
'  >*  Krümmungsmittelpunkt  d(>r  beweglichen  Curve  »elbst 
■    ticr  Bewegung  iXvs  Systems  bcKchreilit. 

Durch  diesen  Satz  kann  also  die  rntersuchung  der  Krüniniung  der 
^^oloppcn  auf  <Iie  rntersuchung  der  Kriiinniung  drr  Punkteurven 
'Ückgefiihrt  werden. 

Wenden  wir  den  eb(Mi  entwickelten  Satz  auf  die  Knvoloppe  einrr 
-Vaden  an.  I)«t  KrüiiiiiiungKiiiittclpnnkt  der  (irraden  besdireibt  eine 
'Endlich  ferne  Curve;  der  I*unkt  /', ,  welcher  in  Bezug  auf  ilm  mit  r 
'  der  Normalen  syninietriHi'li  liegt,  ist  daher  gleirhfalls  unendlich  fern, 
^nd  ('i  müssen  aber  die  Entfernung  ./'A'  liarnioniseh  theilen,  daher 
*•■  C  in  der  Mitte  von  J  K  liegen.  Daher  liegt  der  Krüiiiniuiigsmittel- 
''^Wt  A' jener  unendlich  fernen  Curve.  und  diiniit  auch  der  Krünnimngs- 
^'^*>rtpunht  der  Envcloppe  der  (ieraden  für  den  l*iinkt,  in  welchem  sie 
*^*«  letztere  berührt,  auf  einem  zu  ileni  Wendekreise  g<*gen  die  Tan- 
»•'ite  der  Curve  ii^)  symmetrisch  liegenden  Kreise.  Da  dasselbe  von 
^•wn  Euvcloppen  sännntliclier  Ceraden  des  Systems  gilt,  so  haben  wir 
*•«»  Satz: 

Uie    KrÜnimungs  mittel  punkte    der    Euveloppen,    welche 
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die   Geraden    eines    beweglichen    Systems    erzeugen,    liegen 
für  eine   gegebene   Lage   des   Systems   sämmtlicb   auf  einem 
Kreise,   welcher  die  Curvc   der  Momentancentra  in  dem  der 
betreffenden  Lage  des  Systems    entsprechenden  Momentan- 
centrum  berührt  und  mit  dem  Wendekreise  dieser  Lage  von 
gleicher    Grösse    ist,    aber   mit    ihm    auf   entgegengesetiten 
Seiten   der  Tangente   der  Curve   der  Momentancentra  liegt 
Man  erkennt  die  Kichtigkeit   dieses  Satzes  auch  direct,    wenn  insfl 
bedenkt,  dass  die  Normalen,    welche  man  von  C  und  (f  auf  die  beiden 
aufeinanderfolgenden  Lagen  der  beweglichen  Geraden  fällt,  mit  einander 
den   Winkel  dQ   der   Elemcntarrotation    des    Systems    bilden   und  das& 
dieser  für  alle  Geraden   desselben   derselbe   ist,  woraus  folgt,   dass  di^ 
Schnittpunkte   der  verschiedenen  Normalenpaare,   welche   verschieden ö* 
Geraden   entsprechen,   auf  einem   Kreise   liegen    müssen,    welcher   d^ 
Winkel  dS  als  Peripheriewihkel  fasst.     Die    nämliche  Eigenschaft  t»* 
aber  der  Wendekreis  u.  s.  w. 

§.  9.  Auf  die  Betrachtungen  der  beiden  vorigen  §§.  gründet  s^' 
folgende  (Fig.  138.)  einfache  und  elegante  Construction  der  Krümmnm  ^ 
halbmesser  der  Curven,  welche  von  den  Punkten  des  beweglichen  Sy« 

beschrieben    und  mithin    auch    der   Euvelopp 
welche  von  den  Curven  desselben  erzeugt  wert 
Diese    Construction   setzt   nichts   voraus,   als 
Kenntniss     des    Momentancentrnms    (f    und 
Wendepols  /. 

Trägt  man  auf  der  gemeinscha  * 
liehen  Normalen  der  Curven  (C),  (J^  ^- 
Strecke  C/,  welche  das  Momentane^  ^ 
trum  mit  dem  Wcndepole  verbindet,  ^ 
dem  Sinne  CJ  als  JJ^  nochmals  auf,  v 
bindet  den  Systempunkt  M  mit  d 
Wendepole  und  zieht  durch  /,  mit  MJ  eine  Parallele,  ^ 
wird  letztere  von  der  Geraden  ./"/',  welche  den  Wendef^ 
auf  die  Verbindungslinie  des  Momentan  centrums  mit  d^^ 
Systempunkte  projicirt,  in  einem  Punkte  C  getroffen,  duf  ^ 
welchen  zur  gemeinsamen  Normalen  eine  Parallele  zu  leg  ^ 
ist,  um  auf  C^  den  gesuchten  Krümmuugsmittelpunkt  A' & 
Bahn  des  Systempnnktes  für  die  Lage  M  zu  erhalten. 

Da  nämlich  /  in  der  Mitte  von  CJ^  liogt,  so  sind  6',  J^  das  eine,  J  xi^'^ 
der  unendlich  ferne  Punkt  der  gemeinschaftlichen  Normalen  von  (C)  n-  "^ 
(i')  das  andere  Paar  von  vier  harmonischen  l*unkten,  daher  sind  GC^  (^ 
das  eine  und  GJ^  GK  das  andere  Paar  von  vier  harmonischen  Stral^^^ 
Ist  also  6\  der  Schnittpunkt  von  GJ^  mit  C M^  so  sind  T,  (7,  das  eine  u^^ 
/,  K  das  andere  Paar  von  vier  harmonischen  Punkten   und   zwar  li^^ 
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wegon  JC  =  //|  der  Punkt  M  in  der  Mitte    zwiKchen   C  und  3/,.     Die 
ConBtrnction  erfüllt  alHo  die  Bedingungen  deK  §.  7.  und  da  zu  C^  C\  J^ 
bei  der  bestimmt  gegebenen  Zuordnung  der  Punkte  nur  ein  vii>rter  har- 
monischer Punkt  K  möglich  ist,  so  musR  diesor  der  gesuchte  KrünimungK- 
mittelpunkt  sein.  —    Die  Bestimmung   des  Krüiniiiungsmittcli»uiikt(*s  der 
Enveloppen  erledigt  sich  nach  §.  8.  gleichfalls  durch  diese  Construction. 
Man  kann  diese  Construction  übrigens  noch  ein  wenig  vereinfachen. 
Di«   Gerade   JM  schneidet   n^imlich    G  K  in    einem   Punkte    A,    so   dass 
ALCJ'-T-  A^JJj^   also  LC  parallel  GJ,    d.  h.  senkrecht  zur   Xorninlen 
^■V  ist.    Es  genügt  nnn,  L  zu  finden  und  durch  diesen  Punkt  die  Linie 
ZA'  parallel  CJ  zn  ziehen,  d.  h.: 

Verbindet  man  den  Systempunkt  3/ mit  dem  Wen  depol  7 

on  d  errichtet  in    dem    Momen tanccntrum  T  auf  die    Normale 

CJ9f   ein    Perpendikel,    so    bestimmt    eine    zur    gemein  schaft- 

lic  lien   Normale   der   Curvcn    (C)    und    (/')    durch   den    »Schnitt- 

pix  nkt  L  dieser  beiden  Geraden  geführte  Parallele  auf  CM  den 

Kr  timmüngsmittelpnnkt  A^ 

Je  nach  der  Beschafl'cnheit  der  Bedingungen,  welche  die  Bewegung 

•*®^     Systems  bestimmen,    ergil»t  sich  der  Wendepol   auf  eine  mehr  oder 

^®«»iger   einfache   Weise.      Sind    die    beiden    Curven    (6'),    (/*)    gegeben, 

^•l^he  aufeinander  rollen,    so  findet  sich  der  Durchmesser   des  Wcnde- 

"^i«es  und  damit  der  Wendepol  aus  den  Krümmungsradien  beider  Cur- 

^«o     nach   Thl.  11,    Tap.  III,    §.  8.      Sind   die   Bahnen   zweier   Systcm- 

P^«»lite  A^   h  gegeben,  so  erhiilt  man  zunächst  das  Momentancentrum  C 

"***      die   fragliche    Lage    des    Systems    durch    den    Durchschnitt    der   Nor- 

^••lefn   dieser  Curven    in  ,-/  und   It   und    hat  auf  ihnen  dio  Krümmungs- 

*^^dpnnktc  A'p  A^  für  diese  C?urven  zu  bestimmen.     Indem  man  hierauf 

•'»r    diesen  Nurmalen   die  INuikte  .-/,,    //,   in  den   iiichtungen  CA^  V  H  so 

•^«Äimmt,   dass  AA^   =  A(\    li l\  =    Itr  wird,    liefern  die  vierten  har- 

"^^niichen    Punkte    zu    f\    ./, ;    A,    und    f\    /.',;    A.,    die    Punkte   ./,',   /.', 

*«clie   die  IVojedinnen    des   Weujjrpnb's    Muf  <!io  Linien   f'i^  r/>  sind. 

""^eiltet  man  also  in  ./,',  ./,'  auf  r./,   C li  Ndiniali'u,    sn  ist  ihr  Durch- 

"»litt  der  gesuchte   Wendepol  J  <les  Sy>tems. 

Folgende     Specialhätze     führen     oft     leicht     zur     Bestinnimng     des 
^Odepols. 

Wenn    ein    Punkt    «les    Systems    ein«*   (ierade    l)««scli  re  ibt , 

geht    diese    durch    den    Wendejjol.      l'iillt    man    nandich    vom 

'^»»lentancentrum  ^'  die  Normale  auf  die  G«*rad<',   sn   l)»»stiuiiiit   ihr   Fuss- 

"    *^kl  die   Lage   M  des  besehreiben«len   PunktJ's    für    die    durch   das  Mo- 

^^t«ncentruni    charakterisirte   Lage    des    Systems.      Vrriiin^ert    man   CM 

^    .VTj  aar  C M^  SO  müsseu  der  Krnmmun^smitti'Ipnukt  unil   drr  l*unkt  ./ 

k  *'    Projoction    des    Wrndojiols    auf   die    Normal i»    ''.V   die    Strorki*    Ci\ 

\  ^  ^ ^^ ■" 
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im  Unendlichen  liegt,  so  fällt  3'  mit  der  Mitto  M  von  CC^  zusammen. 
Die  Gerade,  welche  M  beschreibt,  ist  also  selbst  die  Linie,  welche  den 
Wendopol  auf  die  Normale  CM  projicirt. 

Wenn  eine  Curre  des  beweglichen  Systems  fortwfthrond 
eine  feste  Curve  berührt,  so  dass  also  die  gemoinscbaftliche 
Normale   beider   das   Momentancentrum  C  enthält,   und  man 
bestimmt   auf   dieser   Normalen   den   Punkt  Ay,   so,   dass  der 
Abstand  K'K(  dieses   Punktos   vom  Rrümmungsmittelpnnkte 
A''  der  beweglichen  Curve  gleich   dem  Abstände  CK*  des  Mo- 
mentancentrums von  l\!  wird,    so   ist  der  vierte  barmonisclx « 
Punkt  f  zu   C,    A'j'  und    dem  Krdmmungsmittelpuukte  K  i.^ 
festen  Curve  die  Projection  des  Wendepoles  auf  die  gemei  ^ 
same  Normale.     Dies   folgt   daraus,    dass   der   Krümmnngsmittelpuc»- • 
K  zusammenfHIIt  mit  dem  Kriimmungsmittelpunkto  der  Bahn,  welche 
beschreibt,  indem  die  feste  Curve  die  Enveloppo  des  beweglichen  i 

Als  Sx>eciaHtäten  dieses  Satzes  ergeben  sich  folgende: 

Wenn    eine   Oerado    fortwährend    eine    feste   Curve  ' 
rührt,   so   liegt  C  in    der  Mitte   zwischen  K  und  J\     Denn 
und  C  t heilen  Kf  hariuon  isch,    aber  K(  liegt  im  Unendlich 

Wenn   eine   Curve   des   Systems   fortwährend   eine   fe^v 
Gerade  berührt,  so  fällt  f  \\\  den  Krümmungsmittelpunkt 
der  Curve.     Denn  K  liegt   im  Unendlichen,    also  J  in   der  Mitte  i  "^ 
schon  C  und  A^/,  d.  h.  in  K\ 

Wenn    die    feste    Curve   sich    auf    einen    Punkt    reduci  "^ 
also  eine  Curve  des  Systems  fortwährend  durch  einen  fest    ^ 
Punkt  geht,  so  ist  /  vierter  harmonischer  Punkt  zum  fest    ^ 
Punkte,   dem   Momentan contr um   und    zu   K(^      Denn  K  fallt 
den  festen  Punkt. 

Wenn  eine  Gerade  fortwälirond  durch  einen  festen  Fun-     ' 
geht,  so  liegt  das  Momentancentrum   in   der  Mitte  zwisch 
./'  und  dem  festen  Punkte. 


§.   10.      Als    RcispioK'   zu   den   Methoden   der   vorätcheuden   §§.   7 — 9  diel 
fulgoiidc. 

1.  Krümmuu^smittelp unkt  der  Kllipsen,  welehe  die  Systempnnl 
hei  der  elliptischen  Ifypocyclo'idenljewegunf^  <S.  :iO)  bcschreihen. 
die  beiden  Punkte  A  und  li  zwei  ijer.idc  Linien   bcsclircihen  (Fig.  lH9.)i   so  g" 
jede  dieser  Geraden  durch  den  Wendcpol;  du'Ser  i%it  also  ihr  Schnittpunkt  0. 
l*erpendikel  auf  die  Vcrbindunj^slinic  des  SYsten)[)unktes  M  mit  dem  Momenti 
centrum  C,  in  C  errichtet.  trilVt  0.1/  in  L\  eine  Parallele  durch  L  mit  OC  XvtC* 
den  Krümmunjjfsmittelpunkt  A'. 

2.  Krümmun^smittelpunkt  der  Curven  der  Conchoidenbo wega 
(S.  47).     Da  der  Punkt  B  eine  Gerade  beschreibt,  so  greht  diese  durch  J  nnd  li< 
B  auf  dem  Wendekreise.     Da  die  (ierade  0  1i  sieh  um  den  festen  Punkt  0  dre 
»o    liegt    das    Momentancentrum  il   auf  00  in    der    Mitte    zwischen   0  and  d^'^ 
Punkte  /;  letzterer  liegt  also  gleichfalls  auf  dem  Wendekreise,    Aussordem  g^^ 
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dieser  Kreis  durch  C,    er  kann  mithin  mit   Hiilfo   dieser  drut  Piiukte  construirt 
Verden.     Die  feste  Leitlinie  ff  bestimmt  auf  ihm  den  Wunticpol  n.  s.  w. 

.*{.    Krümmnnf,'8mittülpunkt    dor    Curven    der    Schlclfciihe  tvc^^unp: 
l^.  4*2).     Zwei  Punkte  .i,  //  dod  Systems  beschreiben  KroiHC,  man  suche  also  auf 
;  Jen  Normalen  dieser  Kreise  die   Punkte  J'  und  errichte  in   ihnen  Perpendikel  auf 

\  sie,  so  schneiden  sich  dieselben  im  Wendi>]K>lü  u.  s.  w. 

]  I.     Kriimmungsmittelpunkte    der   (*y clo'i'den.      Der    Mittelpunkt    des 

rullendcu  Kreises  beschreibt  eine  Gerade  pa-  ...     ,..,. 

rallcl  der  Dasis  der  ('ycloide,   mithin  geht 

diese  durch   den  Wendepol   und  da  der  lic- 

rühmni^spunkt  des  rollenden  Kreises  mit  der 

Basis  des  Momentancentrums  C  ist   und   der 

H^'ezidvpol  in  der  tromeinschaftlichen  Nurmale 

bei «i er  Linien  liegt,  so  fällt  er  mit  dcui  Mittel- 

punlctc  des  rollenden  Kreises  selbst  zusam- 

tneia.     Kin  Perpcndikul   vom  Wcnde])oIu   auf  ,• 

<lio     ^'ormalc  des   beschreibenden  IMmktes  M         .^ 

liutf'^rt  f  und  indem  man  zu  C  den  Punkt  T,    / 

^«^•^immt  und  die  vier  harmonischen  Punkte  ( 

^1»       ^;  ./*,   A"   näher  untersucht,   für   welche   \. 

•^'^'t   =  Jr=^  3  :  1   ist,  so  folgt,  dass  CK  =  r  J/ 

■*?&Km     niuBs,  wie  bekannt.     Der  Wendekreis   behält  während  der  ganzen  Bewegung 

<ics     Systems   dieselbe  Grösse  und   relative  Lage  gegen   dii'  lUsis.     Von  allen  Cy- 

^^*<len,   welche    die   verschiedenen  Punkte   des  Systems   beschreiben,    haben   nur 

'^Jonigen  Wendepunkte,  welche   von  Punkten  auf  ssincm  Tuifange  beschrieben 

§.  11.     Wir  wiillen    iiuch   die   Beziehungen   der   Geschwindigkeiten 
•*<?r     Systeuipunkto   zu   dem  Wendepol c    entwickeln.     Ks   ist   hekanntlich 
'•*     Ciosch windigkeit  r  tles  Punktes   .V 

r    .=-   Sl  '  CM. 

*   ^"i    war   für   den   l^adius   H  de«  Wendc'kreiseK    :*  H    ---     '  ;    dalier  wird 

2  /;  ' 

•  • . :     I )  i  I'   ( r  e  >  e  li  w  i  n  d  i  ;C  1^  <'  i  t    <*  1  n  e  s    S  v  s  1  <^  in  n  u  n  k  t  e  s   .)/  i  ^  t    die 
'^  rie  Proportionale    zu    seiner  Kn  t  tfr  nun  j;  vinu  Momentan- 

.'***trum,     dem      Durelimehser     di'.s     Wen<i  t'kn'i.ses     und     der 

\V 

^  c h s e  1  g e > c h  w i n d i ^ k e i t   d e h   Mo m e n  t  a n  c e n  t  v u m h. 

Hieraus    folgt,    dass    die    (j  rseUw  ind  igk  ei  t    des    Wcndt'pols 
-^**>ch  drr  WoeliseI;;eHi!!i  wi  nd  i  gkoj  t    /'  ist.      Man    li.'il    tViner  für 
^**li  beliebigen    Punkt   des   Wendrkreisrh   (' M  .       1*  fi  fus  >,   mithin 

r    -  -    fj-  i'ns  i . 

V  . 

'*  *    den   Punkt    /',   weleluT    mit  i|i*m   M  miikmi  tanee  iit  rii  m   (*  zn- 

^ ^  ine n  f a  1 1 1 ,    hat    die  ( i  e  s  e  h  w  i n  d  i  g k  e  i  t    d  i  e   K  i c  h  t  u  n  g    dieser 

**  Zinnien  nn<l  ist  wegen  *  --  '1    die  (I  rosse  drrselhen   r    =  =    /, 

i  *»o  ebenfalls    gleich    der  Wi'i:]iselj^«*Keh  wi  nd  igk  rit    des  M«»- 

l        ^^titancentrums.     Für  die  übrigen  Punkte  ile.s  Wendekreise» 
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ist   810  die  Projection  der  Wecliselgcscbwindigkeit   des   Mo- 
mentanccntrums  auf  die  Tangente  ihrer  Bahnen. 

§.  12.*  Das  Bcschhmnigiiiigscontrum  wechselt  im  Allgemeinen  vo' 
Mnniont  zu  Momont  und  zwar  sowolil  in  der  festen  Ehene,  als  auch  i 
iSystcin,  sodass  jeden  Augcnhiick  ein  anderer  Systempunkt  in  dasselb 
eintritt  und  immer  an  einer  anderen  Stelle.  Die  Orte  der  Bescblearm.  ^^^. 
gungscentra  bildet  in  der  festen  Ebene  eine  Curve,  die  Punkte  d  »^  ^^i 
Systems,  welche  in  sie  eintreten,  eine  andere  Curve  im  System;  bei«^L  c 
stehen  aber  nicht  in  einer  ähnlichen  Beziehung  zu  einander,  wie  A.  S.  e 
Curven  (C)  und  (/^j;  im  Allgemeinen  berühren  sie  einander  nicht. 

Für  ^  =  0  flillt   das  ßeschleunigungscentrum   mit  dem  Moments^, 
ccntrum  zusammen,  wie  man  aus  dem  Abstände 


y-'+m 


ersieht,  wie  aber  auch  daraus  erhellt,  dass  in  diesem  Falle  das  Mom« 
tancentrum  nicht  wechselt,   also   zwei  Zeitelemente   hindurch   die 
gung   de^s  Systems    eine   Rotation   um   dasselbe   Centrum  ist  und  mit! 
die  Beschleunigung  die  dieser  Ilotation  entsprechende  ist. 

Für  Sl  =  0  findet    dasselbe   statt,    nur  kann    in  diesem  Falle 
von  einer  Grenzlage  des  Momentan  centrums  die  Rede  sein. 

Rückt  das  Bcschleunigungscontrum  ins  Unendliche,  so  werden  ^3** 
Beschleunigungen  aller  Systempunkte  gleich  und  parallel.  Man  k»'**** 
die  Beschleunigung  in  diesem  Falle  eine  Translationsbescbleur*»- * ' 
gung  nennen,  darf  daraus  aber  nicht  etwa  auf  eine  Translationsbe^^^^' 
gung  schliessen,  denn  diese  hängt  von  der  Gleichheit  und  dem  Paral'^' 
lismus  der  Geschwindigkeiten  ab.  Im  Gegensatze  hierzu  dürfte  es  ni^^** 
unzweckmässig  sein,  die  Beschleunigung  des  Systems  bei  einem  Bescbl^^**" 
nigungscentrum  in  endlicher  Entfernung  eine  Rotation8be8ehleai::9-  ^' 
gung  um  dies  Contrum  zu  nennen. 

g.    l.*J.       Die    Geschwindigkeiten    zweier    Systempunkte    genügt^*** 
(Tbl.  II,  Cap.  III,  §.  7.),  um  den  Geschwindigkeitszustand  des  Syste 
für   eine   bestimmte  Zeit  t  zu    charakterisiren.     Die   bekannte  Lage  a 
die  Richtung  der  beiden  Geschwindigkeiten   gab  das  Momentancentn»«*^' 
die   Grösse   der    Geschwindigkeit   des   einen    der    beiden   Punkte    all^*^ 
reichte  sodann  hin,  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Systems  um  das  Ht^^' 
mcutancentrum  und  damit  die  Geschwindigkeiten  aller  Systempnnkte    ^^ 
bestimmen.     In  ähnlicher  Weise   können    die    Beschleunigungen   9«,   ^* 
zweier  Punkte  yi  und  B  benutzt  werden,  um  den  Beschleunigungsznsta^^ 
durch  sie  zu  deßniren. 

Ist  nämlich  G  das  zu  suchende  Beschleunigungscentrum,  so  mflss^'' 
die  Beschleunigungen  g>a,  9^  den  Entfernungen  GAy  GB  proportional  sein* 
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er  liegt  G  auf  dem  goonietriscbcn  Orte  aller  Punkte  <*  der  Ebene, 
irclche  das  VerhaltniKS  ihrer  Abstände  von  J  und  P  constant  und 
:h  tpa  :  9>/,  =  l  ist,  d.  b.  auf  einem  KreiHe,  dessen  Mittelpunkt  auf 
Richtung  j1  Fi  liegt  und  welcher  Kreis  «lie  Strecke  .4 1>*  nacli  dem 
liiltnisse  X  harmonisch  theilt.  Ferner  bilden  aber  die  liescbleuni- 
;en  aller  Systempunktc  mit  den  Verbindungslinien  von  ihnen  und 
Bcscbleunigungscentrum    gleiche   Winkel,    deren    Tangente    durch 

Sl*  angegeben  wird.    lJah(>r  muss  das  Ifeschleunigungscentrum  auch 

^inem  durch  A^  P  \nu\  den  »Schnittpunkt  von  7^,/,  (fß.  gehenden  Kreise 
'u,  denn  dieser  ist  der  Ort  aller  Tunkte  <t,   für  welche  fi  A  mit  g>,„ 

GB  mit  fft,  gleiche  Winkel  bilden.  Das  Itescbleunigungsccntrum 
;  also  da  liegen,  wo  beide  Kreise  sich  schneiden.  Von  den  beiden 
littpunkten  dieser  Kreise  kann  aber  nur  einer  das  gesuchte  Centrum 
Die  Entscheidung  hierüber  gibt  der  Umstand,  dass  die  Oompo- 
pn  von  (p„  und  <pf.^  welche  in  die  Linien  GJ^  G  li  fallen,  nach  G 
gerichtet  sein  müssen.  Sobald  auf  diese  Weise  das  Heschleunigungs- 
~um   gefunden    ist,    genügt   die    Beschleunigung   eines   Punktes,    um 

weiteren  Fragen  zu  erledigen.  Aus  den  (Teschwindigkeiten  von 
id  B  kann  das  Momentancentrum  C  und  die  Winkelgeschwindigkeit 
8  gefunden  erachtet  werden.  Daher  hat  man  mit  Rücksicht  auf  §.  2. 
shen  der  Entfernung  G(^  und   GA  die   Kelation 

'"'  -    "  UV     • 

welcher  T  seiner  (inlsse  nacli  <Thalten   wird.     Zerle«j;t  man   ferner  tpa 
der  Kichtiing  ^\/  und  ^senkrecht  da/u,  so  orhiilt  man,   wenn  /u  den 
kel  bedeutet,   den  f^a  i>iit  der  letzteren   IMchtung,    im   Sinne   von   Sl 
mmen  bildet, 

<f,^  '  cos  f<   =  •/»'./,  q',t  •  ^■'"  f*  =  ii*  •  G j-t ; 

orstere    dieser  (rleichun«ren  liefert      .    .     'rrii^t  man   nun   auf  ./<'  und 

/ii 

•Ute  im  Sinne  von  *2,  erstere  im  Sinne  vmi  ./  nach  C  und  sucht  äu 
^n  beiden  die  dritte  ("omponente,  weh-h«*  mit  ihni'ii  zusannnen  der 
-hleunigun^  7.,  a<(uival<'iit  sind,  .so  i.st  <Ii«'se  «^leieh  iiT,  n.'imlicli  gleich 
gemeinschaft liehen  BeschbMnii^nn;;sronipnnente  aller  Systempunkte. 
'  Richtung  gibt  die  N<»rinalc  der  Curve  i'i. 

Ans  diesen  Entwickelunjren  erhellt,  ilass  zur  Bestimmung  des  Be- 
'(Onignngsccntrums  die  Boschb"unigiin;;en  z\\<'ier  J'unkte,  zur  Bestim- 
'g  der  Cirösse  der  Besclileunignng  aUer  Sy.stempiinkte  und  <ler  Nor- 
'n  an  die  Curve  (r)  nur  die  eines  einzigen  l'unktcd  erforderlich  ist. 


^iazu  senkrechten   Jiichtung  ii--.//'  und  •  Jf  auf,  letzten*  Com- 
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§.  13.     Wenn   die  Bewegung   eines   ebenen  Systems  ans  mehreren 
anderen  Bewegungen   resultirt,   so   kann  man  für  jeden  Augenblick  dai 
Mouientancentruin  und  seine  Winkelgeschwindigkeit  aus  den  Momentan- 
centris  und   Winkelgeschwindigkeiten    der   einzelnen   Bewegungen   nach 
Thl.  II,  Cap.  III,  §§.  5,  G.  ermitteln.    Ebenso  kann  man  auch  da«  Be- 
schleunigungscentrum und  die  liotationsbeschleunigung  um  dasselbe  f3r 
die  zusammengesetzte  Bewegung  aus  den  entsprechenden  Elementen  der 
Componcnten  bilden,     üicrauf  kann   man   die  Theorie  der  AequivaleoK 
der  Beschleunigungen  ebener  Systeme  begründen,    ähnlich  wie  wir  dies 
Thl.   II,   Cap.  III  für   die  Aequivalenz    der   Geschwindigkeiten   geÜiavi. 
haben.     Dabei   wird    die   Beschleunigung   der  Bewegung  eines   Systein-B 
als  bekannt  angesehen,  sobald  das  Beschleunigungscentrum  und  die  Goff^* 

ponenten  .ß*,  -j-  der  Beschleunigung  eines  Punktes  in  der  Einheit  d^* 

Entfernung  von  diesem  Centrum  ermittelt  sind.    Das  Mittel,  diese  Betrac^' 
tung  durchzuführen,  besteht  in  folgendem.    Sind  z.B.  die  Beschleunigung^i^ 
zweier  Bewegungen  zusammenzusetzen,  so  wähle  man  irgend  zwei  PaalK.t€ 
A  und  B  des  beweglichen  Systems,  welches  beide  Bewegungen  besitzt  no^ 
setze    ihre   aus    beiden  Bewegungen    stammenden   Beschleunigungen     *^ 
ihren    Gesammtbeschleunigungcn   q>,iy   q>b    zusammen;    hierauf    bestimü^^ 
man  aus   diesen   das   Beschlcunigungsccntrum   und   die  BeschleuniganS'' 
componenten  in  der  Einheit  der  Entfernung  um  dasselbe  nach  den  Con- 
structionen  des  vorigen  §.    Sollen  z.  B.  zwei  Kotationsbeschlennigung^'' 
um  zwei  Beschlcunigungscentra  ^r,  G'  zusammengesetzt  werden,  so  wi'^ 
man  zxi  A^  B  diese  Centra  selbst  wählen;  jedes  von   ihnen  besitzt  blo' 
von    Seiten    des    anderen    eine   Beschleunigung.      Das    resultirende    S^ 
schleunigungscentrum  fallt  nicht  in  die  Ger&de  G'G". 

§.  14.  Alle  in  diesem  Capitel  entwickelten  Lehren  gelten  »o^ 
für  die  Bewegung  eines  Systems,  welches  sich  einer  Ebene  paraM®* 
bewegt;  statt  „Boschleunigungscentrum"  hat  man  nur  „Beschleunigaof^' 
axe"  zu  setzen;  sie  ist  eine  Axe  senkrecht  zur  Ebene,  mit  welcb®' 
parallel  das  System  sich  bewegt. 

An  Literatur  zu  den  in  diesem  Capitel  entwickelten  Theorieen  f^"' 
ren  wir  ausser  der  oben  bereits  citirten  Abhandlung  von  Bresse  noch  *'*• 

Chclini:     Dci  moti  (fcomctrici  e  loro  let/f/i  iieUo  sposCamenio  di  una  figura  di  fof^ 
invai'iabilc.    Memoire  de  Vaccadcmia  di  Bologna.     Ser.  11^  Vol.  /,  p.  CO  {tSO^h 

Gi liiert:  Itecherches  sur  les  propriHi's  geumctriqucs  des  mouvemcnts  plant,  MimaXf^ 
ronronnes  de  l'ucademic  de  Bruxelles.     T.   XXA',  p.  1  (ISfil). 

Hcsiil:  Memoire  sur  les  propriclrs  gcumclrit/tfcs  du  mouvement  Ic  plus  generai  d'«> 
rorps  solide.  Journ.  de  Vecole  polytcchn.  T.  XXI,  p,  227,  ti.  ISSSj  oder:  TWW 
de  cinemutiqitc  pure.     Pftris,   lS(i2.    C/tap.   //',  p.  174, 


Fig.  NU. 
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VII.  Capitel. 

BeBchleuniffung  im  unveränderlichen  System,  welches  um  einen 

Punkt  rotirt. 

§.  1.  Ein  uuvoründcrliclu's  System  rotire  um  den  J^unkt  0  (Fig.  140.), 
ei  ('  die  Monientanaxo,  entsprechend  der  Zeit  l  und  Sl  die  Winkel- 
liwindigkeit  um  sie,  (^  die  Momentanaxe  für  die  Zeit  (  -f'  ^^  ^^^^ 
f-  tifl  die  ihr  entsprechende  Winkelgeschwindigkeit.    Tragen  wir  fl 

Sl  -f-  dSl  auf  den  Axen  C  und  (f  nach  (J rosse  und  Sinn  auf  und 
»gen  Sl  -f  dSl  mit  Hülfe  des  Satzes  vom  l'araUelogramm  der  Winkel 
hwindigkeiten  (TId.  II,  Cap.  IV,  §.  1.)  in 
Componenten,  von  denen  die  eine  mit  Sl 
Grösse,  Axenrichtung  und  Sinn  überein- 
ajt,  so  iHt  die  andere  Componente,  welche 
*u  des  unendlich  kleinen  Winkels  th  heider 
lentanaxcn  seihst  eine  unendlich  kleine  Grösse 
st,  die  unendlich  kleine  Winkelgeschwindig- 
•componcnte,  welche  zu  Sl  hinzutritt,  um  Sl 
i  Grösse  und  Axenrichtung  in  Sl  -|-  tISl  über- 
liren.      Sic    heisst   die    Klem  ent  arwinkel- 

chlcunigung    un<l    der    (Quotient  ,    den 

erhftlt,  indem  man  sie  linrch  ilas  Zeitelement  dividirt,  ist  die 
1  kelbeschleun  ignn^  ile.s  Systems  zur  Zeit  t.  Ihre  Axenrichtung 
lieselbe  wie  für  Jt;>  und  füllt  in  dit'  Klicne  der  beiden  aufeinander- 
enden  Momentaiiax(*n  (\  i'\  d.  h.  in  die  gemeinsame  Tangentenehene 
KeixelliHchcn  l^'l  und  |/'),  vnn  welclien  der  zweite  withrend  der 
egung  des  Systems  auf  «ler  «Tstrn  rullt.  Ist  also  et  die  Winkel- 
hlpunigung,   so   wird   si<*  delinirt   duroii   die  Gleichung 


tit 


^kt  man  sich  die  Winki'igeschwindi^keit  Sl  für  jed<'>  Kirment  der 
'  fiilgenden  Zeitrinlieit  auf  dieselbe  W<'i.-<<'  nacii  (irii^e  und  Ax<»n- 
'tnn);  abgeändert,  wie  sie  sich  für  das  auf  /  t't>ljj:(MHlc  /«itclement 
"cli  dir  Elemfutarwinkelljeselilcunignng  (lii>  ändert,  so  würde  (t  die 
^«lUMiitcomponente  für  diese  Aenderung  darstellen. 

Man  kann  die  Winkeliieseldeunigung  a  in  zwei  (\)mponenten  ft/,  a., 
'l^gen.  Vnn  deren  Axenrichtungen  die  eine  mit  der  Momentanaxe  zu- 
BiDPiifäHt,  die  andere  aber  in  «ler  Tangentenebene  iler  beiden  Kegel 
ikrochl  zu  ihr  ist.  Die  erstere  heisst  die  Tangen tialcnmpon ent e, 
'  iwoite  die  Xormalcompont^nt  e  der  Winkelbeschlenni^ung.  He- 
iti't  l  den   Winkel,  welchen  u  mit   ^'  bildet,  so  hat  man  zunächst 

ft/  =i  (t  cna  A,  t£„   =   u  sin  k  . 

i.btflt,  1h«^iir  iL  Ho«,  u.  <1.  Krifif.  26 
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liiilcm  mau  aber  die  Eiemontanvinkelbesclilounigung  drfß  in  demselben 
Sinne  zerlegt,  erhält  mau  durch  eine  analoge  Betrachtung,  wie  Cap.  ■ 
§.  0.,   J>.   UV»: 


i  .Q  +  ilSD  cos  da  —  Sl       f/5i         .    ,        (Sl  +  d!^)  sin  da      ^  i 

f/v  d\\)  di\f  dr  % 

und  f«»lglieh  mit  Hülfe  des  obigen  Auedrucks  fUr  a: 

dSl  da 

et,  =    ^^  ,         a„  =  Sl'  -  =  Slü , 

wenn  man,  wie  Tbl.  II,  Cap.  III,  §.  H.  die  Wechselgescliwindigkeit  der 

Momentanaxe  -    mit  U  bezeichnet,  sowie 

dt  ' 

,  «»  «Sil/  «  •»       I  o 

Uf  dSl 

~dt 
Es  findet  vollkommene  Analogie  zwischen  den  hier  vorliegenden 
Betrachtungen  und  denen  von  Cap.  I,  §§.  1.  und  9.  statt.  Die  Elementar- 
winkelbeschleunigung  ist  das  geometrische  Differential  der  Winkelgeschwin- 
digkeit, die  Winkelbeschleuuigung  die  geometrische  Derivirtc  derselben. 
Die  Tangentialcomponentc  Uf  der  Winkelbeschleunigung  stellt  dieDerivitl« 
der  Winkelgeschwindigkeit  im  gewöhnlichen  Sinne  dar;  sie  ändert  deren 
Grösse,  ohne  auf  die  Aenderung  der  Axenrichtung  Einiiuss  zu  haben. 
Die  Axenrichtung  wird  allein  von  der  Normalcomponenten  a^  geändert; 

diese  Componente  ist  --  proportional,  welche  Grösse  die  Wechselgeschwifl- 

digkeit  U  der  Momentanaxe  darstellt. 

Bleibt  die  Momentanaxe  dieselbe,  so  ist  U=      =(),«„  =  0,  «/=***'» 

dt  ^ 

d.  h.  die  Winkelbeschleunigung  reducirt  sich  auf  ihre  TangentialcoBip<>' 

nente.     Ist  Sl  constant,  so  wird  «^  =  0,    d.  h.  es   findet  blos  NorinW' 

Winkelbeschleunigung  statt,  durch  welche   nur  die  Lage   der  Moment*«*' 

axe  geändert  wird. 

Findet  die  Rotation  gleichförmig  zwei  Zeitelemente  hindurch  ^ 
dieselbe  Axe  statt,  so  sind  a,  und  c(„  beide  gleich  Null.  Das  Systet* 
besitzt  nur  Winkelgeschwindigkeit,  aber  keine  Winkelbeschleunignng* 

§.  2.  Man  kann  die  Bewegung  eines  um  einen  Punkt  0  rotirend^* 
Systems  in  jedem  Momente  in  drei  Elementarrotationen  um  drei  durch  ^  , 
hiniluri'hgeheude  Axen  von  constanter  Richtung  zerlegen.  Die  Wink**'  , 
gedchwindigkeitcn  um  sie  erhält  man,  indem  man  vermöge  des  S»***' 
Vom  l*arallelepiped  der  Winkelgeschwindigkeiten  die  Grösse  Ä  nsw» 
dio.^iou  Axen  zerlegt.  Die  Componenten  von  Ä,  welche  dieser  Zerlego^ 
AUi-  ^oit  /  entsprechen,  seien  Slj^^  Sly,  Sl.,  Zur  Zeit  i  -{-  dt  ist  di* 
Wiiikvdgeschwindigkcit  Sl  -|-  dSl  und  von  geänderter  Azenrichtong;  ihrt 
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menten  um  jene  Axon  sind  Sl^  +  rfÄ^i  ^y  +  ''«^y»  ^^  +  ^^s 
i  für  sie  die  Axonriclitungen  sich  nicht  geändert  haben,  su  findet 
&ug  auf  sie  nur  'rangcntiahvinkelbcschlcunigung  statt  und  sind 
ISl^^  dSl.  di<*  Klcmentarwiukelbeschlcunigungen,  sowie 

f/.<^.,        dil^       dSl, 
dt     '       dt    '      <// 

idlichen  Winkelbcschleunigungcn  für  die  drei  Bewcgungscoinpo- 
1,  in  welche  wir  die  Rotation  des  Systems  um  den  Punkt  0  zur 
zcriogcn  können.  Sind  dS^i  dSy^  dSg  die  drei  unendlich  kleinen 
Ipmonte,  welche  ein  Punkt  in  der  Einheit  der  Entfernung  vermöge 
rci  Klementarrotationen  <*inzeln  durchlaufen  würde,  sodass  also 

///  ^  dt  .  dt 

in  können  die  drei  Winkelbeschleunigungscomponenten  auch  durch 

'/'-«^      d'Sf,      </'^a 
<//•-    '     'dt^    '      dl' 

Irückt  werden.  Projicirt  man  nun  das  unendlich  schmale  Dreieck, 
pji  ß,  d^f  und  Ä  +  dSl  zu  Seiten  hat  (Fig.  Mo),  auf  jede  der 
Uon,  so  ergibt  sich,   das»  </i^.r,  f/i^y,  dfl^  die  Projectionen  von  #^if; 

,,  ,         ,  d^,,      d.%      r/Ä,    ,.      T.     •     *•  ^''Z' 

n  r«iiKe   dessen      .      ,      ,      ,      ,       die   Projectionen   von     .     =  a 

^  dt     '     dl  dt  ^  dt 

080  Axeii  sind.  Bezeichnen  wir  daher  letztere  mit  a^,  cr^,  a...  so 
(>ii  die  (fleichnngen 

.//       ~    dt'^     '       ""  "^    ///     "    f//^    '       ''**  ~    dt     "    r//'^ 

niii  iiisbesondf're  die  Zerlegung  nach  drei  zu  einander  rechtwink- 
Axrn  «jji'schielit  und  A,  ^i,  i»  die  Winkrl  bodeutoii,  welche  die  Axe  « 
c>on  Axen  biblot,  .s<»  traten   hierzu  noch  die  U<dationeii 

Cits  k         rits  u  ms  V  l 


■I  ''I         "»I 


K. 


'  X  Wir  Micbt'ii  j<*tzt  <lie  H(*8chlennigiing  eines  lieliebigen  Systeiii- 
^s  .V  durdi  dii'  Wiiikflgeschwindigkeit,  die  Winkelbeschleunigung 
ii»  La;;e  di's  Punktes  ^^rgen  di»'  Axen  beider  darzustellen.  Eh  sei 
'  Sl  (Fijr.  IM.)  lue  Wiiikrlp'schwindigkeit  d«'H  Systems  um  <iio 
itanaxe  t'  zur  Zeit  /,  Sl  -\~  di-l  die  der  Zeit  /  -f"  '''  entsprechende 
ifreschwindi^keit  uin  di<'   fulgende  Minnentaiiaxe  ff.     Der  System- 

beschreibt  zun;iclist  da?»  nü;^eneh'meiit  MM'  eines  Kreises  senk- 
sar  Axe  C  vom  Kadius  MJ'  =  r  und  hierauf  das  Element  MW" 
iiidereii   Kreises  senkrecht  zu  <"' vom  Kadius  M  I*  ^=^  r  -f-  </r,  wenn 

r  +  ^'^   •J*c   Abstände    des    J'unkti-s    von    den   Axen    f'  und    (^ 

2G* 
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bezciclincu.  Seine  Geschwiiifligkcit  in  M  ist  Sl  •  MP  und  hat  die  Ricli- 
tung  der  Tangente  in  M  an  den  ersten  Kreis;  seine  Geschwindigkeit 
in  M  ist  (5i  +  ^^^^)  ^^^*  ""'^  ^^^^^"  Riclitung  ist  die  Kichtung  der  Tan- 
gente in  M'  an  den  zweiten  Kreis.  Nun  geht  die  Winkelgeschwindig- 
keit ii  -|~  ^^  ^^^  ^  ^Is  ResuUnritc  hervor  ans  der  Winkelgeschwindigkeit 
Sl  um  C  und  der  Elementarwinkolbeselilcunigung  d^)  =  adt^  deren  Axe 
G  sei.  Daher  ist  die  Cieschwindigkeit  {Sl  -\-  dSl)  M'P',  welche  der  Punkt 
der  Winkelgeschwindigkeit  Sl  -(-  dil  um  Cf  verdankt,  die  Resultante  der 

Gescliwindlgkoit    Sl  •  J/'/*,    welche   ihm    die   Winkel- 
geschwindigkeit Sl  um  C  ertheilt  und  der  unendlicii 
kleinen  Geschwindigkeitscomponente  a (/^ •  ;V'ß',  welche 
ihm  die  AVlnkelhoschleunigung  «  um  A  gibt,  wo  MQ 
das  Perpendikel  von  J/'  auf  G  gefällt  bedeutet.   Die 
Richtung  der  ersteren  ist  die  Richtung  J^fm  der  T»n- 
r^   gente  in  3/'  an  den  ersten  Kreis  um  C,  die  Richtnng 
der  letzteren  ist  senkrecht  zur  P]bene,  welche  durch 
ßf  und  die  Axe  G  der  Winkclbeschleunigung  geleg* 

werden  kann.  Die  Geschwindigkeit  Sl  •  Jtf'P  l8ag> 
der  zweiten  Tangente  M'tn  an  den  ersten  Kreis  iä^ 
aber  nichts  anderes,  als  die  Geschwindigkeit,  welch* 
der  Systempunkt  besitzen  würde,  wenn  das  System  auch  zur  Zeit  /-|-  ^' 
um  C  die  Winkelgeschwindigkeit  Sl  besiisse,  d.  h.  Sl  für  zwei  Zeitelemcnte 

denselben  Werth  hatte.  Daher  ist  Sl  •  MP  die  Resultante  aus  Sl  •  iTi^i 
nämlich  der  Geschwindigkeit  des  Systempunktes  zur  Zeit  /  um  C  läog* 
der  Tangente  MM'  und  der  Normalcomponente  der  Elementarbeschlö**" 
nigung,  Sl'^-  dtMP^  senkrecht  zur  Axe  6',  im  Sinne  nach  ihr  hin  geric**' 
tet  allein,  da  eine  Tangentialcomponente  der  Beschleunigung  hierb«' 
nicht  vorhanden  ist.     Aus  allem  diesem  ergibt  sich,  dass 

{Sl  +  dSl)  .  WF  =  Res.  {Sl  '  ~MI\    Sl'  •  ÄfPdt,     adt  •  W) 
and   dass  5^2  .  j//", .  ^/^^     ^^^^  ,  j^fg' 

die  Componenten  der  Elenientarbeschleunigung  des  Systenipunktes  " 
sind.  Dividirt  man  dieselben  mit  dt  und  bemerkt,  dass  in  der  Greni« 
ßfQ'  in  das  Perpendikel  p  übergeht,  welches  von  M  auf  die  Axe  't  d«f 
Winkelbeschleunigung  gefällt  werden  kann ,  so  ergeben  sich 

ß^/',     ap 

als  Componenten  der  Beschleunigung  des  Systempunktes  und  man  erhält 
den  Satz: 

Während  der  Rotation  eines  unveränderlichen  Systems 
um  einen  Punkt  hat  die  Beschleunigung  jedes  Systempunk- 
tes  zwei  Componenten;  eine  centripetale,  die  Momcutauaxe 
rechtwinklig    schneidende     und    dem    Sinne    nach    ihr    zage* 


[.  i'jip.        Componentcii  dur  noKclilonnigiin^r  eines  Sy.stüiiiiiuiiktoK.  405 

inilto,  (Ipron  Grösse  durcli  das  Produkt  aus  dem  Quadrate 
r  AV  i  n  k  e  1  g  o  s  r  h  w  i  n  d  i  «r  k  e  i  t  .S^  u  ni  d  i  c  M  o  ui  o  n  t  a  n  a  x  o  und  dem 
Jbtandc  r  dos  Systi'mpuuktps  von  ilir  anj^o geben  wird  und 
n  f  w  e  i  t  e  r  0 1  zur  E  h  i»  n  o ,  w  o  1  c  h  <*  durch  die  A  x  e  der  Winkel- 
fsc'lileunignng  und  den  S ysteni]Minkt  geführt  werden  kann, 
II  k  r  e  c  li  t  gerichtete  und  dem  Sinne  n  a  e  h  m  i  t  <1  e  r  Winkel- 
^»chleun  igung  harmn  n  Iren  de,  deren  (>rösKO  das  Produkt 
p  r  W  i  n  k  e  1  b  e  s  c  h  1  e  u  n  i  g  u  n  g  c-  und  des  A  1)  s  t  a  n  d  e  h  p  des  S  y  - 
t rm p n n k t f^ 8  von  deren   Axt*   ist. 

Indem  man   die  Wiukelheschlennigung  «  in  ihre  beiden  Componen- 

*iSl  da 

iMi.   (he   tangentiah^      .     um   die    Mtnnentanaxe    und    die    normale    Sl     > 

'"  fit 

'nkrMit  zur  Momentanaxe  auflöst,    zerfällt  die  Beschleunigungseompo- 

PQto  «/»   d«*s    Systempunktes    selbst    gleichfalls    in    zwei    Componenten, 

f  cino  /  in  «ier  Richtung  der  Tangeute  .)/.)/'  und  die  andere  r^Sl  - 

nkrei-lit  zur   Beriilirunghebenc   des  Kegels  «1er  Momentaimxen,   wenn  r, 

u    .\bstand   'les  Systempunktes  von  der  zur  Momentanaxe  ^senkrechten 

der  Tangen'euel>ene  dieses  Kegels  gelegenen  Geraden  bedeutet.     Die 

)nnni]irnte  /•  bildet    mit    Ä*r   die    Ciesammtbesclileunigung,    welche 

*'  I'iuikt  liesitzen  wünle,  wenn  das  System  um  die  Momentanaxe  rotirte, 
<^n«*  ilass  ilieselbe  ihre  Kichtuug  änderte.  Man  kann  daher  auch  den 
•ti  anfst eilen: 

Wiihrend  der  IiJotjiti<in  eines  un  v  rrä  inh' rlichen  Systems 
*"  ^iiion  Punkt  hat  die  Heschlru  ui^u  ng  ein  es  jed  en  System- 
'^»»ktrs  zwei  ( 'nmpo  n  c  n  te  u :  die  i'ine  ist  «1  i  r  Heschleuuigung, 
^•lilii»  f»r  «1er  Kotation  um  di«'  Momen  t  m  n  a  x «?  ver«lankte, 
^*'iin  ilirse  ihn*  Kirhtung  nicht  andern  würde,  die  andere 
^*  «»«'iik  recht  zur  Tangt'u  t  en«'1»en  «•  d  «'s  K  eg«'ls  der  Moment  an  - 
'^''  uinl  proji  nrt  idual  d  «mii  Abstand«-  (l«*s  Punktes  von  der 
^  •ili'h«T  Kbene  lii>g«'n «1 «' n  zur  Momentanax«*  senkrechten 
»THiioii.    ili'r   Wi  nk  elg«»s«-li  w  i  n«l  igk«'it    d«'s  Systems    nn«l   der 

'f  cii}i  i*  I ;;  l■^e  hw  i  n  (1  igke  it   d(*r  Momentanaxe. 

f . 

Wii-lis«dt   «Üe  Momentanaxe   nicht,    so  ist     ,     -~  n  und   reducirt  sieh 

/// 

aut    /      '\      Küi'kt    lier   Punkt,    um    wr]cln'n    «las    System    rutirt,    ins 

rndliche,    st»   geht    «lie    hier    «'ntwiek<'lti*   'rh«''irle    in    «li«'    «les    voiigeii 

/itcln  über.     Ks  wiril  dann  *id  -^  o.    /•,   =.-    -x,    aluT  r.        geht  über 

<iio  dortige  Urösse  /',  von  welcher  die  alli-n  Punkten  ^i'm*'insanii' 
i:hl*'Untgung8eümpon<'nt«>  }H    h*'nührt. 


406     Analytisclie  Darstellung  der  Boschleunigung  der  Systemponkte.     VII.  Cap. 

§.  4.     Wir  wollen  jetzt  die  Componenten  X^   T,  Z  der  Beschlenni- 

gung   eines   Systempunktes   in  Bezug  auf    drei   rechtwinklige,    sich  im 

Rotationsceutrum  0  dos  Systems  schneidende  Axen  von  constantcr  Rieh- 

pj^.,  142.  tung   darstellen.     Dieselben   setzen   sich  aus 

den   Bostaudtheilen    zusammen,    welche  von 

/'^^N^    /'  der  centripetalen  Beschleunigungscomponente 

\    K^\  ^^r  herrühren  und  anderen,  welche  die  Win- 

^';.4f     ^  kelbeschleunigung  a  veranlasst.    In  Bezng  auf 

/.-        ',"  "'^  die  crsteren  seien  (Fig.  142.)  a,  /3,  y  die  Rich- 

'^    tungswinkel   der  Momentanaxe,   A,  |ia,  v  die 


o 


ß   ^ 


/  Hichtungscosinusse  für  MP  und  o;,  y,  2  die 

Coordinaten  des  Systempunktes  itf.    Man  hat 
dann  für  die  fraglichen  Componenten  von  5i^r: 

S^^ r  cos  X ,     Sl* r  cos  fi^     Sl^r  cos  v 

und  indem  man  den  Linienzug  OM  PO  auf  die  Axen  projicirt 

X  -{-  r  cos  l  —  OP  cos  «  =  0 

y  -{-  r  cos  ,tt  —  OP  cos  ß  =  0 

z   -^  r  cos  V  —  OP  cos  y  =  0 
und  indem  man  mit  Hülfe  der  Projection  des  Zuges  der  a*,  y,  r,  .Vi*,  PO 
auf  die  Richtung  OP  die  Linie  OP  darstellt,  nämlich 

OP  =  X  cos  a  -\-  y  cos  ß  -\-  z  cos  y 
ergeben  sich 

r  cos  X  =  {x  cos  «  -f-  y  cos  ß  -j-  z  cos  y)  cos  a  —  ac 

r  cos  li  =  (.r  cos  «  +  V  ^^^  ^  "t"  ^  ^^^  ?)  ^'^*  ß  —  y 

r  cos  V  =  {x  cos  a  -\-  y  cos  ß  -\-  z  cos  y)  cos  y  —  z . 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  mit  S^  und  ersetzt  52  cos  u ,   SL  cos  /I, 

Sl  cos  y  durch   die  gleichbedeutenden  52.r,  Sly^  52.,    so  stellen    sich  die 

gesuchten  Bestandtheile  von  -V,    ]",  Z  unter  der  Form  dar 

Sl!^r  cos  X  =  Slx  {x^x  +  y^i/  +  z^z)  —  ^^x 
SH^r  cos  fi  =  Sly  {xSl^r  +  //-ß//  +  -ß.)  —  Ä^y 

ß2 ;.  COS  V    ==    Sl:    ( A*  Sl,r    +    //  ^y    +    *  52,  )    52^  2  . 

Nach  §.  .*^.  sind  die  Componenten  der  Winkelbeschleunigung  bexüg- 

dSlr  liSl,,  (ISI. 

di  '  ""  =  ,//■  '  "^  =  ~äf 
sie  erlangt  das  System  um  diese  Axen  die  an  endlich  kleinen  Winkel- 
geschwindigkeiten of.r(//  =  dSl.ri  ctydt  =  rf.Q,;,  a^dl  =  dSl.  (Compo* 
nenten  der  Elementarwinkelboschleunigung)  und  diese  orthcilen  dem 
Systempunkte  (xyz)  nach  Tlil.  II,  Cap.  IV,  §.  8.  die  Elemcutarbeschleu- 
nigungen  parallel  den  Coordinatcuaxcn : 

{ce,j-  z  —  a,  .  y)  dt 
(ftj  •  X  —  €c,^.  •  z)  dl 


lieh  der  (Joordinatenaxen :  a.r  =     ,^     ,    u,,  =    ^ /  ,    «^  =  —7—.     Durch 
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indem  an  die  Stolle  der  dortigen  Sl,r^  Sl,,,  Sl^  hior  «r«//»  <*i,fif,  ttzdt 
trotcn.  Dividirt  man  diese  drei  Ausdrücke  mit  dt^  8o  erbiilt  man  die 
(.'onipononten  der  Hesehlounigiing  des  Systcmpunktos,  herrührend  von 
iler  Winkolheschlennigiing,  nämlich 

Cf,.r   —    «r^ 

]>ie  ftcsammtheschleunigiing  des  Systempunktes  hat  also  folgende  Com- 
poncnten: 

r  =  Sly  {xSlr  +  ySly  +  *'^^.-)     -  ^^!/  +  «.-•'-•  —  «j-5 

Wählt  man  inshcsondere  die.  Momcntanaxe  zur  Axe  der  ;  und  zwar 
so,  dass  der  Sinn  von  Sl  mit  dem  positiven  Sinne  der  ;  übereinstimmt; 
ferner  zur  jrs-Kbene  die  gemeinsame  Tangentenebene  der  Kegel  (C) 
nnd  1 7'i  und  zwar  so,  dass  der  positive  Sinn  der  .i*-Axe  mit  dem  Sinne 
der  Normalwiukclbeschleunigung  übereinstimmt,  so  sind  Hj.  =  Sly  =  0^ 

*  (//  '         '  r//  '        •  dl  dl 

und  erhalt  man  für  die  Componenten  der  Beschleunigung  des  System- 
punktes jrt/z  die  einfacheren  Ausdrücke: 

-i   =  —  Sl'  .r  —    ■       ■  V 

dl      ' 

y  =  -     Sl* y  +     .    •  .f  —  SIU  '  z 

/  =       sir-  y. 

%.  5.      Die  Systeinpunkte,    deren  Beschleunigung   der  gemeinsamen 
Tan^entencbenc  der  Kegel  (Cj  und  (r)  parallel  ist,  liegen  in  der  Ebene 
y  =  0,  d.  h. 

'•^^  .,,.  _  iiv     _  sir^  =.  n, 

urolrlio  durch  den  Punkt  O  hindurchgeht,  um  welclien  das  System  rotirt. 
Yur  ilic  Punkte,  deren  Heschlouni^ung  senkrecht  zur  Mnmentanaxe  ist, 
wird  Z  =^  u,  sie  lit»gen  daher  in  der  Kl>ene  //  =  o,  d.  h.  in  der  Tau- 
geiitenebcne  der  beiden  Kegel.  AUe  Punkte,  deren  Heschleunigun^ 
parallel  zur  Momeulanaxe  i^t,  genii;;en  den  Bedingungen  .V  —  <),  ]'=:.=  n 
zuj^leich.     Sie  liegen  in   iler  zur  Momentanaxe  senkrecliten   (>eraden 

.     dil 

'       dt    ' 

'^^'  x         Sl'f,  -  -  SIL':  -=  o. 
dt 

Vau    Punkt,    dessen    Be^chleunigung   zur   Zeit   /   verschwindet,    soll 
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ein  Bcsclileunigungscontrum  für   diese  Zeit  heissen.     Seine  Coordinaten 
soicn  a^, ,  yj,  Cj;  sie  müssen  den  drei  Bedingungen  genügen: 

0  =  ß^r,     +  ^  y, 
(iSl 

0  =  Slüf/^. 

Da  diesem  Gloicliungesystem  im  Allgemeinen  durch  arj  =  yj  =  t,  :==  0 
genügt  wird,    so  folgt,   dass  das  Beschlcunigungscentrum  immer  existirti 
aber  mit  dem  Rotationscentrum   des  Systems   zusammenfällt.     In  bcso«)' 
deren  Fällen   gibt   es    eine   continuirliche    geradlinige  Folge  solcher  Ö*' 
schleunigungscentra,   oder  eine  Bescbleunigungsaxe.     Dies   ist  der  F^*^ 
wenn  5i  =  0  ist;  denn  dann  ist  die  dritte  Gleichung  von  selbst  erff*.»» 
und  liefern  die  beiden  andern  a'j  =  y,  =  0,  d.  h.  die  Beschlennigan.  g*" 
axe   l'ällt   mit   der    Momentanaxe   zusammen.      Im   strengen    Sinne  k **«'*" 
freilich,  wenn  5i  =  0  ist,  von  einer  Momentanaxe  nur  als  einer  (ire"*^' 
läge  die  Hede  sein.    Auch  wenn   ü  =  0  ist,  d.  h.  wenn  die  Moment^-«*"' 
axe  nicht  wechselt,    liefert   das   Gleichungs.system   x^  =  Vi  =  0,   cl-     '^ 
gleichfalls  die  Momentanaxe  als  Bescbleunigungsaxe. 

Ein  sphärisches  System,  welches  sich  auf  seiner  Kugeliläche  boi^^Ä*i 
ist   der   Schnitt   eines    um    einen  Punkt    rotirenden   Systems    mit    ©i**^ 
Kugel,   welche  um  di'^son  Punkt   als   Mittelpunkt  beschrieben  ist.     I^^^ 
selbe   besitzt   zwar   stets   zwei    diametral    gegenüberliegende    Moment^n- 
centra,    ein  Beschleunigungscentrum    (oder   eigentlich  auch    zwei  sold**J 
aber  nur  dann,  wenn  die  Winkelgeschwindigkeit  verschwindet  oder    ^'' 
Momentancentra  nicht  wechseln.    Denn  ein  Beschleunigungscentnim   ^^ 
sphärischen    Systems    kann    nur    der   »Schnitt    einer   Beschleunigung»*^^ 
mit   der  Kugel   sein.     Wir  sahen    im   vorigen    Capitel,    dass    das  ebC*    . 
System,  welches  der  Schnitt  eines  körperlichen,  sich  einer  Ebene  pari"^      j 
bewegenden  Systems  ist,  stets  ein  Beschleunigungscentruni  besitzt.    D»^'  •  j 
selbe  ist  der  Schnitt  der   für   das   körperliche  System   stets  existirende^      ! 
Bescbleunigungsaxe  mit  der  Ebene  des  Systems. 

§.  6.    Älit  Hülfe  der  im  vorigen  §.  entwickelten  Ausdrücke  fUr  die 
Componenten  X^    1\  Z  der  Beschleunigung   eines  Systempunktes  {xyi) 
wollen  wir  jetzt  dessen  Normal-  und  Tangentialbeschleunigung  tp,,  und  ip« 
bestimmen,    dieser  Bestimmung   aber  die   zuletzt  gegebenen  einfacheren 
Formeln  jener  Ausdrücke  zu  Grunde  legen.     Der  Abstand  des  System- 
punktes  von   der   Momentanaxe   sei  r;    die  Richtung   desselben    in   dem 
Sinne  von  dem  Schnittpunkte  mit  der  Momentanaxe  nach  dorn  Kyetem- 
punkte  hin  genommen  bildet  mit  den  Coordinatenaxen   Richtungswinkel, 

deren  Cosinusse  —  ,       ,  0  sind.     Daher  lietorn  Ä\  V  in  dieser  Richtung 

r      r 

den  Bestandtheil  der  Normalbcschleuuigung  q>n 
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X.  ^   +    F.  •'    =    -  Sl^r  —  SIV  ^^ 

r  r  r 

tritt  aber  noch  Z  =^  Slüy  als  weiterer  Bestandtheil  von  tp^^  da 
winklig  zur  Oeschwindigkcit  ist.  Wir  erhalten  demnach  jetzt 
ijnadrat  der  Normalbeschleunigung: 

ngentialheschleunigung  wird  erhalten,  indem  man  die  Compo- 
ron  A'  und  V  in  der  Richtung  der  Geschwindigkeiten  vereinigt, 
det   die  Richtung   der   Geschwindigkeit   des    Systempunktes   mit 

»rdinatenaxen  Winkel,  deren  Cosinusse  --      ,       ,0  sind:  daher 

r       r 
lan 

r  r  ilt  r 

Systempunkte,   welche   keine  Beschleunigung   in    der  Richtung 
Iso  nur  Normalbeschleunigung  parallel  zur  Momentanaxe  besitzen, 

der  Bedingung  Ä'^r  -|-  SllJ       ==-  0,  oder  wenn  wir  für  r'^  sei- 

r 

rth  o:*  +  y'  einsetzen 

Ä  G^'  +  //')  +  Ufjz  =  0. 

eu   daher   auf  einem  Kegel  zweiten  Grades,    welcher   senkrecht 
nentanaxe   Kreisschnitte   besitzt.     Dieser  Kegel   enthält  die  Mo- 
xe  »rlbst  und  berührt  die   Kegel  (C*)  und  (/')  längs  ihr. 
Systompunkte,  deren  Normalbeschleunigung  senkrecht  zur  Mo- 
xe  ist,  genügen  der  Bedingung 

SlUf/  =  O 

1  also,  wenn  nicht  Sl  oder  U  verschwindet,  die  Punkte  der  ge- 
en  TangJ'ntenebene  der  Kegel  (C)  und  ( !"). 

SyHtompunkte,    deren    Xonnalbeschleuniguiig    vollständig    ver- 
•t,  genügen   den   beiden    Bedingungen 

Sl  (.,.2  +   ,/.',  4_    Uy:  =  o,         Siry  =  0 

Ist  nun  il  nicht  XuU,  so  sind  sie  die   Punkte  der  Momentan- 

aber  Sl  =  0^  so  sind  beide  Bedinj^ungen  für  alle  »Systempunkte 

ind    liehitzen    in    demselben    Momente    alle    Punkte    des    Systems 

gentialbeschleunigung. 

Systempunkte,    deren   TangiMitialbeschleunigung   verschwindet, 

dso  im  Allgemeinen  ein   Maximum  (»der  Mininiuni  der  Geschwin- 

dSl  A'z 

bebitzen,    genügen    der    Bedingung  •  r         iW  '  *    -^      O;   s'iv 

aber  auf  dem   Kegel  zweiten   (irades 

"^l-  ('■-  +  r)        iUrxz  =--<). 
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Derselbe  hat  senkrecht  zur  Momentanaze  gleichfalls  Kreisschnitte  \ 
geht  darch  die  Momentanaxe  hindurch.  Die  gemeinsame  Tangenl 
ebene  der  Kegel  {€)  und  (F)  ist  für  ihn  eine  Hauptebene;  er  schnei 
daher  den  vorigen  Kegel  rechtwinklig,  für  welchen  die  yz- Ebene  e 
Hauptebene  ist. 

Ausser  der  Momentanaxe  haben  die  beiden  genannten  Kegel  a< 
eine  weitere  Gerade  gemein.  Die  Punkte  derselben  besitzen  keine  T. 
gcntialbeschleunigung,  haben  also  zwei  Zeitelemente  nnverändcrlu 
Geschwindigkeit  und  werden  blos  parallel  zur  Momentanaxe  beschloani 

Die  beiden  hier  erwähnten  Kegel  zweiten  Grades  sind  das  Analog 
zu  den  beiden  Br  esse 'sehen  Kreisen  des  vorigen  Capitels  und  il 
gemeinschaftliche  Erzeugungslinie,  welche  nicht  Momentanaxe  ist,  ei 
spricht  dem  Beschlcunigungscentrum  der  ebenen  Systeme.  Da  g>t,^  tn 
Bestandtheile  hat,  welche  unabhängig  von  einander  verschwinden  ml 
sen ,  wenn  (pn  selbst  verschwinden  soll  und  dies  im  Allgemeinen  nur  i 
das  Rotationscentrum  des  Systems  eintreten  kann,  so  sieht  man  dentli 
den  inneren  Grund,  weshalb  ein  sphärisches,  sich  auf  seiner  Kugelflic 
bewegendes  System  kein  Beschleunigungsceutrum  besitzen  kann,  f 
den  Schnittpunkt  der  genannten  gemeinschaftlichen  Erzeugungslu 
beider  Kegel  mit  der  Kugel  wird  von  der  Beschleunigung  des  spl 
rischen  Systems  möglichst  viel  gleich  Null. 

Die  beiden  Kegel  schneiden  das  sphärische  System  in  zwei  spl 
rischen  Kegelschnitten,  deren  Gleichungen  in  sphärischen  Polarco< 
dinaten  p,  ^  für  das  Momentancentrum  als  Pol  und  den  Schnitt  d 
Kugel  mit  der  Tangenteneben o  der  Kegel  (C)  und  {F)  als  Polft/M 
erhalten  werden,  wenn  man  r  =  sin  Qy  x  =  sin  g  cos  O,  t/  =  sin  fi  sin 
z  =  cos  Q  setzt,  wobei  der  lladius  der  Kugel  als  Einheit  angenomm 
ist,  nämlich: 

^^99  +        U  siniy  =  0 

dSl 

—  tno    —   SIU  COS  ^  =  0. 
(il    ''  ^ 

§.  7.  Da  das  Bogenelement  31 M'  der  Bahn  eines  Systempunktes 
durch  Kotation  um  die  Momentanaxe  beschrieben  wird,  so  ist  die  Ebei 
welche  durch  den  Systempunkt  und  die  Momentanaxe  C  geht,  die  N< 
malebene  der  Bahn  im  Punkte  M,  Ebenso  ist  die  Ebene  durch  Mv 
die  folgende  Momentanaxe  C  die  Normalebene  für  den  Punkt  ^  oi 
das  folgende  Bahnelemeut  il/il/",  welches  um  C  beschrieben  wird.  Di« 
beiden  aufeinander  folgenden  Normalebenen  bilden  miteinander  ein 
unendlich  kleinen  Winkel,  welcher  gleich  dorn  Contingenzwinkel  c 
Bahn  in  M  ist  und  schneiden  sicli  in  einer  Geraden,  welche  im  Kril 
mungsmittelpunkte  K  der  Bahn  auf  der  Schmiegungsebene  dersett 
senkrecht  steht,  der  Krümmungsaxe.  Die  Hauptnormale  der  Bahn  in 
ist  die  Schnittlinie  der  Schmiegungsebene  mit  der  Normalebene  und 


i 
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die  Richtung  des  KrümniTingshalbinessers  und  folglich  aucli  die  der  Nor- 
malbeschleunigung.    Die  Richtung  der  Xormalbcschleunigung  gewinnt  man 

durch   das  Verhftitniss   ihrer  beiden    Compononton         ISl-r  +  ^^    *) 

uud  Slüy.     Ist  ^  ihre  Neigung  gegen  die  Monicntauaxe,   so  hat  man 

Slr^  +    (t/z 

'^"  = 

^^  ^  (i   \ni  die  Neigung  der  Krüiiiniungsaxe   gegen    die  Moniontanaxe. 
Die  Länge  g  des  Kriimmungshalbmossers  ist 

_  Slh'  _  Slr^ 

^  ~     9>H     ^  I  {Slr^  +    Cyzy  +   U'i/^r^' 

Das  Maximum,  dessen  der  Krümnmngshalbmesspr  fähig  ist  für 
l'anktc,  welche  auf  derselben  um  0  beachriebenen  Kugelflächo  liegen, 
iit  der  Radius  dieser  Kugel;  denn  der  Kriimmungskreis  einer  sphäri- 
schen Curv'e  liegt  mit  dieser  zugleich  auf  der  Kugel,  da  er  mit  dieser 
die  drei  aufeinander  folgenden  Curven punkte  gemein  hat.  Alle  Punkte, 
Air  deren  Bahn  in  dem  betrachteten  Momente  q  dies  Maximum  erreicht, 
liefen  so,  dass  die  Schmiegungsebene  ihrer  Bahn  durch  den  Kugel- 
nüttelpnnkt  0  hindurchgeht.     Damit  dies  eintrete,  muss 

Sir-  -j~    I  //:    r 

Inf  z 

werden.    Die  fraglichen  Punkte  liogoii  daher  auf  der  Kogelfläcke  dritten 
Gr«df*8 

.5^r  +  r.//)  (y-*  +  ff')  +  r.vi^  =  o. 


VIII.  Cnpitcl. 

^^^^^euniicung  im  unveränderlichon  System,  welches  dio  allgomoinste 

Art  der  BowoRunR  besitzt. 

§.    1.      Im    Falle    der    nlli^eineinston    Hf»w«';r«"ir    eines    uuvoränder- 

neuen   Systems  besitzt  dasselbe  zur  Zeil  /  eine  Wiiikeljjescliwindi^keit  il 

um   dio  Moninntanaxe  C  und  eine  Translatit»ns»cescliwin(lij;:kcit  T  parallel 

*»*''*elbcn.     Ebenso  hat  es  zur  Zeit  /  +  (//    eine   \Vinkel<;eschwindigkeit 

^  "t"  »/Ä  um  die  folgende  Mnmentanaxe  (^  und  rine  IVanslationsgeschwin- 

•"ßkeit  T  -f-  dT  parallel  zu  ihr.      Die  Momentanaxe  r'  liat  aber  von  // 

rioen  anendlich  kleinen  kürzesten  Ab.^tand  de  und  liildet  mit  ihr  einen 

■''Endlich  kleinen  Winkel  //a-,    es  beuitzt  daher   die  Momentanaxe  selbst 

eine  Orthogonalgeschwindigkeit  ('  --^  veniiö^ro  welcher  sie  im  Uaumo 
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fortschreitet  und  eine  Winkelgeschwindigkeit  5^  =  -  - ,  vermöge  weh 

Hie  sich  neigt  und  beide  zusammen  bilden  die  AVechselgeschwindig 
der  Momcntanaxe.  TJ  und  '/^  sind  die  Componenten  einer  Schrant 
geschwindigkcit  um  die  Kiclitung  des  kürzesten  Abstandes  von  C  an< 
als  Axc.  Durch  'F  wird  die  Momcntanaxe  C  parallel  zu  C  gerich 
durch   U  hierauf  in  die  Lage  C  hineingeschoben. 

Ein  Syst(Mupunkt,  welcher  zur  Zeit  t  den  Abstand  r  von  der  I 
mentanaxo  C  besitzt,  beschreibt  in  Folge  der  Elementarschranbenbe^ 
gung  um  diese  das  Element  einer  Schraubenlinie  mit  einer  Geschwind 
keit  »,  welche  die  beiden  Componenten  r.ß  senkrecht  zu  C  und  T  para 
C  hat.  Zur  Zeit  t  -\-  dt  beschreibt  er  das  folgende  Element  seiner  Ba 
als  das  Element  einer  Schraubenlinie  um  C  mit  einer  Gescbwindigb 
deren  Componenten  in  ähnlicher  Weise  durch  (r  -f-  dr)  {Sl  -j-  dSl)  n 
T  -j-  dT  dargestellt  werden.  Die  unendlich  kleine  Geschwindigkei 
componente,  welche  zu  seiner  Geschwindigkeit  v  hinzutreten  muss,  \ 
diese  nach  Grösse  und  Richtung  in  die  Geschwindigkeit  umzuSodei 
welche  der  Systempunkt  zur  Zeit  t  -j-  dt  besitzt,  ist  dessen  £  lerne 
tarbcschl  eunigung  und  der  Quotient  ans  ihr  und  dem  Zeitelemen 
dt  seine  Beschleunigung.  Die  Elementarbeschleunigung  bildet  sich« 
mehreren  Componenten,  die  wir  sofort  bestimmen  wollen  und  die  Besohle 
nigung  hat  diesen  entsprechende  Componenten,  welche  man  erhält,  indc 
man  jene  mit  dl  dividirt. 

Damit  die  Translationsgeschwiudigkeit  T  parallel  C  in  die  Trat 
lationsgeschwindigkeit  T  -f-  dT  parallel  C  übergehe,  muss  zu  T  c 
Elementarbeschleunigung  dr  hinzutreten,  die  man  durch  die  uncndli 
kleine  dritte  Seite  eines  Dreiecks  erhalt,  doss<Mi  beiden  anderen  Seit 
T  und    T  -^  dT   nach    Gn'isse    und   Richtung   darstellen,    die   ihr  ei 

sprechende    endliche  Beschleunigung  h  ==  der  Translationsgescliwi 

digkcit  T  ist  parallel  der  Ebonenschicht,  welche  durch  V  und  C  bestio: 

dT 
wird  und  kann  zerfällt  werden   in  eine   Componente      -    parallel  C  ui 

do 
eine  andere  T  ,    =  T*i''  senkrecht  zu  C  und  parallel  zur  Schicht. 

dt  * 

Um  zu  bestimmen,  welche  Elementarbeschleunigung  zu  der  Rot 
tionscomponente  rSl  der  Geschwindigkeit  des  Systempunktes  um 
hinzutreten  müsse,  damit  sie  übergehe  in  (/•  -f"  ^''0  («^  +  dSV)  um  ( 
verfahren  wir  folgendermassen.  Es  sei  0(y=dr  der  kürzeste  Abstai 
der  beiden  Momentanaxen  C,  (f  und  durch  0  mit  (f  die  Parallele  ■ 
gezogen.  Die  Winkelgeschwindigkeit  Sl  -\-  dfl  des  Systems  um  C 
alsdann  äquivalent  der  Winkelgeschwindigkrit  Sl  +  dSl  um  C"  und  eil 


•-  ^  li 
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l'ranBlationsgeficb windigkeit  O'O  \il  -j~  ^^^^)  oder  mit  Unterdrückung  dcH 
Inendlichkleinen   zweiter   Ordnung   Slde    des   Systems   senkrecht   zu  C* 
Qnd   Off    und    übcreinstinniiend    im    Sinne    mit   Sl   -f-   dSl.      Daher    ist 
»ttch  die  Geschwindigkeit  (r  -(-  dr)  {Sl  -|-  dil)  des  Systempunktes,  welche 
tT  dieser  Winkelgeschwindigkeit  vordankt,  äquivalent  der  Geschwindig- 
keit r"  (ii  +  d^l)  (unter  r"  den  Abstand  desselben   von  if'  verstanden), 
die  er  besitzen  würde,  wenn  das  System  mit  der  Winkelgeschwindigkeit 
S^  ••\- dSl  um  6*"  rotirte  und  der  Translationsgeschwindigkeit  Sldr.     Nun 
\üt    aber  eine  Winkelgeschwindigkeit  H  -\-  dSl  um  die  Axe  (/'  die  Resul- 
tante der  Winkelgeschwindigkeit  Sl  um  ^und  der  Elementarwinkelbeschleu- 
nig'ung  adt^  welche  Sl  nach  (i rosse  in  Sl  -\-  dSl  zu  ändern  und  die  Axe 
'-'   in   die  Lage  (/'  zu  neigiMi  vermag.     Daher  ist  auch  die  Geschwindig- 
keitscomponente  r"  [Sl  -j-  dSl)  ä(|nivalent  der  Geschwindigkeit  rSl^  welche 
•ler    Systenipunkt  der  Winkelgeschwindigkeit  Sl  um  C  verdankt,  der  nach 
der     ^lomentanaxe    C   hin    gerichteten    Klementarbcschleunigungscompo- 
nente    r^Sldt   und    der   von    der  Wiukelbesclileunigung   a   herrührenden 
Glcmentarcomponente  apdt^  wenn  p  den  Abstand  des  Punktes  von  der 
Axe   der  Winkelbeschleunigung  bedeutet  und  unter  der  Axe  der  Winkel- 
Wschleunigung  diejenige  Axe  verstanden  wird,  welche  sich  bei  der  Zer- 
legung von  Sl  -\-  dSl  nm  die  Axe  ('"  ergibt,  welche  durch  den  Punkt  O 
l***   kürzesten  Abstandes  Ott'  geht.     Aus    diesen    Betrachtungen   erhellt, 
»1»M   die  Geschwindigkeit  (r  +  <''*)  (-^^  +  ^^^^)  die  Resultante  von 

rSl,     r-Sldt,     apdt,     Slde 

ui  und  dass  mithin  r^Sldt^  updt  und  Slde  die  Componenten  der  P^le- 
n^ntarbeschleunigung  sind,  welche  zu  rSl  hinzutreten,  um  diese  Ge- 
ichviiiJi^|((»it.seoniponente  in  (r  -f-  dr)  {Sl  -j-  dSl)  überzuführen.  Dividirt 
man  dipKelben  mit  dt  und  fü;;t  zu  ilinon  die  oben  dargestellte  Beschien - 
Dignag  u  iler  Translationsgescliwindigkeit  liinzu,  so  ergeben  sich  mit  Rück- 

«ciit    mif         -— ;   /•  jijjj   Componenten    der   Beschleunigung    des   System- 

Punktes  folgende:  ,  .,  .,,. 

r^Slj     €tp,     Sil  ,     u 

^^^  orhÄlt  man  den  Satz: 

*■  Ü  r  die  allgemeinste  Bewegung  i*  i  n  e  s  unveränderlichen 

')*l«;iiiii   besteht    die    Beschli'uni^u  n^  jedes    Sy  st emp unkt  es 

*^'  folgenden    vier    Komponenten:     1.    einer    cen tripetalen, 

**  Moiuentanaxe    senkrecht    sehn  ei«lenden    Beschleunigung 

gl<'ich    dem    J^ntdiikte    aus    dem    (Quadrate    der    Winkel- 

g^ichwiiiilii^keit   Sl  nm   dii^  M  oukmi  t  a  n  a\<'   iiiul   dein   Abstände 

'^ '***  f>yÄt«'uipu  nk  t  es  von   dieser;   -.  tl«'r   Ue^:ch  leunigung  «/#, 

^''^cije  herrührt  von  d  er  W  inkt'lbeschi  ennignng  des  Systems, 

***''^ii  Richtung  senkrecht  ist   zu  der  Kbene,   welche  derMu- 

"•ölanaxe  und  der  Axe  der  Win  kelbescli  leuii  i.i;ung  parallel 


414  Componenten  der  Beschleunigang  der  Systempankte.         VIII.  C«p. 

läuft  und  deren  Grösse  durch  das  Produkt  aus  der  Winkel- 
Iioschleunigung  a  und   den    Abstand   p  des    Systempanktefl 
von  deren  Axe  dargestellt  wird;  3.  aus  einer  für  alle  System- 
punkte gleichen  Beschleunigung  Slü^  deren  Richtung  norma\ 
zu  der  durch  die  Momentanaxo  und  die  Richtung  der  Ortho  — 
gonalgeschwindigkeit    gelegten   Ebene   ist,    deren   Sinn  e^  * 
halten   wird,    indem   man   die   Orthogonalgeschwindigkeit     ^ 
um   den  Winkel  ^tc  um   die   Momentanaxe   rotiren   lässt  un 
deren  Grösse    das    Produkt  aus   der  Winkelgeschwindigkeit? 
Sl  und  dieser  Orthogonalgeschwindigkeit  ist;  endlich  4.  d^^ 
gleichfalls  allen  Systempunkten  gemeinsame  Translation^^ 
beschleunigung  u  des  Systems. 

Die  Winkelbeschleunigung  a  kann  in  ihre  beiden  Componenten,  de:  J 

dSl  da 

tangentiale  — -  um  die   Momentanaxe    und   die    normale  Ä  —  =  Ä^" 

senkrecht   zu   ihr  in  der  Ebene   der  Axen  C,  C,   d.  h.  also   senkrecis.  - 

zur  Momentanaxe  und    der  Richtung  des   kürzesten  Abstandcs  aufgelc 

werden.     Demnach   zerfällt  auch   die   Beschleunigung  ap  in   zwei  Coi 

dSl 
ponenten,  nämlich  r—  und  rj5i^^,  wenn  r^  den  Abstand  des  Sysi 

punktes  von  der  Axe  der  Normalwinkelbcschleunigung  darstellt.   Die 

zusammen  die  Beschleunigung,  welche  der  Systempunkt  besitzen  wflrc    J 
um   die  Momentanaxe,    wenn    diese  nicht  wechselte.     Man   kann  dah»> 
den  vorstehenden  Satz  auch  so  fassen: 

Die  Beschleunigung  des   Systempunktes    ist   die  Resa        ' 
tante    1.  von  der  Beschleunigung,   welche  derselbe  besitie^  ^ 
würde,    wenn    die    Momentanaxe    nicht  wechselte;    2.   ein^^' 
Beschleunigung  rjÄ'JP",  herrührend  von  der  normalen  Winke    ^' 
beschleunigung,  parallel  gerichtet  zur  Ebene,  welche  dar^  ' 
die  Momentanaxe    und    die    Richtung   ihres    kürzesten  At^' 
Standes  von  der  folgenden  Momentanaxo   geht   und   propo^*" 
tional  dem  Abstände  des  Systempunktos  von  einer  zu  dieß^  ' 

Ebene    senkrechten,    durch    den    FusMpunkt    des    kürzeste  ^ 

•  •       •         •  A 

Abstandes   gehenden  Axe,    der  Winkelgeschwindigkeit  ui»«  ** 

der  Rotationscomponente   der  Wechselgeschwindigkeit  d^^' 
Momentanaxe,  3.  der  gemeinsamen  Beschleunigung  •Öt^all^^' 
Systempunkte,    senkrecht    zur   eben    erwähnten  Ebene  uC»- ^ 
4.   der  Translationsbeschleunigung   u   des   Systems,   welc*-*^ 
dieser  Ebene  parallel  ist. 

Die  Fläche  (C),  welche  der  Ort  aller  Momentanaxen  im  absolu-"*:^'' 
Räume  ist,  und  die  Fläche  (F),  welche  alle  Axen  des  Systems  bcgr^^i»' 
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eiche  nacb  und   nach   zu  MomoutAuaxcn  werdcMi,   berühren   sich  lUngs 

ni  zusammenfallenden  Erzougungslinien  (\  F  dieser  beiden  im  Allgc- 

einen  windschiefen  Fläclien  so,    dass   sie   in    ullcn  l'unkten    derselben 

*meinschaft liehe  Tnngcntenebcnon  besitzen.     Denn  durch  die  Elemcntar- 

iiraubenbcwegun^  um  C  gelangt   die   niichstfolgende  Systemlinio  1^  in 

c   Lage    C     Während   der   Elenient;irl>ewegung    bleibt   aber   r  mit   C 

reinigt.     Nach  Ausführung  derselben   haben   also    beide  FlUchcn  zwei 

Teinander  folgende  Erzeugungslinien  gemein  und  berühren  sich  mithin 

i|r8  C  in  allen  Punkten    dieser  Geraden.     Die    oben    erwähnte  Ebene, 

^Iclie  den  kürzesten  Abstand  OO'  und  die  Axe  C  enthält,    ist  die  gc- 

^  i  n8chaftlichc   Tangentenebene   beider   Flächen    im   Fusspunkte    0  des 

raesten  Abstandes.     Sie  kam  dadurch  in  die  Untersuchung,   dass  wir 

3   Axe  C  durch  0  legten.    Wir  k<innen  aber  ebenso  gut  jeden  anderen 

mkt  A  der  Momentanaxe  an  die  Stelle  von  0  treten  lassen,  der  Effect 

▼on  ist  der,    dass   «lie  Axe  von  a  alsdann    durch  A  geht   und   an  die 

</»*  AA' 

^\h  der  Beschleunigung  Sl         oder    Sl  ü    eine    andere    Sl  •     '      tritt, 

Tkn  A  den  Fusspunkt  des  von  .-/  auf  (f  gefälhen  Perpendikels  angibt 
d  diese  ist  senkrecht  zur  gemeinschaftlichen  Tangentenelicne  beider 
'ichen  f/'-  und  (/')  im  Punkte  A.  Auf  die  Grösse  von  a  und  deren 
^«^nrichtung  hat  diese  Aenderung  keinen  Eintluss,  wohl  aber  auf  die 
nge  /#. 

In  ilem  nbigcii  allgemeinen  Satze  sind  <1ie  entsprechenden  Sätzo 
r  beiden  vorip'u  Capitcl  als  Spezialfälle  enthalten;  um  den  Fall  des 
rigon  Oapitels  wicdrr  zu  erhalten,  genügt  es,  IJ  — -  0  zu  setzen;  für 
n    (jps  zwritv»»rlH'r;:i*lienden   ist   *i'    —  O. 

g.  -.  Wir  wollen  jetzt  die  Componenten  -V,  1',  /  der  HeKchlcuni- 
ng  eines  beliebigfu  Systeiiipunktrs  ('.r//r)  parallel  dreien  rechtwink- 
'^n  Axen  «larstellen.  Zur  ,i-Axe  wählen  wir  die  Richtung  derOrtho- 
»naljreNchwindigkeit  /',  jiositiv  im  Sinne  derselben,  zur  //-Axe  die  Kich- 
^g  der  Ileschleuiii^uii«;  P^f\  po.sitiv  in  dem  Sinne  dieser  und  zur  ;-Axe 
le  Momentanaxe  dem  positiven  Sinne  nach  übereinstimmend  mit  dem 
lau*»  Von  Si.  Ks  seien  « , ,  «,,,  ««'..  die  Cump«>nenten  der  Winkel- 
<*^chk'«nignnjr  «i  deren  Axe  «lurcli  den  (^)<»rdinatenurs]»^lng  g«diend 
uigPiiiiiQi||(»Q  werde.      Man   hat  ilann 

im 

f/,  =--  O,       ((.,     =  ii*/'\      «.       -      . 

ifl 

»nd   hiennit   erhält    man  lür  die  von    der  Winkellieschleunij^ung  lierriib- 

f^ndeii  IJestandtheile   .V,    }',   /,  wie  in   (Jap.    VII,   §.    I.: 

,/.'•        '" 
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Die  Componenten  der  centripetalen  BescLleunignngscomponente  Si'^r  sind 

—  Sl^x,     —  9?y,     0; 

die  von  u  :  0,  T'J^,   -     und  die  Beschleunigung  SIU  ffillt  in  die  2^-Axe. 

Demnach  erhalten  wir: 

X  =  —  Si^x   —  '^f  y  +  ß'Ft 

dl  ^     ' 

y  =         ^^^  .V  —  Slhj  +  !^ü  +  T^ 

Z  =  —  ^Wx  +  ''/. 

Fragen  wir  zunächst  nach  dem  Orte  der  Punkte,  deren  Beschleu- 
nigung zur  Zeit  /  gleich  Null  ist,  so  genügen  die  Coordinaten  o?, ,  ^, ,  r, 
eines  solchen  den  Gleichungen 

-^  j-,  -  ßV.  +  ßü  +  r'P=  0 

zugleich.    Dies  sind  die  Gleichungen  dreier  Ebenen,  deren  Durchschnitt 
den  fraglichen  Ort  darstellt. 

Von  diesen  Ebenen  sind  die  beiden  ersten  zu  einander  senkrecht; 
denn  die  Bedingung  des  Senkrechtstchens  zweier  Ebenen 

Ax  +  By  -{-  Cz  +  I)  =  0 

^"^  a:x  +   iTy  +  Cz  +  D'=  0 

aufeinander,   nämlich  AÄ  -\-  Bff-^  C(f  =  0   ist  wegen    A  =^  —  Ä*, 

2?  = ''f?,   C  =  Ä'F;    A'  =  ^^,    B'  =  —  i>l\  C'=  0  erfüllt.    Die 

erste  der  drei  Ebenen  geht  durch  den  Fusspunkt  0  des  kürzesten  Ab- 
Standes  und  ihre  Normale  bildet  mit  den  Richtungen  der  Orthogonal- 
gcschwindigkeit    £/,    der   Normalen    zur  Fläche   (C)    in    0  und    der  Mo- 

mentanaxe  Winkel,  deren  Cosinusse  den  Grössen    -  -  5i-,    —    -  -,  Sl9 

proportional  sind.      Die    zweite   Ebene    ist    der   Momentanaxe    parsUel^ 
besitzt  den  Abstand 

von  dieser  und  die  Richtungscosinusse  ihrer  Normalen  sind  proportional 

den  Grössen     ,    ,    —  Ä-,  0.     Die  dritte  Ebene  ist  senkrecht  zur  Bicli- 

1   (ff 
tung  der  Orthogonalgoschwindigkoit  U  und  hat  von  0  den  Abstand  -q^a' 
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Die  drei  Elionon  lirforii  als  Durclisclinitt  iin  Ali^oniriuni  (■iiiPii 
Punkt  ohne  Hcsclilcnnigunj^.  d.'is  Besclilouni'riini^scfMitriiiu,  wclclics 
übri;:oii8  auch  ins  rnenilliche  rückoii  kann.  In  licsondi-ron  Fällen,  wenn 
iiaiiilicli  ilie  drei  Khenen  dnrcli  «lie.sellie  (fonido  liindiircli^rhcn .  existirt 
eine  Besdileun  igungsaxe,  d.  h.  eine  j^eradlini^e  i'untinuirlichi:  Kcilie 
Villi  Sy.steni|>unkten  i)hn«'  Ue.sohleunij^unjr.  l>ie  ('«»ordinaten  dfs  l»i'- 
•*clileniii*;nnf;scfntrun)s  sind 

f//  /  /  •         '/'•/'•  \       dt  V  dt  '     dt 

'1  —     qn    +   \ii  +    <i-'\u»i''-  ii' ••/'•- 

I>ie  IJedingnnj^en,  ilass  oine  Be.schh'unigungsaxe  liestehe,  erhält  man, 
indem  man  «iiisdriickt,  dass  eine  lineän»  Verbindung  zweier  der  (!lei- 
chuiigen  der  drei  Ebenen  identisch  mit  der  dritten  (ih'ichung  werde, 
d.  \\.   dass  sich  ('oerticienten  «,  /3  finden  lassen,   welclie    bewirken,  ilas.^ 


dll 


••nie.      I>ies   liefert 

a  ''""^^  --  iiim^  +  i:^''  ---  ti,     uiV- 
dt       ^         * 


dSl 
dt 


u  iSlU  4-    T'If}  -I-  |J 


--  O,       .U'/''     -  (>, 


(). 


o. 


KViniinirt  man  hieraus  €i  und  )i,  so  bh'iben   die  IhMÜnpingen 

von  denen   die   erhte   sajrt,  dass   entweder  il  »)d«'r  •/''  vi-rsehwindeu  müsse, 
'*<^uii  eine  Hi'sidileunignngsaxe  existiieu  soll,      Ist   nun    I.  5i  -     n,  abi-r 

•'-i   >  dT  . 

<>,  M»  nniss     ,    --  0  sein,   d.   h.   es  niuss   di(^  'IVanslationsj;»'sch\vin- 


dl 


dt 


'^'Ai'it  des  Svslenis    parallel    der  M»»mi'ntanaxe    zwei    /ritrl»*nii'nte  hin- 
^^k\\    dieselbe    sein.      Ist  --  O,    sn    kann    T  sicli    ändern.      1*.    l's 

**■»  */' =^  n,    d.   b.    es    ni'ige.   Ki»li    dir    Mnnn'ntanaxe    nirht,    dann    nmss 

/T* 

'^;']i'uli  r=   u    sein.      Dies   ist   /.   \\.   drr   I'all   briin   S\steni.    welches 

dt 

^^^^r  Ebene  parallel  bleiht. 

sS.   H.      Ziehen    wir    die    (Jb'ichnn^rn    dir   .1 , ,  Vj  •    -j    vnn    jb'ii    Aus- 
**rtckr'n  .V,    1*,  /  ab,  fo  erhalten  wir 

Vfiril.    Thrmii*  il.  !:•■*.  ii.  •!.  Kuli--.  li7 
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X  =  -  SV  U  -  a-,)  -  'IJ^  (y  -  y.)  +  Sl^F  {z  -  r.) 

y  =         'JJ^^  (.f  -  .r.)  -  SV  {y  -  1/,) 

Z  =  —   Sl'PU  —  a-,), 
cider   indoin  wir   das  Beöclileuniguiigsccnlrum   als  Ursprung   oiiie.s  ( 
dinatonsystein.s  dor  §,   >/.  f  wählen,  dessen  Axen  den  Axen  der  a*, 
parallel  laufen,  d.  li.  .«•  —  ;f,  =  t,  ;/  —  //,  =  »/,  r  —  c,  =  f  se 

.V  =  -    SVi  -   '^^j^v  +  ^^i'*^: 

V  '^-^^  -         (Vi 

Z  =-         SVP^-  5. 
Nun  sind  aber  -  SV^  =  SVp  (^        ^)  ,      -  ^2,,  =  SVp  (-.  ?J 

Componenten  einer  Beschleunigung  SVp^    welche   senkrecht   nach 
durch  das  Bcschleunigungscentruni  zur  Monientanaxe  parallel  gesog 
Geraden  hin  gerichtet  ist,  wobei  p  den  Abstand  des  »Sjstempunlcte! 
dieser  Geraden  bedeutet;  ebenso  sind 

dSl  ,         im        /n         ,         dSl  dSl        (       lA 

dl  ^  dt   ^    \pj  dl  dl   '     \       p) 

die  ConiponentiMi  einer  Beschleunigung  •  ;>,   senkrecht  zn  jener 

und  zu  p.  Beide  Componenten  zusainmcn  bilden  die  Beschleuui| 
welche  der  »Systempunkt  haben  würde,  wenn  die  Momentanaxe  c 
das  Beschleunigungscentrum  ginge  und  nicht  wechselte.     Endlich  8 

^^?/if  -^  i^i^-.,.,  (^\  und       sm^i  ^  sVFr^  (-    M 

die    Componenten    einer    zur    Hbcne    der   ^£   jiarallelen    Beschleuni 

Sm^r^  =  Sl       ;*, ,  Wflchi»  nichts  andcM'Os  ist,  als  die  Normalcompox 

der  durch  die  Winkelbeschh*unigung  hervorgornfj'nen  Bescli1euniguD| 
Systempunkten,  wobei  r,  den  Abstand  desselben  von  der  //-Axe,  d.  b 
der  Axe  der  Normal  Winkelbeschleunigung  bedeutet,  wenn  dieselbe  c 
das  Beschleunigungsccntrum  geführt  gedacht  wird.  Diese  und  die  v 
Componente  bilden  die  gesammte,  von  der  Winkelbeschleunigung 
rührende  Beschleunigung.     Man  kann  daher  den  »Satz  aufstellen: 

Die  Beschleunigung  eines  Punktes  im  u n v e r ii n d e r  1  i c 
»S  y  s  t  e  m ,  w  e  1  c  h  e  s  die  allgemeinste  Art  der  Bewegung  b  e  s  ^ 
ist  dieselbe,  welche  er  besitzen  würde,  wenn  das  Hyfi 
uro  das  B e s c h  1  e u  n i  g u  n  g s c e  n  t  r u  m    r  o  t  i r t  e ,    und    zwar  um  ' 


/- 


VXU.  Cap.       Mormal-  und  Tangoiitialcuinpuiiontc  iler  Ücbclilciinigune^.  41t) 

cur  Homentanaxe    parallele    Axe    mit    derselben    Winkelgo- 
•  cliwindigkeit  Sl  und  derselben  WinkclboBchlounigung  a. 

Die  Punkte  gleicher  Beschleunigung  ordnen  sich  auf  folgende  Woiso 
im  daf  Beachleunigangscentrum.  Alle  Punkte,  welche  von  der 
darch  dies  Centrum  zur  Momentanaxe  parallel  gelegten  Ge- 
raden denselben  Abstand  p  besitzen,  haben  dieselbe  contri- 
petale  und  tangentiale  Beschleunigungscomponente  i^V  und 

di  ^'  ''^  liegen  daher  auf  einem  Cylinder,  welcher  um  diese 

Gerade  als  Axe  in  dem  Abstände  p  beschrieben  werden  kann. 
^lls  Punkte,  welche  von  der  durch  das  Boschleunigungs- 
centrum  zur  Axenrichtung  der  Normalwinkelbcschicuniguug 
(^Uo  sar  gemeinschaftlichen  Normalen  der  Flächen  (C)  und  (/')  im  Punkte 
^t  dem  Fusspunkte  kürzesten  Abstandes  der  Momentanaxe  von  ihrer 
B^hsten  Lage)  parallelen  Geraden  denselben  Abstand  r,  bo- 
*'tsen,  haben  gleiche  Bodchleunigungscomponontc  ^^'P'r,.  Sie 
''©gen  mithin  auf  einer  mit  dem  Abstände  Tj  von  d loser  Axe 
"•»chri  ebenen  Cy  lind  er  fläche. 

IlierauH  folgt: 

Alle  Systenipunktc,  welche  sich  anf  der  Durchschnitts- 
*Orve  zweier  Cylinder  befinden,  deren  Axeu  sich  im  I3o- 
'^bleunigungscentrnm  rechtwinklig  schneiden  und  von 
^^  iien  die  Axe  des  ersten  der  Momentanaxe,  die  des  andern 
^^r  Axe   der  Normalwinkelbeschleunigung    parallel    ist,   be- 

■ 

"^aen  gleiche  Beschleunigung. 

§.  4.    Wir  wollen  jetzt  die  Ncirmal-  und  Tangontijdpomponento  der 
"^«chlennigung   oines   System punkt es    M    {xyz)    bildcMi.      Zu   «loni  Endo 
"^*>cn  wir  die  (iinssen  T,    }\  Z  jede  zu  zerlegen  in  zwoi  (-oniiHinontiMi, 
^on    denen  die  eine  in  der  Richtung  der  Tangi-nto  dor  Bahn  <les  Punktrs 
"^It ,  während    die   andere    dazu   stMikrccbt    ist.     Indem    wir    hiiMuni    die 
^***nponenten  der  ersten  Art  sumniircn,    «'rlialtfn   wir  ilic  ;je8ucliti»  Tan- 
gentialbeschleunigung 9/  und  indem  wir  ans  dm  rNunpdiifntrn  dor  zwcitt^n 
^*^    die   Resultante    ziehen,    ergibt    hirli    die    NorinalboMclileunijjunjc    rf,,. 
*he    Richtung   der   Tangente   an    die    Bahn    des    »SystcMnpunkte.s    ist    dii* 
tMigente   einer   Cylinderscliranbe    um    die   Mcmn'ntanaxe,    deren   Hj)^en 
•^^nifDt    der   Systempunkt    lieschreibt.      Dureh    den    Systeinpuiikt    legen 
*^v  eine  Ebene  senkrecht  zur  Momentanaxe  und    hesehreilien   in   ihr  um 
^^^  Schnittpunkt  mit  dieser  Axe   einen  Kreis  im  Ahslande   r.     Die  Kich- 
toiijren  .l/f,    l/r, ,   .V.r  der  Tan;;«'nle  an  die  Srhraniieulinie,   an   den  Kreis 
M«l  die  Richtung  parallel   iler  .r-.Vx«*   l)ihliMi  in  M  eine  «Ireitlüehige  Keke, 
in  welcher  die   Ebene  //,   senkrecht  auf  ^,  .r  ist.      I>:ih«'r  »'rhalten   wir 


•J7  "^ 
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Kbetisn  bildet  dio  ^-Kiclitung  mit  Mi  und  31  f^    eine  Ecke,   aus  welcher 

sieb  ergibt 

cos  (lY)  =  —  cos  (//,)  •  cos  (<,  r). 

Nun  ist  aber,  wie  Icicbt  zu  sehen,  cos  {tft)=    ——--.,  cos  (/,  X)  =    , 

HC 

cos  (l\Y)  = und  deshalb 

'  r 

cos  UX)  =     .         •^.  ,         ro.9  (/  1')  =  —  -    -    -  ^     - 

und  hierzu  erhält  man  weiter  sofort 

T 

cos  (tZ)=       ,_._-- :_..T=T    • 

Mit  Hülfe  dieser  Werthe  ergibt  sich  die  Tangeutialbescbleunigiing  qtg 
des  Systempunktes: 

(Pf  =  ,v  cos  (/ A:)  +  r  n^f  (/  Y)  +  Z  roÄ  (/Z), 
oder  indem  man  die  Ausdrücke  für  A',    F,  Z  aus  §.  2.  einführt: 

dt  -^  '         dt 

Wf=        -  -  _.  .  

Die  Bestandtheile,  welche  die  Normnlbcschleunigung  q>»  bilden,  sind  anf 
folgende  Art  leicht  darzustellen.  Die  beiden  Componenten  X  und  >', 
welche  in  dio  Ebene  senkrecht  zur  Momcntanaxo  fallen,  zerlegen  wir 
jede  in  zwei  Componenten,  eine  in  der  Richtung  von  r,  die  andere  senk- 
recht dazu ,  letztere  Richtung  übereinstimmend  mit  dem  Sinne  von  Ä 
genommen.    Da  ilicso  beiden  Richtungen  mit  den  Coordinatenaxen  Winkel 

bilden,    deren    Cosinusse    sind:    ~,    '-    für   die   erste,     -, für  die 

r       V  r  r 

zweite,    so    erhalten    wir   durch    diese  Zerlegung   in    der  Richtung  von  r 

die  Componente 

r  r 

und  senkrecht  dazu 

}V=  x'^  —  Y '''  =  '^f  r  —  Sl'^F  ^^^  -     (SIU  +  TH')  "^  . 
r  r  dt  r  ^  ^  ''  r 

lY  aber  spaltet  sich  wieder  in  zwei  Bestandtlicile,  einen  von  der  Rich- 
tung der  Taugente  an  die  Ralm  des  Systempunktes,  welcher  bereit« 
in  (ff  enthalten  ist,  und  einen  andern,  welcher  normal  dazu  in  die  Tan- 
gentenebene  des    Cylinders   um    die    Momentaiiaxe    fällt.      Letzterer    ist 

jrcos  (^    +//)  =  —    jr  cos  If^    --     -  '.    -       .  ■   Jr.     Hieran 

rSl 

tritt   nun    noch    von    /    der    normale    l^.^standtlieil    Z-     ^       -.:.-  --^^   in 


S=  X^  +  Y^  -=  —  Sl'r   -    Sl'l^  -^  +  (flu  +  T^^)  ^ 
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cierMclbcii  Kiclitung  wie  If  ms  (ft^)^  soiIhhs  boido  zuKAmmoiigcIioii  in 
einen,  nämlich  o 

.v=(z--  /r) — 

|l]0  boiden  Componcnton  S^  S'  fallen  in  die  Xormnlobonn  der  Baliii  iiiiil 
flinil  za  einander  rechtwinklig.  Ihre  llesultanto  ist  g>„,  hat  die  Richtung 
der  Ilauptnormalcn,  d.  h.  der  Schnittlinie  der  Norinalebomi  und  der 
Schmiegnngscbenc  oder  die  des  Krümmungshalbmessern,  mit  welchem  sio 
anch   dorn  Sinne  nach  übereinstimmt.     Man  hat  demnach 

und  erhalt  weiter  für  die  Tangente  der  Neigung  »  der  Ilauptnormalen 
g-egeu   die  liichtunfc  von  r 

M a  ^  ^^~=  ^  ^^^^^ ^  ^^^  •  _  ^^., ^.^        5i5jf^^,,  _|_  (5i U-{-T '/')  // 

w^lirtMid  die  Xeiguiijr  A  der  Normalebene  gegen  Ebenen  .senkrecht  zur 
Moiin'ntanaxe,  «»der  was  dass(^lln»  ist,  die  Neigung  der  H«ihn  gogen  die 
M''*uientana\e  angegeben  wird   durch 

lue  Ikiriitnng  der  IIau]»tnoiinalen  oder  des  KriinniuingshalbinesHers 
d<*r  Halm  deh  Sy.steiii|iunkt('ti  schneidet  die  Mnmentanaxe  nicht,  SMudcrn 
kreuzt    >ie  unter  einem   Winkel  /i,   für  welrhen 

/    SIU   u 

t'tiS  n    - 

Ih-T    Kriiiiiniungsh;ilbniess«T    «ler    HmIiii    ergibt    sich    mit    Hülfe    der    (Ih'i- 

f 
f-hun;r  -  7»,   nünilirh: 

•  /■'  .^i■  ■  •     / 

'In 

§.  .'•.  l'ie  Sy.»»t<'nii»nnkti',  deren  'rangentialbes(hleuni;:ini;:  '; ,  Null 
ii^t.  widehc  also  im  Allgriiieincn  eben  ein  Maximuiii  ndrr  Miniminn  (b'i- 
n^'acL windigkeit    iM'sitzen,    liriren   auf  iler    Fbirhe   zweitni    (Ii;i'l<> 

l>iesc    Kl-ichi*  besitzt    eiiii'u    Mittripunkt ,   di'ssrn    ' '.»nidinalrn 
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sind.  Die  x-Axe  ist  eine  Hauptaxe  der  Fläche  und  von  den  beiden 
anderen  Hauptaxen,  welche  parallel  der  yz- Ebene  laufen,  bildet  die 
eine  mit  den  Axen  der  y  und  z  Winkel,  deren  CoBinuBse  den  Orössen 

—  .ß'^nndÄ  (^+^(-^y+Ä2'F2)    proportional    sind.      Wählt 

man  unter  Beibehaltung  der  o;- Axe  diese  letztere  Axe  8ur  y-Axe,  so  ift 
die  Gleichung  der  Fläche  in  Bezug  auf  Mittelpunkt  und  Hauptaxen: 


(H 


«*+ i«  (?-/(!)'+ ^■"^)'' 


+i«("^+/(f)+H''-i-l^+-f-<'- 

dt 
Die  Fläche  ist  daher  im  Allgemeinen  ein  Hyperboloid  und    zwar   ein 

einfaches  oder  ein  doppeltes,  je  nachdem     ,-    positiv  oder   negativ  ist. 

Für  constante  T  und  t^  =  0  wird'  sie  ein  Kegel,  für  ^''  =  0  ein  Cylinder. 

JQ 

Für  -    ==  0  stellt  die  Fläche  ein  hyperbolisches  Paraboloid  dar: 

(IT 
^    ^  dt 

§.  (j.  Die  Punkte,  deren  Normalbeschleunigungscomponente  S  =  0 
ist ,  welche  also  blos  senkrecht  zur  Richtung  von  r  beschleunigt  werden, 
liegen  auf  der  Fläche  zweiter  Ordnung 

Sl'i  {x^  +  i/)  +  Sm^xz  —  (SIU  +  T'F)  y  =  0, 

welche   die  Momentanaxe   enthält.     Der  Mittelpunkt   derselben    bat  die 

/U        T^F\ 
Coordinaten  .r  =  2  =  0,  j/  =  ^  Vö  ^~    02  /  '  ^^^  y-Axe   ist    die  Bich-' 

tung  einer  Hauptaxe  und  von  den  beiden  anderen,  welche  in  die  xz- 
Ebene  fallen,  bildet  die  eine  mit  den  Axen  der  y  und  :  Winkel,  deren 

Cosinusse  proportional  Ä'i^  und  Sl  +  j/Ü^  +  Sl^^  sind.  Wählt  man 
diese  Axo  zur  or-Axc,  so  wird  die  Gleichung  der  Fläche  in  Besng  auf 
Mittelpunkt  und  Hanptaxen 

-H    ^  -Ho- 

Die  Fläche  ist  ein  einfaches  Hyperboloid  mit  der  y-  und  z-Axe  als 
reellen  Hanptaxen.  Für  7=0  und  Z7=0,  d.  h.  für  die  Rotation  des 
Systems  um  einen  Punkt  geht  dasselbe  in  einen  Kegel  über,  dessen 
Mittelpunkt  im  Uotationsceutrum  liegt.  Für  7'=  0  und  'P'==  0,  d.  h.  ftr 
das  System,  welclies  sich  parallel  einer  Ebene  bewegt,  wird  aus  ihr  ein 
Tylinder;  ebenso  wenn   'F  allein  verschwindet. 


/^ 
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Die  Systempunktc,  für  welche  die  Normalbcüclilcunigungscomponciito 
^3=  0  wird,  welche  also  senkrecht  zur  ]\roniontnnaxc  l)Cbchleunigt  werden 
und  welche  Hahnen  boschreibon,  deren  KriinimungshalbmosBer  eben  die 
Momentanaxe  rechtwinklig  schneiden,  liegen  auf  der  Fläche  vierter 
Ordnnng: 

'J;^  ('•  +  y')  -  SlVyz  +  (Sl  V  +  T-V)  X  +  ( ''J       .<i  -Vx)  /  .t"  +  ,ß  =  0 , 

AT 

welche   blos   fiir     .     =^  0   und  ii'i*'  =  0   kicIi   auf  eine  Fläche   zweiter 

dt 

Ordnung  reducirt. 

Der  geometrische  Ort  aller  Systeropunkto,  deren  totale  Nurmal- 
beschleunigung  Null  ist,  ist  die  Durchsclinittscurve  der  beiden  zuletzt 
genannten   Flächen   und   mithin    im    All<;cmeinen    eine    Curvo   doppelter 

Krümmung  der  achten  Ordnung.     Nur  in  dorn  Falle,  dass         =0  und 

ÄV  =  0,  in  welchem  Falle  beide  Flächen  sich  auf  die  (-ylinder 

.«--  +  y   -      ;,,.  //=-<> 

f  T 

rrduciren,  heMehl  der  Ort  aus  zwei  Oeraden,  nämlich  der  Momentana&e 
un<l    der  Keschleunigungsaxe. 

§.  7.  Man  kann  die  liihher  gefiiliiteii  rntersucliungen  auch  lein 
analytisch  in  grösster  Allgemeinheit  behandeln.  Ks  sei  hierfiir  ein  feMe.s 
Coordinatensystem  der  .r,  y,  z  un»l  ein  bewegliches  der  .r',  //,  :',  welches 
mit  dem  System,  um  des.^en  Hewegnii^  es  hieb  bandelt,  fo>t  verbunden  ist. 
Man    hat  dann  wie,  tViiher  ilie  'r]:ni>f(>rniatiniisfnrmeln 

a*  --  ,r„   •}-   o.t'  -\-  '/y'-|-  '/' :' 

.V       ■■    .7.,    -}     '.<•   -|     '''y'    |-    ''-' 
:„     1-   ••■*■     ]     «-.7     1     '•  :  . 

worin  J*„,  //„,  -„  die  ('o»»rdinateii  de,'^  iM-wr^^lielieii  rrN|inni»:.s  '^  den^^ir 
auf  der  Momentanaxe  im  Fus>i)unkte  ihres  km/o.-«teii  Ab.sta^dl'^  vmi  der 
folgenden  Mumentanaxe  annehmen  wnlliMi,  «/.  /',  '*:  n,  h,  »•  ;  n  ,  /»  ,  r 
aber  die  Hichtunghcosinnsse  der  A.xen  x\  y,  :'  ge;;en  dir  festiMi  A.\en 
K#»d**iiien.  IMflferentiirt  man  difse  (Jleicbmigeii  /.weiinal  und  bedenkt,  dass 
x',  y\  z'  von  der  Zeit  nicht  abhängen,  sondern  die.  unveränderlieln'  Lag«- 
def  Systempunktes  im  System    be.stiiniiirii,    m»  erbült    man    für   «li«*  ('»mi- 

non«*nten   — ..  ,     .', ,    .,   der  Ib'M'hleimi-iintj  rr  des  ^y-tniiiMiiiktes  parallel 

■  dl-        dl*       dl'  n       n    r  j  i 

den  fetten  A&en  die  Gleichungen: 


i 
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dt'    ^"''    dt'    +  •''  dt'    "•"  ^   dt'    "^  ^    de 

dt'    '~^     dt'     +   "^  dt'    ^"   -^   ///-'    '^   ^     r//* 
</•':      _    f/-'r„  ,  //'/:   _,       ,  d'c  ,  tt'c* 

dt'    ^""    dt'    +  ""'   <//■•    +  ^   (/^'    "^   *'    ///^  * 

Die   Coordinaten   .r,,  //, ,  z^    dos   Bcschlcunigiingsccntruuis  genügen    den 
r>C(Iiiigiii)gcn 

«(iino.  Lage  im  8yst(?m  wird  daher  durcli  die  Gleichungen 

^^  ~    dt'    +  •'-'»  r/^'    "^  '^»    (//•-•    "^  •^^     f//^ 


^»  =  .,/.•  +  ^^^i  :iä  +  ^1  ^A'  +  M 


bestimmt.  Subtrahirt  man  diese  Gloichungen  von  den  vorigen,  für  die 
Compoucntcn  der  i^eschleunigung  aufgestellten,  so  erhält  man  diese 
Compon outen  etwas  einfacher  dargestellt,  falls  man  das  Besclileanignngs- 
centrum  zum  Trsprunge  der  Coordinaten  |  =  x  —  x(^  tj  =  y  —  y^\ 
f  =  r' —  c,'  wHhlt,  n.ämlich: 

d'x  .  d'u  ^^      (fa  ^^  .  d'a" 

dt'  ^  ^  dt'  "•"  ''  dt'  +  ^  dt' 

d'li  _  ,  d'fj  dV/  ^  d'b" 

dt'  dt'  dt'  dl' 

d' :  .^d'c  ^^       d'C  ^.     ^d'C 

dt'  dl'  dt'  dt' 

Naclidem  man  die  (/oordinaten  ,r,',  //,',  :,'  des  Beschlennigungscentrams 
im  System  gefunden,  ergeben  sich  mit  Hülfe  der  zu  Anfang  des  §•  auf- 
gestellten Gleichungen  auch  dessen  Coordinaten  a'j,  y, ,  r,  im  absoluten 
Kaume. 

Die  Normjil-  und  Tangentialbeschleunigung  9?,,,  (pt  eines  System- 
punktes ergeben  sich  auf  folgende  Weise.  Nach  8.  .*51(>,  Anm.  ist  der 
Contingenzwinkel  de  der  Bahn  eines  Punktes  (wenn  wir  die  Differen- 
tiationen  alle   auf  die   Zeit  /   als    unabhängige   Variabele   bezichen   und 

fi^v  .    d\l  ,    dz         ,    ds         ,  ,.,  ,.,  -.    ,      •? 

.    =  a*,         ==  y  ,        =  *  »        ==  s  setzen,  woraus  .v  -  ==  o;  •  -|-  ^    +  • 

und  wenn  zwei  Accente  eine  zweimalige  DitVerentiation  nach  l  bedeuten, 
•'?V  =  .!•'./' -f-  y !/" -\-  zz"  folgen)  gegeben  durch  die  Gleichung 

"■'-(■'•■;■)'+ (■'■■^)'+ (■'■;)' 


/^ 
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nnd  folglich  nach  AusfUhniiig  der  Diftcn^iitiatioiuMi: 


••■■er 


sar  -     s  j;  )•  +  (.«y  —  .">'  yr  -f-  {s  :  —  a  z  )• 

=  /».x-»  +  r-  +  •"■')  +  *"-'(.'•"'  +  .'/'■■'  +  .-'-'.'       -'.v'.v"(..V'+  .»/'y"+  :';") 

=  {''  +  .'/'-  +  -'•)  ^•«•"-  +  .'/"■•  +  -'■)        (•'•'.'•"+  .'/.'/"+  -'.•"/-' 
«=  (.r  y  —  .f  //  )•  +  (y  c  -     //  z  )^  +  i,z  x  ■  -  .v  r  )-. 

Da  der  Krüinmiingshcilhinessor  q  durch  dir*  (rlciehun«; 

'^  ^  tU  "^    t!£ 

dt 
boütimint  wird,  so  hat  man  '/ufol^o.  der  vorstehenden  llelatiunen  und  mit 
Rttcküicht  auf  die  Bedeutung  der  zur  Alikürzung  gehrauchlon  »Schi eibweise 

p-  ~  V#/r   r//'^      '  dl    dl')  "^  \f//   dt*  "  f//   ///•  /  +  \dt   dt-  dt    diW  ' 

ds 
Da  aber         =  r,  so  stelh  dieser  Ausdrui-k  das  (Quadrat  vnn 


dt 

■> 
r' 


Q 


dar,    wodurch   <p„   al«   gefunden    zu   l»etrachten    ist.      Ferner   ergibt   sich 
darch  Differentiation  von 

(:)=•■'=(:■)*+(:)■•■+(:;;)■■ 

die  weitere  Gleichung 

ilr  ti,r  d'\r  dif  d'if  dz   d'Z 

Iliorinit  erhält  man   für  die  gonnietrisdien   Orte  der  Systeniiiunkte  iditie 
XoruialbehchUMinigung  und  ohne  'l'ang<'nti:inM>sehIennigung: 

r/**.i'     //.r  //'•'//     «///  '/■':     dz 

dl'    '  dt    ^  dt'    'dl    '  "   dt-   '  dt 


#/.«•     d\r     ,      dif     it*u     ,      d:    tl'Z 

dt     dt'      '     dt     dt-    ^  dt     dt- 


der  erste  Ort  i^t   stets   eine   Ctirv»»,   «ler  zweite   eine   Kläehe. 

In  den  AuMlriicken  für  die  ('«impnnenten  der  ]}i>sehleuni;rung  koni- 

m«*n   die  ersten  und  zweiten   I)erivirten   «1er  ('")>inu^>e  #/.  #/ ,  «";  //,  1*  ^  It  ; 

r,    ^ .   *•     vor.      L'm  dieselben  zu  entwickein,   lMMlenk««n  wir,  dass 

ti  ^  foÄf.V.Vi,     1/'..    i*i».N  '.  A)"  .',     it    -      i'its  i.W.  \ 

die    Coordinaten    eines  l'unktes  /'  hind    in    der    Kinln-it    der    Kutlernung 

voll    dem    beweglichen    rrsjirung«'   O,    dessj-n    li.uiiusvertnr    '>/*   parallel 

der  -c-Axe  iüt.  in  Hezug  auf  das  bewegliche  ('«mrdinat»'iisystem  «ler  ,r',  #/,  :'. 

.    ,    dtt      da      dtt      , .      - ,  ,  ,     .  r  1       I     .     1 . 

I)ahcr   sind         ,       ■,  die  (  onjjM.nenten    der   relntivi-n   iie^cliwindig- 

keit  de»  Punktes  P  bezüglich  ilieser  A\<-n.    /erlegt  man  nun  die  Winkel- 
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gesch windigkeit  Sl  um  die  Momentan axc  in  ihre  Componenten  A^-,  i2y,  A«* 
parallel  den  Axen  der  x\  i/\  z\   so  sind 

aflz'  —  (i'^y'y      a  Sljc'  —  «ii,',      aSly'  —  aSix' 

die  Componenten  jener  relativen  Geschwindigkeit,  also 

da  e^  „^ 

dt  ^ 


Hieraus  ergibt  sich 


du  ,, 

---    =«=  rt  iiv  —   ßW-' 
dl 

dt  ^ 


d^a  „dSlx'  dSlg'     .     -    da  ^    da 

dt^  =  ''  dt-  -  ""  dt    -^  ^^'df-^  ^^'  Vi 

(Pa      rfV 


und  in  ähnlicher  Weise     ,  -  ,      , « 

dt^  '     dt^ 

In  jenen  Ausdrücken  kommen   auch  die  Grössen   — ttt  1    -^ »    -rsr 
''  dt^        di^  '     dt^ 

vor,  welche  die  Componenten  der  Beschleunigung  des  beweglichen  Coor- 
dinatenursprungs  darstellen.  Wir  wollen  auch  diese  zweckmässig  nm- 
formen.  Der  Punkt  x^^  y,,,  Zq  besitzt  die  Componenten  der  Geschwin- 
digkeit 

dt  Si    '       dt  Sl    '       dl  5i, 

parallel  der  Momontanaxe  und  erlangt  von  Seiten  der  Translations- 
geschwindigkcit   des  Systems   die  Elemontarbeschleunigungscomponenten 

Durch  die  Rotation  um  die  folgende  Momcntanaxe,  deren  kürzester  Ab- 
stand von  der  erstcrcn  de  sei,  erlangt  er  aber  weitere  Elementarbeschleu- 
nigungscomponentcn,  nämlicii  wenn  A,  /u,  i'  die  Cosinusse  der  Richtungs- 
winkel von  de  gegen  die  beweglichen  Axen  sind 

(|ii  .  ß,'  —  V  .  %)  de,     (v  .  Sly  -      k  •  Sl,')  de,     {k  -  Sl„  —  fi  -  Sl^)  de. 

Daher  sind  seine  Heschleunigungscomponenteu  überhaupt: 

Bisher  Hessen  >vir  die  Wahl  der  Coordinatenaxen  ganz  frei;  nehmen 
wir  aber  jetzt  an,  dass  die  Axe  der  z  mit  der  Momentanaxe  und  die 
Axe   der  x   mit   der  Richtung   des   kürzesten   Abstandes  de  znsammen- 


dl^ 


/ 
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falle,  sowie  Amb  iu  Anfang  dos  Zcitelcmcntes  dt  die  l{iclitungon  der 
bewpglichen  Axen  in  don  Uiohtungen  der  corrcspondirondon  foston  Axo 
]i<>gen,  durch  die  Uowognng  des  Systems  ahrr  aus  dioi»or  Lngo.  horaus- 
gehoben  werden.     Dann  erhält  man  folgendes  System  vuii  Werthon  für 

.!•„»/„  r„ ,     ^  ,tt  >S     "  fi'a\     h  b'b\     r  rr 

und  ihre  Dorivirton  der  ersten  und  zweiten  Ordnung: 

Sly  =  0,     Sl„   =  (),     Sl.   =  il,     1=1,     |ii  =  i;  =---  0 

II  =^.  1         //'■=.  n         tt"  ==  0 

/,     =     I)  h'    =-.:      1  Ä"==     0 


da  ^          du  ^          da 

dt  dt  dt 

dit  ^         dh'  dt/' 

dt  dt  dt 

dr  ^^           dt*'  dr" 

dt  dt  dt 

r//^     '*"       '    ^     '        dt^     ""  dt     *         dt^    "^     dt 

d'h    _  r/'6'     _  //.Q,  //•//'  //ij: 

dt^    '  ^     '        df^  dt     '  dt^        '      7/7 

f/r-  ///*'  ///    '       *//-     '      /// 

r/'.r„  r  i/.Q ,  //^//.,  7'  //<i.,  r/r-  /Z^-,,  dT 

dt'''     "     i^    i/Z     '        di'  U    dt  '    ///  *        dt*  dt 

dt  '  .//  '  dt 

d^.v  i/-.r„  o-     •  dil.     .  dtl.f     . 

dt'  dt'  "''''  dt      *'    '^       dt      ' 

r/r*  #//'  r//  '        ,lt 

d-z'    _  d'z,,  dil,  dU,    . 

dt'  dt'  dt     ■'■  "^     dt    ■' ' 

melrhe    Ausdrücke    für    die    «eitero    Vi'rfo]ji:ung  oinos    ProhltMiis    in    die 

obigen  ^rloicliungon   oinzunihren   sind. 

§.  *<.  nie  üben  Jj.  1  —  <».  iMitwickolten  Loliron  vordankt  man  /.um 
Tbeil  Hivais,  zum  'I'hei!  Hi'sal  (}fcmoi/r  sur  /»x  prupriftrs  ffrnmrtn't/urs 
riu  mourt'mf'nt  le  /dtis  ijcnrral  ffun  rorps  snltdr.  Jim  in.  d»'  t'rrnlr  potyt. 
T.  XXi  /j;'  ""  f'uhj  /s.*s).  Wir  sind  bei  Darstellung  dorsellion  Vorzugs- 
weU^  dem  Ideengange  dos  Letzteren  gel'«d^t,  haben  aber  mancherlei 
i*Dgenauigkeiten    und    Unrichtigkeiten,    wehhe    sich    in    seine    Hetrach- 
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tungcn  ciugoschlichcn  liabcii,  bcriclitigt  und  die  Rechnung  nicht  unhe- 
dcutcud  veroinfacht.  Indessen  kann  man  der  ganzen  Untcrsuchnng  Üher 
dio  Beschleunigung  des  Systems  für  den  Fall  der  allgemeinsten  Be- 
wegung auch  leicht  folgende,  etwas  andere  Grundlage  geben. 

Das  System  b(»6itze  zur  Zeit  /  die  Schraubengeschwindigkeit  (7*,  Ä) 
um  dio  Momentaiiaxe  (',  wie  i  ruh  er,  zur  Zeit  /  -(-  (//  aber  die  Schrauben- 
geschwind  igkeit  {T\  SV)  um  die  folgende  Momentanaxe  C\   welche  von 
C  den   kürzesten   Abstand    0  0'=  (h*   habe   und   mit  ihr  den   unendlich 
kleinen  Winkel  da  bilde.    Wir  fragen  zunächst,  welche  unendlich  kleine 
Schraubengeschwindigkeit  und  was  sonst  noch  muss  zu  (T,  Si)  hinzutre- 
ten, um  diese  Grösse  in  (7^,  Ä')  überzuführen?   Während  des  ersten  Zeit- 
elementes besitzt  das  System  der  Schraubengesch windigkeit  (T,  Ä),  wäh- 
rend des  zweiten  (r',  5i').     Nun  ist  Sl'  äquivalent  der  Winkelgeschwin- 
digkeit Sl'  um  eine  durch  0  gehende,   zu  C'  parallele  Axo  (f*  und  der 
unendlich  kleinen  Translationsgeschwiudigkeit   Vdl  senkrecht  zu  d'  oder 
C,  parallel  der  Ebene  C'C,  also  senkrecht  zu  Off,    Dio  Winkelgeschwin- 
digkeit PJ  um  C  ist  aber  äquivalent  Sl  um  C  und  der  unendlich  kleinen 
Winkelgeschwindigkeit  ctdt^  welche  durch  die  Winkelbeschleunignng  ge-    Ji 
geben  wird  um  die  Axe  er,  welche  in  die  Ebene  C"C  fällt  und  doreh  0 
geht.     Die  Translationsgeschwindigkeit  T  parallel  (f  ist  äquivalent  der 
Translationsgeschwindigkeit  T  parallel  C  und  der  unendlich  kleinen  Tnuu- 
lationsgeschwindigkeit  udt^  welche  von  der  Translationsbeschlennigong  v 
gegeben  wird  und   gleichfalls   der  Ebene  6'"C  parallel   ist.     Die  beiden 
Translationsgeschwind igkeitcn  Udt  und  ndt^  welche  beide  der  Ebene  (?"€ 
parallel  sind,  vereinigen  wir  nun  zu  einer  einzigen,  gleichfalls  dieser  Ebeixe 
parallelen  und  zerlegen  wir  diese  wieder  parallel  der  Axe   der  Winkel- 
beschleunigung a  durch  0  und  senkrecht  zu  ihr,  wobei  die  letztere  Co«** 
ponente  immerhin   ])arallel  C"C  wird.     Die   zur  Axe  ^  senkrechte  Co«*' 
ponente    gibt    nun    mit   adt   zusammen    eine    unendlich    kleine  Winkel- 
geschwindigkeit  derselben    Grösse    um   eine    zur   Axe   a   parallele  A**» 
welche   in   einer   durch    diese   Axe    gehenden,    zu  jener  rechtwinklig^** 
Componente  senkrechten  Ebene  in    endlichem  Abstände  von  der  Axo    * 
liegt.     Die  zu  dieser  Axe  parallele  Componente   der  Translationen  gf*"* 
mit  cff// eine  unendlich  kloine  Schraubengeschwindigkeit,  welche  üd^U^ 
und  adt   zusammen   äquivalent  ist.     Die    Componente  Sl  um  C,   welcb^ 
sich  aus   der  Zerlegung  von  Sl'  um  C"'  ergab,   findet  nun   während  A^ 
zweiten  Zeitelementes   um  C  statt  und  damit  dies  eintrete,   muss  su  Ä 
welches  während  des  ersten  Zeitelcnientes  um  dieselbe  Axe  C  stattfind^^ 
blos  die   centripetalo  Elementarbeschleunigung  ..Q'*(//  für   die  Entfernung 
gleich  der  Einheit  hinzutreten,  während  eine  tangentiale  Beschleaniganf 
nicht  hinzutritt,  da  die  Grösse  von  Sl  sich  für  das  fcdgende  Zeitelemeni 
nicht  ändert.  Aus  dem  Entwickelten  geht  hervor,  dass  wenn  die  Schrauben- 
gcschwindigkeit  (T,  Sl)  um  C  in  die  geänderte  SchraubengcschwindigkÄ 
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Ileaclilctiiiigiin«;  der  relativen  Ituwoirniivr. 


4L>!) 


(V^Sl'\  um  ^/' üborscofülirt  wcnliMi  sdll.  zu  ihr  liinzuticlfu  iiiuss:    I.  eine 

st  O 

iiiiiMiilHcli  kleine  SchraulxMigo.srliwiudi^kcit  uin  oint;  hcKtiiiniito  Ax<',  wolclii^ 
in  oudlichcT  Kutforuun^  von  dor  Mouiontanaxi'.  lif^jt  und  -.  v'xwo  uurnd- 
lidi  kloino  (joscliwindi^ki'it  .sonkri*i-!it  zu  ilii'sor  Axp  und  nac.li  ihr  hin 
jjfrii'litot,  ilorcn  Wortli  für  die  Kinlioil  di'v  Hntlcrnun;;  Li- tlt  ist.  Dil» 
Srliraulicnj^j'Sfhwindi'rkoit ,  mit  dl  dividirt,  d.  Ii.  auf  die  Zcitoinlicit  bo- 
xtijTfMi.  niMincMi  wir  die  So]iraul»enl»esrlileuui^uuj<  und  ihn*  A\o.  die  Axe 
ili»r  Schraubenl»esrh]euuij;unj;;  «lie  nai-li  der  M«inieutaxe  Inn  gerichtete 
zweite  ('iiniptiuente.  durch  tU  dividirt,  n.-inilirh  die  (j rosse  .U'',  nennen 
1*  ir  ilie  Axialhestddeunif^unj;;  umi  ilfu  Inhe^rilV  hc'ider,  tler  Schrauhen- 
im«!  der  Avialhrschh-nnipm^'-,  di<'  Syslendieseldi'unigun«;.  Aus  ihr  erlial- 
ten  \\ir  leirht  di«'  pH'sehh'Uiiiguuj;  j»'des  S\  stenipunktes,  imleni  wir  die 
K'»tationsc*iMn]Hin(*nte  diT  SrlivaulMMiheschlrunij^ung  und  ilie  Axialheschleu- 
nignuj;  mit  den  Ahständen  des  Sy>1em|»unkt<'s  vun  den  Axen  tlieser 
Cirö.sscn  niulti]diciren  und  mit  der  'rians1ati<insi-()ni|Minente  der  Schrauben- 
boschleuniiruug  verbinden. 

Aus    dem  <iesa;rten    erjribt  sieh,    dass  es,    «lainit   ilie  lh'wei;unj5  des 

Systems  zu  Stande  konnne,  nicht  ^eniij^t,  dass  zu  der  Srhrauben«;eschwin- 

dijrkeit  I  7',  ii)  eini*  bh>8e  SchraubenbeschbMinij^un;;  hinzutrete,  dass  viel- 

^if\\x  in  dem  Systemen  n<ich  eine  Ih'schbninijiun}^  auftreten   muss,   welche 

«ic    Punkte    dessell»en    liegen    die    Mtimentanaxe    hindrängt,    die   Axial- 

w'Ächleunigung. 

An  iliese  Hetrachtung  kann  man  b'iclit  rlie  AnlVindnug  des  lieschleu- 
"'ATUngscentrum.s  mit  Iliille  cb'r  rM-schh-nnii^ung  dreier  S\stenij»unkte,  der 
'*'***!!  i'ntwitkehen  genmetrischen  ( »rrt«*r  ans;:t'z«Mrhneter  SystemjHinkte 
'*'*«1  die  Hrstimmuii;x  di*r  Ileschb'nnij^unii-  iler  Ih'weunn;^  i'ines  Sysleuis, 
'l^Hi'ipn  l*»ewc»;rnn;;:  ans  mehr«'ren  anderen  llewegungeu  /usannneng(*setzt 
**^'»     •iu.<ichlii'ssi'n. 


IX.    <';l|iit«'l. 

^^<i    BcBchleunif^uriK  der   relativen  JJt;wti;vin:j:   oinos    J'unKtos    im   nnvur- 
ancierlichcn  S.>8tcm;  BosiOileuniejun;;  »lor  n«lativi'n  Uowoituulj  eines  unvor- 

ünclerliolion  Systems  in  einem  iiuilenn. 

§.  1.  Bereits  im  V.  Caji.,  sj.  1.  «l«'^  II.  rip'ili^  wurde  ;;;i'z«'igt. 
•l*«»  die  absidute  <ie.srh\viiidi.L:keii  i'Incs  Pmilvti'.«»  die  lu'.^nltante  seiner 
'nativen  (leschwindi^rkeii  un«l  der  ( ii'scliwindi-.-krit  des  Sy-iftMununktes 
^^.  wcdcher  eben  mit  ihm  zusaiiimeiitaHt.  liier  m>]1  nun  nnteisucht 
•**H**n,  in  w»dclic»r  Weise  dii*  Ih>rlilrnui;::nn;r  der  ahsiduti-n  ^lesehwin- 
JjVkeit  Von  di'U  IU»scldenni;»'un.i:iMi  der  rtditivm  (  Jim  ln\  indi;^keii  unil 
i^T  Hcscblounigung  ib-r  (iesrliwindi;»'keit  «les  Sy -.t«iiiiiuiikte>  aldiüngt. 
£f  wird  j«icb  zeigen,  dass  ilie  eisteie  nii-lil  hin.-   .nis  den  bidilcn  b't/.leren 
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allein  sich  bildet,  sondern  dass  zu  diesem  noch  eine  dritte  Componente 
hinzutritt,  die  zusammengesetzte  Centripetalbeschleunignng. 

Es  sei  V  die  absolute  Geschwindigkeit  des  beweglichen  Punktes  JH 
zur  Zeit  /;  sie  ist  die  Kesultante  seiner  relativen  Geschwindigkeit  Vr  im 
System  und  der  Geschwindigkeit  r,  des  Systempunktes  m,  der  zur  Zeit  i 
mit  ihm  zusammenfällt.  Kbonso  seien  v\  i^r\  v/  die  absolute  und  relative 
Geschwindigkeit  des  beweglichen  l\inktes  zur  Zeit  i  -\-  dl^  zu  welcher 
er  die  absolute  Lage  3f  hat,  sowie  die  Geschwindigkeit  des  System- 
punktes  m\  der  zur  Zeit  /  -^  dl  mit  ihm  zusammentrifft.  Auch  hier  ist 
V  die  Resultante  von  v/,  v,'.  Ziehen  wir  nun  durch  irgend  einen  Punkt  0 
(Fig.  143.)  des  Kauines  zwei  Gerade  OV,  OJ^  gleich,  parallel  und  von 
demselben  Sinne  mit  den  absoluten  Geschwindigkeiten  v«  v,  so  stellt  VV 
i,.j    j^  die  Elementarbeschleunigung  du  der  absoluten 

^' ir^j      Bewegung  zur  Zeit  t  dar.     Ziehen  wir  ebenso 

[py^^-r^^y^W  durch  0  zwei  andere  Gerade  OVr,  0  Vr  gleich 

parallel  und  von  gleichem  Sinne  mit  den  Ge- 
schwindigkeiten tv,  Vr  der  relativen  Bewegung, 
80  würde   T,.  jV=  d^i^  die  Elementarbeschleii- 
niguug  der  relativen  Bewegung  dur  sein,  wenn 
die  relative  Bahn  ruhte  und  nicht  selbst  in  Folge 
der  Elementarschraubenbewegung  des  Systemi 
eine  Lagenänderung  erlitte  und  dadurch  eine     " 
Kichtungsänderung    der   relativen   Geschwindigkeit   herbeigeführt  wUrdf. 
So   aber   zerfällt   dti^    in    zwei    Oomponenten,    von    denen   nur   eine  die 
relative    Elementarbeschlounigung    ist,    während    die    zweite    eine   gtn& 
andere   Bedeutung   hat^    wie    sich   nachher   zeigen   wird.      Zwei  Gerade 
endlich  durch  0,  parallel,  gleich  und  gleichen  Sinnes  mit  den  Gescbvi'vm* 
digkeiten  t^,  v,'  der  Systempunkte  7;<  und  m' zu  den  Zeiten  f  und  ^ -f*  ^'^'^ 
nämlich  OVg,  OVj  liefern    eine   dritte   unendlich   kleine  Beschleunign^csg 
VgVs  =  drj^,  welche  zwar  nicht  unmittelbar  die  Elementarbeschlennigo^r^S 
dug  des    Systempunktes   m   zur   Zeit  /  darstellt,   wohl    aber   durch  di^  -^^ 
und  die  Elemente  der  Bewegung  des  Systems  zu  dieser  Zeit  ausdrückW  -•' 
ist,  wie  sich   sogleich   ergeben  wird.     Durch   parallele  Uebertragnng  Ä-   ^' 
Linienelemente  c/r/j,  (///.^   an    /*^"  zeigt  sich,   dass    VV'  =  du   die  Res^c^*' 
tante  von    V }',''=■  dij^  und    V,"y'=-  <///.,  ist.     Wir  ziehen  nun  dnrcb 
eine  weitere  Gerade  0//,  welche  die  Geschwindigkeit  des  Systempnn  -^' 
tes  tn  zur  Zeit  /  darstellt;  dann  wird  ///'/die  Elenientarbeschleunignt::^^ 
du/  dieses  Punktes  ///  zur  Zeit  /,    l'sH  aber   eine   unendlich  kleine  B^^ 
schleunigungcomponente  r/s  darstellen ,   welche  zu  der  Geschwindigkeit^^' 
des  Systempuuktes  //i  hinzutreten    muss,    um  diese   in  die  Geschwind!^'' 
keit   des   Systempuuktes   wi'   zu    derselben   Zeit   /   überzuführen.     Diei^^ 
Componente  tritt   dadurch   in  die   l Untersuchung  ein,    dass  der  Punkt  im 
im  System  vom  Punkte  fn  zum  Punkte  ///  wandert.    Die  unendlich  kleine 
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Beichlennignng  VtVg'=(itj.,  ist  demnach  die  Resultante'  aus  der  Elomentar- 
heichleanigung  T, //  =  du,  des  Systempunktes  m  und  jener  unendlich 
kleinen  Beschleunigung  ü'^.  Durch  jiarallplo  l.'eb  ort  ragung  ergibt  sich 
der  Pnnkt  //',  sodass  Vr"jJ'=  du/  und  li' l' =  d^  wird  und  erscheint 
demnach  die  absolute  Elomentarbcschleunigung  du  als  die  Resultante 
der  drei  Komponenten  rf»/, ,  du,'  und  «C.  Dividirt  man  diese  drei  un- 
endlich kleinen  Grössen  durch  das  Zeitolement,  so  itIiHU  man  mit  RUck- 

sieht   darauf,    dass      .'    in    der  (irenze  in    die   Beschleuni&'unj'       '   des 

'  di  ^     ^    dt 

Systempunktes   m    zur    Zeit    t    übrrgeht,    die    Beschleunigung    9/   == 
dc^r   absoluten    Bewegung    als   die    Resultante   von        ',       /  ="  9^1   i>nd 

einer  weiteren,    noch    näher   zu   ermittelnden    Beschleunigung      /  ,    mit 

deren  Bedeutung  wir  uns  sofort  beschäftigen  wollen. 

Es  stellt  dl  die    unendlich  klein«*  Cfoscliwindigkeitsconiponente  dar, 
Hin  welche  die  Geschwindigkeit  des  »Systenipunktes  m  von  der  Geschwin- 
digkeit des    Systempunktes   m'  zur   Zeit  /  verschieden    ist.     Nun    haben 
tede  Punkte  eine  Geschwindigkeitsconiponi'nte  T  parallel  d<>r  Momentan- 
^legemiMo;  in  diese  Richtung  fällt  mithin  kein  Bcstandtheil  von  dl,    Sie 
Btben  aber  beide  auch  GoschwindigktMtNCinnjionenten  /'5^,  r'il  senkrecht 
*B  den  Ebenen,  welche  man  durch  si<'  und  die  Momentanaxe  logen  kann, 
''oier  r,  r    ihre  Abstände  von   diesor  Axi»    verstanden.     Stellt  daher  die 
^»ene  der   Fig.    144.    die    l'rojectionen    von    ;/i,  m\    r,  r    auf  eine   zur 
^oraentanaxe  senkrechto  Ebone  dar  und  zieht  man   zu  mV  -=  ril  noch 
''*      Linie  mV    gleich,    parallel    und    gloichon    Sinnes    mit 
•  #*    e=  r'il.    so    bedeutet     VV'  dir    gosuchto    unendlich  ^ 

Li      •  1r 

•'^■ne   Grusle    */J.      Aus    dor    Aolinlichkoit     der    Droircko 
*'      *"  und   OtHtn    ergibt  .sich   aber  sutort 

1/  ':  iil    -  -    mm  :  1  ,  „,',  ., 

'>•   »•  .    ';    .^    """    .  Ji.       N„„    wandert    der    Punkt     V    im  "'(    v 
dt  dl  \ 

')^t««iii   vnu    m   nach    m    und    ist    mm'  dii-    PnrHMtinn    sei  ^  \  ' 

■**       Kiemi-ntai wt'ge.s    in   tleui.sellieii    auf    ilie    KImmh'    M-nk- 


/  v' 

/ 
•  •       f  1  '  • .  »■ 

1.» 


\\ 


\ 


"****  zur  Monieiitanaxe.     I>alier  stellt  ili«*  rrnjeetion  ... 

dt  '  \ 

'-'    *einfr    relativen    (■e.sehwihdigkeit    auf    dieselbe    Kliene 

**^    Und  wird    ful^lieh       '  SU',.     I)ie.si'   < 'Mnipiinente   ist   senkrecht   zu 

■■*  »  aKo  senkrecht   zu   tler   Kbent*,   welche   durcii   dir   relative   (ieschwin 
AiS^cit  parallel    zur    Momentanaxe    ^eb'^t    werden    kann     nnd    ihr    Sinn 
^'•WBt  überein   mit  dem  Sinne  vnn  it.     Ans  diT  Aebnlicb^eii  tler  Dreiecke 
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i/irr'nod  (hnm\  von  denen  zwei  Seitenpaare  zn  einander  rechtwinklig 
sind,  folgt  nämlicb,  dass    Tl^  senkrecht  ist  zu  mm. 

Es  bleibt  uns  nun  noch  übrig,  die  oben  angertihrtc  Componentc  f/i/i 
in   die  Klenientarbescblennigung  ihtr   der   relativen    Bewegung   und  eine 
weitere  unendlich  kleine  Beschleunigungscomponente  zu  spalten,  welche 
durch  die  Lagenänderung  der  relativen  Bahn  herbeigeführt  wird.    Dnrcb 
die   Tranelationsgeschwindigkeit    T  tritt    zur    relativen    Geschwindigkeit 
keine  Elementarbeschlcunigung,    da   ihre  Grösse    überhaupt   nicht  durch 
die  Schraubenbewegung  dos  Systems,  ilire  Kichtung  aber  blos  durch  die 
Kotationscomponente   dieser   geändert  wird.     Die  Rotation   um   die  Mo- 
mentanaxe    ist    aber    äciuivaleiit    derselben    Kotation    um    eine  durch  n 
gehende,  ihr  parallele  Axc  und  einer  Translation.    Letztere    übt  auf  die 
relative   Geschwindigkeit   ebenso   wonig,    wie    die   oIkiu    erwähnte  einen 
verändernden  Einfluss.     Die  gesuchte  Beschleunigungscomponcnto  hSngt 
also  blos  von  der  Rotation  um  die  durch  m  gehende  Axc  ab.    Nun  be- 
schreibt aber  der  Endpunkt  von    r,.   in   Folge    dieser    einen    uncudlicb 
kleinen  zur  Ebene,  welche  durch  v,.  und  die  Momentanaxe  geführt  werdea 
kann,   senkrechten  Kreisbogen   im   Sinne  von  i^^,   dessen    Grösse  glei^ 
Sldl  multiplicirt  mit  dem  Abstände  dieses  Endpunktes  von  der  RotatioDi'     ; 
axo  ist.     Dieser  Abstand    ist  aber   die  Projection   Uf  von  Vr  auf  die  «w 
Momentanaxe   senkrechten  Ebene   und    daher  wird   SlÜrdt   die  gesuchte 
unendlich  kleine  Beschlrunigungscomponente,   welche  mit  dur  zusammen 
rii^j  äquivalent  ist,   und  SlU,-  die  ilir  entsprechende  endliche  Beschleuni- 
gung ff/. 

d^ 
Da  die  beiden  Componenten      **    und  y/  der  Grösse,  Richtung  n*" 

dem  Sinne  nach  übereinstimmen,  so  liefern  sie  eine  Resultante  g?o  =  2ÄCr 

Die  bisherigen  Entwickelungen  liefern  uns  daher  den  folgenden» 
zuerst  von  Coriolis,  wenn  auch  in  etwas  anderer  Form,  auf  analy**" 
Bchem  Wege  gefundenen  Satz: 

Die   Beschleunigung   (p   der    absoluten    Geschwindigk**' 

eines  Punktes  M  hat  drei  Componenten:    1.  die  Beschleuß" 

« 

gung  fpr  der   relativen   Geschwindigkeit,    2.    die   Beschleuni' 
gung  9jt  des  Systempunktes  //<,  mit  welchem  eben  M  zusamm**" 
trifft    und    3.    eine   Beschleunigung   q?^  =  2  SlVr^    an   Gros** 
gleich  dem  doppelten  Produkte  aus  der  "Winkelgeschwindig" 
keit  um  die  Momentanaxe   und  der  Projection  der  relative* 
Geschwindigkeit    auf  eine   zur  Momentanaxe    rechtwinklig^ 
Ebene,    der  Richtung   nach   senkrecht    zu  der  Ebene,  welch* 
durch    den    beweglichen   J^unkt    zur  Momentanaxe    parallel 
geführt  werden   kann   und    dem    Sinne   nach   mit   Sl   überoiu- 
stimmeud. 


Ca|»,  ZuMmmeiigcButzte  C'i'iitripuUllivs(.-1i]i'iiiiii:iiiii;.  4^;) 

Die  Iclztcro  Coro]!  Oll  eilte  Iicisst,  rrcilich  woiiii;  imssciid,  diit  ;eii- 
iiiiiengcac'lzte  (Jt:iitri]i(tt»llit<M-liloiiiiigiiii};  ilis  l'uiiktitt  .1/ 
1  wDiiu  nie  in  Ulli gekülirte III  Sinuc  gcnuiniii<.'u  niiltrid,  dit!  ztiHamiJU'ii- 
elale    Cenlrirugalbpsehlomiif^uiig,    von    ih-r    wir    Imld    rcilcn    witiIi-ii. 

ist  aus  zwei  gl(-idii>u  ] t ext niultli eilen  f^ubiMct,  von  ileiicti  (Iit  oine 
I  dem  Kiirtscli reite  11  des  l'uiiktrs  iui  Sysleiii,  der  iiiiderc  iuih  der 
tlmag  der  relativen  Uiilm  um  die  Mi>iiieii(nniixe  i'iLlK]ii'iiigt. 

§.  '2.     Bcuitzt  das  Sjülctn  Uns  eiiin  'ri'nutilntii>u>^gi'seliwiiiiti<{keil  7', 

;r  ktiuu  WiiikelgPBcliwindigkeil  £1,  b>i  i^t  die  Kii»niii iigctietzte  Ceiitil- 

:kll>e*cl)lcunigUDg  tp^  =^  II.  DuHscIlie  liudi;t  stiilt,  wenn  der  Iicwr;^- 
le  Punkt  xich  tu  lelntiver  Kulie  Ix-lindet,  dnnii  tot  r,.  ~  0  und  Cid^'- 
1  uch  seine  l'rojecliou  {',.  nufdie  zur  MDincutnnnM-  üeiikreclile  KUeui-. 
cnso  vcrhXlt  ps  »IlIi,  wenn  iv  der  Moment  im  .ixe  |i.irnllel  liliiU. 

Ibt  die  relative  Ifcwegung  eines  l'unkttis  in  einem  un- 
rXuderlicIien  System  ans  zwei  anderen  rehitiveii  lli'we- 
iigeu   in    drin.sell,eii  SjHieme    zu«  fimm.ugesetzt    ..d.rwinl 

pelallieschlounigung    derHellun     die    lieunltaute    nn»   den 
saiuinengeEetztL'u    (.'entriiietulbeKelilen  nigungen  jenei-    in 
zieliniig  auf  diisselbe  System.     Kind  ii.'iiiiliili  ',',  r,  "  die  (»iden 
■Upunenlen  der  relativen  (lescliwindigkeil  r, 
I  beweglichen   l'unkteB   iV  (Fig.   11.").),   h.i  i-.  ii'-. 

he  man  ilnrcli  .V  eine  (ierndc.  ii.iiiillil  der  j  ,-'•'''■ 

■ueulaiiaxe  des  Systems  und   lege  diiivli  .sie  '"  '  ] 

i  die  liielitnngen  dieser  drei  (Je^cliuindi;;-  I       .  ,;.,  : 

te«    drei  Klienen.     Dieso   liel'eru   die  l'rii-  ^^- ,  ' '_  , 

linnen  iV,    f,",    ''.   dersell.en  nnf  eine  ziu 
tteotanaxe    senkreehte   Klieiie    nml   e.s   >ind 

letzleren  drei  l.iiii.'n    .lie  Seiten  .ind  die 
tgonnle  eines  l*.ir;il|il<igininiiiM,  indi-lifs  die 
>jecti«»    des    I'aratl.do^'riimms    di-r   drei     rr„i 
miellt. 

Xu  diesen  dr<-i  Klxnen  s.-iikr.dit  .-ind  di 
utri[M-talbei.elilennignn!,'en  '/„'  '2  ill',',  i,;," 
'  bilden  nntereinHuder  dieNellii'ii  Winkel,  v 
n#v  sie  senkreclit  sieben  uii<l  iils'>  ;tiu-li  d 
■".  l,\  L;  iintereinnn.ier  bilden.  \h\  ^i,.  i 
^>uea  |iro|tiirtii>nal  r-iiid,  sn  i>l  'j,,  die  IHn- 
,  cuDatiuirten  rainlleb>;,'inlinns,  niilliin  die 
tt  Satz  USbt  .Hltli  t'ilr  b.diibii;  viele  ('«iiii...i]i 
Wird  die  Winkel^.  ,.ebwindih-ke!t  .' 
onentauase    in    zuei    ('eiiiiinn  e  nt  i'ii  il 

dercAzeu   zerlegt,    ».>    i.st    die   /ii>:li 


/■v' 
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ZnaammcngoBctztc  Centripcttalbeschleanig^ng. 


IX.  Cap. 


Kig-.  14»;. 


ii" 


petalbosclileunigung  der  Bewegung  eines  Punktes  ^ in  Besag 
auf  die  Winkelgeschwindigkeit  Sl  des  Systems  die  Resul- 
tante  der  beiden    zusammengesetzten  Centrifngalbeechlen- 

nigungen,    entsprechend   den   Winkelge- 
s  c  li  w  i  n  d  i  g  k  e  i  t  e  n  Sl\  Sl'\     Zerlegt  man  nim- 
lieh   (Fig.  146.)    die   relative   Geschwindigkeit  Vr 
dos  Punktes  M  in  zwei  Componenten  tir,  v/i  von 
denen  die  erstere  senkrecht  zur  Ebene  des  Axen- 
])arallclogranmis  der  Sl  ist,  während  die  letitere   , 
in  diese  Ebene  liineinfHllt;  bezeichnet  man  fener 
li  die    zusannnengesetzte   Centripetalbeschleunigiio^ 
welche   irgend  einer  relativen   Geschwindigkeit  r 
in  Bezug  auf  die  Bewegung  des  Systems  um  eine  Axe  von  der  Winkd- 
geschwindigkeit  o  entspricht,  mit  (p^^^  und  bedient  sich  des  Zeichens  ^i 
um   die  Aequivalenz    der  Beschleunigungen  auszudrücken,    so  hat  du 
dem  vorigen  »Satze  zufolge: 

Da  nun  Ur  auf  der  Ebene  der  drei  Axen  senkrecht  steht,  so  liegt  C( 
in  der  Schnittlinie  der  drei  Ebenen,  welche  durch  die  Axen  voa  A' 
Sl%  Sl"  gehen  und  fallt  mit  seiner  Projection  auf  drei  durch  M  gelegt*! 
zu  den  drei  Axen  senkrechte  Ebenen  zusanmien ;  daher  fallen  die  di^ 
zusammengesetzten  Centripetalbeschleunigungen 


^o        ) 


9> 


9. 


O'rl 


(Vr) 

MV 


) 


,("l) 


S"r)    _ 


M  _ 


<p^    '  =  2ßw„    g>i;!'-^  =  2ß'w,,    q^r^=  2ÄV 

in  die  Ebene  der  Axen,  stehen  senkrecht  suf  diesen  Axen  und  bildet} 
da  sie  Sl,  Sl\  Sl"  proportional  sind,  eine  Parallelogramm,  ans  welche 
folgt : 

Da  ferner  Ur   in    die  Ebene   der  Axen    52,  Sl\  £1"  fällt,   so   sind  sune 
Projectionen   auf  drei   zu    diesen   Axen   senkrechten   Ebenen   den    diH 
Perpendikeln  ;>,  /)',  //'  gleich,  welclie  von    dem   Endpunkte  von   m/  vd 
diese  Axen  gefällt  werden  können  und  fallen  die  drei  zusammengeaeti- 
ten  Centripetalbeschleunigungen 

<p[;"')  =  2  ß;,,     g.J?'-')  =  2  Sl'p\     ^Jr')  =  2  ÄV 

säramtlich  in  die  Kichtung  von  t/,..  Die  Grössen  ß/>,  Sl'p\  SV'p"  stellen 
aber  die  Momente  der  Seiten  52,  Sl\  Sl"  des  Axenparallclogramms  in 
Bezug  auf  den  Endpunkt  von  i//  dar  und  ist  daher,  wie  S.  211. 

52/>  =  Sl'p  -f"  «^ V» 
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»her  wird       ^j...,        ^^j,,..,     ^,^  _  ^,,..,  ^  ^,„,., 

[ircli    Sabstitution   der    für    9>!!"^     uiul    9','''       gcfuiidonon    äquivaleiitoii 
rosson  in  die  erste  der  obigen  Ae(|tiivaIenzoii  erhält  iimii  dnln^r: 

pL"^    (C^.  ^■;:•■^  -^^X  e'O.  Wr^  <:'■'';  <r:,"'\  ^!;r''). 

§.  y.  Nach  Thl.  T,  fJaj».  VI  kann  man  die  rehitive  Bewegung  eines 
Punktes  M  anf  eine  absohite  reduciren,  indem  man  dem  System  jeden 
Ugenblick  die  entgegengesetzte  Klementarbewegung  ertheilt,  die  es 
mtzi  nnd  den  beweglichen  ]^lnkt  an  dieser  Bewegung  Theil  nehmen 
iMt.  Zu  der  absoluten  CJeschwindigkeit  v  tritt  dann  die  entgegen- 
SMetite  Cleschwindigkeit  --  v,  des  Systempnnktes  hinzu,  welclicr  eben 
Bit  .V  zusAmmennillt  und  aus  beiden  geht  die  relative  («cschwindigkcit 
^  all  Itesultantc  hervor;  zu  der  absoluten  Beschleunigung  tp  aber  gesellt 
üch  ausser  der  entgegengesetzten  Besclileunigung  <p_* ,  des  8ystemi)unktes 
loch  die  der  zusammengesetzten  Centripeta1i)esc1ileunigung  (p^^  entgegen- 
S^otxte  zusammengesetzte  Centrifugalbcschlcunignng  <jp_,,f  um  mit  jenen 
leiden  zusammen  die  relative  Beschleunigung  <;n,-  als  ihre  Itcsultante  zu 
Wlden.  Man  erkennt  dies  insbesondere  deutlich,  wenn  man  (Fig.  II 7.) 
^  dfm  Parallelepipede  aus  tfr,  fps%  ^^  aIh  Kckkanten,  dessen  Diagonale 
•  irt,  dies  Parallelepiped  aus  qp,  9^_,i  ^'.n'^^s  Kanten  ,,j.  j,, 

^oaitniirt,   als   dessen  Diagonale   alsdann   die  relative  dr 

B^hleunigung  ffr  auftritt.    Man  hat  daher  den  wich-  /< 

^JW,  von  f-oriolis  {Mrmoirr  anr  Irs  r't/ualt'nfts  du  tiwu-  \    '  ]    !^ 

•*»»/  n'lntif  dt'»    si/stt'mrs  dr  rorjts.     Jtmrn.  dr   rrcoir       /  **  tJ^i 
f^fterhn.   T.A'V.  /ViA.  A'.\7  T, />.//:')  aufgestellte n  Satz:    K"^-      -   ;f  ^V 

Die  relative  Beschleunigung  eines  Punk-  ^»^~-  ..^  ^ 
(ci.Vin  Bezug  auf  ein  i)ewegliches  System  2? 
k't  drei  Componenten:  1.  die  absolnte  Beschleunigung  des 
'b n k t e 8 ,  2.  d  i  c  e  n  t  g e g e  n  g e s  e  t  z  t  g  e  n  o  m  m  e  n  e  H  e s  c  h  1  e  u  n  i  g u  n  g 
!ei  mit  ihm  zusammen  fall  enden  Systeni])unktes  un  d  *{.  die  zu- 
■mniengesGtztc  Oentrifngaliicschleunigung,  welche  letztere 
em  Werthe  nach  dem  doppelten  l'rodukte  aus  der  Winkcl- 
ps c h  w  i n  d i g k  e i t  des  Systems  um  die  M  o  m e  n  t  n  n a  x  e  und  der 
roj«ction  der  relativen  (1  eschwi  n  digkeit  auf  die  zur  Mo- 
enCanaxe  senkrechte  Kbene  gleich,  ihrer  Kichtung  nach 
n k r e c h t  zu  der  durch  die  relative  ( ■  e s c h w i n d i g k e i t  zur 
Omenta naxe  parallel  geführten  Kbene  ist,  dtM-en  Sinn  aber 
halten  wird,  wenn  man  die  genannte  Pmjectinn  der  rela- 
r  en  Cr  es  c  h  w  i  u  d  i  gk  e  i  t  im  Sinne  d  <*  r  AV  i  n  k  e  1  g  e  s  c  h  w  i  n  d  i  g  k  e  i  t 

1   \'%  sich  umdrehen  las  st. 

2s* 


f  - . . 
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Arbeit  der  relutiven  Beschleunigung. 


IX.  Cap. 


Die  Beschleunigung  q:-s  ^'ird  dabei  den  Principicn  der  drei  leisten 
Oapitel  gemäss  bestimmt.  Alle  Lehren,  welche  in  den  vorhergehenden  Ca- 
pitelu  über  die  absolute  Bewegung  eines  Punktes  aufgestellt  worden  sind, 
gelten  jetzt  unmittelbar  auch  für  die  relative  Bewegung,  sobald  der  Be- 
schleunigung der  absoluten  Bewegung  des  Punktes  die  beiden  Beschlcn- 
niguugen  (p_^  und  9    ,,  zugefügt  werden. 

Der  bewegliche  Punkt  befindet  sich  in  rel.itiver  Kühe,  sobald  Cr  nnd 
(Pr  gleich  Null  sind;  da  y_^  in  diesem  Falle  wegen  Vr  ==  0  verschwin- 
det, so  tritt  dies  ein,  sobald  die  absolute  Beschleunigung  q>  der  Beschlea- 
nigung  q)s  des  Systempunktes  entgegengesetzt  gleich  wird.  Die  relative 
Bewegung   ist  gleichförmig,  wenn  <p  die   Kesultante  von  q>,  und  g>Q  iit 

Ein  beobcichtendcr  Punkt,  welcher  dem  Systeme  angehört  und  die 
Bewegung  des  Systems  nicht  bemerkt,  sieht  die  relative  Bewegung  ab 
absolute  an;  für  ihn  sind  <p_^i  <p_o  Beschleunigungen,  welche  ihm  ler 
bewegliche  Punkt  zu  besitzen  scheint.  Sie  heissen  deshalb  vielfach  auch 
die  scheinbaren  Beschleunigungen. 

Die  Elcmentararbeit  der  relativen  Beschleunigung  längs  des  Eleoei' 
tes  ds  der  relativen   Bahn   heisst   die   relative  Elementararbeit;  sie  'n^ 
zufolge  Tbl.  III,   Cap.   I,  §.  18.  die  Summe  der  Elementararbeiten  dtf 
absoluten  Beschleunigung  <p,   der  Beschleunigungen  g>__^  und  <p_n  B*P    1 
dieses  Elementes.     Da  (p_^^  aber  senkrecht  ist    zur  liichtung  der  xänär 
ven  Geschwindigkeit,   also    auch   senkrecht   zum  Elemente  der  relatiTea 
Bahn,    so   ist    die   Elementararbeit    der   zusammengesetzten    Ceutrifngal* 
beschleunigung  Null,     l^ezeichnen  also  «  und  ß  die  Winkel,  welche  die  J 
absolute  Beschleunigung  q)  und  die  Beschleunigung  tps  des  Systempunk- 
tes  mit  der  Tangente  der  relativen  Bahn  bilden,  sodass  also  insbegondei« 
n  —  ß  der  Winkel  ist,  den  9_,  mit  dieser  Kichtung  cinscliliesst,  so  ul 

(p  cos  a  fh  —  q)— ,  cos  ß  ds 

die  Elementararbeit  der  relativen  Beschleunigung  (fr  und  folglich  nach 
dem  Principe  der  lebendigen  Kraft,  welches  nach  der  obigen  Bemerkung 
jetzt  auch  für  die  relative  Bewegung  Giiltigkeit  hat, 

d  •  J  Vr'  =  q)  cos  «  ds  —   (p^ ^  cos  ß  ds , 

und  weiter  unter  Anwendung  bekannter  Bezeichnungen: 

.V  Z-1  A  5  LT.  S 

i  Cr^  —   i  (fv)"  =  /  9^  COS  €tds  —  ffp—s  f^os  ß  ds . 


f  — ■  s.. 


s  —  s„ 


Besitzt  das  System  blos  eine  Kotation  von  constanter  Winkelgeschwindig- 
keit cö,  so  ist  <p.s  =  cö-r,  die  zusammengesetzte  Centrifugalbcschlcnnignng 
qr>    ,  reducirt   sich  auf  die  blose  Centrifugalbesclileunigung  und  man  hat 


y  =::  4 


j  q)    s  CVS  ß  ds  '■^=  j-  ■    (0*  r  dr  =   -      \  (O'  (/■-  —  ''o')» 
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ds  cos  ß  =  dr  wird,    wenn  r  den  Abstand  des  bcwoglichon  Punktes 
n  der  Momentanaxo  des  Systems  angibt.   Daher  wird  in  diesem  Falle 

s  =:  s 

i  Tr^  —  i  (JV)^  =  jcp  COS  cnis  +    i  0)2  (r^   —   r„2) , 

e  Erde  ist  ein  System  der  Art;  für  einen  fallenden  Punkt  hat  man 
ber,  wegen  der  ausserordentlich  kleinen  Differenz  zwischen  r  und  r^ 
id  mit  Kücksicht  darauf,  dass  die  Beschleunigung  q>  =  G  der  Schwere 
r  die  ruhend  gedachte  Erde  vertikal  und  constant  i^t, 

enn  h  die  Fallhöhe  bezeichnet. 

§.  4.  Wir  wollen  jetzt  die  Componentcn  der  relativen  Beschleu- 
li^ng  parallel  dreien  mit  dem  System  beweglichen  Coordinatenaxen, 
leren  Ursprung  O'  heissen  mag,  darstellen.  Die  relativen  Coordinaten 
kl  Punktes  M  in  Bezug  auf  dieses  (Koordinatensystem  seien  x\  y\  z\ 
lie  Componcnten  der  absoluten  Beschleunigung  von  i)/ parallel  denselben 
Axea  seien  A",  1",  ^,  die  der  Beschleunigung  des  mit  ilim  zur  Zeit  / 
niammenfallenden  Systempunktes  A'/,  Y,\  Z/  und  -lo'i  ^ü'»  2ü'  die 
Icr  nisammengesetzteh  Ccntripetalbeschleunigung.  Die  Componenten  der 
st|egengosetzten  Beschleunigung  des  Systempunktes  und  der  zusammen- 
pwtzten  Ccntrifngalbeschleunigung  ergeben  sich  aus  diesen  durch  Vor- 
leUong  dos  Zeichens  ( — )  uml  da  die  zweiten  Deriviilen  der  relativen 
Koordinaten  .r',  y\  z  die  Componenten  der  relativen  Beschleunigung 
leichfalls  darstellen,  so  erhalten  wir  zunächst  folgende  Gleichungen  für 
fe  relative  Bewegung  des  Punktes  J/,  wenn  aucli  noch  in  unentwickel- 
r  Form: 


r/V 


\'   _     .V;    .         .\n' 


A  Zly  / 1    •     . 


Waif  flie  (/iHiiponenton  A',  )' ,  /  bctriüt,  so  crlialt  man  .sit*  durch 
•j«*ction  der  entsprechenden  Coiiiponi'ntvii  .V,  \\  /  lU-i  abbohiten  Be- 
ilcunigung  parallel  dreien  fest<Mi  Axrn  auf  dir  beweglichen.  Sind 
[iilich  wie  früher  /i/;r,  n'h'r\  n"h  r"  <lie  Kielitunirscosiuus.se.  der  beweg- 
len   Axcn  gegen  die  festen,   >o  ei}^ii)t  >ieli : 

}".--.    ,i'  X   -|-    //'  J     -j-    r   / 

'/: :-..  .rx  -I-  h'v  -{-  /•/. 

Pa  ilic  abfolute  Bewej;un^  des  riiiikti\s  )/  iumI  «Ü»'  Bewehrung  iles 
vtoms    bekannt    sind,   so   hiuil    in    die.sen    Fniiiieln    A',    )',    '/.,  #/,  />,   <•; 
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Gleichungen  der  relativen  Bcweg^mg  eines  Punktes. 


IX.  Gap. 


a\  b\  c\  a\  h\  c"  gegebene  Functionen  der  Zeit  und  können  insbe- 
sondere die  neun  Cosinusse  durch  die  drei  Eulor 'schon  Winkel  (s.  8. 153) 
ausgedrückt  werden. 

Die  Beschleunigungecomponcnten  des  System punkt es  in  Bezog  aof 
die  festen  Axen  seien  A'^,  F«,  Z,;  sie  werden  durch  zweimalige  Diffe- 
rentiation der  Transformationsformeln 

ax  +  «y  -[-  rt  2 
y  =  y,   +  ftx'  +  b'tj  +  b"z 

ex  -^^  cy  -\-  c  z 

erhalten,  wenn  darin  x\  y\  z  als  nicht  von  der  Zeit  abhängig  ange- 
sehen werden,  unter  welcher  Voraussetzung  sie  find  or,  y,  z  die  Coor- 
dinaten  des  Systempunktes  für  das  bewegliche  und  für  das  feste  Coor- 
dinatensystem  dcarstellen,  während  x^,  y^,  z^  die  Coordinaten  des  be- 
weglichen Ursprungs  als  gegebene  Functionen  der  Zeit  anzusehen  sind. 
Man  erhält:  -•>■.    . 


(Px         dPx^ 


.(Pa 


'(fia     .,.,.,  rf'a" 


'^'*  ~  dp    ~    dp    +  "^  dp    +  ^   dP    +  ^'  dp 

y  _^y  _  ähj,        ,dPb        ,(pj;       ,fp^'' 

^'  ~  dp  ~  ~dp  "^  "^  dp  "^  ^  dp~  "^  ^  dp 

^'  ~  dP    ~    dP    +  "*"  dP   "^  ^  dP    +  ^    dP' 

und  hiermit  in  ähnlicher  Weise,  wie  bei  den  Componenten  JT,    Y\  Z\ 

X;  =  a  Xs  +  b  Ys  +  c  Zs 
IV  =  aXs  +  VYs  +  cZ, 
Z;=  a'Xs  +  b"Ys  +  c'Zs. 

Will  man  übrigens  die  als  bekannt  anzusehende  Lage  der  Momentanaze 
benutzen,  so  kann  man  AV,  Ys\  Z/  auch  unmittelbar  darstellen.  Man 
löst  dann  die  Bewegung  des  Systems  in  die  Translation  des  Ursprungs 
0'  und  die  Rotation  um  die  zur  Momentanaxe  parallele  durch  0'  geführte 
Axo  auf.  Sind  Sljc-^  Sly'^  Sl,-  die  Componenten  der  Winkelgeschwindig- 
keit um  die  Axen  der  x\  y\  z\   so  erhält  man,  wie  Cap.  VII,  §,  4.: 

-r;  =  tf;,.  +  2  ^  -  y  ^^  +  {^yx'  +  Slyy  +  Sl.z)  Sl^^  —  SPx' 


y/  =  %'  +  ar 
Z/  =  i/;y  +  y 


dt 
dT 


dt 
.dfl, 

'     dt 


'■  +  {Sl:,'x  +  ßy'y'+  51,0  Äy  —  äY 


worin  i/V>  'V'y'i  ^«'  die  Componenten  der  Beschleunigung  des  Punktes  0' 
parallel  den  beweglichen  Axen  bedeuten. 

Um   die  Componenten   der  zusammengesetzten   Centripetalbeschlen- 
nigung  9y  =  2Slür  parallel  den  beweglichen  Axen  zu  finden,  zerlegen 
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wir  Vr  in  ihre  drei  Componontcu  -- .-,  -    -,  -4-  und  2 .$2  in  die  ihrigen: 

*  dt      di  '  dt  ^ 

2  Ax',  2Ay',  252-'  und  bestimmen  die  ßcschlcunigunf^sbestandtheilo,  welche 

diese  sechs   Componenton   für   den   Punkt  .V  veranlassen.     Die  Compo- 

dx' 
nento  -      liefert  mit  fl,r'  keinen  Bcschlcunigungsbestandtheil,  weil  ihre 


Projection  anf  die  zur  Axe  von  fl^-  senkreclite  y'z- Ebene  Null  ist,  mit 

d%v  doc 

A,'  und  Sit'  aber  liefern  sie  —  2  .Qy  ^    ,    2  Sl.'         in  den  llichtungen 

der   £'-  und  ^'-Axe.     Ebenso  liefert     '     mit  fl.'  und  fly  die   Bestand- 

dt 

theÜA   —  2Äj'»-  -,     2  Äj-    •     in  den  Richtungen  der  x'-  und  z'-Axe, 

endlich    --   mit  Slj^-   und  ßy-  die   ßcsttindtheile  —  2Ä,',*'-,     2ßy'-- 

in   den   Richtungen    der  y'-  und  a7'-Axc.     Sammelt  man   die   denselben 
Axen  entsprechen-len  Bestandtheile,  so  findet  man: 


.V.-  -  .  {a,.  *•  _  «,  ■^f) 


Auch  kann   man   diese  Componenten  auf  folgende  Art  linden.     Es 
«eien  1,  ^,  v  die  Kichtungscosinusse  von  (p^  gegen  die  beweglichen  Axen; 

dann  bestehen  vermöge  des  Senkrechtstehens  von  <jr^  auf  der  Richtung 
der  Momentanaxe  und  der  relativen  GoKchwindigkcit: 

dx      ,     ,     du  ,     dz' 

///  ^      dt      ^     ^      dt 

vonma 

_Jl  _  |[i  _  I'  _    1 

o     ^•'         o   ''^   ~  o   ^-^^         o     ''*    ~  o     ''^'         <>    '''*■    ~   -^'  ' 

'    </l  #//  ///  dt  dt  ^    dt 

dxV 


oL 


? 


^  dt  '   dl  /  ^\        dl  dl  /    ^    \         dt  -^   dt  ) 


2 


—  ft»Fr»  -  Ä'p,*  f.,»»  (Ä,  r,.)  =  [ilVr  Sil,  (.<^,  iv)]'^  =-  Ä-ü/'  =    l  9^». 
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Daher  hat  man: 

.p,  .  A  =  A-  =  2  {Sl,  f'  -  a-  ^ 

^, .  ,  =  1','  =  2  (.Q.  '^  -  Sl...  ^ 

Wie  üben. 

Mit  Hülfe  der  entwickelten  Ausdrücke  für  X\  Y\  7!\  JT/, 
A''n,  l'o)  ^L»  können  die  zu  Anfang  dea  §.  gegebenen  Glei 
der  relativen  Bewegung  ausgeführt  werden.  Ist  der  Punkt  M  n 
sondern  auf  eine  dem  Systeme  angehörige  Fläche  der  Curve  gca 
so  treten  auf  den  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  noch  die 
nenten  der  Widerstandsbeschleunigung  dieser  Fläche  oder  Cum 

Soll  der  bewegliche  Punkt  sich  in  relativer  liuhe  befinden,  sc 
die  Bedingungen  erfüllt  sein: 

r,  =  0,  A"— AV— Ai/=o,  r— i-v- rü'=o,  2:—z:— 

oder,  da  qp^,  mit  v,   verschwindet, 

V,  =  0,    A'  =  A'/,    r  =  Ys\    z:  =  Z/. 

§.  5.  Als  ein  umfangreiches  Beispii'l  zu  den  Lehren  dieses  Capit< 
wir  die  relative  IJewegriing  eines  schweren  Punktes  in  der  N 
Erdoberfläche  in  Bezug  auf  das  beweo:liche  System  der  Er< 
suchen.  Dies  Problem  zerfällt  in  mehrere  einzelne,  welche  Gegenstand  des 
ausgezeichneter  Mathematiker  geworden  sind.  Die  betreffenden  Gleich 
die  Behandlung  derselben  wurden  zuerst  von  Gauss,  später  von  Pols 
moire  sur  te  mouvcmcnt  des  projecteha  duns  Vair.  Journ.  de  V^cole  polyU 
/''^  Cah.y  p.  21)  gegeben.  Eine  Arbeit  über  das  Pendel  mit  RUcksich 
Kotation  der  Erde,  wenn  auch  auf  kleine  Schwinoruny;en  beschränkt,  vo 
lindet  sich  in  den  Compies  rcndiis  de  Vacadcmie  des  sciences  de  J'aru,  T 
JS^ftf  J"^  sem.,  p.  107 \  eine  vollstäudij?  durchgeführte  Bearbeitung  dies« 
Standes  ohne  Beschränkung  auf  kleine  Schwingungen  mit  Hülfe  der  el 
Functionen  gab  Dumas  (Grelle,  Journ.  Bd.  L,  S.  62).  Neuerdings  liefe 
in  den  Nouvelles  annalcs  de  Gerono  et  Bourget  eine  Reihe  von  Abliai 
Mouvcmenfs  rehUifs  a  In  sur  face  de  la  terre  ^  2'^'"*'  Serie  ^  T,  yi  (JSOl),  j 
//.  JSI;  7\  ril  (ISGS)y  ;>.  337,  welche  silmmtliche  hierher  gehörige  Einzo 
l>ehandcln;  sie  reihen  sich  einer  früheren  kleinen  Arbeit  ihres  Verfasse 
sur  les  mouvements  rctutifs  (Sotiv.  ann.   1\    VI  (/SOO)  p.  41-i)  an. 

Die  Erde  ist  ein  System,  dessen  Elomentarbewcgung  eine  Schrauben 
ist  um  eine  Axe,  welche  sich  nahezu  paralk-1  bleibt  und  unter  einem  W 
OGJ  Grad  gegen  die  Ebene  der  Bahn  ihres  Mittelpunktes  geneigt  ist.  Di» 
geschwindigkeit  Sl  dieser  Bewegung  ist  constant  und  wird  erhalten,  v 
2  n  durch  die  Länge  des  Sterntages ,  in  Sccundon  mittlerer  Zeit  aus 
dividirt.     Letzterer  beträgt  86104,1  Secunden  ('23'',  50™,  4'',1),  daher  ist 

^  =  8o.ro".!  =  «"'•''•'"«''^^' 

eine    sehr    kleine    Grösse.     Die    Tranal.ition.sgosch windigkeit   T  parallel 
ist  unveränderlich  und  wird  erhalten,   wenn    man   dir   (lescbwiudigkeii 
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nsUtelpnnktes  in  der  cUiptiscIion   Balin   auf    die   Axc  projicirt.     Sie  tritt  in  den 

Tollenden  Untersuch unf^cn  ebenso  wenig: i  als  die  Trnnslationsbcdclilcuni^ung  auf, 

«lenn  diesclbon  Ursachen,  welche  allen  Punkten  der  Krde  Translatiunsp^cschwindif;- 

keit  und   Translatiunsbeschleuniprunircn   ertheilen,   ertlii'ilen   bie   auch   in   g^luicher 

Cvrüsao  dem  Punkte,  dessen  relative  Reweprnnp:  in  Rczupr  auf  d^s  System  der  Erde 

rifitcrsucht  wird    und  da    sie   als    liewefrunjrselemonte  des    mit   dem    bcwcfrlichcn 

f 'linkte  lusAmmenfallenden  Systempunk  tos  jcmm  in  umf^ekehrtem  Sinne  zugcfüfift 

v%'ertl«.'a  miii>sen,  so  til^*'en  sie  die  ihm  eig'enthümlichen,  »odass  die  Krde  für  Unter- 

•iue- Illingen  der  relativen  Hewcfrun^r  als  ein  lilus  rotircndcs  System  von  eonstantor 

Winkelgeschwindigkeit  anzusehen  ist. 

Um  die  relative  Ijewcgung  eines  Punktt-s  M  als  eine  absolute  behandeln  zu 

kt'imcn,   müssen  zu  der  absoluten  lU'schleuni^unfr  desselben  noch  hinzutreten  die 

eutK^oi^enpesctzte  Heschlcunigung  des  Systempunktes  w,  der  mit  M  zusammcnfilllt 

notl     die    zusammengesetzte   Centrifngalbeschleunigung.     Ausser  der  Translationi- 

bosctileunigungf  welche  wir  bereits  eliminirt  haben,  besitzt  nun  m  noch  die  Centri- 

|>etAlbcBchleunigung  i2'r,   wenn  r  seinen  Abstand  von  der  Krdaxc   angibt,  senk- 

reell  1    zu  der  letzteren  und  ihr  zugewandt,    ferner  die  von   der  Winkclbeschleuni- 

inin^  a  herrührende  Beschleunigung  «p  und  die  Beschleunigung  i2^  senkrecht  zur 

Ebene  durch  die  Momentanaxe  und   ihren  kürz<'stcn  Abstand  von   ihrer  folgenden 

^'^ffv.     nie  entgegengesetzte  Centripetalboschleunigung  ist  die  Centrifugalbeschleu- 

u*g^ing  und   verbindet    sich   mit    der    absoluten   Beschleunigung    des    Punktes   M. 

Ui«    von  der  Wiukelbeschleunigiing  a  herrührende  Beschleunigung  ap  des  System- 

puukt«s  zcrrällt  in  zwei  Cumponentcn,  die  Tangentialbeschleunigung  ,  welche 

>uil  ii,!^  yiaW  St  constant  ist,  und  die  Normalbi'schleuniguug  i2V^/',  welche  aus 
'*^PP<:ltcni  Grunde  auiserordentlich  klein  ist,  erstt'us  vermöge  der  Kleinheit  von  Sl 
o«ia  Zweitens  vermligt'  der  Kleinheit  der  (lescliwindigkrit,  mit  welcher  sich  die 
r-ra^x^.  nei>;t.     Diese  f«ri'is»<*  kann  daher  vernachlässigt  wiTdcn. 

Ks  bleibt   nun  unch  übrig,   die  zusaniinengesetzto  Centrifugalhrschleunigung 

~  U*   zu   bestimmen.    Ihr  WtTth  ist  das  I»i>|)prlti' iles  Produktes  aus  der  Projection 

''    *S«.T  relativrn   GeschwindiL'ki'it    /•;    di's   INinKtes    .1/   auf  die   zur   Krdaxc   senk- 

'^«nl«    Kbvne   iles   Acquators    und    dt-r    Winkrl^'t-srliwiiidigkeit  Sl.      Ihr  Sinn  wird 

^'icht    vrkannt,   wenn   man   ilureh   dm   Punkt  .1/  zur  Krilaxi'   eine   Parallele   zieht 

**   'liirch   iliese    und   v,    v\\w  Kbi-in;    legt;    if     ,,   ist    nach  derj<'nigeu  Si'ite  dieser 

VQo    ffi.'waiidt,    nach    welrher   die   Kotatiitn    nicht    ert'ul'/t    und   ist    senkrecht   zu 
'*'««vr   Ebene. 

Ali  schi'inbare  Beschleuni;:iing«n  tri-ten  tlfiiniai-li  zu  iler  :ihijultiten  Besehlcu- 

•^•'tr  «J"  des  Punkten  ,)/,  um  de>siMi  relalive  neselileiiiiii^un;:  zu  bilden,  bliis  hinzu: 

■  •»!«•    (*ciitrifugalbeselileuiii;;ung   JJ'r  senkreelit  die   Kiclitun^^  «Ii-r  Krdaxe  sehnei- 

T**       Und  von  dieser  abgewaudt   nnd  '1    dii-  zusaninieiigeset/.te  Centrit'ugulhe.selileu- 

ZQiif»   Z  Sif,    senkrecht    zu   der    Kiehtmi;;    der    Kln-ne,    wi-Ieln>    ziu'b?ieh   parallel 

**    rnit  der  Krdaxe    un^l   der    relativen    liesehwindi^'kiit    von   .1/  nii<l    zwar   naeh 

',/      *«*»-•  hin    geriehtet,    welehi     «lein    hrehMn;;ssiinii-  \nn   P.  ahi^ewaiiilt    i.st.      Für 

''«"lative  Kühl-    des  Piinkti.-s  M  ver.^eh windlet   aueh    n<>eli  du-   zii.sainiMen''esetzte 

*'***'ifilg«Itn.'HrhIennigiing  und   ist  die   rel.-itive  lM-.iehIeUni;;ling  bhjs  ilie  ICe^uItante 

*^  dvr  absMlutcn  uml  iler  ('entriliig.ilht-.i-bleiiniiniii^r 

Ihc  Beschleiinigung  //  fler  J^chwere,  wehhe  wir  benK.-ieliten .  ist  ilie  Kesul- 
*We  ,j,,f  absoluten  Beselili-unigiiii^r  der  Sehwero  fi  und  iler  C'entrinig.ilbesehleu- 
'"2ttnp  ^J,.,  pip  {|li8olute  lieHclileunigunL''  fi  ist  die  BeMiltante.  welche  sieh  aus 
•»^ö  lüamtlieben  ISeschleiini^'unu^en  biliNvt,  wtlehe  lin  lifwe^Hieher  Punkt  durch 
•he  läawirkQU^'    der    materiellen    Punkte    der    Kr«l''    irleiib't.      Für   dii'    Krd«-    als 
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homogene  oder  auch  als  aus  homogenen  Schichten  gebildete  Kngel  ist  G  ni 
dorn  Mittelpunkte  gerichtet  und  variirt  mit  dem  rcciproken  Quadrate  des  Abstan 
des  Punktes  von  diesem  Mittelpunkte.  Da  aber  der  mittlere  Abstand  der  I 
Oberfläche  vom  Mittelpunkte  859,5  Meilen  oder  6,376,00<}  Meter  beträgt,  so  ist 
geringe  Erhebungen  G  als  constant  anzusehen.  Die  Ccntrifugalbeschlennigi 
variirt  mit  dem  Abstände  r  des  Punktes  von  der  Erdaxe;  für  mittlere  Breiten 
dieser  gleichfalls  sehr  gross  (gegen  4,780.000  Meter]  und  bringen  geringere  Ol 
Veränderungen  daher  in  der  Grösse  der  Centrifiigalbeschleunigung  nur  sehr  schwai 
Differenzen  hervor.  Daher  kann  in  den  folgenden  Untersuchungen,  wenn  f&r  i 
selben  nur  geringe  Ortsunterschiede  in  Anspruch  genommen  werden,  die  relat 
Beschleunigung  g  der  Schwere  als  constant  nach  Intensität  und  Richtung  an 
sehen  worden.  Da  aber  in  //  bereits  die  Ccntrifugalbeschleunigung  mit  aufgenc 
men  ist,  so  kommt,  wenn  es  sich  um  die  Bewegung  eines  blos  schweren  Punk 
handelt,  Volt  denselben  blos  noch  die  zusammengesetzte  Centrifugalbeiohlennigi 
in  Frage.  Indessen  gilt  dies  nur  unter  der  Voraussetzung,  dass  in  der  Grosse  i 
der  Abstand  r  von  der  Erdaxe  sich  nur  wenig  mit  der  Lagcnändernng  des  bewi 
liehen  Punktes  ändere.  In  der  Nähe  des  Poles  sind  solche  Aendenmgen  a1 
bedeutend,  daher  wird  in  gewissen  Füllen  für  die  Nähe  des  beweglichen  Pnnk 
am  Pole  eine  besondere  Untersuchung  geführt  werden  müssen. 

Um  den  Einflnss  der  Ccntrifugalbeschleunigung  deutlich  zn  erkennen,  wo!) 
wir  zunächst  annehmen,  der  bewegliche  Punkt  befinde  sich  unter  dem  Aeqnat 
Dort  sind  sich  die  absolute  Schwere  und  die  Cuntrifugalbeschleunignng  direet  ei 
gegengesetzt;  man  hat  also,  wenn  li  den  Radius  des  Aequators  bedeutet, 

g  =.  G  —  a^ii. 

Mit  Rücksicht  darauf,  dass  der  Umfang  des  Aequators  2nH  '^  40,000,000  Me' 

2s 

und  wenn   T  =>  86164,1  See.  die  Umdrehungszeit  der  Erde»   also   A  *=>-=-  ' 

für  g  =  9,808,806  erhält  man  für  das  VerhältQiss  der  Centrifugalbeschleonig 
am  Aequator  zur  beobachteten  Beschleunigung  der  Schwere  nahezn 


/4  «y  /?  _    1    _  J 
V7'/    y    ""  289""    17*  ' 


d.  h.  für  die  Centrifugnlbcschlounigung  am  Aequator  — — ,  sodass  g  s=s  G  ^ 
also  g  =^  G  ll  -\-  --"i)      =  (^  —   172  ^'^^^'     ^8   tilgt  also  dortselbst  die  ^ 

fugalbeschlcunigung  ----^  der  absoluten  Schwere.    Würde  also  die  Winkelgc 

digkeit  der  Erde  plötzlich  das  17  fache  wcrdon,  so  würde  die  Centrifugalbef 

gung  Sl^Ii  auf  das  17*  fache  steigen,  also  gleich  6 
=*•       *  in  Folge  dessen  verschwände  g  und  würde  am  Aeq 

keine  Beschleunigung  der  Schwere  mehr  beobachte 
^''  die  Körper  würden  nicht  mt;hr  zur  Erde  fallen. 
Um  die  Uechnung  für  die  Breite  l  durchzuf 
man  unter  Voraussetzung  der  kugelförmigen  Erdi 
g^  =  Gi  +  Ä*!-*  —  2  (iSl^r  cos  X,   woraus  mif 

auf  r  =  /i  cos  X  und  darauf,   dass   ß*/?  =  - 

gleich    der    Ccntrifugalbeschleunigung    am    A 
folgt: 

,/  =  a  (i  —     i,  ros  Xn^  =  fi  —  /^,  cosH  . 
\  1<*  /  1<- 
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Fi'.'.M!l. 


^  wird  demnach  dio   absolnte  Schwere  durch  dio  Ccntrifuf^albeschloiinififun};  um 

^n  Glied  Termindcrt,    welches    dem   Quadrate    des  Cosinus    der   gcof^raphischcn 

breite  proportional  ist.     Hierbei  ist  auf  dio  Abweichung  der  Krde  von  der  Kugel- 

fMtalt  keine  Rücksicht  genommen:   würde   auch  diese    in  Rechnung  gezogen,  so 

ivfirde  sich  eine  weitere,   gleichfalls  dem   Quadrate  des 

Coänm  der  Hreito   proportionale  Verminderung  ergeben. 

}.6.  Kclative  Hewegung  eines  schweren  Punk- 

C0f  anf  der  Horizontalebenc  unter  der  Ilreitc  l. 

Wir  wählen  mit  Tilgung  der  Accentc  an  den  Coonlinaten 

Mur  fy- Ebene  die  Horizontalebenc,   auf  welcher  der  bc- 

«-«Ifliche  }*nnkt  bleiben  soll  und  zwar  zur  Azo  der  x  die 

P^an^ente    des  Parallclkreiscs    (Fig.   149.),    positiv   nach 

>s^esi  gerechnet,  zur  y-Axo  die  Tangente  des  Meridians 

rf«r    die  Mittagslinie,   positiv  nach  Süden  gerichtet,  und 

lar    s  -Aze  die  Vertikale,  positiv  im  Sinne  der  Reschlcu- 

ig;^M.*Mg  g  der  Schwere.     Da  dio   Erde   sich  von   Westen 

»'dB     Osten  droht,   so  ist  die  Linie,  welche  Sl  darstellt, 

af     der  Erdaze  nach  Süden  gerichtet  aufzutragen  und  bildet   mit  den   positiven 
der  *,  y,  :  die  Winkel  1«,  i,  i«  —  i;  daher  werden  Ä.r  =-  0,  Ay  »  A  tm  i, 
A  «in  l.     Die  Compouentcn  der  zusammengesetzten  Centrifugalbcschleuni- 
sind  daher: 


cai 


dt  dl  • 


-Q 


Slsinl 


nd 


dt 


Z 


-ü 


—  2  A  ro«  1 


d.r 
di 


werden  die  Gleichungen  der  Itcwcgung 


di^ 
dt» 


^y 


—  2  fl  «rn  X'    "-  -\-  1  SlcosX 


2  Sl  Hin  X 
—  2  Ä  co$  X 


dt 

dx 

dt 

dx 

dt 


dz 
dt 


+  0-  y, 


■  o   -V 


«iie  Widerstandsbeschlcuniping  der  Horizontalebenc  bedeutet.    Da  der  Punkt 


»nf 

bie 


dz 


tPz 


'^»«•cr  Horizontalebenc  bleiben  mus»,  so  ist  zu  allni  Zeiten  "*  =0,  "  l  =0: 

dt  '  dt* 

■•*  werden  diese  Cileieliungfen  einfaelier: 

d^x 

=  —  2  Ä  sin  X 


dt* 
dt* 


=         'ISI  Hin  X 


0  =  —  2  Ä  rox  X  • 
*  bildet  man   mit  ihrer  Hülfe  die  Gr<">sse 


diese 


Ab. 


du 

dt 

d.r 

dt 

dx 

dt 

dx 

dt 


+  ff  -  y 


dt  dt* 


SU  verschwindet 


^mi  erhalt  man,   wenn  r,,  di««   relative   Anfnn^'sjir,.srl,\vindi;rk«Mt   bezeichnet, 


«'.*• 


^i  bleibt  die  Geschwiuditrkeit  der  Grösse  nach  constnnt.     Dies  ist  auch  von 
**«rein  einleachtcnd,   denn   dir   n-lntive    HeNchlrunigun«:  der  Schwere   ist  atü 
^t  nach  Grosse  und  Richtung  angenuniiiien  und   da  hir  nenkrecht  zur  Hnhu 

*•  ^Oaktes   ist.   so   ist   ihre  Elementararbeit  Null;   die    Elenientararbeit   der   zu 
'^angesetzten  Centrifufialbcsehleuni^'ung  ist   uhrr  olmeliiu   immer  Null;   es  i.nt 

"•^  «ne  Elcmcntararbcit  zu  jeder  Zeit  Null  und  ilalior  auch  rf  •  H  r*  =  o. 
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lotegrirt  man  die  beiden  ersten  Gleichungen  einzeln,  so  erhält  m 
die  Anfangslage  des  Punktes  der  Coordinatcnursprung  und  a  der  Winke 
1*0  mit  der  x-Axq  bildet ,  für  die  Componentcu  die  Geschwindigkeit 

v,v  =  -r-  =  «0  cos  a  —  2  Sl  sin  l  '  y 
at 

vii  =  ---  =  t>n  sin  a  +  2  Sl  sin  X  -  x 
dt 

"77/  ~^  \Hi)  "^  ''**' 
ergibt  sich  als  relative  Halm  des  Punktes  der  Kreis 

/    _    i\,  co8a_Y  I    /«  _i    _^  *«^  Y=  Z'  -  "^  — Y 
V^         -2  Si'sin  ^/  "^  V    "^  2  Ä  «171  X/        \2  ß  sin  Xj 

Vn 

vom    Radius    -  ^  --. — ^-    und    den    Mittel puuktscoordinatcn    a*i  =  —    - 

2  Sl  sin  l  *■  S 

»/,  =  -^  -.    -   .     Dividirt   man  Vn  durch   den  Radius  des  Kreises,   so  c 
^^  2  ß  sin  l 

Quotient  (o  =^  2  Sl  sin  l  die  Winkelgeschwindigkeit  aus,  mit  welcher  d 

der  Bewegung  des  Punktes   folgt;   dieselbe   ist  unabhängig  von  Up,   al8< 

Bewegungen    dieselbe.      Für    die    Breite    von    30"    ist    der    Radius    de 

— — ^- --  ==  13698  •  rn.     Die  Zeit  /,  nach  welcher  der  Punkt  an  seinen  . 
0,000073  " 

7t 

ort  zurückzukehren  strebt,  ibt  /]  =         .       • 

■S2  sin  A 

Nach  der  Zeit  /|  hat  der  bewegliche  Punkt  auf  dem  Kreise  einen  Wc 
gelegt,  dessen  Projection  auf  die  Richtung  von  ü„  den  Werth  e  =  ä~n~~' 

hat  und  seine  Abweichung  von  dieser  Richtung  beträgt  d  =  ^   a~^ >'  j  (^ 

M  VW  sm  K 

Entwickelt  man  sin  cot  und  cos  tot  in  Reihen  und  nimmt  für  kleine  /  derer 

glieder,  so   erhält  man  vcrm<">ge   der  Bedeutung  von  co  die  Ausdrücke: 

d  =  üoSl  sin  X  '  t^  =         •  t'*. 

dv 
Die  dritte  der  obigen  Gleichungen:   0  =    -  2  Ä  cos  X   y — \-  g  — 

dt 

die   Widerstandsbeschleunigung,   welche   die   Hurizontiilebeue   leisten    n 

a  =  ^n  bewegt  sich  der  Punkt   anfangs  in   der  Kichtung  des  Mcridia 

dos 

=  0,    also    *V  =  //;    für    a  =  0    geht    er    von    Westen    nach    Ostei 

dx 
y  =  0,   -.    =  ün,  also  :V  =  //  —  2  SlVii  cos  X\  für  «  =  tt  wird   y  =  g  -\-  2 

Unter  dem  Aequator  ist  /l  ^^  0,   also  der  Radius  der  Bahn   unendl 

dort  beschreibt  der  Punkt  eine  Gerade   und  weicht  also   nicht  von  der 

dx 
von  »0  ab,  indessen  ist  der  Widerstand  A'  =  ^  —  2  Sl    '   • 

Für  den  Pol  muss  die  ganze  ITntersuehnng  etwas  anders  geführt  ^ 
dort  die  Voraussetzung  nicht  mehr  zul.-issig  ist,  dass  der  xVbstand  des  b( 
Punktes  von  der  Erdaxe  sich  nur  wenig  im  Laufe  der  Bewegung  an 
Pole  ist  die  relative  Geschwindigkeit  senkrecht  zur  Krdaxe;  es  fällt 
zusammengesetzte  Centrifugalbeschleunigung  in  die  Horizontalebene.  1 
dort  die  Bewegungsgleichungen 


^X.  Cmp.  Kelativo  Bewegung  eines  freien  ächwercu  Punktes.  44i} 

^oriu  die  Glieder   A'j*,    i2'y  von  dor  CcntrifiigHlbeflclikMiiii^ruiif^  Slh'  herrühren, 
^^hafs  der  Integration  iHt 


.1. 1,. 


rfx  «/».r    ,     dl/   fPff  ,  /     il.r     ,        rf/A 


IM 


'•"^  ,»  =  ,.„»  +  av«,    sowii.  .,   'J^f  -  ,/  J''  =  2  ft  (..-./j-  +  ,/,/j), 


'/     1j. 


i'iose   beiden  Gleichungen  lioforn  nach  Klimiu<itiuu  des  Zcitelernrntos  t!t  als  Diffe- 
rviitiiilgk'ichung  der  Uiihn: 

_  ,     ,       ,        ,  .  adu  —  ffiljc  .T 

wololii;  in  Polarcoordinutoii  9,  1^  hcisst:  Sl dQ  ^^  t\^f/9 ^  und  zeigt,  duss  drr  beweg- 

liclic    Punkt  eine  archimedische  Spirale  ^  =      ''  (^  beschreibt. 

l^itf 

§.7.  Uelativc  Hewc^Ming  eines  freien  Hchwcren  I*  unkt  es.  Zar  Er- 
l^-ie-lit«^ning  der  Kcchnun^^  wählen  wir  den  Ursprung  des  Courdiiiatensyslems  in  der 
-^■if  Anklage  des  Punktes,  die  :  Axe  in  der  Meridiancbene  parallel  der  Krdaxe  und 
fiosttiv  nach  Korden,  die  ^-Axc  in  der  Richtung  des  Kadius  des  Parallelkreises, 
l'Oaitiv  nach  ausscu,  zur  ./-Axc  die  Tangente  des  ParallelkroiscH,  positiv  nacti 
^^^^n  i^crichtet.  l'nter  der  breite  X  sind  dann  die  Componeiiten  der  Hcschlenni- 
piinp     «1er  relativen   Schwere:    0,    -  -  //  m»  2,    ~  -  //  -^'n  X   und  die  der    zusammen- 

C^'iotxten  Centrifugalbischlounlgung    —  2  Sl     '' ,    '2  Sl  '  -  ,   0.      Hiermit    sind   die 

•Ufi    iJtwcgungsgleichungen : 

,^    =    —   i  n.    ;    ,         .  ;    —   -  Sl     ,      —    V  ras  X,         .,    ^  -     ff  »»«  X  ; 

<ncsell>oii   gi-ritatten   einr    uniiiittelliare  Iiite^ratidu    und  liefern,  wenn   /i,  //,  r   die 
*'*'»|»«mi.|itfii  iler  Anfan;rs|resehwinili«;ktit  r,,  he/richii<>n  für  ilie  ('ompunenten  der 
'■••scl.viriiidigkeil  zur  Zeit  t: 

''•»  1///  f/: 

.M-      =»11  —  '2  Sil/  ,         '     —   ff  -\-  "2  Sl.i    —  1/  r/j.v  i    / ,        /  r  -  ■  1/  sin  X-  i  . 

•«  fit  (II 

'^*  ^' leieliungsM'Mteui  ist  linear  und  ul.si»  n.ieh  lickaiiiitt'ii  Methoden  Icieht  iiitegrir 

*^*        Ilidefl-en    da   die    dritte    (tleielinii<:    uniiiittelliar    :     -   vi  —    \  n  sin  X  ■  t   liefert 

aIi^j  blos  die  beidi'u  orHteii  iiliri^  Idfibcn,  sm  kann  iikiii  uline  Anwendung  der 

*  f?«^iiioiiien  Mrthode    fidgenilcrinas/jeii  ziiiii  Ziele    Ki»iiiii>eii.      I)ie  (\tniliiuation  der 

**!'>'■•  nglieheii    Ob'iehungi'ii    zweiter    Ordnmi;;.     wi-Ieln-    die    (i Ifiehun::   iler    leben 

'^'^'••■»    Kraft  gibt,  li.lcrt  hier: 

,  ///  r//'  ^  tii  ,ir-  ,U 

«ml   fol  ,!•  1 

*^  «»ian  in  diese  Gleichung  den  Wi-rth     '  n         -  .'i.v  «'in.  so  foI;rt 

/// 

/  I*  -I-    2  (2  ai\  u  ms  X)f/  l  il'//» 
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b  A     2  aSl  —  g  co8  X 

Hieraus  ergibt  sich,   indem  man  abkürzend  -^  =  p,  — Tlri ^™  **  setit, 

dj/  dt/ 


2Sldt 


also 


oder 


yfi'  +  2  ay  -  ,/«         K(a'  +  (P)  -  \y  -  «)»  ' 


*J  Sit  =  Are  sin  ,  '    .  —  Are  sin 


Ktt'  +  (3*  ?' ««  +  > 


2  Sit  —  Are  sin  _.      ■  =  Are  sin 


und  hieraus,  indem  man  rechts  und  links  Sinusse  nimmt  und  berücksichtigt,  dasa 

eo8  Are  sin  -~ ==  .,       :r  ist:    ß  sin  2  Sit  -■  a  eos  2  Sit  =  y  —  a    and 

J' ««  +  |J«         /^«»  +  p2 

also  nach  Wicdereinführuiig  der  Wcrtlio  für  a  und  ß: 

4  Sl*y  ==  (2Sla  -    g  eos  l)  (l  —  cos  2  Ä/)  +  2  Ä/i  «i«  2  Sil, 

fix 

Hierzu  liefert  die  Gleichung    ■      =  «  -  -  2  Slif. 

dt 

;,,.  =2  at ,     'f  -         (2  Ä/  -     ä///  2  ß/)  —  /y  (1  — -  fo»  2  Sit)  . 

4  W* 

Demnach  ist  die  Lösung  des  Problems  in  folgendem  Glcichnngssystom  enthalten: 
X  =  ^~^/  (2  Sit  —  sin  2  ß/)  +  4  -^  *i'i  2  Sit  —  \  ^  (1  ~  cos  2  Sit) 


,  =  4-^«-«2Ä.  +  (^--_^-/)(l-co,.ßO 


-  ss=  et  —  \g  sin  X  •  /* 

vx  =  a  —  2  Sit/ 

Vy  e=  i  -|-  2  Slx  —  g  eos  X  •  t 

Vz  ^=  c  —  //  sin  X  •  t. 

Wir  leiten  hieraus  in  den  folgenden  §§.  die  Behandlung  einiger  specieller  Fälle  ah. 

§.8.  Relative  Bewegung  eines  frei  fallenden  schweren  Punktes. 
Für  dieselbe  ist  zu  setzen  a  =  //  ==  c  =  t>u  =  0.  Dann  sind  die  Gleichungen 
für  die  Lage  and  Geschwindigkeit  des  Punktes 

x=      "^^{2Slt—sin2Slt),    v:r  =  —  2Slfj 

,  v^=  —  g(i/cosl  +  z  sin  X) 

o  cos  X 
y  =  —  ^^8"  (1  —  cos  2  Sit),     Vy  =       2  Slx  —  g  eos  Xt 

z  =  —  \g  sin  X't'^  Vz  =  —  g  sin  X'  t. 

Die  beiden  ersten  Gleichungen  zeigen,  dass  die  Projcction  der  Bahn  des  Punktes 
auf  die  Ebene   des  Parallelkreiscs  der  Anfangslage   ein   Cjclo'idcnbogen  ist;  die 

Cycloido  hat  die  Linie  von  Osten  nach  Westen   zur  Basis  und  liegt  dem  Mittel- 

o  cot  X 
punkte  des  Parallelkreiscs  zugewandt;  der  Radius  des  Wälzungskreises  ist  ^-öt 

4  So* 

und  der  Wälznngswinkel  zur  Zeit  /  gleich  2  Sit.  Der  Wälzungskreis  dreht  sich 
daher  mit  der  doppelten  Winkelgeschwindigkeit  der  I']rdc  um  den  BorUhrungspankt 
mit  der  Cycloidenbasis  nm.  Die  übrigen  Combinationen  der  drei  ersten  Gleichun- 
gen zu  zweien  geben  die  Projectioncn  der  Bahn  auf  den  Meridian  und  die  xnr 
Krdaxe  parallele  £bene  der  xz.  Da  y  und  z  negativ  sind,  so  folgt,  dass  die  Pro- 
jectioncn des  fallenden  Punktes  dem  Mittelpunkte  des  Parallelkreises  und  der 
Ebene  des  Aequators  zufallen. 

Die  vorliegende  Untersuchung  gilt  übrigens  nur  für  mittlere   Breiten.    Um 
die  Grenze  der  Prlicision  der  Formeln  zu  bestimmen,  muss  daran  erinnert  werden, 


1 
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data  die  Intcniiit.'it  //  der  1ioschIciini<;uii}i:  der  Sdiworo  in  der  Ilölie  //  über  der 
Krdoberriäche  («.  8.  22S;  durch  dio  Formol        ==  ,..    ,     .,*'  ißi  ;r''ffi-l*en  wird,  ans 

wo1«:lier    man    für    dio    l)iffcri'n/.    Jf/' =^  //  -  -  //'  die   Näliorun^rsformcl    Jff' =  "-'- 

c-onstruirt.  Dor  Erdradiiis  ist  im  Mittid  /{  -=  C^'MMUHti}  Meti'r,  daluT  würde 
für   A  =  3(N)4J  Meter   f/   um   0,<M)1    variiren.     Für   mittler*'   liroitcn,   wie   z.    Ji.  für 

Paris,  betrügt  der  Radius  des  Wäl/.uiigHkn-isos  di-r  Cyrluidi»  ''Z'?«    ==  ^"^^  74:i  650 

Meter  und  da  derselbe  mit  der  Winke)p>Bcbwindi;;kcit  *J  Sl  sich  umdreht,  so  würde 
er  xn  einrr  vollen  rmdrehiiii};  4:t082  Sueundcn,  zu  ]  (irad  also  2D,91H  Secnudou 
gebrauchen.  In  dieser  Zeit  ruilt  dir  ruiikt  ahrr  von  der  Höhe  von  4  380  Meter, 
••iner  Mühe,  für  welche  di«>  Variatitm  von  //  bereit»  p;röflRer  als  0,(K)L  ist.  Man 
i\ird  also  di«*  iddpcn  Furmeln  nirlit  übi>r  / --  '2*.),D1S  oder  'Mt  Si-cundon  ausdehnen 
•Üirfen.  Dafür  bleibt  *J  Slf  unter  o,(Hil:)S  unil  wenn  man  .r,  r/,  :  in  Reihen  nach  / 
rntwickelt,  su  wird  J  r*  Sit.'  erst  an  der  *J1.  Stelle  eine  ZifVer  liefern  und  werden 
für  X,  j/,  :  foljTcnde  Formeln  bis  zur  IG.  Ueeiniale  exaet  sein: 

j:  «=  ]  qSt  COM  X- 1\  ^  =  —  { //  f'üx  i  •  /*  4"  h  '/Ä*  fof  X- 1*,  :  =  —  {g  sin  l  •  /•. 
Traiisformiit  man  ilie  Cuordinatenaxen  so  (Fi^.  l'»'^)«  dass  die  :-Ax(^  die  Vertikale 
•ier  Aufangslaj^o  positiv  aufwärt»  und  die  i/-Axe  die  Tan^i^ente  des  Meridians,  positiv 
von  Norden  nach  Süden  «rerechnet  wird,  während  die 
f -Axo  bleibt,  so  werden  die  neuen  Koordinaten  .r',  //',  z' 
*cin  i'^  j,  y'  =  y  ■«'«  l  —  »  rus  Z,  :'=  i/  cox  X  -\-  z  sin  l. 
und  folglich: 

//  =         J  «/  Ä'  sin  X  cits  i  •  /*, 

Man  siiht   hieraus,   dass   die  Altwricbuii^   de««    l'uuktes 

nach  Osten  vorwie;:t,  dass  eine  sehr  kleiiu-  Abwili-liiin;: 

i^&ch  I^uilru  st.'i^ttih'Ii't  und  <lass  ditr  F.ililiüln*  um  riu  Fnb(>doiiti>ndc8  verringert 
wird  diireh  die  Rotation  der  F.rde.  VernaeliiiiN.*ii^'t  man  die  mit  dem  (Quadrate 
'on  fi  bebal'teten  (flieder.  i^o  wird  .r'=  >  r/ß  n,s  l  • /*,  y' =  0,  ;'  =  —  J ///«.  I>ie 
"•ha    stellt   sich    dann    approximativ    unter    d.rr    Fi»rm    der   N eil* sehen    PArabel 

•  /  2  ,i 

*   5/     "    Sl  cna  X  •  z"  xw  «Ier  Vertikalebene  von  Westen  nach  Osten  dar. 


J.  9.      R  e  1  a  t  i  v  *'  11  e  w  e  jr  u  n  ;r   eines   v  c  r  t  i  k  a  I    in   ili  e    1 1 « » h  e   (;  e  s  c  h  1  c  u  • 
'*'teu  Punktes.     Für  denselben  i»t  ti  ^-^  ü,   A  —  r„r.*.vi,   c  =  foW/iX,  mithin 

•  " *o  «11  i •  /  -  i y  *»"  i • ''  f:  ^=      i'.i ä/m  X  —  g  nin  X't . 

'Im    kann   sehr  leicht   dio   Halm    der  l'rojcetinu   den  Punktes   auf  iHe    Kbt>ne   des 

VfttMlvIkreises   ermitteln.      Zu   dem    Knde   scIi reiben    wir   die   beiden   ersten   Ijlci- 

^'    +     l  O  (*     ~    '■"*  ■-  ^'-     -^  1    f)2      ^-  ^^'    ""    '"*   -  ^') 

y  -    1    ^  ^       xi«  2  «/  --   -    [^  ^„     1 1   —  rrijr  ',•  ß,) 
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und  setzen 

—  i  -  ^  -  U  —  ^''-^  2  ÄO  =  S »       \       Sl~  *"'  -  -^^  =  »J» 
wodurch  wir  erhalten 

-.        //  cos  X  ,^  -.  .    ^  r^  X  fj  cos  X  ,^  «.  **  V 

welches  in  Bezug  auf  ein  in  Translation  begriffenes,  in  der  Kbenc  des  Parallel- 
kroises  bewegliches  System,  dessen  Punkte  sUnimtlich  congruentc  Bahnen  mit  dem 
Punkte  I,  17  beschreiben,  die  Gleichungen  einer  Cyclo'i'de  von  derselben  Be- 
schaffenheit, wie  die  des  §.  8.  sind.     Der  Punkt  £,  i}  beschreibt  aber  einen  Kreis 

g  +  i  -^   -)  +  V    =  \^       St/  ^^™  Kadius  {  -^-—  I    dessen   Mittelpnnkt 

V   cos  1l 
die  Coordinatcn  g  ==  —  \  -  -zr—    ^   r}  =  0  hat.    Der  Radius  dieses  Kreises,  wel- 
cher nach   dem  Projectionspunkte  .r,  t/  führt,   dreht  sich  in   der  Ebene   mit  der 
Winkelgeschwindigkeit  2  Sl  in   entgegengesetztem  Sinne  wie  die  £rde.     Die  Pro- 
jection  des  beweglichen  Punktes  ist  also  ein  Punkt  auf  dem  Umfange  eines  Kreises 

O  cos  iL 

vom  Radius  --Ä~Qt   *  ^^^^^^^^  ^^^  einer  zur  Linie  von  Westen  nach  Osten  parallel 

fortrückenden  Geraden  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  2  Sl  rollt,  deren  Pnnkte 
sämmtlich  Kreise  beschreiben  parallel  und  gleich  dem  vom  Punkte  (|,  ti)  beschrie- 
benen.   Anfangs  findet  eine  Abweichung  nach  Westen  statt,  später  nach  Osten. 

Das  Maximum  der  westlichen  Abweichung  wird  zur  Zeit  erreicht,  welche  -z-  ^  0 

di 

tn  Stt  2  V 

macht.    Diese  Bedingung  liefert   '  o  ~  '  ^  "^  "^    '  f  ^^  ^^  ^^^^^  kloin  bleibt,  so  folgt 

2  V 
hieraus    approximativ    t  ■■=■  "^—^y    also  doppelt  so  gross,   wie   die   Steij^zeit  eines 

Punktes  von  der  Geschwindigkeit  r„  bei  ruhender  Erde. 
Entwichet  man  in  Keihen,  so  erhält  man 

X  =  —  Oy  Ä  cos  i  •  /'  +  ^  i/Ä*  cos  X  '  /^, 

y  ==        i^^  COS  X't  —  \g  cos  X.t^  —  J  /'(,  ß'  COS  X- 1^  +  ly^^  cos  l  '  l*. 

;  =         i»y  sin  X't  —  J  </  sin  X  •  /'*. 

Transfurmirt  man  das  Coordinatensystom ,  sodass  die  ^-Axo  horizont«iI,  die  s-Ase 
vertikal  wird,  d.  h.  substituirt  man  in  die  (flcicliungen  // ==  y  sin  X  —  :  com  l^ 
z'  =  //  cos  A  +  «  sin  Xf  wie  §.  8.,  so  ergibt  sieh: 

//  =  -1  ß.2  sin  X  cos  X(ijt^  —  4  v^i^)^ 

:'  =  v^t  —  \  iii^  —  \  /'üÄ^r/  fo.v«  X-e  '\-  i  SLiß  cos^  X  ■  /», 
während  x  =^  x  bleibt.     Weiter: 

^^    =  5  •«'  •«•''  ^  ^ö«  X  [ijl^  -  3  v^C^),      'J^    =  i;„         iß  +  ISl--  cos^  XQ/i^  -S  1»^!«). 

dz 
Dio  Steigzeit  ergibt  sieh   aus  der  Bedingung  =^  0.     Sie  ist  nur   sehr  wenig 

verschieden   von    der    Steigzeit   bei   ruhender   Erde.      Nimmt   mau    für    sie    also 

l  =     '*  ,  so  ergibt  sich  hierzu  die  Steighöhe  h  aus  der  Formel  für  z' z 


2  ^  ^  U  / 


Die  Gleichung  für  ^'  zeigt,  dass  im  Meridian  eine  Abweichung  nach  Norden  statt- 
findet;  fiir  diu  höchste  Lage  ist  dieselbe  J  Sl'  sin  X  •        ;  sie  ist  sehr  ^ring.     Die 

■ ' 

Abweichung  nach  Westen,  welche  die  Formel  für  a-  ergibt,  ist  für  die  höchste  Hohe 


IX.  Tap.     Rel.  Bewegung  oincs  schw.  Punktes  v.  belichi(7  gcr.  Anfangsgcscliw.    440 

—  i  Sl  COM  X-hT'   ■  Dicflc  Abwüichuni^  ist  doppelt  so  gross,   als   diu   östliche 

A)iwcichuag,  welche  der  Punkt  hei  fruiein  Falle  von  der  Höhe  h  erleiden  würde. 

§.  10.  Relative  Ucwo{*'un;C  eines' ach  wcrcn  Punktes  von  beliebig 
^'LTichteter  Anf anpfsgesch windi^keit.  In  diesem  Falle  Kind  alle  drei  Com* 
]ionGnton  a^h^c  der  Anfangägesehwindi;;keit  von  Null  verschieden;  daher  hat  man 
<]ic  nllgeneincn  Gleichungen  des  §.  7.  zu  discutiren.  Wir  schruihcn  dieselben  be- 
hufs ihrer  Interpretation  so: 

.r  -      fj  ^  »in  2  Sit  -    \    '^{i     -  cos  2  Sit)]   =         ^'^2^  '-  ^^  -  *'"  -  ^^> 

.V   -    Ti  ^  ^in  2  Ä/  +  4  ^  (1  -  ms  '1  Slt)\  =   -      ^'^Z  .1  -  com  2  Sit) 

z   =B  et  —   ]  //  Min  l  •  /*, 
Setzt  man  wieder 

{  =  4  ^  iiiniat  —  4  ^  '1  —  coftlSlt),  12  =  i  ^*//i2Ä^+  i^(l  —  fo#2Ä0. 
so  erkennt  man,  dass  die  Gleichungen 

'  -  «  =  Vä.'  (-'  ^'  -  *'■"  -  ^"'    ."  -  1  =  -  Va.'  ('-''«  2  flO 

auf  einer  im  I'arallelkreis  in  Translation  bcgriiTenen  Ebone  eine  Cyclo'ide  bestim- 
men. Die  Haüis  derselben  bleibt  der  Tangente  des  Parallclkreises  parallel;  der 
Wäilzungskreis  hat  wie  früher  die  Winkelgeschwindigkeit  2A,  die  Translatious- 
t-ahn  ist  auch  hier  ein  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  aber  nicht  mehr  in  der  Tangeute 
des   Parallclkreises  lifgt.     Die  Gleichung  dieses  Kreises  ist 

■  (« + )  ;j+  G  -  *  i)'-  (i «)'+  (i  '^'- 

der  Mittcljiunkt  hat  die  Oourdinati-n  {  =  —  ^  J2=J-—  uml  der  Kadius  be- 

,    I  «'    +    ''» 

I'ni  alle  übrigen  rmstände  di-r  Hewe;rui)g  mit  genügender  Genauigkeit  zu 
er<»rtern,  wollen  wir  J7,  //,  i  in  Keilien  entwickeln,  aber  ilie  (ilieder,  welche  SV 
etithAltcii,  unterdrücken.     Wir  erhalten  dadurch 

X  =  /!/         h  Slt^  -f-  i  Sly  ro.%  Xl' 
,/  =.  hl  +  (i/ o     —   \  ff  njs  K]  0 
z  --=  et  -  -  -J  </  sin  X  ■  /■'. 

C*r-' •ferer  Hi-quomlichkeit  wegen  wollen  wir  aber  als  .r'y'*^'hene  den  Horizont,  als 
•'.  Axc  lue  Vertikale,  positiv  nneh  oben  gereehnet,  aiinehuien  iiinl  dabei  die //  Axe 
la  «^ie  Hirhtung  <lor  Projeetion  dirr  Anfjiii;r'*geschwindigkeit  v,,  auT  den  Iluri/ont 
Ier<^Uf  positiv  im  Sinne  dieser  Projeetion  gerechnet,  während  die  .r'-Axe  senkrecht 
Atjf  «ier  durch  Cq  {gehenden  Vertikalebone  stehen  snil,  positiv  nach  links  giiiiminien 
f^T  einen  im  Sinne  der  ]'ri>jectii>n  von  r„  seilenden  Punkt.  Die  Kiehtnng  iler 
Anfangsgeschwindigkeit  sei  bcbtimmt  durch  den  Winkel  a  ihrer  Vertikalebene 
■lit  ilem  Meridian  positiv  nach  links]  unil  ilen  Winkel  qp,  den  sie  mit  dem  llori- 
s«mte  bildet.  Ans  den  sphiirisclien  Dreiecken,  welche  auf  einer  um  den  l'rsprung 
beschrieben  Kugel  die  Uichtungen  von  .r,  //,  i;  .i',  //,  :';  i'„  und  seine  Projeetiun 
»«f  den  Horizont  bestimmen,  ergeben  sich  ilanii 

a  =■  P„  ro8  qp  xin  « ,       /#  ■       r^  (sin  if  r^s  X  -\-  ros  qp  cus  a  sin  l^ 
r  :_i   |.j^  {sin  qp  sin  X    -     cos  qp   vis  u  cttx  X) 
^,  i«r  r  .  Tii 1.  i:< «.  II.  ii.  Kl  iiii-.  *2\^ 


450  Relative  Bewegung  den  sphHrischen  Pendels.  IX.  Oap. 

X  =  .r  cos  a  —  7/  sin  u  sin  Z  +  ;  sin  a  cos  X 

y  z=  X  sin  cc  -\-  j/  cos  a  sin  l  —  z  cos  a  cos  X 

z  =  1/  cos  X  '\-  z  sin  X 
und  hiermit  also 

aj'  =  —  ß  Vq  {cos  (p  sin  X  +  cos  cc  sin  9  cos  /l)  /*  +  i  Slg  cos  a  cos  X  •  i^ 
y  =         «0  cos  (p  '  i  —  Tu  ß  sin  cc  sin  9  cos  X  •  <*  -j-  ^  Slg  sin  a  cos  X  ■  I** 
s'  =         t»y  sin  9  •  /  +  (i»o«ß  Äiw  a  cos  <p  cos  X  —  \  g)  ^. 
Aus  diesen  Formeln  zieht  man  nachstehende  Folgerungen: 

1.  Für  z' =  0  erhült  man  als  Flugzeit  ti', 

2  Vi)  sin  fp 
'        g  —  2  Ä  »0  sin  a  cos  9  cos  X 

Füllt  Vq  in  den  Meridian,  so  ist  cf  =  0,  also  ^,  ==--**-  -    ,  dieselbe  Dauer,  wie 

nach  S.  249  bei  stillstehender  Erde.  Ist  a  positiv,  liegt  also  Vy  auf  der  Ostseite 
des  Meridians,  so  ist  /|  etwas  grösser,  für  die  Westseite  des  Meridians  ist  t^  etwas 
kleiner  als  dieser  Werth,   doch  sind  die  Unterschiede  sehr  gering,   sodas«  man 

/,  =s  — als  Mittel  werth  annehmen  kann. 

9 

2.  Die  Formel  für  y  liefert  die  Wurfweite  w,  wenn  man  den  Werth  für  /| 
in  sie  einfuhrt.  Mit  Hülfe  des  eben  gegebenen  NUherungswerthes  für  t^  erhält 
man  w  etwas  grösser  oder  kleiner,  als  für  die  ruhende  Erde,  je  nachdem  Vy  östlich 
oder  westlich  gegen  den  Meridian  geneigt  ist;  für  den  Meridian  selbst  ist  er  genau 
ebenso  gross,  wie  bei  ruhender  Enle. 

3.  Die  Formel  für  x  liefert,  indem  man  ^,  in  sie  einsetzt,  die  Abweichung  4 
nach  rechts  oder  links  von  der  vertikalen  Ziel  ebene.     Man  findet 

d  =  —  \Slcos  Z-"-  ,-     ■  \cosa  +  3    ■      )• 
'  9*        ^  '9  9^ 

Die  Abweichung  ist  nach  rechts  gerichtet,  so  lange  die  Parenthese  positiv,  welches 

immer  stattfindet,  so  lange  tgq>  <^  '^  ^9  X  ist;  sie  ist  in  diesem  Sinne  bei  gleichen 

Werthen  9  ein  Maximum  für  a  =  0,  d.  h.  für  das  Zielen  im  Meridian  von  Norden 

nach  Süden,  sie  wird  ein  Minimum  für  das  Zielen  von  Süden  nach  Norden.    Wird 

tgtp  ^  3tgX,  so  wird  bei  einem  gewissen  Werthe  von  a  die  Parenthese  negativ; 

dann  fdllt  die  Abweichung  nach  links  von  der  Zielebene.     Für  den  Aequator  ist 

3      *    3 

^  =  —  4  fi  -■* — -, — —  cos  cc.     Die  Abweichung  zeigt  nach  rechts  beim  Schuss  von 

ir 

Süden  nach  Norden,  links  im  umgekehrten  Falle;  sie  ist  Null  für  den  Schaas  von 
Westen  nach  Osten  oder  von  Osten  nach  Westen. 

Für  die  Breite  X  =  {n  wird  bei  9  =  ]  tt  die  Abweichung  ^  =  —  J  ~   -^  (<?o* «+3). 

Cr 

Bei  Oo  =  500  Meter,  wofür  w  =  25,48-1  sein  würde,  erhält  man  für  den  Schosi 
von  Süden  nach  Norden  d  =  —  25,2  Meter,  für  den  Schuss  von  Norden  nach 
Süden  aber  d  =»  412,G  Meter. 

§.  11.    Relative  Bewegung  des  sphärischen  Pendels.     Dio  «y-Ebene 
sei  der  Horizont,   der  Ursprung  der  Mittelpunkt  der  Kugel,   die  a-  Axe   die  Tao- 
gente  des  Parallelkreises,  positiv  nach  Osten  gerechnet,  die  ;/-Axe  die  Tangente 
des  Meridians,  positiv  nach  Norden,  die  :-Axe  aber  die  Vertikale,    positiv  nach 
oben  gerichtet.     Dann    sind   die   Gleichungen  der  Bewegung  unter  der  Breite  l 
für   das    Pendel    von    der   Länge   r,    wenn   A'   den   Widerstand    des    Fadens  he- 
zeichnet: 


J 
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''!'  -    SÄ«« i- ;;"  -  JA  r<«i . '':  -  v ' 

rf<»  dt  dl  r 

rf£*  r//  r 

*r:  r/.r  : 

vto/ii  noch  j'*  +  ^'  +  -'  =  '■*»   '*■   f     +  //  ,    4"  •  j'  =^  *^  kommen.    Da«  Princip 

il*»r   li'hen<li{;t'n  Kraft   liofort    J  n'  —  J  »„•  =  ry  vS,,         z),    wenn  :  =  i^,   für  t  =*  0, 
I>i(*  (Nmihin.'ition,  welche  dem  Principe  der  Flüchen   für  die  j*i/-Khene  entspricht, 

irtht  mit  Kiickmcht  auf  .c    ,     +  ?/   /  =s  —  :    .    ; 

"  S'  -  ■"  S^  =  -  -'^  '■" ""  *  +  = ""  *^ !« • 

Die   Prttjeetion  p  von  r  nuf  die  j:*i/-Kbene   durchstreicht  demnach  einen  Sector  .S, 

für  welchen 

'i'S  dz 

fiti  =^  ^^y  ^"«  ^  +  = «« ^)  ^^^  • 

Ks  >ei  nun  rp  der  Winkel,  den  q  mit  der  .r-Axe  liildet,  positiv  (gerechnet,  von  recht« 
n^ftch  link;«  drehend;  ferut-r  Kei  ^  der  Winkel,  den  r  mit  der  Kichtun^;  der  Schwere 

bildt-t.  und  Heien  —  =  fj,  _y  die  beiden  Winkelj^eschwindi^kciten  von  r 

in    der  vertikalen   Schwin^nnif^Rehene    und   von   p  in    der    Horizontalcbeno.      Man 
h.-kt  dann 

p  -=  r  «in  Vf       •  =:   --  r  ctm  V»,      =,»  =  —  r  ro.f  ^o,  wenn  ^  =  -^i)  für  1  =  0; 

.1'  =  r  sin  V  *'M  tp,       //  ^=  ''  ^'"  V'  '("  9^ 

■=    ■      r  jttn  1^  •  p,         *     =   —  r  sin  tp  rax  'V'  ■  p  -j-   »'  fos  tp  stn  V  '  Vi 
=■  ---  r  i-o.«  ip  roÄ  ?/» •  p     -  F"  x/»  qp  »in  ip  •  y 

/A'v  ii-.r  iHS  ,  r/  f.v;«'?  ^  ■  V^ 

Mit    llulf«'   ilir.Hcr  Wi-rthc    ;;t>lien    die    (tleiehiin^rn    di'r    leheiidi(;en    Kraft    und    des 
l'riiiripA  ihr   Kliicheu   übirr  in 

-  U 

ff*  -j-  viV  V  ■  y'  =     ■  ('■''*  v^  ■  -  '•"*  V'.»^  +  fi."  +  *■'"'  ^^^  ■  y- * 

#/     f  JM     li'  ■  *' ; 

tit 

auf  wch'hen  ((leicliiin;;eii  <lie  weitere  lt«'liandluu;r  des  Problems  beruht. 

SftZi'n    wir   Kun.-ichst  Sl  =^  o,   d.  b.  uebuieu  wir  die  Knb'  als   ruhend  an,   so 

liab*.*n  wir  di«-  beidi-n  Intf^rale  wie  Cap.  V,  tj.  K.,  S.  ;{ril  und  .'J.V).    I>as  durch  dun 

Priiiiip  der  b-beniliirun  Kraft  ^t'f;ebeiii'  ist  von  Sl  unabhiiiiiri^r,  wie  sich  von  Reibet 

v^THtaht,  da  dii-  zuftammon^esetzte  (-eutrifui^albesclib'uniirunt;  keine  Arbeit  b'istet. 

!*ie  lind 

f  +  «j/i«  C*  ■  y*  =-=  "  i    (ron  K'  —   ros  tl\.)  +  ji.,*  +  «V  0..    /,.' 

«0  die  Grössen  ß^  und  y»,  die  dorti^^eu  —  V'.i'i   T-'l    -    ".    '""*  ^'o  +  *'"'  V'.i  ■  y.'  +  ft,' 
1»4  «11? ^^ . y^  aber  A  und  r  bedeuten.     l»aH   zwrite  Iiitejrral   Üofi-rt   sofort   auch 

2y  * 


\ 


452  Relative  Bewegung;  des  sphftrifchen  Pendels.  IX.  Cap. 

noch  S  =  \r*  sin*  '^u'Yu'*     EHmirirt  man  y  ans  dem  ersten  der  beiden  Integrale, 
so  kommt,  wenn  ßo  =  ^  angenommen  wird, 

P»  =  y  (CO*  ^  -  cos  il,,)  +  '^J^''^*  («n»  *  -  «V  *o). 

Für  den  Fall  kleiner  Wortlie  von  ^  kann  man  cosip^  Yi  —  *in*^,  costjfQ^  Yl  —  nV^0 
in  Reihen  entwickeln  und  davon  nur  die  ersten  Glieder  beibehalten,  wodurch  man 

erhält:  ,  i/-,  • .-s —       y 

«  __    _  _-  . — _.     i/^  -      «I«*  -^  —  «II*  -^0  ■  yu", 

"^  rf/  *in  ^  f     T  ^  TU    #w  f 

welche  Gleichung  in  Verbindung  mit 

liefert  '''  *"'*  ^ 


</9 


«in  -^  K*^«*  ^ü  —  «"*  "^  y         *«'**  ^  —  «"*  "^0  •  yo' 


Dies  ist  die  Differentialgleichung  der  sphUrisvhen  Bahn  des  Pendelpunktes  für 
kleine  Excursioncn.  Um  ihre  Projection  auf  die  Horizontalebene  mit  grösserer 
Genauigkeit  zu  finden,  als  die  S.  362  angewandte  Methode  sie  gibt,  nehmen  wir 
ein  bewegliches  System  zu  Hülfe,  welches  sich  um  die  vertikale  s-Axe  mit  einer 
noch  nilher  zu  bestimmenden  Winkelgeschwindigkeit  y,  umdreht.  Ist  dann  y|  die 
relative  Winkelgeschwindigkeit  der  Schwingungsebenc  des  Pendels  gegen  dies 
System,  so  wird  yi  =»  y  —  y%*  Wählen  wir  die  Bewegung  unseres  Hülfssystems 
nun  so,  dass  yi  =»  y  con  ip  wird  und  bezeichnen  mit  q>i  den  y,  entsprechenden 
Drehungswinkel  des  Systems,  sodass 


dq>i 

-=  yj  =  y  €08 


sin*  ipn  •  Vü  f^V 

'ijj  =  ~ — t-  cos  ib  =^  —-•  cos  ib 

^  sin^ip  ^         dt  ^ 


dt 
wird ,  so  tritt  in  den  obigen  Ausdruck  für  dtp  noch  im  Zähler  der  Factor  cos  ^ 

ein  und  wird 

,  —  sin*  ipQ  '  y„  cos  ipdijf 

äfft  = y =' 

sin  Tj)  ysin*  ^o  —  sin*  ip  7/  —  sin*  ip  —  sin*  ipQ  •  y,,' 
Dieser  Ausdruck  ist  integrabel,  weil  man  ihn  auch  schreiben  kann: 

\sin  ip  / 


d<Pi  ==  yo 


r    y 


/[CS-?)'- ']  [■ -^^  Ol 


Man  erhält,  wenn  man  fpi  so  bestimmt,  dass  q^j  =  0  wird  für  ^  &»  O: 

(«in«  q?,  +  ^'^  cos*  g),)  sin*  rp  =  ^"~  sin*  ipo 

und  wenn  man  mit  Xi,  ^i  die  Coordinaten  der  Projection  des  Pendelpunktes  auf 

die  Ilorizontalebcne  bezeichnet,  welche  die  Winkelgeschwindigkeit  y^  besitzt  und 

für  welche 

X|  =  r  «in  rp  cos  qpi ,        y,  =  r  «in  tp  sin  q>i  , 

so  ergibt  sich  als  Gleichung  der  Projectionscurvc : 


( 


--£L_y+/ yi Y=.i 

rsinrp^         (  /7"  1 

\yo  y  —    rsin  ^oy 


9 
Die   Horizontalprojection    beschreibt    demnach   eine    Ellipse    von    den    Halbaxen 

r  «III  ip^  und  yo  1/  -  ■  •  r  sin  lp^f^  welche   in  ihrer  £bene  um  ihren  Mittelpunkt  sieh 


I 


/• 


IX.  Cap.  liclative  Hewvgutig  iIck  K|ili:irisi'liuii  rcmltiU.  45.*! 

mit  der  Winkelgeschwindigkeit  y,  =»  y  (1  -  rux  ip)  umdreht.  Kür  kloimr  ip,  wie 
»iir  Turanii(;c8etzt  sind,  iflt  1  —  rog  xp  suhr  kloiu  und  dalicr  kann  diu  Dndiung  der 
KUipifc  vernaehläsNigt  werden,  wie  in  der  Hehnnillun;,'  8.  :{6*J  ^(.'schah.*) 

Wir  wollen  jetzt  unser  Prublom  für  den  Fall  der  bcwef^liehen  Krd«^  und 
kleine  Winkel  tff  behandeln,  jeducli  |}„  ^  0  aiinuliniuii.  Indem  wir  ans  d(T  (iJei- 
cbunc,    welche   die   Combination   des   Flächenjtrineips    lieferte,   ß   mit   Hülfe   von 

=  —  d  eliniiniren,  erhalten  wir: 

ti  (fi/i*  <r  ■  y'  =  —  («n  X  cos  ip  —  ros  X  sin  rp  sin  (p)  - '2  Sl  sin  iptltff . 

In  dieser  (ileii'hunp  ist  «in  tp  eine  nfu'li  unbekannte  Funetion  vun  i/;  und  dalier 
t'iiie  unmittelbare  Intc^rratiun  nur  miiglieh,  wenn  das  Glied,  welehcs  diese  (irüsse 
enthält,  weiffHllt.  Nehmen  wir  nun  an,  daHs  die  Scliwin^ungscbene  des  Pendels 
zur  Zeit  /  =»  O,  welcher  Vo  ents|iricht,  senkrecht  auf  deui  Meridian  stehe,  il.  h. 
dns*<  qp  =3  0  sei  für  /  =»  0,  so  schwankt  zwar  sin  tp  zwischen  -|~  1  und  —  L,  aber 
sin  ^  nimmt  mit  wachsendem  sin  <p  ab  und  sin  cp  sin  ^  bleibt  ^e^en  cos  jp  sehr 
kifin:  ferner  haben  sin  ff  und  f/tp  bahl  gleiche,  bald  ent;;e^en^esetzte  Zeichen, 
es  til|ren  sieh  also  in  dem  Integrale  des  fraglichen  (rliedes  viele  lUementarbestand* 
tbeile  gegenseitig,  endlieh  wenn  wir  dazu  noch  cos  l  <^  sin  A,  d.  h.  i.  ^  -J  sr 
annehmen,  so  wird  jenes  Glied  einen  sehr  kleinen  Beitrag  im  Int(>grale  der  rech- 
ten Seite  unserer  Gleieliung  giben  und  wir  werden  approximativ  setzen  dürfen: 

//  («1«'  tp  •  y)  =^  —  "2  Sl  sin  l  sin  q>  ros  tptltp. 
Nehmen  wir  an,  dass  y«,  ^  (^  d.  h.  dass  das  I'endel  keinen  anfänglichen  Impuls 
rrleide,  «ondern  blos  der  Schwere  und  dem  F.iiitlusse  der  F.rdrotation  folge,  so  gibt 
uut  die  Integration  dieser  Gleichung: 

y  =  Sl  sm  /.  I    .  .        —    II- 

'  Vi/i*  ip  ^ 

niesen  Ausdruck  haben  wir  nun  in  die  (ileiehung  der  lebendigen  Kraft  einzut'iih- 
fi-n.  woilureh  ^ir  mit  liücksieht  auf  f}^  =  n  und  y„  =s-  u  zu  der  Formel  für  fi 
gelangrn:  ,,  ^.^  ^.^^,  ^  ^.^.^  ^.^^,       , 

ß^  =      •'  {ros  ip  -   cos  ipj  +  .  .,    . 

r  stn-  V 

In  Hezug  auf  ein  um  die  Vertikale  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  y2  =  -  Sl  sin  X 
rMtirendes  System  besitzt  die  Scbwingungsebene  ib-s  Pendels  eine  ri-lative  Winkel- 
geschwindigkeit y, ,  sodass 

Vi  =  ■/  —  y*  ===  y  +  ^  *i«  X 

ist.     Mit  Hülfe  des  eben  gefundenen  Werthes  für  y  erhalten  wir  daher: 

y,  =r  Sl  sni  ;.  •  I  I 

\tin  fp  ^ 

Tin<l  da  t*,i  nicht  sehr  von  ip  verschieden  ist,  ho  ist  y,  dem  Sinus  lier  geographi- 
•ciien  Hreiti*  nahezu  proportii>nal. 

yHr  den  P<d  ^uss  aus  dem  bereits  früiior  erwähnten  Grumle  die  1'nter- 
sachung  apparl  geführt  werden,  weil  niimlich  dit!  ('(tntrit'iigalbeschleunigiing  stark 
lariirt.     Kür  denselben  geltun,  da  X  ^^   \n  ist,  ilie  (ileiehungen : 

iit'    "  "  "    ,if  r      ^     '- 

dt^  '^^   dt  I     ^   -  •' 

d'z  ..    : 

,,u    ==  —  //-■    A     - 

r  i  li  ili.  i*   V'i#t  /«';:•)  hikt  noufnliiik'-  Ui!*ai  fur  ilii-xi'  Wiitki  l^i-<4L-)>wiiiihukrit  <lii-  Kurrin  I  ;  .     •/ ,  / 
fegcbCB,  «unu  l/'  .  V-'i  ^^*  Miiiiuiuiu  uuJ  Mituumui  ilvif  Klungiitiunswiiiki'li  t;   1>cUi:utcii. 
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Sind  a?|),  ^„*  *o  ^^^  Coordinatcn  des  Pcndelpunktes  für  1^=0,  so  ^bt  das  Princip 
der  lebendigen  Kraft,  wenn  die  Anfangsgeschwindigkeit  Null  ist, 

ü'  =  2/7  +  ß'  (a-2  +  //«  -  .r,*  —  y,«). 

Die  Gleichungen  für  ß  und  y  werden : 

-  /y 

P*  =  "^    (t'o.v  ^  —  cos  i^„)  —  .vi;/2  1/;  .  y*  —  ß*  («iV  -^0  —  *iV  ^) 
oder  nach  der  Substitution  von  y  in  die  Gleichung  für  ß: 

§.   12.     Relative  Bewegung    zweier  Funkte,    welche  sich    gegen- 
seitig beschleunigen.     Die  beiden  Punkte  seien  A  und  B;  der  Punkt  B  wird 
von  einer  Beschleunigung  nfficirt,  welche  nach  A  gerichtet  ist  und  eine  Function 
der  Entfernung  r  beider  Punkte  sei;  sie  heisse  fp.     Der  Punkt  A  wird  von  einer 
anderen  Beschleunigung  tp'  ergriifcn,   welche  nach  B  gerichtet  ist.     Um  nun  die 
relative  Bewegung  des  Punktes  B  gegen  A  zu  untersuchen,  betrachten  wir  A  ab 
Ursprung  eines  mit  A  in  Translation  begriffenen  Coordinatensystcms  der  |,  fi  tt 
sodass  §1  iji  f  die  relativen  Coordinaten  von  B  bedeuten.     Da   das  System  bloi 
eine  Translation  besitzt,  so   ist  die  zusammengesetzte  Centrifugalbcschteanigans 
des  mit  B  zusammenfallenden  Systempunktes  Null,  es  ist  mithin  der  absolntev 
Beschleunigung  q>  des  Punktes  B  blos  die  Translationsboschleuuigung  des  Syst^v^' 
punktes,  d.  h.  die  Translationsbeschleunigiing  von  A  in  entgegengesetztem  Si^^^ 
zuzufügen.     Diese  ist  die   entgegengesetzt  genommene  Beschleunigung  tp'.     ^^^ 

I  n, 

sind  die  Componenten  von  qt,  weil  sie  nach  A  hin  gerichtet  ist:   —  <P      »  ~~  ^       r' 

—  q>        und  die   Componenten  der   Beschleunigung  von  <p',   weil  sie  nach  ff       * 

^  n  t 

richtet  ist:   q^    -  ,    «p'    ,  >    fp--  imd   folglich   die  Cumponenton  der  ihr  entgi 

ä  V  ^ 

gesetzten  Beschleunigung:    —  <p'       ,    —  qp'   ;  ,    -     <p'  ';  •     Daher  erhält  ma 

die  Gesammtcomponcnten  der  relativen  Beschleunigung  des  Punktes  B:  — {(p-h 

—  (<p  -}"  9P')       1    —  (qp  +  «P)   ^    ""^^  folglich  sind  die  Gleichungen  der  rela 

r  V 

Bewegung : 

,„,-  =  -  >qp  +  <P)  ^ 

rf,«    --^-9  +  9)   ,. 

Die  Gleichungen  der  absoluten  Bewegung  des  Punktes  //,  wenn  der  Punkt  A 
wäre,  hätten  die  Form: 

—  tp- 


^'* 


==   -   qp. 


<( 


it^  ^     r 


r 
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tfaer  Imben  Auch  ilio  Inteirrale  juuc^r  dietalbc  Form,  wie  ilic  liiteg^alo  ilieBcr 
iil  hentht  der  Eama  I'nUTnuliied  darin,  dann  <p  -\'  q>'  au  diu  Ktellu  von  ip  tritt. 
Kl  wurde  am  Si'IiIuhiiu  vun  C:!)».  III.  bcmurkt,  dnM  dto  Kcjdur'nuliuu  Geselio 
■acUi-  dvr  rolalivcu  tlowi-cuii^r  Ncivii.  Xcwtoii  lint  von  tlmcit  Ktig<,'clicnd  die 
.oixii' diT  iiltcemvinfii  OraviUliuu  .iiifKciitellt.  Ilicrn.icli  bciii'lilüiini|;t  dio  Sonne 
n  rlniivt<-n ,  nbcr  diuspr  auch  diu  Soniie,  nur  i:<t  die  liitzture  Ueit'Mcuniiniiif; 
iisiTurdrnUivli   gering  im  Vcrglidtb   zu  dur  eratereu,   aber  beide  bufolgen  d««- 

Ilii-  4u'iietx,  wonaeb  9  es   -,, ,   ip' -=  '  ^  .      Uaber  ist  in  den  ubigcn  Qloicbimiren 
-t-   n'  -^      ,  (u  +  ft':.     I>ii.-  Couftieiuiitrti   fi,  fi'   biln|;en    vun    der   Mcngo    der 

'iiiii'U  ■  und  riniii;tuiimaterii:  ab  iind  int  ft  weit  (irÜBHeT  als  fi.  Kiu  I'lanet  erleidet 
A'lit  1.1...  vuii  der  Soiiiiu,  Buiidern  nucli  van  den  fihrigen  l'ianeteii  eine  IteHcklen- 
lenaf,  ili<-  llcaeliK-tmipini'i'ii,  widelie  iliin  diene  ertheileu,  »inil  aber  im  Vergletch 
a  iliT  von  itcr  Snnite  berriihreiiilon  »ehr  kk-iii  (inubcsondcre  noch  wegen  der 
T"!i((>reu  Kntieniiiniri  nnd  int  ea  nur  eine  Roriiii^  Aeudcmn);,  weleLo  durch  sie 
«rvnrcvbrachl  ninl.  Wenn  aber  ein  I'lanet  einen  Trabanten  hcaitit,  wie  t.  B. 
\i'  Knie  den  Slunil,  lo  bewirbt  ilio  gri'.iiiieru  Nlllic  de»  Trabiiiitrii  Störungen, 
'plrbe  niebl  Kii  virnaeblniMgrii  «ind.  Vm  rlie  llewefriiu);  Urs  Mündel  relativ 
-ren  i)ii-  Krili-  xti  unlemnidien.  liat  man  den  tloiti'bIi>unipfiiii)rcu ,  weleho  er  von 
''iteii  d<-r  Erile  und  Suiiue  erleidet,  diit  eiitp'i;eii|,'Pi<vtitcu  lletelileuni^ngen  >n- 
'"'itTMi,  di-uen  die  ICnie  unt.Twurfen  int. 
vi  ,UU.r  11,  11',  1^"  die  drei  Cciefti.Ipnten  *'^«-  '''■ 

■  Itp4i'h1«iint|;uii<r,  weli'lic  di'r  Sunne,  der  ____--^   »- S' 

I«  uud  dem  Munde  EUki.iitinen.  Kind  fer-       ^„^^-- 

•/,  1/  die   I':>ilfemmi;;en  den   Si.nn.ii-      .St     '  1 

r-l|>iml,l>'a   V..»   d.'U  Mitieli.uiiku-ii  ik-r 
■-    1  di'i  M-iides,  r  die  .tea  .Monden  von  der  Krd.',  »u  i»l  der  Mund  /<  (F!|;.  lül.) 

1.  iler  lli-adilenuigiill;;  Vun  t-eitcn  der  Krdc  Tili  der  lliehtintg;  /.Tgieieh   ^  , 
'•-r  1!.-aehleuiiit;unir  durch  die  Sonne  S  in  der  Kiihtuii):  r.S  Kleieb    ^^ . 

Nun  »ir<1  ali<-r  diu  Krdu  aflieirt  v.m  xwel  iteiiebleunii;Mr<;ren  ",  ",  ,  her- 
•■i.d  v»ii  S.>nnu  nnd  Muml  und  fieriebl.t  nach  Tfi  und  '//,.  Häher  treten  t» 
^  uri(;eii    lleM'1iIeUiii)cnli);en  de*  Monden  nijidi  hilixu: 

I.  rille  IleRehleunipiuir  *!, .  {.friehtet  uaeh  AV,  i.aralict  \/',  -.>.  eine  ile- 
■^•miüniiL-  "j,  ;:erii-bti-(  tiuih   f.T. 

muten  Tier  ll.-w-I.Ieuuit,'iiiiBen   int  di.-  relative  Ile- 

•ijr  am'  die  l':rde.    hn  die  Kiitrernun)!  .-  d.-H  M lea 

inid  rler  l:tde  KnirrniniiK  Veli  der  S..uiie  xidir  klein 
beiden   I!e.e1,le.,i,i«,in,.-n  j!.  „„d    _;   eiuen   -.ebr 

w  uiihe/ii  ^'l.'ieb  i'rn<'>  niiiil,  ru  wirri  ihre  Iteaullante 
iln»>  <lie   It.we^-uni-  dea  Monden  der  ltai|(<lsai-be   naeh  an  erfel- 


IW-fm.-  wird  .Im.  ,ie„  beiden  ersten  Ke|,1,  rS-eb-  »  «ieaet^en  f..rKe„.    Ji.„..  »«„,1- 
Wl*  der  beidpn  uid-ren  lluacbleuniRiini»»  wird  <lahri  nnr  tiU  „i;t''>run),">hvselileu- 


i>i.  i:-.uii 

tue  -li 

.<iM.-.|i.j..    ,!. 

Monde 

I-rKrde  /. 

„-.-nüli.- 

•  ■ .:;,). 

I-f.M  Wink- 

I.ilden 

k1.'in  a<-in, 

,»  >ln»> 

4r)()  irelitiii^^sbeispiülc  zur  rolativuii  Bewegung  eines  Punktes.         IX.  Cap. 

niguug"  nut'ireicn,  welche  die  elliptisclie  Bewegung  des  Mondes  etwas  modificirt. 
Aelnilicho  Stürungsbeschlcunigungcn  treten  von  Seiten  der  übrigen  Planeten  hinzu. 

l);i  die  Ilauptboschleunigimg  des  Mondes  ^  —-^-  und  der  Cocfficient  fi"  des 

Mondes  ungefähr        /ü'  ist,  so  kann  man  approximativ      ^  als  Beschleunigung  des 

88  r 

Mondes  annclimon.     Diese   Beschleunigung   ist  aber  nichts   anderes,   als  die  Be- 
schleunigung,   welche   die    irdische   Schwere   einem   Punkte   in  der  KntferuuDg  r 
ertheilcn  würde.     Ist  also  die  Nowton*riehe  Theorie  richtig,  so  muss  man  ans  ätr 
Bewegung   des  Mondes   die  Bosi-hleunigung  y  der  Schwere   an   der  Oberfläche  der 
Erde  näheruiigs weise  bestiininen  können.    Diese  l^rüfung  seiner  Theorie  hat  Newtoo 
selbst  durchgeführt:  anfangs  gelangte  er  zu  solir  abweichenden  Resultaten,  bis  er 
seinen  Kechnungen  bessere   Maasse   zu  Grunde   legte,   als   die   alten   Picart'achen 
waren,  worauf  er  sodann  seine  Theorie  sehr  wohl  bestätigt  fand.    Der  Mond  voll- 
endet seinen  Umlauf  um   die    Knie   in   27,.'i-216Gl  Tagen  oder  2  36U592  Sccaaden. 
Nimmt     man     seine    Bahn    als    nahezu    kreisförmig    und    ihren    Radius    als  du 
00 fache  des  Krdradius  an,   so  folgt,  dass  die  Geschwindigkeit  des  Mondes  lOlf)«** 
Meter  in  der  Secunde  beträgt.    Das  Quadrat  dieser  Geschwindigkeit,  dividirt  diircU 
den  Radius  der  Bahn,  gibt  die  Beschleunigung  des  Mondes  nach  dem  MittelpUD^^ 
iler  Krde   zu   im   Werthe  von  0,0027001   Meter.      Um   hieraus   die   Beschleunig^'*^ 
an   der  Oberfläche   der  Erde  abzuleiten,  deren  Entfernung  vom   Mittelpunkt    d^*' 
selben  den  00.  'l'heil  der  Mondseiitt'ernung  von  demselben  beträgt,  hat  man  di^^ 
Zahl   mit   00*  zu   niultipliciren.      Dies   liefert  9,7421  Meter,    welches   in   der  'f^** 
ein  sehr  annähernder  Werth  für  y  =  9,8088  ist,  um  so  mehr,  wenn  man  bede»*** 
dass  man  die  störenden  Einflüsse  und  die  Ellipticität  der  Mondshahn  ausser  -^  ^' 
gelassen  hat.   —   Die   irdische   Schwere   ist    ein    spccioller  Fall   der  allgeme»"* 
(Gravitation,    nach   welclier  alle   materiellen   Punkte   einander  dem   Newton^sc?*-^ 
(iesetze  entsprechend  sich  gegenseitig  beschleunigen. 

In  den  vorstehenden  Betrachtungen  sind  die  Himmelskörper  wie  Punkte      ^^ 
handelt  worden.     Die  Berechtigung  liegt  hierzu  zum  Theil  in  ihrer  gcgenseit  a^    . 
grossen  Entfernung,   zum  Theil  in   ihrer  kugoirihnliehen  Gestalt.     In  der  Thcr<^ 
der  Attractionskräfte  der  Massen,  welche  die  Ursachen  der  hier  auftretenden      ^^   . 
schleunigungen  sind,  wird  gezeigt  werden,   dass  solche  kugi'lähnliche  Massen      '^ 
einander  einwirken,  als  ob  sie  im  Punkte  concentrirt  wären. 

§.  13.     Einige  Uebungsbeispiele. 

Nr.  1.     Ein   l^unkt  wird  nach   einem  beweglichen  Centrum  hin  proporti^^'     . 
seiner  Entfernung  von  ihm  beschleunigt;  das  Oentrum  besehreibt  eine  Gerade      •^ 
constanter  Geschwindigkeit;  die  Richtung  der  Anfangsgeschwindigkeit  des  PunB*-       .. 
fällt  mit  der  Geraden,   welche  das  Centrum  beschreibt,  in  eine  Ebene.     Man    ^ 
die  relative  und  die  absolute  Bewegung  des  Punktes  bestimmen. 

Die  Gerade,  welche  das  (-entrum  durchlätift,  sei  die  .r-Axe  eines  rechtwa  ^*    , 
ligen  Systems  der  xy\    a,   ß   die    Compoucnten    der  Anfangsgeschwindigkeit     •- 
Centrums,  //,  h  die  der  Anfangsgeschwindigkeit  des  Punktes,  m,  n  die  Coordini 
seiner  Anfangslage,  fi  die  Stärke  der  Beschleunigung  in  der  Einheit  der  Ent: 
nung  vom  Centrum. 

Nr.  2.     Ein  schwerer  Punkt  fällt  auf  einer  schiefen  Ebene.     Diese  Eb^** 
besitzt  eine  gleichförmige  Translationsbewcpung  von   geradliniger  BcschafFenh^*^ 
so  zwar,  dass  die  Linie  des   steilsten  Abfalles   immer   in    derselben  Vertikalebe^^ 
bleibt.    Man  soll  die  absolute  Bewegung  des  Punktes  bestimmen.  —  Dieselbe  Ati^ 
gäbe  für  den  Fall,   dass  die  Translation  der  Ebene  gleichförmig  beschleunigt  is^ 


/' 


.  t'ap.         ttuUtive  HeBelileuniguii^  /.wficr  unvuriiiiflorlichür  Syatunie.  .[f)? 

Nr.  3.  Kin  Punkt,  der  Schwere  unterworfen,  bewegt  sich  auf  einer  {geneigten 
raden  (befindet  »ich  z.  I).  in  einer  engen  Rühre);  die  Oeriidc  beschreibt  um 
*  Vertikale  eine  Kegellläcbu  mit  kreisfürmigeni  Schnitt  senkrecht  zur  Vertikalen 
t  cunatnnter  WinkelgcHchwindigkeit,  welches  ist  die  Projcction  der  nbsuluten 
we^rnng  des  Punktes  auf  die  Ilurizontalebene? 

Nr.   1.     Kin   schwerer  Punkt  wird   längs   einer  Kbcnc  geworfen,   wciclio  sicli 

I  i'int*   liorizuDtale  Axe  mit   gleichförmiger  Geschwindigkeit   umdreht.     Welches 
.  die  Itewcgnng  des  Punktes,  wo  und  wann  verliisst  er  tlie  KheneV 

\r.  5.     Kin  schwerer  Punkt  bewegt  sicli  in  einer  Vcrtikaluhene,  welehu  sich 

II  t*ine   vertikale   Axe    gleichfiirmig    umdreht.      Welches    ist   die    Mewegung    des 
JDkt 


es  .' 


* 


Nr.  6.  Kine  hurizuntale  Platte  hinkt  mit  der  lieschleiinigung  a  vertikal  ab- 
ürts,  ein  schwerer  Punkt  liegt  auf  ihr;  weiches  ist  die  relative  Drurkbeschlou- 
ining  des  Punktes  gegen  die  Platte? 

N'r.  7.  Kine  Hohlschaale  (UotationsfUiche)  dreht  sich  mit  eonstanter  Winkel- 
«chwindigkeit  um  ihre  vertikal  stehende  Kotationsaxe;  in  ihr  liegt  ein  schwerer 
tikt;  in  welchen  Lagen  kann  der  Punkt  sich  in  relativer  Uuhe  gegen  die  fcichaale' 

iri'len? 

Nr.  8.  Kin  s|diärischcfl  I*endel  beschreibt  einen  Kreis;  man  soll  seine  Ke- 
riaiig  bestimmen,  indem  man  dasselbe  als  in  relativer  Kühe  befindlich  ansieht 
'^«•zug  auf  ein  gli>iehfi'»rinig  um  die  Vertikale  nitiri'ndes  System. 

§.  n.  Wir  wolloii  in  dicHCin  Capitol  in  Kürze  noch  die  Ilaupt- 
rMclitungPh  über  die  relative  ]k*Bchleunigung  einetf  unveränderlichen 
*t<>ms  in  einem  anderen  durchführen. 

Es»  seien  X\  ^'  zwei  unveränderliche  Systeme,  welche  sich  inein- 
lor  bewegen.  Die  Klementarhewegnng  eineB  jeden  ist  eine  Schrauben- 
•'€*gung  von  bestimmter  Translation  und  Rotation  um  eine  bestimmte 
i^.  nie  Klementarbewegung  von  Jf'  zur  Zeit  /  läHSt  sich  nun  in  zwei 
ii|iHni*nten  nufliisen,  nämlich  in  die  relative  Klementiirbewegung  von 
««>i  System  ^  und  die  Klementarbewegung  des  mit  ^'  zusammen- 
fanden, dem  SyMem  ^  angehörigen  Systems  ö",  welche  letztere  He- 
?'ing  unmittelbar  durch  die  1^'wegnng  vnn  lÜ  gegeben  ist.  Jede  dieser 
^'«*guugen  zerfällt  in  eine  Rotation  und  Translation.  Nun  seien  i2',  V; 
•  7"  die  Winkelgeschwindigkeiten  und  Translation.sgeschwindigkeiten 
absoluten  Bewegungen  von  ^y  2l"  zur  Zeit  /,  ebenso  il,'\  Tr  «He 
'*I*rechenden  Grössen  der  relativen  Bewegung  von  ^'  in  -1*  zu  der- 
•'On  Zeit  untl  njügen  dieselben  auf  den  betreffenden  Scliraubenax<*n 
T^ängi*n  aufgetragen  wenlen.  Die  analoge  Betieutung  für  die  Zeit 
^  '//  miigen  5i,\  7',';  ii,',  T,";  5i,r  ,  7*, /'  haben.  Dann  wird  jede 
*«*r  drei  Bewegungen  zur  Zeit  t  eine  bestimmte  Beschleunigung  be- 
<^<^u,  welche  ihrerseits  durch  Translations-  und  Winkelbescbleunigung 
^Tijefciellt  werden  kann  lunl  es  fragt  sich,  in  welchem  Zusammenhange 
ii'M»  verschiedenen  J^eschlennigungen  untereinander  .stehen.  Dabfi  kön- 
kci^  wir  die  Trauslationsbeschleunigungscom|ionenten  hier  übergehen, 
ileun  die  Translationsbeschlcunigung  wird  als  die  Beschleunigung  irgend 
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eines  Punktes  uaeb  den  Capp.  VI,  VIT,  VIII  zu  bestimmen  sein  und 
braueben  wir  blos  von  der  Abbängigkeit  der  Winkelbescbleunigungen  in 
reden.  Nun  sei  O  (Fig.  152.)  irgend  ein  Punkt  der  absoluten  Momentan- 
axc  von  H  und  auf  ibr  tt^'  =  Sl'  nacb  Grösse  und  Sinn  aufgetragen. 
Durcb  (/  legen  wir  OSl,y  ^  Sl/'  parallel  der  relativen  Momentanaxe 
von   2f\   dann    liefert   das   Parallelogramm    beider   Linien    durch    seine 

Diagonale  OSV'  die  Grösse,  Axenricbtung  und  den 
Sinn     der     absoluten     Winkelgeschwindigkeit    Sl 
von   Z".     Ziehen   wir  ferner  durch   0  eine  Linie 
Oii,' =  Sl^    und   eine   andere    0Ä,/'=  Sl^/'j  so 
liefert  ein  weiteres  Parallelogramm   durch  die  Dia- 
gonale   OSl^'  die    absolute    Winkelgeschwindigkeit 
von    2"  zur   Zeit   /  -j-  ^^'      ^i®    unendlich  kleine 
Linie  Sl^^Sl^'  ist  die  Elementar winkelbeschleunigang 

'   '  der  absoluten  Bewegung  von  2/  ,  also  — — s-  dessen 

Wiukelbescbleunigung  selbst.    Eine  parallele  Ueber- 
tragung   genügt,   um   zu   zeigen,   dass    SV'Sl^'   die  Resultante   von  ie* 
beiden  Elemcntarbescblcunigungen  Ar  ßi/'  und  Ä'Ä,'  ist.     Von  dieß^* 
beiden  ist   die   letztere   die  Elementarwinkelbeschleunigung  von  JS^  od^ 
also  auch  von  ff",    die   erstcre   aber  bäntirt   mit   der  relativen  Elemeo*^**' 
winkelbeschleunigung   von   £"   in    Z'   folgendermaHScn    zusammen.       ^^* 
würde  die  relative  Elementarbcschleunigung  selbst  sein,  wenn  die  reif»-**' 
Momentanaxe    nicht    durch   die   Rotation   um   die  absolute  MomentaO^'^ 
OSl'  von  £'  eine  unendlich  kleine  Drehung  erlitte,  in  Folge  deren  Sl/'^  »  ' 
die  Resultante  der  relativen  Elementarbeschleunigung  von  £"  im  SjB^^ 
E'   und   einer  weiteren    unendlich   kleinen   Elementarbeschleunignn^ 
wird,  welche  durch  die  Rotation  um  051'  bervorgerufen  wird.     Vera»^^—; 
dieser  beschreibt  nämlich  der  Endpunkt  der  relativen  Winkelbeschle*^ 
gung  um  die  Momentanaxe  OSl'  einen  kleinen  Kreisbogen,  dessen  Ka^* 
die  Projection   U,'  von  ß/'  auf  eine  zu  dieser  Momentanaxe  senkre^^'^ 
Ebene   ist.     Seine  Länge   ist   daher    U/'Slrdt  und    tritt   als  Compon^^* 
der  Elementarbeschleunigung  ß/'..Q , /' auf.    Dividirt  man  die  erhalte ^^* 


unendlich  kleinen  Componenten  mit  dem  Zcitelemente,  wodurch  man      ^^ 
entsprechenden  endlicben  Bescblounigungscomponcnten  erhält,  so       -*''* 


sich  der  Satz: 

Die  Winkelbeschleunigung  Sl"  der  absoluten  Bewegts-  *^° 
eines    Systems    2'"    ist    die    Resultante    aus    drei    Winkel  l^  ^," 
s  c  h  1  e  u  n  i  g  u  n  g  e  n :   1 .  der  relativen  AV  i  n  k  e  1  b  e  s  c  h  l  e  u  n  i  g  u  n  g  S^^ 
des  Systems  2?"  in    einem   anderen  System  2?',    2.  der  absal^  *     j 
ten   Winkelbeschleunigung   ß'   dieses   Systems   £   oder,  w*^     J 
dasselbe   ist,    der  Winkelbeschleunigung  des   mit  £"  znsaiB  '      1 
menfallenden  Beslandtheils  a"  derselben  und  3.  einer  Winkel-       ■ 


y 
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Bchlctinignng,  welche  crlialtCMi  wird,  indem  man  die  Pro- 
c  t  i  0  n  Ur'  der  relativen  W  i  n  k  e  l  g  e  s  c  li  w  i  n  d  i  ^  k  e  i  t  de«  Systems 
'  auf  eine  z  n  r  M  o  ni e n  t  a  n  a x  c  von  2:^'  k  e  n  k  r  o  c  h  t  e  n  K  b  c  n  e  m  i  t 
' r  W i n k e  1  g e s c h w i  n d  i «; k e i  t  Sl'  dieses  Systems  m u It  i p  1  i c i  r t . 
ie  Axe  dieser  AVinkelheschleunigun^  ist  senkrcrlit  zur 
ii  e  n  e ,  w  el c li e  d  u r c li  d  i c  M  o  m  e  n  t  a n  a  x e  u  u  d  d  i e  A x  e  d  e r  r  e  1  a - 
vcn  Winkelbesclileunigung  gelegt  werden  kann  und  ihr 
DU  harmonirt  mit  dem  Drehungssinne  der  letzteren. 

Aus  der  Xatur   des  l*aralleh>granims  mi,''il"ii    erkennt   man,   das» 
r  Kndpunkt  ii'  der  ahstduten   Winkelheschlenuigung  ii"  einen  Kreis- 
igen Von  derselben  Geisse  wie  il,'  beschreibt,  sodass  die  Projectionen 
Vf»n  Sl"  und   T,"  von  ii,"  gleich   sind  und    im  Ausdnick  des  Satzes 
io  auch  für  einander  geltraueht  werden  konn(*n. 

Die  ilritte  Componente  entspricht  der  zusammenge>etzten  Centri- 
talbeschleunigung  eines  Punktes:  nur  hat  jene  tlen  Factor  2,  weil  sie 
i  einer  dn]iprlten  Quelle  entsprang,  der  Kottitiun  um  die  .Momentan- 
5  und  dem  Fortschreiten  des  Punktes  im  System,  von  welchem  die 
£tt're  hier  nicht  mitwirkt,  weil  für  die  Winkelgeschwindigkeiten  nur 
Lotionen  von  Finthiss  sind.  Die  dritte  (\im))onent(^  verschwindet,  so- 
ll  A'  hlos  Tranhlationi»geschwindi^keit  besitzt  oder  il,''  der  Momcntan- 

*iil  parallel  ist,  oder  ^"  >ich  blos  in  relativer  Translation  oder  in 
'Stirer  Huhe  Ix'tindet. 

Fii;;t  man  i"  die  entgegengesetzte  Hewegung  von  2."  noch  zu  seiner 
«»luten  Ih'wegnng  hinzu,  so  erhält  man  aus  vorstchen<Iem  Satz(^  sofort 
*^«  r>ntsprecli«>nden   für  die  relative  liewegung  von  — "  in  — ',   nandich: 

I) i e  W i  n k <'  1  h e s v h  1  r u n  i g u  n  g  »l  t» r  r e  1  a  t  i  v e  n  He  w *' g u n  g  eines 
»*lrms  2f '  in  i'inem  andtwen  Svsteme  2."  besteht  1.  ans  der 
*««iliiten  W  ink<'lbescli  leunigung  von  -1",  'J.  aus  der  in  cnt- 
^  i'Ug  (»hetzt  cm  Sinne  genommenen  NVinkelliesch  leunigu  ng 
^  Systems  -1''  und  '^.  aus  ein  er  \\  i  nkelbeseh  li'U  n  igung  gli'ich 
'Eiprodukte  aus  di'r  Projtu'tion  der  ri'lativen  oder  absolu- 
^  Winkelgertch  wind  igkeit  vi»n  A'  auf  eino  zur  Momentan - 
^    Von   2''  s*'nk  rechte   Kbcne.  in   d  i  e  Wi  n  k  (»ige  seh  wind  igk»*it 

die>e  M  om<*ntana\e:    lii*  Axe  dersi-Ibi*n   ist   senkrecht   zur 
•*  m*  d  er  M  o  men  t  a  n  a  \  t>   und   <l«'r  Axe   der  r»'lativrn  NVinkrl 
*  ^lileun  igu  ng     und     narli    tlerji-uigen     Seite     dieser     Kbetie 
''i  cht  et,    nach   welcher    dit;    lintation    um   die   M  o  nie  n  tan  axe 
^  Ht  hin  zeigt. 

Wir«l    die    relative    Winkelgeschwindigki'it    il.     in    m«'hn're    Compn- 
*'tvii  zeilegt,    oder  g«'srhieht   di<'s   mit    iIit   Winkelgesehwiniligkeit    des 
**lf'inb   2.'.    oder    auch    mit    beiih*n   C.ir'ihsen    zugleich,    so    ist    tue   dritti- 
**tnponeute  <ler  Winkelbeschb'uiiigmig  stets  äi|ni\:deiit   den   dritten  (\im 
^^entcn,  welche  aus  den  einzelnen  WinkeUieachleunigiingen  und  Winkel 
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gcschwindigkcitcn  entspringen,  znsammengenommon.  Denn  wird  xanScIist 
Sir*  in  zwei  Componenteu  o/^^  ^r^^  vermöge  des  Parallelogramms  der 
Winkelgeschwindigkeiten  zerlegt  und  projicirt  man  dies  Parallelogramm 
auf  eine  zur  Momentcanaxe  von  Z'  senkrechte  Ebene,  so  bilden  die  Pro- 
jüctioncn  ?/^*'^  Wr^"^  von  ür^^^  cj,.^*-^  wieder  ein  Parallelogramm,  dessen 
Diagonale  Ur'  die  Projection  von  Sl»''  ist.  Errichtet  man  in  dieser  Ebene 
auf  die  Seiten  und  Diagonalen  dieses  Parallelogramms  Perpendikel,  so 
geben  sie  die  Richtungen  der  drei  fraglichen  dritten  Componenten  der 
relativen  Winkelbcschleunigung  au  und  da  diese  i/r^^^-Ä',  uj^^^  'Sl\  ür"'Sl\ 
also  Mr'*^  Mr^^  Ur"  proportioual  sind,  so  bilden  sie  wieder  ein  Paralle- 
logrninin,  dessen  Diagonale  ür'Sl'  ist.  Daher  ist  Ur'Sl'  die  Resultante 
von  M;.t*^5i'  und  Ur^^^Sl\  In  bekannter  Weise  dehnt  man  diese  Betrach* 
tung  auf  mehr  als  zwei  Componenten  aus. 

Wird  ferner  SV  in  zwei  Componenten  o)t*),  co'*^  mit  Hülfe  eines 
Parnllelogramms  aufgelöst,  so  lege  man  durch  Sl\  <a^^\  o^')  und  Sir"  drei 
Ebenen.  Dieselben  projiciren  jenes  Parallelogramm  auf  die  zu  Sl/'  senk- 
rechte p]bene  wiederum  als  ein  Parallelogramm,  dessen  Diagonale  und 
Seiten  ü\  i/^^^  i/<^^  resp.  die  Projectionen  von  Sl\  a^^\  co<-'  sind.  Fällen 
wir  nun  vom  Endpunkte  von  Sl/'  die  Perpendikel  Ur'*,  ü^'\  ü^'  auf 
Sl\  w^i),  0)12),  so  sind  U;*Si\  i^,"(o<>»,  U^^'to^'^)  die  drei  dritten  Bescblen- 
nigungscomponenten,  welche  Si\  g3S^\  (oS^^  entsprechen.  Denkt  man  sich 
nun  in  jenen  drei  projicirenden  Ebenen  über  Sir'  und  Sl\  Sir*  und  w**^, 
Sir'  wnd  G)^^)  Parallelogramme,  so  werden  deren  Inhalte  sowohl  durch 
V;'Sl\  Ui'to^^\  (/j'wC^)  als  auch  durch  Sl'U\  Sl'n^^\  ä'mW  ausgedrückt. 
liOtztere  drei  Grössen  sind  daher  gleich  jenen  drei  dritten  Beschleuni- 
gungscomponenten.  Sie  sind  aber  senkrecht  zu  den  Ebenen  der  drei 
Parallelogramme  an  0  anzutragen  und  da  diese  drei  Ebenen  sich  in  Sl/* 
schneiden,  so  fallen  sie  alle  in  die  zu  Sir'  senkrechte  Ebene  und  sind 
also  senkrecht  zu  U\  u^^\  u^^K  Da  sie  nun  untereinander  dieselben 
Winkel  bilden,  wie  diese  Linien,  und  ihnen  proportional  sind,  so  bilden 
sie  ein  Parallelogramm,  in  welchem 

Sl'ü'=^  Res.  {Sl'u^'\  ß'M(«)),  d.  h.  Ur"Sl*=  Res.  {ü^'{o^^\    ü^'^io^^ 

Die  beiden  vorgetragenen  Fälle  unseres  Satzes  gestatten  offenbar 
eine  unmittelbare  Combination  zu  dem  allgemeinen  Falle,  dass  sowohl 
Sl'  als  Sir'  zerlegt  werde. 

§.  15.  Wir  wollen  jetzt  den  analytischen  Ausdruck  für  die  Pro- 
jectionen  der  absoluten  Winkelbeschleunigung  von  2*'  auf  drei  recht* 
winklige,  mit  dem  System  £'  verbundene  Coordinatenaxe  der  a:\  y\  z 
suchen  und  projiciren  zu  dem  Endo  den  Linienzug  der  Winkelbcschlen- 
nigung  des  Systems  2^',  der  relativen  Winkelbeschleunigung  und  den 
der  dritten  Beschleunigungscomponento  auf  diese  Axen,  wodurch  wir 
die  gesuchten  Projectionen  erhalten.     Nun  sind 


j 
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«/Ä,"  rfÄy."  rfß," 

"dT  '       dt'        är 
die  Projcctionen  der  absoluten  Winkelbcschlounigung  von  £'\ 

dStrx'  d^rif  dSlr:' 

~dt  '  ~  dt  '  ~dt 
die  der  rclativon  Winkclbeschlcunigang  von  Z"  in  £\  es  seien  ferner 
o^'t  ^}/'y  ^z'  die  Projcctionen  der  Winkelbcschleunigung  von  £'  parallel 
den  Coordinatenaxen ;  endlich  ergeben  sich  die  Projectionen  der  dritten 
Beschleunigangscomponentc  Ur'Sl'  leicht  mit  Hülfe  dos  vorigen  Satzes, 
indem  man  sowohl  Sl'  in  Sly^  52j^',  Slg',  als  auch  U/  in  drei  Componen- 
ten  auflöst.  Indem  man  die  jeder  Axe  entsprechenden  Bestandtheile 
Bammelt,  erhftlt  man  für  letztere  Projcctionen  bezüglich  der  Axen  der 
X,  y,  z  : 

Aus  allen  einzelnen  Hestandtheilcn  erhält  man  demnach  jetzt: 

dS<t_r'  dS<trr' 

~dt         ^     "dt   "+**''    +    (^r/ß*'—    ßrz"ß/) 

''rfV    =  '^'' '  +  «y   +  (^^-"Ä,'  -  Är,"Ä.-0 

-^/*     =         ^^"        +    fif...    4-    (Ä^,"Ä/—    Ä,y"Ä,')- 

Sind   A,-',   52y'',    Sl.'\   tfj.',   tfy-,   a.'   nicht   unmittelbar   bekannt,    dagegen 

»  »  »  düt^r  dSciu  dScir 

Äx,    Ä,,    Ä, ,    a,  =     ^^-    ,    ay  =  -^^^  ,    a.  =  -~^  ■    in    Bezug    auf 

ein    festes  Coordinatensystem,    so  erhält   man    crstore  Grössen   aus  letz- 
teren   durch    Projection    und    zwar    am   einfachsten    mit    Hülfe   der   drei 
Ealcr*schen  Winkel,  welche  die  Lage  dos  (/oordinatensystems  der  x\  y\  z 
gegen  das  feste  System  der  .r,  y^  z  bestimmen. 


X.  Capitel. 

BeachleunifiTung  b weiter  und  höherer  Ordnung. 

§.  1.  Die  Klemontarboschlounigung  eines  I'unktos  ist  das  geome- 
triscbe  Differential  und  die  Beschleunigung  selbst  die  geometrische  Deri- 
Tirte  der  Geschwindigkeit  (S.  184).  In  derselben  Weise  hcisst  die 
geometrische  Derivirte  der  Beschleunigung  die  Beschleunigung  zweiter 
Ordnung,  die  geometrische  Derivirte  dieser  die  Bohchlounigung  dritter 
Ordnung  u.  s.  f.,  das  geometrische  Differential  der  Beschleunigung 
die  Elementarheschleunigung  zweiter  Ordnung,  das  geometrische  Diffe- 
reutial    der   Beschleunigung   zweiter  Ordnung    die   KlenicntarbcschliMini. 
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gung  dritter  Ordnung  u.  s.  f.  Trägt  man  die  Geschwindigkeit  als  Läng( 
auf  der  Tangente  auf,  so  erscheint  die  Beschleunigung  als  die  Geschwin 
digkeit  des  Endpunktes  derselben  und  wird  diese  selbst  an  jenem  End 
punkte  nach  Grösse,  Eichtung  und  Sinn  angetragen,  so  ist  die  Besohlen  x. 
nigung  zweiter  Ordnung  die  Geschwindigkeit  ihres  Endpunktes  n.  s.  fk 
Zieht  man  von  irgend  einem  Punkte  des  Kaumes  nach  dem  bewegliche 
Punkte  den  Kadiusvector,  so  ersclieint  die  Geschwindigkeit  als  die  geo«:>  « 
metrische  Derivirte  dieses.  Fängt  man  mit  diesem  an  und  constminK-  f 
die  Geschwindigkeit  und  die  Beschleunigungen  aller  Ordnungen,  «-g^» 
erhält  man  ein  Polygon,  dessen  Natur  die  Bewegung  des  Punktes  volf  J  « 
kommen  charakterisirt.  Dasselbe  ist  mit  der  Bewegung  des  Punkte»  ^( 
veränderlich.  Der  Ausdruck  „Geschwindigkeit  erster,  zweiter,  dritte  -e 
Ordnung"  u.  s.  w.  oder  selbst  der  Ausdruck  „ Radius vector  erster,  xw 
ter,  dritter  Ordnung"  u.  s.  w.  würde  ausreichen  und  das  Wort  „B 
schleunigung "  könnte  entbehrt  werden.    Der  Grund  seiner  Existeni  ii 


dass   man   die  Bedeutung   der   ganzen  Kette  von  Beschleunigungen  ui  — -id 
insbesondere  den  Umstand,  dass  jedes  folgende  Glied  derselben  f&r  d .      u 
vorhergehende  dieselbe  Bedeutung  hat,  wie  dieses   für  das  zweitvorü^^»- 
gehende,  erst  in  neuerer  Zeit  erkannt  hat.    Indem  man  von  irgend  einc^  m 
Punkte   mit   den   Beschleunigungen  /i'*^'   Ordnung,  welche   den  verschie- 
denen   Zeiten    entspricht,    Strecken    parallel,    von   gleicher  Länge  u"*»« 
gleichem  Sinne  zieht,   erhält   man    durch   deren  Endpunkte   eine  Cur^Ci 
den   Ilodographcn    (//  -f-  1)  ster  Ordnung,    ähnlich   wie  wir   S.  186  i^" 
Hodographen  erster  Ordnung  erhielten. 

Die  Kette   der  Beschleunigungen  steht   in  innigem  ZusammenhsS'^ 
mit   der  Evolutenkette   der  Bahn    des   beweglichen   Punktes   und  las»®* 
sich  eigenthümliche  Eigenschaften  der  Periodicität,   des  Abbrechens  ®    .* 
von  der  einen  auf  die  andere  überführen.    Andererseits  hängen  beide  ***^ 
der  Theorie   der   Berührung    höherer   Ordnung    der   Curven    zusami^^^ 
Es   ist   daher   die  Theorie   der   Beschleunigungen   höherer  Ordnung     ^ 
Gebiet,  auf  welchem  Geometrie  und  Mechanik  aufs  Innigste  verschmel^^ 
Es  kann  natürlich  nicht  im  Plane  dieses  Buches  liegen,  diesen  für    ^^ 
Fortschritt  beider  Disciplinen  gewiss  sehr  fruchtbaren  Speculationen  ^* 
weiteren  Kaum  zu  geben. 

Aus  dem  Inhalte  der  S8.  208—30-1  ist  ersichtlich,  dass  die  MetU^* 
des  Imaginären  sich  auf  dem  hier  zu  besprechenden  Gebiete  als  äuss^*"^ 
fruchtbar  erweisen  muss.    Da  eine  Strecke  in  der  Ebene  durch  die  Fo^^ 
X  -{-  yi  dargestellt  wird,  so  folgt,  dass  wenn  der  reelle  Bestandtheil  ti^ 
der  Coefficient  dos  imaginären  Bestandtheils   der  Beschleunigung  irgö** 
einer  Ordnung  für  jeden  Werth  von  t  Null  sind,  also  die  BeschlennigV''^ 
dieser  Ordnung  selbst  verschwindet,  die  CJoordinaten  des  beweglichen  PaiA' 
tes  algebraische  Functionen  der  Zeit  sein  müssen  und  umgekehrt,  wenn 
dies  der  Fall  ist,  so  muss  die  Kette  der  Beschleunigungen  abbrechen. 


/^ 
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§.  2.  Wir  wenden  uns  jetzt  zunächst  zur  Bestimmung  der  Bericlileu- 
«ing  zweiter  Ordnung  eines  Punktosr.  Ek  seien  (Fig.  l.'i.'J.)  iV,  M\ 
^  iV"'  anfeinnnderfblgendo  Punkte  der  Balin  de.s  l»owoj;lichen  l^inktes, 
sprechend  den  Zeiten  /,  t  +  rf/,  etc.,  M7\  M'T\  MT'  die  Tanjrenten 
^7,  .V*,  .V',  als»  MM  M'\  M M"M'  die  SclimiegungsolKMien  in  M  und  M'. 
*•     Deschlennignn«»'    erster    (Ordnung  y^^  ^.^^ 

=  ,V<f>   zur  Zeit  t  fällt   in  die  er-  r      r''  r' 

"c  dieser  Schmiegungsebenen ,    die 
rddeunignng  tp  -^  dtp  =  MO'  zur 


t    r -|-  c//  in  die  letztere;  jene  1dl-  ./"V      ''*^  o  .^   \ 

mit  der  Tangente  .V7' des  Pmik-   '''        -ii'  ^-V"  '*^"''*'      \«'--f ' 

-W  einen  Winkel  «,  diese  mit  d<*r        M/--     \   '  1"  /'I        ] 

leente   des  Punktes  Af  den  Win-     -V-*^*^         ' -  _ 

«f  -j-  r/cf.     Ziehen  wir  nun  durch 

oine  Linie  M'0  parallel,  gleich   und  gleichen  Sinnes  mit  9,  so  stellt 
unendlich  klein«^  Strecke  (/'</>'  die  Klenit^ntarheschleunigung    zweiter 

liiung    nach    Grösse,    Kichtuug   und    Sinn    dar   und    ist   der    (Quotient 

^"      .  .  . 

dio    Beschleunigung   g'-'  zweiter    Ordnung   seihst,    die    wir   in    der 

litnug  '/'(P'  an  0  «»der  auch  an  M  antragen  können.  Wir  zerlegen 
>  zmi.'ichst  tf.'-*  in  zwei  Cniii])onenten,  eine  längs  7),  die  andere  senk- 
^>t   zu   tp;    dieselben   sind,    wenn    tlk    den    unendlich   kleinen    Winkel 

''P  bezeichnet,      .     und    w    .  ,    nämlich      .*    und    *.     .     Die   erstere 

ilt  *   dt  dl  dt 

*or   Coniponenten    zerlegen    wir  weiter   in    zwei    ander«',    parallel   d<T 

dq^ 

dt 


dtp 
*gente  und    der  1Iau])tnoTmalen  des  Punktes   J/,  nämlich  in  ro.v  u 


dtp  ,  .  .       t,  dk  .      . 

sin  n.      Die    zweite  (Jnmnunentc    tp     ,     aiier    spalten  wir    in   zwoi 
dl  '  dt  ' 

^re,    von  denen    die    eine    in    die  Si-hmiegungsehene    des   I'unktes  M 

^  •  nährend  die  andere  zu  diesiT  l'il)eiie  senkrecht  ist.  Beschreiben 
nämlich  uin  M'  mit  .1/0  =-  7  als  Radius  eine  Ku;;el,  .so  bestimmen 
Kbeno  0'M'0^   in   welcher  7    und   ty  -f-  drf   lii»geii ,   die  Schmiegungs- 

Hf»  TM'I*  des  Punktes  M  iiml  «lie  Schmi<*gnn;xsebene  TM'O'  von  .)/ 
sphärisches  Dreieck  0(jT\  «le.ssen  Seiten  '/'O-  -  7  //;.,  (I>  T  ^-~  q  •  i  et      dt), 

«i*  dt-n  Cnntingenzwinkel   7' .1/7*  bedeutet   uml  tjT'=  .  7  («  -|-  dv)  sind. 

llen  wir    in    demselben    die   llnhe   o'//,    sn  zerfällt  7  dl  in   die  beiden 

**Jpononteii   tpi!  uml   o  //  und    also  7     ,     in      ,       uml      .     ,    oili'r  weil 

///  dt  dt 

T' =  fjT\  also  '/>//  =  7  •  («  -  dt  -  «  -  r/u^  :  -  7  idit  -[-  '/f^ 
»*i  07/  =  tp  sin  it '  da  ist,  wenn  du  den  unendlich  kleinen  Winkel  der 
^iden  Schmiegungsebenen  in   .1/  und   M    bedeutet,  in  die  (.'ompnuenten 

i  da     .     di\         _  dö  ■        1        ^  1      •  1 

■  a  I         -4-        I    und    ti    sin  «  ■        ,     erstere    in    lier    >cliniie«'un;;sel)eiie 
\dt     '     dij  'dt 
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von  itf,   letztere  senkrecht  zu  ihr.     Die  erstere   dieser  beiden   C 
nenten  ist  senkrecht  zu  q>  und  bildet,  da  q>  gegen  MT  unter  den 
kel  a  geneigt  ist,    mit   der  Tangente   und  der  Hauptnormalen  in 
Winkel  ^n  —  et  und   n  —  a    und   zerfällt   daher    in    die   tange 

Componente    —  q>  (—  +  ~r)  *'^'  <*    ^i^cl    die   Componente    läng 

(da  de\ 

Ilauptnormalen  ^>  yj-  4"     .    )  co5  a.    Demnach  hätten  wir  nach  j 

der  Reduction   an   Componenten    der   Beschleunigung    zweiter   Oi 
längs  der  Tangente 

dw  da    .  ds    .  diwcosa)  de   ,  dw, 

-;■-  cos  a  —  q>  --  sm  a  —  q>  -    sma  =  — ^  — r —  V  t"  *»«  «  =  -;  — 

dl  ^  dt  ^  dl  dl  ^  dt  dt 

und  längs  der  Hauptnormalen 

dw    ,        ,  da    ,  de       d(g>sina)    .  de       dq)„  , 

-i-stna  -{-  wcosa  --  -f-cp  cosa  --  =  — — +  w  cosa  — -  =  -i--U 

dt  '   ^  dl  ^^  dl  dt         '    ^  dt         dt  ^ 

sowie  endlich  zur  Schmiegangsebcne  senkrecht,  also  parallel  der 

malen  oder  der  Krümmungsaxo*)  g>  sin  a --  =  ©«—-.     Wir  woll 

dt  dt 

drei  Componenten  von  g>^^^  parallel  der  Tangente,   Hauptnormale 
Binormalen  mit  g>/^^\  9>n^^K  W^^  bezeichnen,  sodass  wir  also  setze 
/o)         d(pi  de  2  dqfn    ,  de 

worin  g>,,  q>n  die  Bedeutung  der  Tangential  -  und  Normalbeschlen 
erster  Ordnung  haben,  wie  früher.    Nun  sind  der  Krümmungsbalbm 

und  der  Schmiegungshalbmesser  r  einer  Curve  ^  =  — - ,    r  =  — , 

,  de  de 

erhält  man  mit  Kücksicht  auf  —==  v: 

dl 

ds  V        da  V 

'dl    ~  ~q'      ~di  ~    r 

und  kann  die  vorstehenden  Formeln  auch  folgendermassen  schre 
,ov         dcpt  V  (Pv  v^ 

^p)  =  --  _  ^„  _  =  ^^  -  -, 

^'''  dt    "^  ^'  Q  dt'   "*"   Q   dt  ~    v'      dt      ~     if  dl  ~ 

•i 

r  gr 

Der  Inhalt  dieser  Formeln,  welche  zuerst  von  R^sal  (TV 
cinematique  pure,  Chap.  VI,  p,  171)  in  etwas  anderer  Weise  als  h 
geleitet  wurden,  kann  in  folgenden  Satz  gefasst  werden: 

•)  Vgl.  moine  „Allgemeine  Theorie  der  Curveii  doppelter  Krümmung",  8 
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Die  Beschlounignng  zweiter  Ordnung  eines  Punktes  zer- 
fällt in  drei  Componenten,  parallel  der  Tangente,  der  Ilaupt- 
normalen  und  der  Binormalen  der  Bahn  desselben.    Die  Tan- 
gen tialcomponente    ist   der  IJebcrschuss    der   zweiten   Dori- 
virten  der  Geschwindigkeit  über  dem  Quotienten  desCubus 
der    Geschwindigkeit    durch    das    Quadrat    des    Krümmungs- 
halbmessers;   die    Normalcoiiiponente    in    der    Schmiegungs- 
ebene    ist    der    Ueberor.huss    des    dreifachen    Produktes    aus 
dem  Quotienten  der  Geschwindigkeit  durch  den  Krümmungs- 
halbmesser in  die  Tangentialbeschleunigung  erster  Ordnung 
Aber  da»   Produkt   aus   dem   Quotienten  vom  .Cubus   der  Ge- 
schwindigkeit  durch   das   Quadrat   des   Krümmungshalbmes- 
sers in   das  Verhttltniss   des   Differentials   des  KrÜmmungs- 
Btlhmessers   zum   Bogenelemente    der   Bahn;    die   Binormal- 
componente  endlich  ist  gleich  dem  Cubus  d  er  Geschwindig- 
keit, dividirt   durch    das  Produkt   aus  dem  KrÜmmungshalb- 
BciBer  und  dem  Schmiegungshalbmess  er. 

Die  Forme]  für  <;p/''   ist  bei  Kesal  unrichtig;    er  findet  eine  Summe 
•ttlt  der  Differenz,    worauf  bereits  Sonioff  {Memoire  sur  les   accelera- 
twu  dt"  divers  urdres,    St.  Pelersbourg^   /56V,  in  den  Me'm.  de  Vacad,  des 
seienses  de  SL  Pelersboury^  VIl'^  Serie  ^  T.  VI  11^  No.  5)  aufmerksam  gemacht 
bat.     Die    beiden    ersten   Componenten    enthalten    den  Krümmungshalb- 
messer der  Bahn,    die   dritte  ausser  diesem    auch  den  Schmiegungshalb- 
meAser.     Für  ebene  Hahnen  ist  (fb^^^  =  ();    für  die    gleichfiirmige  Kreis- 
bewegung ist  g'„'-'  =  (K    Damit  ein  Punkt  eine  Curve  doppelter  Krüni- 
mang  beschreibe,    muss  die  Schniicgungsebeno   sich  continuirlich  ändern 
nnd    da   die  Beschleunigung   in  sie  hineinfjillt,    auch  diese.     Damit  dies 
eintrete,  musK  zu  der  Beschleunigung   jeden  Augenblick   die   binorninle, 
UDendlich  kleine  Beschlrunigungscomponente  tf^^-Uit  hinzutreten. 

§.  2.     Einige   Beispiele  sollen  das   Vorstehende  erläutern. 
1.    Hin  I* linkt  bcsitit  eine    nui'li  GrüHKi;    und    Riclitiin)^   conntniite 
llcfic-h  leiinigiinjr.      In   di<-Hcni  Falli.-  ist   cp'->  •■=■  0,    tp^'')   =^  9„^"'   =■  Va'**   =^  ^» 

Die   HediiiiruniF  9.'-'   -=  <>   liefert  diii  (ili-ii-lmni;   1    .==    .  oder,    ila   do  das 

*  ^"  ^    ^  ds  dt       Q  ^ 

Ho£reneleiuent  dvr  Kvoliiti*  isti  und  diene  Curve  mit  ilrr  Hnlin  (;leiidieii  Cuntinfj^enz- 

-    I     1   j    I.     -A  ^       I       *^9       d{f :  dt        9i    .  ,  ,        ,,  ..  ,    ,, 

«iDkel  di  besitzt,  aiho     .   =—    .       .    -=         idt,   Wfnn  o.  den  Kruniinunirflli.ilhineBter 

du        ds :  dh         {f 

drr  Kvolute  bczciehiiet: 

1   9i  ^   ffv      »■* 

^    Q  dt    '    Q 

I>rr   bewegliche  Punkt   beHehieilit   in  Kid^>'e    ilrr   e<itiMtaiitfii  Iti'schleunif^un);   eine 

l'arabel,  deren  Dianieter   die  Kichtun^    der  Hi>'ü<'lili'Uni;?uii;;  lirsiuen.     Bildet  nun 

tlv  !•' 

die««  mit  der  NormAlen  der  Pu rubel  den  Winkel  <J,  so  ist     -  —  q/  sin  d,        »=.  «u  coit  6 

tlt  o 

und  erhält  man  mithin 

tu«  =  j  j; . 
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d.  ]i.  boi  jeder  Parabel  schneidet  der  durch  den  Curvenpunkt  laufen 
DurchmesRcr  auf  einem   im  Krümuuiugsmittelpunkte  auf  der  Norm 
len  errichteten  Perpendikel  von   desseni  Fnsspunkte  ans   ein  Dritt 
des  Kriini  mung^shalbmessers  dc.r  Kvolutc  der  Parabel  ab. 

2.  Ein  Punkt  besitzt  eine  lieschlcunigung,  welche  fortwähren 
nach  einem  festen  Centruni  C  gerichtet  und  seinem  Abstände  vo! 
diesem  proportional  ist,  welches  ist  seine  Beschleunigung  qp(-)  de 
zweiten  Ordnung? 

Es  sei  (Fig.  154.)  C  das  feste  Centrum,  MC=r,  M'C  =  r  +  dr,  3/*  =  9=  fr, 

J/'4>'=  q)  -\-  fitp  =  s  {r  -\-  dr).     Zieht  man  durch  3/'  die  Linie 
Ji'0  parallel  und  gleich  9,  so  stellt  ^^'  die  Elementarbeachlea- 

nigung  zweiter  Ordnung  qt^^^di  dar  und  ist  folglich  tpi^)  =    -.-  • 

Das  Dreieck  M'^*P'  ist  aber  ähnlich  CM M\  weil  zwei  Seiten- 
paare einander  proportional  sind  und  der  von  ihnen  einge- 
schlossene Winkel  in  beiden  derselbe  ist.  Daher  ist  ^^'  pa- 
rallel der  Tangente  in  J/.  Der  bewegliche  Punkt  besitzt  daher 
nur  tangenticlle  Beschleunigung  zweiter  Ordnung  nnd  zwar 
liefern  dieselben  Dreiecke  tpi^idt :  er  =  dsi  r,  d.  h.  tpi^)  =s  n. 
Man  hat  also,  da  <pfi^)  für  alle  ebenen  Bewegungen  Null  ist: 


Fig.  IM. 


Ji  JU 


/ 


qp(JJ)  _t^  «p^lü)  ^=  fp. 


V' 


=  pt  +  "' 


dv  v'  da 

H         —    —     '^  =  0 
(//  9    ds 

Der  Punkt   beschreibt    eine   Ellipse   um  C  als  Mittelpunkt;  wenn    p,   den   Krüm- 
mungshalbmesser der  Evolute  bedeutet,  so  wird    ,-  -^   —  .     Ferner  ist  9/  =  — , 
^  '  ds  Q  ^'         dt  ' 

V* 

Wn  =  —  und  wenn  man  wieder  mit  ä  den  Winkel  bezeichnet,  den  die  Normale 
9 

mit  dem  Diameter  des  Punktes  M  bildet,  so  hat  man  ig  6=       :  —  und  mit  Hülfe 

dt      Q 


dieser  Relation  ergibt  die  letzte  Gleichung 


Qt 


welche   den  Krümmungshalbmesser  der   Evolute    der   Ellipse    liefert,    ähnlich   wie 
bei  Nr.  1. 

Man  kann  von  der  vorliegenden  Aufgabe  zur  vorhergehenden  zurückgehen, 
wenn  man  r  ins  Unendliche  wachsen  und  s  Null  werden  lUsst,  aber  so,  dass  fr 
constaut  bleibt.  Der  Mittelpunkt  dor  Ellipse  rückt  ins  Unendliche,  es  wird 
qp(2)  =  0   u.  s.  f. 

Kennt  man  überhaupt  für  irgend  eine  Bewegung  <p„(-),  so  kann  man  das 
Verhältniss  der  Krümmungshalbmesser  (1  und  q  für  die  Evolute  der  Bahn  und  die 
Bahn  selbst  finden.  Es  ist  nämlich,  wenn  6  wie  oben  dun  Winkel  bedeutet,  den 
die  Beschleunigung  qp  mit  der  Normalen  der  Bahn  bildet. 


mithin 


Q  ^Q      dt 

li.   Ein  Punkt  besitzt  eine  nach  einem  festen  Ccntrnm  /'(s.  Fig.  71.) 
gerichtete,   dem   Quadrate  des  Ahstandes  von  demselben   umgekehrt 
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«~k  ^»  ortionalo  BeMclileunif^uii^  omtf  r  Ordiiuiif^,  wclclien  iHt  npiiio  Ut^- 
r  t«  1  o  uni^uug  zweiter  Ordiiuii^? 

>iacli  Cap.  I,   §.  .'t.,   S.   18H    ist   die  nofl(.*hli'iiiii(|fUiig   fp  ==s.        •  2  <ia>  und   hI»u 

«\t'T     t  £  (.'Behwiiidif^keit  'J  aio  lies  l'uiikto.4  //  prifpurtimial  iiud  der  Kichtun^^  iincli  um 

\^     \-*»n  dieNvr  v«.T8cIiiedeii.     Daher  int  dio  gesucht«  lifsclilciini^un^  91-)  dt;r  zwei 

\eit     4lrdhiin^    di*H   riinktt'M    .1/    pruportioiial    der   Hcsclileiiiii^iiii^    des    l-'unktcH    //, 

fV^ivlifnlls  iini  \k  iim^oilri'lil.     l)i»r  Punkt  7/ ist  ein  Punkt  oines  Systems,  welches 

tt^    y  rotirt    unil    in  widch^ni  .)/  einn   relativ«*  Hewo^iing   länf^N   df»  UuiHusvoctom 

^  *>   )ie»itzt.    Jier  Punkt  //  lieHit/t  daher  ein«' Tauirentialhcsi'hleunit^nng  senkrecht 

xQ    M f'  und   eine  Xormalbostdileuni^ung   lilngs  MF.     11m   die    erstere   zu   bestim- 

D*^ik,  müssen  wir  die  Wiukelhe!iehlcuni)*'ung  «lefl  Systems  mit  2  a  multipliciren;  die 

Normalheschlcnnigun^  int  *J  o'a.     \'h\  aber  «lie  VVinkelbeKchleunigung  des  Systems 

zu  linden,    dividircn  wir  die  (Vimponente    den   mit  .)/  zusammenfallenden   Systeni- 

pnnktea,   welehe   senkrecht  zu  .\t  F  int,  durch  r.     Nun   besteht  die  gesammte  Re- 

•chleiiDi^runfr  diesem  Systcmpunktes  aus   iler  ahsiduten  Heschlcnnigung  von  M  und 

tinseo  n-lativer  Heschleunigiin^   im  entgegeufresetzten  Sinne  genommen  nebst  der 

so^ADmüngesetzton  (\'ntrifu;:alheschlcunigung.    Die  beiden  ersteron  sind  liings  MF 

gerichtet  und  liefern  also  keinen  Hcitrag  zu  der  hier  gesuchten  (trössc,  die  letztere 

aber  i:*!  2»  •  cr,  senkrecht  zu  .l/^'und  entgegengesetzt  gerichtet  mit  der  Gescliwia- 

iligkeit  tar.     Die    relative   Geschwindigkeit  vr   von    .)/   ergibt  »ich   mit  Hülfe  des 

Dreiecks  .W .»!'(/,  nämlieh  v,    -  '*'^'    -  ^\^  •  tg  {M' M U)  ^  "^-J^  tgß,  wenn  ß  den 

Winkel    beil«:ut«'t ,   deii   die  N«irmnie    in  .1/  mit   dem  Kadiusvector    .1//*  bildet.     Da 

DQU    MtJ  -s  rtaiit   ist,   >o   wird    r,    —   tor  ty  ß   und    folglich   die    zusammengesetzte 

Crnlrifngalbesehlcunigung  '^orrtgß,     Sie  liefert  «lalier  für  die  Winkelbeschlenni- 

e>in^  des  Systems  'J  ci>' /// fj  iinil  hiermit  die  TangintialbeschleUDigung  vun  //gleich 

A  v'ti  Ig ß'    Dil*  Itesehieunigun^:  <ff''''  /wtriter  Ordnung  des  Punktes  .1/  hat  demnach 

tic 
dl«-  c'iimponenten :  liings  «Ifs  Karliusveetor-«  /'.)/  gleieh  4  ^  tg  ß  •  ul'  und  senkrecht 

dazu    im  rntL'i-gon^'('s<;tzten  Sinne  von  ur,   gleich  ui^.     Indem  wir  die  Projcc- 

f ionsanmnii-   «lieser   ('tMnp«inenten    für  die   Tanircnte   und    Normale    von    .)/    bilden, 
erliihllcn  wir 

^/--  —  ■*  ,,  *»■«  d  ■  üi*     -  -  ,,  t'ux  ß-  fo',      ff  ■-'    -        ♦»   ...  «iw  ß  '  w*,      qtf,''  -^  ü  . 

4  Hin  Punkt  liesehri'iht  mit  euustanter  ( j  esrh  wind  i  gkeit  i\,  eine 
?^  c  h  r  a  u  h  e  n  1  i  n  i  ••  auf  «•  i  n  e  r  beliebigen  ( *  y  I  i  n  «1  e  r  f  1  ü  c  h  e ,  welches  sind 
•1  i  ^   C.'onipiinente  n  seiner  K  fsch  I  eu  n  igii  n  g  zwt-iter  Orilnung' 

Da  II  constant  ist.  nü  eihält  mau 


f 


i  ..  S      .U  11 J 


t:J     _  "   .        w    -•»    — 


f,,'   tiif  i'o' 


|»t  nun  tU^  das  J{ii;;eiielenii-iit  uinl  (j„  diT  Krümuiung><halbn>i'SHer  iles  zu  den  Kr- 
z«iiirTiiigslinien  senkrechti'U  ehem-n  (*vliniler.ochnittes  und  ß  der  Neigungswinkel 
d«r  Scbraiibenlinii-  gegen  liie   Krzeugung^linie ,  sti  winl 

^'"Min^ß'        '".inßrusß^'        "^     '    sm' ß  '  sin  ß 

dg  1  r/Vo  1  l»i 

ils  sin  ß      tls^t  sin  ß      (»o 

•#  Vgl    nikine  ..  AllK*-in»Miie  Thi-irn'  tU't  t'iir\fii  liiiiiiii'ltct   krniiiiitiiiii^ "  **    ■•*l. 

;U)* 


k  ■    « 
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wenn  91  den  Krümmnngshalbmesser  der  Evolute  jenes  Cylinderechnitts  bedeutet 
Hierdurch  gelangt  man  za  den  Formeln 

»/*' ri  •  «■"*  ^'    9'-'*' ^'  • »'  "■"*  ^'    i»*  -  T^'  •  ••■"'  ^  •*•  ^- 

9o  Qo  9q 

Die  Grösse  Vq  »in  ß  ist  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  sich  die  Projeetion  des 
beweglichen  Punktes  auf  den  Cylinderschnitt  bewegt.  Bezeichnen  wir  sie  mit  w^, 
so  gehen  die  Formeln  über  in 

Qo  Qo  Qo 

und  sind  —  -^  und  —  -^  die  Werthe  von  op/^),   9«(^)>  welche  der  ProjectSou- 

bewegnng  in  dem  Cylinderschnitt  entsprechen. 

Ist  der  Cy linder  ein  Kreiscylinder ,  so  ist  ^j  sa  0,  also  ip^(^)  ■■  0. 

§.  3.    Für   ebene   Carven   besteht  zwischen  der  Nonnalcomponei- 
ten   9n^^    der  Beschleunigung  zweiter   Ordnung  und   der   Schmiegnngi- 
parabel,   d.  h.  der  Parabel,    welche  die  Gurre  vierpunktig  berührt,  ein 
inniger  Zusammenhang.     Wie  sich  §.  2.,  No.  I.  ergab,  bildet  bei  jeder 
Parabel  der  Diametcr  mit  der  Normalen  seines  Endpunktes  einen  Win- 
kel dy  dessen  Tangente  gleich  dem  dritten  Theile  des  Verh&ltnisseB  Ton 
Krümmungshalbmesser  der  Parabelevolute  zum  Krümmungshalbmesser  Ac 
Parabel  ist.     Die  Schmiegungsparabel  hat  nun  mit  der  Curve  zwei  toi- 
einanderfolgende  Krümmungskreise,  mithin  auch  zwei  aufeinanderfolgen^^ 
Krümmungsmittelpunkte  und  hat  also   ihre   Evolute    zwei   Punkte  oA^ 
ein  Bogenelement  mit   der  Evolute  jener  gemein.     Da   eine  Carve  Q^ 
ihre  Evolute  gleichen  Contingenzwinkel  besitzen,  so  haben  die  Evols^ 
der  Schmiegungsparabel   und   der  Curve  auch  gleichen  Krümmungshal^' 
messer  g^.     Daher  bildet  der  Diameter  der  Schmiegungsparabel  mit  i^^ 
Normalen  der  Curve,  welcher  sie  sich  anschmiegt,  einen  Winkel  ',  A^ 

welchen  tgd  =  ^-^  ist.    Es  gibt,  nebenbei  bemerkt,,  eine  ganze  Schitf 

Kegelschnitte,  welche  von  derselben  Parabel  in  demselben  Punkte  vier 
punktig  berührt  werden,   weil  ein  Kegelschnitt  erst  durch   fünf  Punkte 
bestimmt  ist.     Nach  §.  2.,  No.  2.  besteht  die  Gleichung  für  i  auch  für 
Ellipsen   und  Hyperbeln,   wenn  d  von   dem  Durchmesser  mit   der  Nor- 
malen gebildet  wird.    Daher  ist  fUr  alle  Kegelschnitte  der  Schaar,  welche 
von   einer  Parabel  vierpunktig  berührt  werden,   der  Diameter   des  Be^ 
rührungspunktcs  gemeinschaftlich  und  liegen  also  die  Mittelpunkte  aller 
dieser  Kegelschnitte   in   gerader  Linie,   nämlich   auf  ihm.      Nun   haben 
wir,  wenn  ß  den  Winkel  bedeutet,  den  die  Beschleunigung  der  ebenen 
Bewegung  irgend   eines  Punktes   mit  der  Normalen  seiner  Bahn  bildet, 

9>i.=y,       9>i=  ^  =  9>ni9ß,       tg  d  =  ^  ^  , 

und  wenn  man  diese  Werthe  in  die  Formel  9>»<*)  =3 ^-  —  ^ 

einführt,   ergibt  sich  ^  9     9 
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(t)         3  V-*  /,    Ä         ,   A\         ^  9»-*     »in  0?  —  d) 

g,,W    =    —-^~.    {tgß   —    igd)    =     -    -  -_-    . /. 

I/q  yg       COS  p  •  COS  6 

Die  Richtung  der  BeschleuniguDg  q>  bestimmt  nun  in  dem  Krttmmungs- 
kreise  und  in  der  Schmiegungsparabel  zwei  Sehnen,  c,  c  (Fig.  155.), 
durch  welche  sich  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  umgestalten  lässt. 
Für  c  fanden  wir  bereits  Cap.  I,  §.  11.  die  Gleichung  v^  =  ^cq)]  für  c' 
wollen  wir  jetzt  die  betreffende  Relation 
inchen.    Denkt  man  tiich  die  Schmiegungs-  '^'  ^^* 

parebel  von  einem  Punkte  beschrieben,  der 
▼on  dem  Berührungspunkte  ausgehend  in 
der  Richtung  der  Tangente  die  Geschwin- 
digkeit a  hat  und  in  der  Richtung  des 
Diameters  von  der  constanten  Beschleuni- 
gung «  afficirt  wird,  so  hätte  man  für  den 
Diameter  und   die   Tangente  als   x-  und 

JF-Axen :  y  1^  fl/,  «  =  ^ a/',  also  y'  =  —  x; 

ea  üit  aber  nach  Cap.  I,  §.  11.  a^  ^=s  ^ca^  mithin  wird  y'  =  rx,  oder 
^»  c  tsa2  Q  cos  ä  ist:  y^  =^  2  q  cos  d  '  x  die  Gleichung  der  Parabel.  Nun 
seien  x,  y  die  Coordinatcn  des  Endpunktes  der  Sehne  c\  welche  die 
Beschleunigung  q>  in  der  Schmiegungsparabel  bestimmt;  dann  ist 

c  cos  i  X  cos  ß 

y   ""  sin  (ß'^'i) '       y    ^  sin  {ß  —  S)  ' 

*^«  wenn  man  hieraus  x  entnimmt  und  in  die  Parabelgleichung  einfuhrt 

^j      cos  6  ras  ß 

^  ""  "^  sin  iß  --  d)' 

wodurch  „  .  . 

cos*  o  ros  p 

"  —  -^  „■„?  (ß       d) 

vird.    Hirnnit  ergibt  sich  nun  für  <^ii"': 

y  ^c  cos  ß  '     1  »^ 

oder  mit  Hülfe  von  v^  =  \cfp^    i^q>n  ^^  t'^^ 

Wn         /      /  » 

9  Y  CC 

d.  h.  die  Normalcomponente  der  Bcechlounigung  zweiter 
Ordnung  der  ebenen  Bewegung  eines  Punktes  istdorseclis- 
fache  Cubus  der  Geschwindigkeit,  dividirt  durch  den  KrUm- 
maugshalbmcsser  und  das  geamctrischo  Mittel  aus  den  Seh- 
nen« welche  die  Richtung  der  Beschleunigung  im  KrUm- 
mnngfkreise  und  der  Schmiegungsparabel  bestimmt. 
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470     Heschlcuni^iiii^  (p(-)  im  System,  welches  sieh  in  seiner  Kbene  bewegt.     X.Cap, 

• 
Den  in  der  vorstehenden  Untersuchung  vorkommenden  Diameter  der 

Schmiegungsparabol  nennt  Abel  Transon  (L i o u  vi  11  e ,  Journal  de  mathem. 
T,  VL)  die  Deviationsaxe.  Da  nämlich  die  Normale  die  der  Tangente 
parallelen  Sehnen  des  Krümmungskreises,  jener  Diameter  aber  die  der 
Tangente  parallelen  Sehnon  der  Schmiegungsparabel  halbirt,  so  gibt  die 
Tangente  des  Winkels  ö  ein  Mass  für  die  Abweichung  des  Curvenpnnk- 
tes  von  der  Schmiegungsparabel  an,  wenn  diese  Abweichung  auf  einer 
der  Tangente  parallelen  und  ihr  unendlich  nahen  Geraden  geschätzt  wird. 

§.  4.    Für  eine  geradlinige  Bewegung  reducirt  sich  g>^^^  auf  g)/*^  =  — ^  . 

Projicirt  man  daher  eine  Bewegung  auf  eine  Axe,  etwa  die  a;-Axe  einet 

Coordinatensystems ,   so   wird   —j    die  Beschleunigung   zweiter  Ordnung 

q>J^^  der  Projcctionsbowegung  darstellen.    Zugleich  ersieht  man,   dass  sie 

die  Projection   der  Beschleunigung  g>^'^   der   llauptbew^egung    auf    diese 

Axe  ist.     Denn  das  Dreieck  0]\tO'  (Fig.  153.)  liefert  in  der  Projection 

für   (P(2>'  das  Differential  (lq>,r.     Bildet  also  OO'  mit   der  Projectionsaxe 

den  Winkel  «,  so  hat  man 

cfopr  (D(2>' 

dcp.r  =  <P(2>  •  COS  a^  _     =  (fj'"^  ==  —  '  cos  a  =  tpi^)  .  cos  a, 

Projicirt  man  daher  die  Bewegung  auf  drei  rechtwinklige  oder  schiefe 
Coordinatenaxen,  so  erhält  man 

dt'  '''"    '       dt^    ~  "^^    '        dt^   ~  "^'^ 

als  Gleichungen  der  Bewegung,  wenn  7?./-^  <Py^*^  q>z^^^  als  Functionen 
von  /,  .r,  y,  z,  /;.r,  Vyy  V:,  q>x^  q>y,  g>z  gegeben  sind.  Ihre  Integration 
führt  neue  willkürliche  Constanten  ein,  welche  durch  die  Anfangslage, 
die  Anfangsgeschwindigkeit  und  die  Anfangsbcschleunigung  bestimmt 
werden. 

§.  5.     Wir  wollen  jetzt   die    Beschleunigung  zweiter    Ordnung  tp'^^ 
der   Punkte   eines   ebenen    Systems   bestimmen,    welches   sich    in    seiner 

Fi?.  Iftö. 


\ 


(/ 


Ebene  bewegt.     Nach  Cap.  VI,   g.  4,  hat  die   Beschleunigung  tp  enter 
Ordnung  eines   solchen  Punktes  31  zur   Zeit  /  zwei   Componenten,    eine 
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centripetale ,  nach  dem  Bosclilouniguiigscentruiii  G  (Fig.  1«0(>.)  gcrichtcto 

SVp  und  cino   zu  dioscr   senkrechte  py    dorn  Sinne  von  Sl  fulgcndc, 

wobei  p  den  Abstand  3I(i  des  Punktes  vom  Beschleunigungscentrum 
bedeutet.  Zur  Zeit  t  -f-  dt  sei  'r'  das  Beschlcunigungscentruni  des 
Systems  und  3f  die  Lage  des  Systempunktes,  dann  sind  seine  Be- 
schleunigungscomponenten  ebenso  (il'*'  -f-  c/  •  Sl^)  {p  -\-  dp)  in  der  Kich- 

tung   ^{w    und    (         +  ^^    ,,  )   (/^  +  ''/')    senkrocht    dazu.     Betrachten 

wir  zunächst  die  Coniponenten  von  (p^-\  welche  aus  der  ccntripetalen  Be- 
schleunigung entspringen. 

Die  centripetale  Beschleunigung  (ii^  -|"  ^ '  ^^)  (p  H"  ^p)  ist  propor- 
tional der  Linie  M'ii'  =^  p  -j-  dp  und  L'ings  dieser  gerichtet;  M'ir  zerlegen 
sie  nun  in  drei  romponenton  parallel  den  drei  übrigen  Seiten  des  Vier- 
ecks .VG(w\V'.  Die  Zerlegung  erfolgt  durch  ein  diesem  ähnliches  Viereck, 
dessen  Seiten  durch  Multiplication  mit  SV  -\-  d  -  Sl'  aus  den  Seiten  des- 
selben gefunden  werden.  Mit  Kücksicht  auf  den  Sinn  der  Linien,  wie 
er    in   t>inem  gesclilosscnen  l^ulygon  auftritt,  hat  man  daher 

(SV-  +  d  '  SV)  (ji  +  dp) 

=  /?•'*.  { isi'  +  d .  SV)  p,   (ß^  +  d '  SV) '  /;  G\    (Ä^  +  d-  si'^) .  3r j/} , 

resp.  im  Sinne  J//«',  GG'  und  .1/;)/  zu  nehmen.  Die  Beschleunigung 
(Sl*  -\-  d  •  SV)  p  xcrfjillt  aber  in  SVp^  welches  die  Ccntripetalbeschlcu- 
uigung  zur  Zeit  /  ist,  nn<l  p  •  d'SV.     Daher  sind 

p  •  d'SV,     {SV-  +  d  .  SV)  GG\     {SV  +  </  .  ^V)  MM 

die  Componenton  der  Elem<'ntarbo.schlounigung  zweiter  Ordnung,  welche 
ans  SVp  entspringt  und  liofcrn  als  ( Komponenten  von  rf'^\  wenn  wir  die 

(wG 
Wechselgesch windigkeit  des  Beschlcunigungscentrums,  n.iinlich  -  —  =  {/j 

setzen    und    bedenken,    dass    VV'  =  VM  -  Sl  --  rSl  ist,   indem  wir  alle 

drei  mit  dt  dividiren  und  Hlr  die  (irenze  reduciren,  2/*Ä  —  im  Sinne  MG^ 

SV  L\  parallel  der  Tangente  <ler  Curve  [Ji)  der  Beschleunigungscentra, 
SVr  parallel  iler  Tangente  der  Bahn  und  der  Cieschwindigkeit  rSl  ent- 
gegengesetzt. 

In  Ähnlicher  Weise  behandeln  wir  nun  auch  die  aus  der  zu  MG 
senkrechten  Ci>mponenten  von  rp  entspringenden  Coniponenten  von  tp'^K 
Es   ist  nümlich  aus  denselben   Oründen 

,dSl     .      ,     dSl\    .       .      . 
LdSl     ,       .    dSl\  [dSl     ,         r/5i\     .  ..      idSl     ,         '/Ä\    ,v„l 
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472     ßeschl.  (p(^)  im  ebenen  System,  welches  sich  in  seiner  Ebene  bewegt.     X.  Cap. 
und  sind  daher 

dt     '         \  cf/      '         dt  J        '      \dt      '         dtJ 
die    betretenden   Elcmeutarcomponenten    dieser  Bestandtheile   von    fp^^\ 
Dividiren  wir  mit  dt  und   verfahren  wie   vorher,   so   erhalten   wir   noch 

folgende   drei  weitere  Componenten  von  ^^-^    deren  Richtung  und  Sinn 

dSl 
leicht   aus   der   Kichtung  und    dem   Sinne   von    —  p  benrtheilt   werden 

(PSl  dSt 

kann,    nämlich:    — .,- ■  p,    senkrecht   zu   MG.     Vy—r-   normal   zur  Curve 
'  dt*      ^  ^   dt 

Beziehen  wir  den  Systempunkt  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinaten- 

System  der  x^  y,  dessen  x-Axe  die  Richtung  von  l/| ,  dessen  ^-Axe  senk- 

dSl 

recht   dazu   ist,   beide   positiv  genommen   im   Sinne   von  l/|  und    üi  -r- 

und  bezeichnen  wir  die  Coordinaten  des  Momentancentrums  C  in  Bezug 
auf  dieses  System  mit  arj ,  ^i ,  so  sind  die  Richtungscosinusse  der  sechi 
vorstehenden   Componenten   von  tp^^^  gegen    die  Axen    der   Reihe   nach: 

X  —  X,       _  y  —ji 

r        '  r 

und  daher  die  Componenten  X,   Y  von  fiO  parallel  diesen  Axen: 

y=  _  3Ä—  -y  —  — ^-.a:  +  Ä3(a—  X,)  +  Ä-y,  +    ü,—- 

Die  Systempunkte,  deren  Beschlounigungscomponenteu  zweiter  Ordnung 
parallel  der  Tangente  und  Normale  der  Curve  {G)  der  Beschleunignngs- 
centra  respective  verschwinden,  liegen  auf  den  beiden  Geraden 

3a^^.  +  (a"-^^)i,-(a''^.»,  +  a»  „  +  i?,a')=o 
(«.  -  ^-)  .-.«-,  +  (-  ...  „  +  .  f  „ + ..  f )  -  0. 

welche  aufeinander  senkrecht  stehen.  Es  ergibt  sich  hieraus  die  ICxistenz 
eines  Beschleunigungäcentrums  G2  ^^^  zweiten  Ordnung,  dessen  Coor- 
dinaten ,r.,,  ^2  diesen  Gleichungen  zugleich  genügen.  Setzt  man  die- 
selben in  diese  Gleichungen  ein  und  addirt  letztere  zu  den  obigen  für 
A',  y,  so  ergeben  sich  diese  Grössen  unter  der  etwas  einfacheren  Form: 


A  =  —  3  Ä  - 

dt 

dt 


flow 
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wo  I  ■=  «  —  jTj,  >;  =  y  —  1/2  Jiß  Coordinaton  von  3/  in  Hezug  auf 
ein  dem  System  (xy)  parallo.les  Coordinatonsysteui  (§i/)  in  G  sind  und 
wenn  man  die.  Entfernung  des  Systenipunktcs  M  von  d.»  mit  p.^  bezeich- 
net, 80  werden  die  Neigungscosinusse  der  Linie  .V/«.,  und  der  auf  ihr 
isenkrpchten  Geraden,  letztere  dem  Sinne  nach  mit  Sl  harinonirend  ge- 
nommen:   —    -    1    --        :         I    —    *    und  sind  daher  --3SI    ,    «S  und 

Pi  P'2       Pi  Pi  dt 

dSi 

—   3  ß  -  -  i\   die    Componenteu    einer   von    .V   nach   C,  gerichteten   Be- 

scbleunigungscomponento  zweiter  Ordnung  3  .Ti    i^  '  Pi  =  *^P2  — ;~     » 
ic   1    Vi    —  •ß'*)  »/    u"<^    —  {    ."*    —  ^'M  I    dio   einer    anderen    zu 

Satz  aufstellen: 

Die  Beschleunigung  zweiter  Ordnung  eines  System- 
punktes  im  unveründerlichen,  in  seiner  Ebene  sich  bewe- 
genden ebenen  System  z e r f H 1 1 1  in  jedem  Momente  in  zwei 
C'omponcnten,  von  tlenen  die  eine  nach  dem  Beschleuni- 
ge n  gs  c  e  n  t  ru  m  der  zweiten  Ordnung  hin  gerichtet,  die  andere 
ab  c  r  s  n  i li  r  s  e  n  k  I  e  c  h  t  ist  u  n  d  d  e  m  S  i  n  u  c  n  :i  c  1i  m  i  t  d  e  r  W  i  n  k  e  1  - 
gesch windigkeit  des  Systems  harmonirt.  Beide  sind  dem  Ab- 
stände dos  IMinktes  vom  Beschlounigungscentrum  propor- 
tional und  werden  «erhalten,  die  eine,  indcMu  man  diesen  mit 
der  dreifachen  Deiivirten  des  halben  <^u:idrates  der  Winkel- 
geschwindigkeit, die  andere,  ind«Mii  man  ihn  nii t  dem  l'obor- 
•  chusse  der  zweiten  DerivirtfU  der  Winkelgosrhw  in  digkeit 
über  denCubu»  derselben  nnilt  i  )>licirt.  Die  Beschleunigung 
der  zweiten  (.Ordnung  selbst  i  i«  t  jenem  Abstände  gleichfalls 
proportional,  also  auf  concentrisclien  Kreisen  um  das  Be- 
st h  1  e  u  n  i  g  u  n  g  s  c  e  n  t  r  u  m  der  zweiten  Ordnung  c  o  n  n  t  a  n  t  und 
anter  constantem  Winkel  gegen  die  Uadien  dieser  Kreise 
geneigt. 

Ist  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Systems  constant,  so  reducirt 
■ich  die  Gesammtbesehleunigun^  zweiter  Ordnung  auf  -  -  /\.i^i'',  senkrecht 
sam  Abstände  MG^  und  dem  Sinne  von  ^l  entgegi>ngi>KetKt. 

§.  ti.  Wir  wollen  jetzt  die  Nornml  -  und  THngentialcuniponente 
g". ',  f$t'  der  Beschleunigung  zweiter  Oplnung  bilden,  l'm  «lies  be- 
quemer auszuführen,  bilden  wir  zunächst  die  <  *Hin)M>nenten  derselben 
parallel  zur  Tangente  und  Normalen  der  <'urve  der  Momentancentrn. 
Betrachten  wir  diese  Geraden  als  Axon  der  .i'  und  //t  nennen  .r, ,  //i  die 
Coordinaten    des  Busch leunigungscont rums  fi  erster  Ordnung   und  A  den 
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AViiikd,    welchen    die   Tangente   des    Ortes   (G)   mit   der  Tangente    der 
C^trve  (0)  bildet,  so  sind  die  Kiclitungscosinussc  für  die  Trüberen  sechi 

Compoucnten  der  lleibe  nach  jetzt:  —  *    -   — ' ,  —   —  -  -;  cos  A,  sin  X\ 

-     ■    ,        ;   -         •',   —    —       ';    —sink,  cosl-, ,   —^   .     Wir 

r        r  p  p  r  r 


erhalten  daher  für  jene  Componeuten,  die  wir  wieder  X,    Y  nennen: 


A  =  —  «i  -     ,   -  X 

dt 


dSt 

+  U.SV'  cosX  —  üy     -  sink 
'        *  ^  dl 


g./2) 


1   =  _  3      ~        y  -  (^^^^,    -  Ä^j.r  +      ^^^-     y,  +  -.,-  x. 

dSt 
+  Ü.Sl"^  sink  +    TJx    ,-  cosk. 
'  ^   dt 

Nun  bat  die  Normale  CM  der  Bahn  des  Systempunktes  gegen  die  Axen 

die   Kichtungscosinusse    '     ,     '    ,   die    Tangente    aber   —    --,    — ;    wir 
erhalten  daher: 

r  r  f//  r       '  r 

r  r  \dt'  ,  r       *  r 

wo 

d-Sl'  d'^Sl  dSl 

'^  ^      dt     ""'•  "    dl'^   •^'  +   ^''  "^"^  ^^*  A     -  ^,  -^y  J5I«  A 
rf  •  Sl'         ,    rf'*Ä  ,     ,,  ^^.,    .    ,     ,     ,,  ^/Ä 

Die   Systempunkte,    deren   Normalbeschleunigung  zM'eitcr    Ordnung  ver- 
schwindet, liegen  auf  dem  Kreise 

3  -'\^'  (•»-•'  +  y')  +  -<*•  +  B,j  =  0, 

welcher     durch     das    Momontancentrum    geht,    dessen     Mittelpunkt    die 
Coordinaten 

_. A  _  ,  B 


besitzt  und   dessen  Kadi' 


dt  dt 


*      d-\  Sl'^ 
dt 


ist. 


/ 
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Die  Rfstempunkle,  ilorcii  Taiig<-i)tii>)bi-sclilpiiiii|;iiiig  zweiter  Ordiiimt; 
xiit  Zeit  (  Null  ist,  lio);cn  auf  oinoiii  zwcitni  Krci.se 

('Ü"  -  "■')  (-■'  +  «'■'  +  "■•■  ■  -"  ■■ " 

Voll   üeii  Slitlelpiiuktflviiurilinftlrn 

—  _-   I  "  I  ■ ' 

und  (Irin  ItiidUiH 

,      /  -'■  +    "' 

Auch  dieser  Kreis  ßoUl  durcl)  Aas  MoiiiPiitnn('«ntriiiii.     Auskit  dem  Mn- 

meutnncenlniiu   uclineiden    aieli    bciilii    Kreist-    tiotli    in    dpin    Itcni-lilcuiii- 

gUDgscontrum  (i,!/-,)  der   zweiten  Ordnuii;;,    d.i    Itir    dieseti    sowolil  t-.'-' 

als  if,'"'  vorSL'li windet. 

^.    7.      Mnu    IiAiin    ganz   in    derHelben  Weise,    wie    Cti)i.  VI,    §.    C. 

die  vorateliendeii  ruterKucliungrn  vulUtÜNdi;;   iitiiilytiHch    eiTikleidnii  und 

die    Kxistenz    des    llriicIileniii^niigKiiciitrums   s"    dnrtliun,    «Ihhn    iiinn    die 

./'.<■      <;*«      iP: 
AiudriU-ke    fiir     , ,,  .     , .,  ,     ,-,,    gleidi  Null  setzt,    wndiircli    man  anr  He- 

stimuiung  diese.s  l'nnktea  drei  linciire  (ileiclmngen  eiliiüt.  Zujileieh 
pfMielit  mau  liiernu>,  diiüfi  ffir  nlle  Ordnungen  der  Hescldeunignug  cid 
solches  Cent ru in  exiMtirt, 

Die  vorstiliendi'ii  Lelireu  kiiiiiien  in  illmlieber  ^\■l■i^^  zur  Uestiin- 
iDung  de»  Krihiiinuiigt-linllniieMsers  der  Kvululen  eliener  Curven  dienen, 
wie  die  Lfliren  des  Oiiji.  VI  stur  Itt-Htiniuiung  des  Krüiinnuugshalli- 
meMent  der  KHlmeu  der  Sjsteuiimnkte   liilirlen. 

§.  **.  Wir  lieHliuinieii  jet/t  dii"  Hesdileunigung  ip'''  der  zweiten 
(JrdDniig  eines  I'unkles  in  einem  nnver-  ,.^,.  .... 

jlnderlii'Iien    SvHtem,    weK-lies    um    eini'ii  f.- 

I*iinkl  nrtirt.     Die  lleiiclili'iiniguiig  ^  der  f- 

rntCH  Ordnung  dieses  Sy>teni|iuiik(eH  .V  -V  ,v  A 

•  Fig.   1>'>7.|    znr  Zeit  /  linl    zwei  ('i>iii]>ii-  * 

Heilten,  eine  eentriiietale  iVr  in  der  lii.li-  '*  *'        ■^ 

»Dfc  VOM    17'  =  r  si'iikreelit  uur  Meinen-  /''  '  y 

fa..u  i>'I  eine  nnderun/A  von  der  Will-  ,j'  ./ 

krIbtfKlileunignng  «   licrrilhreude ,    senk-      •>  *"'  ^ 

recht   aur  Ebene,  welelio   durch  M  und    '*    ^.    •^  ,_ 

die  Axe  A  der  Wiukelbeschlenuigung  ge- 
lep  werden  kann.     Kbenmi  bat  der  be- 
wegliche Punkt  zur  Zeit  I  -\-  dl,  wo  er  in  M'  sicU  behndet,  dircen(ri|ietale 
BMcUennipiug  (ü-  +  d-il-)  (r  +  </rj  in  iler  Kiilitnug  .W7'   seukreeht 


1 


476  Beschleanigung  9(2)  im  System,  welches  am  einen  Punkt  rotirt.        X.  Cap. 

zur  Momentanaxe  C  und   die  Componente  (cv  -|~  ^^)  (P  *j"  4^)1  vdche 
er   der  Winkelbeschleuniguni;  a  -\-  da   verdankt  und  welche  senkrecht 
zur  Ebene  ist,   die  durch  die  Axe  Ä  und   den  Pankt  JlT  hindurchgeht 
Von  jeder  der  beiden  Beschleunigungscomponenten  rühren  nun  Bestand- 
theile  der  Beschleunigung  zweiter  Ordnung  her;  wir  bestimmen  sie  ein- 
zeln und  beginnen  mit  denjenigen,  welche  die  centripetale  Componente 
veranlasst. 

Wir  zerlegen  hierzu  die  Beschleunigung  (ß^  -j-  d  •  SO^  HtP^  in  drei 
Compouenten,  welche  die  Richtungen  MP^  PP^  M'M  dreier  Seiten  des 
Vierecks  MPP'M'  besitzen,  längs  dessen  vierter  Seite  jene  Beschlenai- 
gung  selbst  gerichtet  ist.     Diese  Componenten  sind,  da  diese  Beschleixr 
nigung  der  Seite  M*P  proportional  ist,  zufolge  des  Satzes  vom  Polyg^^^ 
der  Beschleunigungen   den    drei    anderen  Seiten   proportional   und  bi'KbA 
{9?'\-d'Sl'^'MP,   (9?  +  d'9:^)'TP\  —{Sl^'\'d'Sl^)*MW,wo^omA 


0- 


das  Zeichen  ( — )  vor  der  letzten  andeuten  soll,  dass  diese  Compone^^-^* 
mit   dem  Sinne   der  Geschwindigkeit  Sl  •  r   entgegengesetzten   Sinn    b  ^^ 

Nun  ist  {^^  +  d'Sl^)'NP=Sl''MP+2SldSl'MP  und  da  Ä» •  i«*' 
die  centripetale  Beschleunigung  zur  Zeit  i  ist,  so  folgt,  dass 

2  sidsi . MP,   (Ä*  +  (/ .  ä2)  ^,   _  (^2  ^  ^.  si2)  Mir 

die   Componenten    der  Elementarbeschleunigung    zweiter    Ordnung 
Punktes  M  sind,    welche  von    der   ccntripetalen   Beschleunigungsco 
nente  Ä^  •  r  herrühren,     üividirt  man   sie  mit  rf/,   reducirt  und  berÖ.^*' 
sichtigt  M]\t  =  rSldt^    so    liefern  sie    als   BeschleunigungscomponeO^^' 

zweiter  Ordnung   2  Sl     ;-  •  r  längs   r,    Ä^  •  -—  parallel   PP'  und   ^^  ^ 

längs  der  Tangente  der  Bahn  und  entgegengesetzt  der  Geschwindigl^^ 
Die  zweite  dieser  Componenten  zerlegen  wir  weiter  parallel  cur  ^^ 
mentanaxe  und  senkrecht   zu  ihr.     Ist   nämlich  da  der  Winkel  der  '^^ 

mentanaxen   C,    C,   so  zerfällt  PP'  in   ÖP  •  da  und  d  •  ÖP  und  mii 

PP^  da  lit 

wird,  wenn  OP  =  h  gesetzt  wird,  Ä^  -   -  äquivalent  Sl^h  -r-  senkr^^^^ 

zur  Momentanaxe  und  parallel  der  Ebene  CC,  nämlich  der  Tangenteneb^^ 

des  Kegels  aller  Momentanaxen  und  Sl^  ---  parallel  der  Momentanaxe. 

dt 

ist  aber  A  die  Projection  von  OM  auf  C\   h  -{-  dh  die  von   OM'  vif 

und  wenn  also  t/;  der  Winkel  ist,  den  OM  =  R  mit  C  bildet,  so  W'^ 

dk  =  d  {R  '  cos  il^)  =  R  '  d  cos  1/;.     Dies   Differential   erhalten   wir  »b^ 

folgendermassen.      Die   beiden   Momentanaxen   und   der   Stral    Odf  h0' 

stimmen   auf  einer  um  0  in   der  Einheit  der  Entfernung  beschriebeo^^ 

Kugel  ein  sphärisches  Dreieck  ppm\  in  welchem  pp'==  da^  pm'ss=:  pm  e*tf 

pm  =  ^  +  d^,  während  der  Winkel,  welcher  pm  gegenüberliegt,  gleiek 

dem  Neigungswinkel  ^   der  durch  M  und   die  Momenunaxe  gehende 
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•ne  gegen  die  Ebene  von  da  geneigt  ist,   weniger  dem  Winkel  Sldi. 
ler  hat  man 

cos  (^  -(-  dt(f)  ^  cos  ^lfda-\-  sin  ^da  •  cos  (d  —  Sldt), 

,  indem  man  reducirt, 

(/  cos  ^  ^  sin  t^  cos  &  -  da, 

rmit  wird  dh  =  R  sin  tf;  cos  ^da  ==^  r  cos  %da  und  hiermit  die  ge- 

ite  Componente  S^  ,    =  ^^r  cos  0  -    and  hat  man  also  flchliesslich 
^  dl  dt 

ende  von  der  Centripetalbeschleunignng  herrührende  Componenten  von 

dSl  da 

f  nXmIich :   2  lA    -    r  längs  r,  Sl^B  cos  ij;  -- -  senkrecht  zur  Momentanaxe 

parallel  der  Tangentenebene  des  Kegels  (6'),   SVrcosi>  --  parallel 

Momentanaxe  und  Sl^r  der  Geschwindigkeit  entgegengesetzt  gerichtet. 
Die  von   der  Winkelheschleunignng  veranlassten   Bestandtheile  von 
ergeben    sich    folgender niasscn.     Der   Winkelbeschleunigung  a   zur 
I  verdankt  der  Systempunkt  3/  eine  Beschleunigung  u  '  MQ  =  ap 
der  Richtung   der  Tangente,  an   einen   mit   MQ  um   die  Axe  A   der 
ikelbeschleunigung    beschriebenen    Kreis    übereinstimmenden    Sinnes 
er.     Der  Winkelbeschlcunigung  a  -)-  da,  w^elche  der  Zeit  t  -{-  dt  ent- 
eilt, verdankt  er  ebenso  die  Beschleunigung  (rr  -)-  da)  .^tO\  tangent 
einen   Kreis  um   A\     Nun   ist  aber  a  -^  da   die   Resultante   von  a 
der  Klementarwinkelbeschleunigung  zweiter  Ordnung  a^^UIt  ^  AA''  dt 
folglich    ist    auch    die    Beschleunigung   (a  -}~  f^^)  ^^iS   ^^^   Resnl- 
e   der   Beschleunigungen    a  •  3/'//   und    der   Elementarbeschleunigung 
WRdt  =  a^^^ifdiy   welche   von   Seiten    der  Grösse  a^''  ihm   erwächst, 
-VA  s=  Y   das  Perpendikel  von  ]\t  oder  M  auf  die  Axo  A.^  der  Be* 
^nnignng  zweiter  Ordnung   bedeutet,    d.  h.   es   besteht   für   die  Zeit 
dt  die  Gleichung 

(«  +  da)  M'(J  =   Rts.  {a  •  }ftj,     a'«^  •  y<//}  . 

Beschleunigung  a-M't/,  welche  der  Punkt  in  der  Lage  3/'  zur  Zeit 

di  am  die  Axe  A'  erhält,  hat  die  Richtung  der  Tangente  eines  um 

it  dem  Abstände  .)/'//  beschiiebenen  KriMses  und  es  ist  J/ 7  von  .V^) 

chieden,  weil  der  Systempunkt  sicli  während  des  Zoitelementes  nicht 

die  Beschleunigungsaxe  ./,  sondern  um  die  .Munientanaxe  C  dreht. 
•chten  wir  nun  auf  der  Axe  ./'  eine  Ebene  scnkreclit  in  einem  be- 
igen Punkte,  etwa  in  (>,  und  projieiren  M'*/  auf  .sie  als  //i\',  so  er- 
^en  wir  ans  dem  geschlossenen  Polygon  fjMinM't^fJy  in  welchem  die 
ten  m'iV,  gO  parallel,  gleich  und  von  entgegengesetztem  Sinne  sind, 
1^  wir  a  -  Jü'q  nach  seinen  Seiten  zerlegen : 

a  -  3tg  =  Res.  {«  •  3/y ,     «  •  iMm' } 
I  t§  ist  Mm   die  Projection  von  rSldt  auf  eine  zur  Axe  der  Winkel- 


478  Hcschlcnnigung  (p(>)  im  System,  welches  um  einen  Punkt  rotirt.        X.  Cftp. 

boschlouiiigung  senkrechte  Ebene.    Bezeichnen  wir  sie  mit  U^di^  so  folgt 
jetzt,  indem  wir  die  so  gewonnene  Gleiclinng  mit  der  obigen  verbinden, 

(«  +  da)  .  MÖ'  =  Urs.  [a  •  p,     aU^dt,     «Wyrf/}  . 

Demnach  sind  ctU^dl^    a^-Wjdl  die  (/omponenten  der  Elementarbeschlen- 
nigung,  welche  der  Pnnkt  .1/  der  Winkelbeschlennigung  verdankt  nnd 

die  entspreclienden  endlichen  Bcschleunigungscomponenteu.    Von  diesen 
ist  a  £/^^  senkrecht  zu   U  ^  in  einem  Sinne,  den  man  findet,  wenn  ^^  QDv 
•^  TT  im    Sinne    von   ce   sich    in    der    zu    J   senkrechten    Ebene    umdreht. 
Den  Inhalt   vorstehender    Untersuchung   können  wir  in    folgenden  Sat^-a 
zusammenfassen : 


WUhrend  der  Rotation  eines   unveränderlichen  Systeoni^Af 

um   einen  Punkt  besitzt  jeder  Systenipunkt   eine   BeschleaBr-« 

nigung  zweiter  Ordnung,    welche   in  folgende  sechs  Comp»'       < 

dSl 
nenten    zerfällt:     1.    eine    C^omponente   2  Sl      -    r   centripet        tai 

^  dt  *^ 

gerichtet   gegen    die   Momentanaxe   und   gleich  dem  doppe 

ten  Produkte  aus  der  Geschwindigkeit  i2r  des  Punktes  ai 

dSl 

der  Tangential  winkelbeschlennigung    -    des  S  j  stems;  2.  eii^c  m 

da  d(S 

weitere  Sl^H  cos  il^    .    =  ii  •  //  cos  'iU  •  Sl    .,  parallel  znrAxed  er 

^  dt  ^         dt     ^ 

Normalwinkelbeschleunigung   und    im   Sinne    dieser  geric        h- 

tet,    gleich   dem   Produkte    aus    der  Winkelgesch windigke     ^t, 

dem  Abstände    des   Kadius  r  vom   Rotationscentrum   des  S*     J' 

stems    und    der    Nornialwinkelbeschleuni£i:un£:    Sl         =  Ä*>  "; 

^       ^  dt 

3.    eine   fernere    Sl'*r  cos  O         =  Sir  •  cos  0  •  ii        ,    parallel  4  ^^ 

dt  dt  '    ^ 

Momentanaxe    im    Sinne    der    Linie,    welche    auf  ihr  Ä  d»» '" 

stellt,  gleich  der  Geschwindigkeit  multiplicirt  mit  derNo'" 

m  a l  w  i  n  k  e  l  b  e s  c  h  1  e u  n  i g  u  n  g  und  dem  (J o  s  i  n  n  s  d  e  r  N  e i gu ng  4  ^'  • 

durch    die    Momentanaxe    un<l    den    Sy stempunkt    gebend^" 

Ebene  gegen  die  Tange nten ebene  des  Kegels  der  Moment»** " 

axen;     4.    eine    (-oniponente    il'S*,    der   Geschwindigkeit  d^* 

Systempunktes    entgegengesetzt;     5.    die     Componente   ff'^i 

gleich    dem    Produkte    aus    der    Winkelbeschleunigung  ^^^ 

der  Projection   U^  der  Geschwindigkeit  Ar  auf  eine  zurAx* 

u4  der  Winkelbeschleunigung  senkrechte  Ebene,  deren  Rieb" 

tung  und  Silin  erhalten  wird,    wenn  man    die   genannte  Pro* 

jection  in  dieser  Ebene  um  \n  im  Sinne  von  a  umdreht,  sowie 

endlich    6.    die    Oomponente   a^^W/  gleich    dem   Produkte   der 


Csp.         BeiehlennifninK  9>(-^  im  Kystom,  wclcb«R  ii 


i  n  k  e  1 1) «  B  c  li  I  f!  n  II  i  g  II II  g 
M     SyatPmpuiiktüB     vo 
geil  ilie  Ebene,  waIcIii>  d 
:e  t-t'ht. 

l)i<'  letztere  1'ont]iimi>iitc  kai 


i^itnr  Ordtiitiig  um)  dem  Abutande 

il  1-  r  K II     A  \  <■ ,     H  i<  II  k  r  R  ('  >i  t    (;  c  r  i  c  li  t  «•  t 

eh  den  SyHteiniiiinkl  und  ditiK« 


Ipi: 


.4   1111(1   eilt«    n<irnial< 


£wei  C  '(>m[)Oii(^iileii    aiifliixl ,    eiiii>    tAiigeiitiale 


r.-im  ,/,.   , 


Wiiikfl  dor  Axeii 


-f   liedeiilet.     Mail  erli.'ilt  /i         und  /t,  u    '  ,  nnter  />|  den  Abataud  des 

nktes    vnii    d^r  Axe  jener   Nitrinalcomiiiiiientc    der    WinkelbeRidileuni- 

■  g  xveiter  Ordnung  verntanden. 

!i.  H.      Wir  Miclten  jetzt   die  (lompuncntPii  von  V''^'  parallel  dreien 

'•twinkligen  l'ixirdinatenaxen.      Die  :-Axe  Kei  die  MiimentHiiaxc,  di« 

.xe  die  Axe  der  N'[innalwinkeli>eii<:lileunignng   und  die  V'Axe  folglich 

Kunnale  der  KegelflMdie  der  Momentanaxen.     I>ie  KiclitungDvosinusiie 

...  ...  «/ii         '^■Ji'        ...  ■'■ 

die  centriuetale  ('»munnente  'J  il     ,    r  ^  -r  Kind  dann    --       , 

ill  dl  r 

,  O   und    dalier   ilire   < 'omponenten    iiaralhtl   den    CiiurdinateHaxen 

■  .(-,      --  "      Vi   *';    '''<■  HicIitiiiif^seosiniiHM-    der  zweiten  der 

r«u  weeb»  l '.inijH.iieiiten   il' H  •■i»  il<  ^   il' I' H  •■•is  ^•  ijiiid    1.   II,  U; 

der  drillen:  11.  II,    Ij  für  .He  vierte  Hind  sie  +    "  ,  *"  ,   i».     Um 

BeMandllieile  xn  finden,  weUdie  die  t'Unlle  t 'i>in|mnente  parallel  den 
*n  liefert,  zerle|;eii  wir  ilie  (lescli windigkeit  un<l  die  Winkelbesclilen- 
»ng  parallel  ilen  Axen  tind  bestimmen,  iihiilicb  wie  V.h\>.  IX,  {i.  "J. 
•  waH  die  einze.lnen  Partiakinnpinienten  znr  llildnng  Jener  (friisiien 
'rtigfii.  Demi  eM  InnHen  a'uh  die  diirt  iltirebgefiibrti'n  Itetmuliinngen 
de»  vorliegenden  gatiz  analogen  Kall  iiiiiniltelhar  übertragen.  Die 
■pnnenten  vnn  ilr  find  ilt/,  il.i-,  n,    die  vi.n  i<  aber  «.  — '  HC. 


^   (S.  in;,,     l'iir  «,    luvt  il.v  die  i'rc.je. 


I  Null,  iin  i 


>bc  «igene  l'rojeclirin  aul' die   zu  u_,  üenkrei'lite  Klieiie,   ea   liefert  als»  «,. 
^Kicbtungder  i-Axe  den  HeMaiidtbeil  ü.,  « ,- -    H-t.,;  ebensu  liefert 

'  in  deu  Kicblnngen  der  .r  und  ;/  die  tilieder     -    il-iii:  —  ■  -  11         a- 

•4  ~  Umo,  =         Sl         II.     Die   KecliBte  r^oinnoni-iiie  endlii-b   liefert, 

*■■  B,|^',  «],'*',  «.'''   die  CunipDneuten  von  «'■'  in  Hezw[r  anf  die  Axen 
tdrateu,  wie  Cap.  VII,  jj.    I.,  die  DeHtandtbeib- 


\ 
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.Die  Grössen  ciJ-^\  ^y^^\  ^z^^^  ergeben  flieh  durch  Projection  des  ans  «, 
a  -\'  da  und  a^^'^dt  gebildeten  Dreiecks.  Man  erhält  nämlich  zunächst 
a^(2)rff  =  d-ffx,   ccy^^^dt  =  d'Uy,   a.^^^dl  =  d  a^  und  weiter  mit  Hülfe 

von  a^  =  ^U,   ccy  =  0,   «s  =    ,     zunächst  unmittelbar  aj^^  =  — ^-- — -. 

aJ^^)  s=  — ö-  ;  ^u"^^  Aber  muss  direct  bestimmt  werden.    Nun  ersieht  man 

aus  Fig.  157,  dass,  weil  a  in  der  a:z- Ebene  liegt,  die  Projection  von 
tt^^^dt  auf  die  y-Axe  gleich  der  Projection  von  a  -f-  rfa  auf  diese  Axe  ist 
Es  ist  diese  Grösse  daher  mit  dem  Sinus  des  Winkels  zu  multipltciren, 
den  ihre  Richtung  mit  der  orz- Ebene  bildet.  Ist  nun  di  der  Winkel 
zwischen  den  Richtungen  von  a  und  u  -\-  dct^  x  aber  der  Winkel,  den 
die  Ebene  dieser  beiden  Linien  mit  der  o::- Ebene  bildet,  so  wird 
di  •  sin  X   der   gesuchte   Sinus,   also  a^^^^dt  =(«-(-  da)  di  -  sin  x,  mitbin 

aJ^i  =  of  «w  X  •  —-   sein. 
^  di 

Man  erhält  daher  nach  einer  kleinen  Reduction  für  die  Componen- 

ten  von  g?^*h 

Z  =       Usi-O-u  sin  X  ^pj  X  +  ''-M  y . 
\  dt  J         ^         dt       ^ 

Aus  diesen  Ausdrücken  ergibt  sich,  dass  ein  BeschleunignngBcentmn 
zweiter  Ordnung  cxistirt,  dass  dasselbe  aber  mit  dem  Rotation Bcentna 
des  Systems  zusammenfällt. 

Mit  Hülfe  derselben  Ausdrücke  bildet  man  auch  mit  Leichtigkeit 
die  Tangential-,  Normal-  und  Binormalcomponente  q>^^\  9>n^^^^  94W  vob 
9t*)  für  den  Systempunkt  31.  Man  hat  T,  7,  Z  nur  auf  den  Richtung«« 
der  Tangente,  Hauptnormale  und  Binormale  zu  projiciren,  deren  Bieh* 
tnngen  durch  die  Betrachtungen  Cap.  VII,  §.  6.  u.  7.  bereits  bestimmt  rin'- 

§.  10.  In  gleicher  Weise  kann  man  auch  die  Beschleunigung  s*^' 
ter  Ordnung  im  System  behandeln,  welches  die  allgemeinste  Art  i^ 
Bewegung  besitzt.  Die  Beschleunigung  zur  Zeit  i  hat  die  beiden  C01D- 
ponenten  Ä^r,  ap  (s.  S.  418),  wie  das  System,  welches  um  einen  Pu'*'^ 
rotirt;  aus  ihnen  entspringen  daher  dieselben  BeschleunigungscompoBCB' 
ten  zweiter  Ordnung,  wie  bei  jenem  System.  Ausserdem  hat  es  »k* 
noch  die  beiden  Translationsbeschleunigungen  522/ und  u.  Man  hat  dih^ 
blos  noch    die  aus   diesen  entspringenden  Componenten  von  9)^^  hinitt* 

zufügen.    Dabei  kann  man  u  durch  seine  beiden  Partialcomponenten  g: 

parallel   der  Momentanaxe   und  TU^  senkrecht  zu   ihr  und   parallel  dfll 


^—^'■f 
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Scliicht  der  beiden  aufcinanderfolgcudon  Momcntaiiaxen  vortreten  lassen. 
Die   entere  liefert  eine   Beschleunigung   zweiter  Ordnung,    parallel   zur 
Schicht,    die   zweite   eine    zur   Schicht    geneigte.     Denkt   man   sich   die 
Translationsbahn,  welche  der  Ucschwindigkeit  parallel  der  Moinentanaxe 
entspricht,   so   ist  die  aus  u  entspringcMide  Beschleunigung    der   zweiten 
Ordnung  in   drei  Componeuten  zerflillbar,    längs  der  Tangente,   Haupt- 
normalen  und  Binonnalen  dieser  Curve.     Die  Tangenten   derselben  lau- 
fen   den   Monientanaxen    parallel,    die   Schniiegungsebenen   .sind   parallel 
den  Tangenten  ebenen   eines  Kegels,    dessen    Erzeugungslinien   den    Mo- 
mentanaxen  parallel  laufen  und  auf  ilmen  stehen  mithin  die  Binormalen 
senkrecht,   während   die   llauptnormalen    ilinen    parallel    gerichtet    sind. 
Aehnliches  gilt  von  der  Beschleunigung  zweiter  Ordnung,  welche  aus  SIU 
ent«priugt.     Diese   Beschleunigung   hat   <lie  Richtung   der  Normalen   an 
die   Fläche  der  Monientanaxen  im  Punkte,  in  welchem  die  Momentanaxo 
die   Strictionslinien  der  Fläche  schneidet. 

Das   System   besitzt   ein   Beschleunigungscentrum   zweiter  Ordnung, 

^reiches  sehr   leicht   auch  analytisch  nachgewiesen  werden  kann,   indem 

d  *£    tili    dz 
man  die  drei  Gleichungen  aufstellt,  welche  ausdrücken,  dass  -  ..  ,  -.  r.  ,    .  ^ 

^  '  dV^  '  di^ '  ilfi 

verschwinden  sollen. 

§.11.  Die  Theorie  der  Beschleunigungen  liöherer  Ordnung  ist  bis 
jetzt  weder  im  Allgemeinen,  noch  für  irgend  eine  specielle  Ordnung 
Unreichend  ausgeliihlet.  Die  beiden  (Quellen  für  das  Studium  derselben 
und  die  in  §.  1.  erwähnte  Abhandlung  von  Somoff  und  das  6.  Capitol 
der  Cmcmalifjue  von  Ui'sal.  Indessen  lässt  sich  wenigstens  für  die  Bc- 
Vf^ug  eines  ebenen  Systems  in  seiner  Ebene  der  Hauptsatz  über  die 
Existenz  des  BescIiltMinipingseontrums  und  seine  llauptoigenschaft  Hir 
*Ue  BeschIeuniginigsonlining(>n  entwickeln.  Dieser  S:itz  kann  so  aus- 
S^prochen  werden: 

Wenn  für  ir;;«Mid  eino.  Ortlnung  n  der  Bcschlounigung 
"OeH  in  heinor  El»rne  sich  bewegr  nd«Mi  (>I»enen  Systems  in 
j^dem  j^eitmomente  ein  Punkt  f>„  oxistirt  von  der  Eigen- 
**btft,  dass  die  Bese  hicnniguiig  <jp^"*  aller  System  j)  unkt  e  M 
^^b  Abständen  Mfi»  von  jenem  Tunkte  ]i  iDport  ion:il  ist  und 
^^l  MGm  einen  constanten  Winkel  »  liililet,  so  gil>t  es  im 
^Tilfm  einen  weiteren  Punkt  <•'„.}- 1,  alier  aui-li  nur  einen 
**lnigiMi,  dessen  Beschleunigung  7;'"""  niiclist  Inilmrer  Ord- 
'^ftDg  verschwindet,  während  die  Be.sehl  ennignng  der  Ord- 
^Dng  (n -|-  1)  für  alle  Systeinjninkte.  dem  Abstände  derselben 
^oa  <^a^]  proportional  ist  und  mit  diesem  Abstände  constan- 
ten Winkel  biMet. 

iffk«ll,  TiMohe  d.  U«w.  d.  d.  Kralir.  .'{ I 
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X.  Cap. 


Fiy.  ir»8. 


I8t  namlicli  C  das  Momentancentrum  für  die  Zeit  i  (Fig.  158.)  und 
sind  .1/,  M'  zwei  aufeinanderfolj^endc  Lagen  des  »Systempunktes  ilf,  ent- 
sprechend den  Zeiten  t  und  t  -\-  dt^  sowie  C„,  Gn  die  beiden  Lagen 
von  C„  für  dieselben  Zeiten,  so  kann  zunächst  tp^"^  des  Punktes  3/  in 
zwei  Compononten  zerlegt  werden,  die  eine  längs  il/G»,  die  andere  längs 

der  zu  dieser  Linie  senkrecbten  Gera- 
den MT.  Diese  beiden  Componenten 
sind  (p^"^  cos  «und  qp^*^  sin  a  und  gleich- 
falls proportional  MG„]  wir  bezeichnen 

sie  mit  Sy^"^  ÜG^  und  S/")  -  MGn,  wo 

also    ö^^")   und    B.^**^    die    betreffenden 
\   Componenten   für  einen  in  der  Einheit 
der    Entfernung    von    G^    befindlichen 
Systempunkt  bedeuten. 

Für  M\  also  entsprechend  der  Zeit 
t  -\'  dt^  sind  diese  Componenten 

resp.  längs  yl/V;„'  und  M'T ,    Wir  wollen  beiderlei  Componenten  einzeln 
behandeln. 

Mit  Hülfe   einer   Zerlegung  von  (S^S"^  +  d  -  Ö^.C"))  iVC^'    nach  den 
Seiten    dos  Vierecks  M'(i,iG„M  ergibt  sich 

und    hieraus  f«dgt   mit  Rücksicht  darauf,    dnss  MM'  =  Sl  •  C M dt ^    wenn 

GnG„'  =  -  U„dt  gesetzt  wird,  wo  U„  die  Wechselgeschwindigkeit  des  Punk- 
tes G„  bedeutet,   dass 


d .  e^^"^ 


MG,„ 


dt  '^  •' 

die  von  ^^y^"^  herrührenden  Com]H»nenten  der  Beschleunigung  g^C^+i)  der 

(n  -|-  1)'*"  Ordnung  dos  Systempunktes  yl/ sind,  welche  resp.  Iftngs  JfCr«, 
M'3I  und  parallel  der  Tangente  an  die  Curve  {G„)  im  Sinne  von  Um 
gerichtet  sind.  Für  die  Punkte  M  des  i'erpendikels,  welches  man  dnith 
C  auf  die  Tangente  von  {G„)  fällen  kann,  können  die  beiden  letzteren 
Componenten  von  entgegengesetztem  Sinne  werden,  es  gibt  mithin  auf 
diesem  Perpendikel  einen  Punkt  il/,  den  wir  G„u.i  nennen  wollen,  fllr 
welchen  öy^ii  ■  C<^„^i  =  8^"' •  U„  wird.     Seine  Lage    bestimmt  sidi. 

leicht,  denn  aus  dieser  Gleichung  folgt  f'G„^i  =     "  und   da  der  Punkt 


\ 

i 
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C  ilip  Panktroiho  drs  Porpomlikols  in    zwi'i    snlclio  '1'1mm1<*  llioilt,    doron 

(lOftcliwimligkoiton  i^i  •  rj/ ont<;o^(Mi^oHotzt<Mi  Sinn  lialion,  so  ist  ilif;  Ija^r 
von  'f «  + 1  oindonti{^  1  »(»stimmt. 

Mit  Hülfe  oinor  Zorloj^unj,^  von  («/"»  +  r/.  <y/"'j  M'r,,;  nach  d«Mi 
Seiten  eines  Vierecks,  congruent  mit  M*fi„'(i„M ^  «lessen  Seit<'n  auf 
denen  des  eben  benutzten  senkreclit  steluMi,   er«;ibt  sicli  ebenso: 

nnd  weiter  folgt  hieraus,  dass 

flie  von  ö^'"' herrührenden  (/«»mj»onc«nten  der  I{eschlenni;;niig  rjr'""^''  des 
Systempnnktes  sind«  welclie  aber  resj».  l.'ings  .1/7",  .1//'  ninl  jiarnlbd  dei 
Normalen  an  (fin)  übereinstimmend  mit  dem  Sinne  v<in  i^l  gericlitet  sind. 
Kiir  die  Tunkte  M  des  IVrpendikels,  welches  von  /■  auf  die  Tangente 
Voll  (^'h)  gefallt  werden  kann,  künnen  aucli  hier  die  lieiden  b^tzteren 
f '••mponcnten  entgegengesetzt  gleicli  werden.     Man  sielit  leiclit,  dass  der 

J  T 

I'iinkt  ^»«  +  1,  für  welclien,  wenn  er  an  die  Stelle  von  .1/  tritt,  fi„^i('  --=  -  - 
ist,     dies   herbeiführt.      Wenn    daher    W^'"'   und    Sy."^   ronstant    sind,    in 

«rolclieni  Falle    die    beiden    noch    ülirigen   (Komponenten         '       •  'i^j-i^'« 

iinil  ,       •  f>„^ifi„    von    <y*"  +  "  beid«'  verschwinden,    so    ist    /.'„.:,  i   das 

f  *«*ntnini  des  Svstenis  und  auch  der  einxi«re  Tunkt,  drssen  Keschleuui- 
|riin«^  ilor  (h  -\-  1)'"  Ordnung  verschwindet,  und  ila  aus  den  Dn'iecken 
C'/;.^.,.V,   /;«^-„  +  ,.V  folgt: 

«;"  P-  ■  ^•J/  -    Urs.  .{ w^  "Sl  .  <•/;„.,  , ,     W^""i>  .  /;„  ,  , .)/} 

H/^'H  ■  J/r  --    Urs.  [«,  "  11  •  ^•„..,  )/,      H/    ii  '  .]//;„  ,  ,  j  . 
»n    ergibt   bicli,    dn.ss   die   lieKchleunigung  9'"^  '     bhis  die    bi>iil(*n   <*cunpM- 
D«'nt«*n    H^'^'Ä-  ^'«4  1  V  un<l  «/"'ii-  J///,,^.,  brsitzt,  beidi*  di'ui  Al»stande 

^Hf#,".  _^i  prnpfirtional  und  die  «Tsten*  si-nkrei-lit  zu  di'Ui.selben  Ab«»tanib', 
die  zweite  längs  di'Sselben  gerichtet  sin<l,  in  K»dge  dessen  9  '■•  '  für 
all«*    SystempunktG  .)/  mit  (l„u.iM  constanten   Winkel  bildet. 

Kh  kann  indessen  auch  für  den  allgemeinstt'u  Kall,  ilnss  H^"  unil 
^  «•'»  nicht  constaut  sind,  der  Beweis  d«.'S  S:itz«'s  leiclit  gi-Hihrf  werden. 
Xa  %\i'ta  Ende  biblen  wir  die  ('i)mpnnent<Mi  .\„  i  1,  )'..  |  1  vnn  1/  "  '  '■  in 
D^zng  auf  die  Tangente  nnd  N»irma!e  «ler  ( 'uive  t  ^^,)  :iN  .»•  inul  //  .V\e. 
f%*ir  eriiiilten  hierfür,  wenn  .r,  ;/  ilie  (Nuirdinateii  \.>n  M  nnd  .j,,.  //.,  die 
dtf»B    Mi'inentancentrnmN  V  sind: 

:\  I  ■ 
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^;+i /   ^  +  -Jr '  ^  ~  ^^'"'^  ^^  ~  ^«^ 

d  •  e  J")  dSJ") 

Es  gibt  nun  immer  ein  System  von  Werthen  x^^i^  ^je+i»    "welches 

für  o:,  y  eingesetzt,  ^'„  i  ^  und  ^„  .  i  auf  Null  bringt.     Hiermit   ist  die 

Existenz  des  Bcschleunigungscentrums  ^^  i  ^  hypothetisch  dargethaoi  nSm- 

lieh,  dass  es  für  die  Ordnung  ti  -\-  1  existirt,  sobald  es  für  die  Ordnnng  ii 
besteht.     Zieht  man  aber  die  so  zu  bildenden  Gleichungen 

d '  e  J")  d  •  0>)  i 

von    den    vorigen    ab    und    setzt    die    Coordinaten    x   —   a:^        =■  {, 
y  —  y^+i  ^^  ^'  ®^  erhält  man  in  Bezug  auf  C^  .  |  als  Ursprung: 

d .  e  J")  c?0  J") 

welche  ausdrücken,   dass  9)("  +  ^)  in   zwei   Componenten   zerfHUt  werden 
kann,   von   denen   die   eine   die  Eichtung  von  MQ^.^  bat,    die   andere 

senkrecht  dazu  ist,  während  beide  MG^^.^  proportional  sind  und  folglich 

m('»  +  i)  Constanten  Winkel  mit  MG^,.  bildet.  I 

H  -y-  1  ' 

I 

Zugleich  folgt  noch  nebenbei:  dass  die  Beschlcuuigung  9)(*+^' 
in  allen  Punkten  auf  concentrischon  Kreisen  um  G  .  .  con* 
stant  ist. 

Nun  ist  die  Existenz  des  Beschleunigungscentrnms  G  der  ervtea 
Ordnung  früher  erwiesen  worden,  mithin  gibt  es  nach  dem  eben  bewie- 


r 
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senen  Satxe  ein  Centrum  für  die  zweite  Ordnung  und  da  dieses  besteht, 
ein  solches  für  die  dritte  u.  s.  w. 

Zugleich  können  die  hier  gewühlten  Betrachtungen  zur  successiven 
Bildung  der  Componenten   der  Beschleunigung   aller  Ordnungen  dienen. 

Auch  kann  man  leicht  die  Bedingungen  aufstellen,  unter  welchen 
zwei  Beschleunigungscentra  irgend  welcher  Ordnung  zusaininen fallen. 
Nicht  minder  einfach  ist  es,  fiir  eine  beliebige  Ordnung  die  Taugential- 
and  Normalcomponeute  der  Beschleunigung  zu  bestimmen  und  die  geo- 
metrischen Orte  zu  finden,  für  welclie  die  eine  oder  die  andere  derselben 
verschwindet. 

Wir  führen  diese  Betrachtungen  nicht  weiter  aus,  ebenso  wenig,  als 
wir  auf  die  Theorie  der  relativen  Beschleunigungen  höherer  Ordnung 
eingehen,  am  die  dem  Buche  gesteckten  Grenzen  nicht  zu  übersclireitcn. 


Vierter  Tlieil. 

1^  li  e  0  r  1  ('   i\  c  r    K  v  ii  f  t  i\ 


l.  Capitel. 

Allgemeine  Erörterungen  über  die  Kräfte  und  das  Maass  derselbeiB-^ 

§.  1,  Die  Piiiikto  eines  in  Bewegung  begrifleuen  Systems  wurcl^ 
bisher  von  gleicher  BeschalVenlieit  angenommen,  sie  waren  in  Fo^l 
dessen  von  rein  geometrisehen  l'unktcn  nicht  verschieden.  Wir  wer4* 
jetzt  Mittel  suchen,  um  sie  fiuantitcativ  oder  intensiv  und  in  gcviB^^ 
Hinsicht  auch  qnalitativ  von  einander  zu  unterscheiden  und  den  £>-^ 
Ihiss  dieser  Unterscliicde  auf  die  Bewegung  auszudrücken. 

Kin  System  gleichartiger  Punkte  sei  in  irgend  einer  Bcwegn.^ 
hegritten;  dieselbe  sei  vollstUndig  bekannt,  insbesondere  seien  zurbeliet^' 
annehm])aren  Zeit  /  die  Beschleunigungen  aller  Ordnungen,  die  Geschw»"* 
digkeit  mit  in])egrilVen,  gegeben.  Ein  zweites,  diesem  congrucntes  Sy«t^ 
besitze  dieselbe  Bewegung  und  sei  su  über  jenes  hingelagcrt,  dam  J 
zwei  homologe  l*unkte  A\  A"  zusanmienf allen.  Dieselben  werden  Ja.'*' 
während  der  Bewegung  tortwährend  vereinigt  bleiben  und  beide  Syste«*^ 
werden  ein  »System  bilden,  dessen  l'unkte  A  die  Punkte  A\  Ä'  enthalte?«'' 
Die  CJescliwindigkeiten  und  die  Beschleunigungen  aller  Ordnungen  t*^ 
Punkte  -i',  Ä'  sind  nach  Richtung,  »Sinn  und  Grösse  dieselben  n^ 
summiren  sich  daher  an  dem  (jesammtpunkte  ^i,  ohne  dass  die  Bew^ ' 
gung  dieses  eine  andere  wird,  als  die  der  Punkte  Ä^  Ä\  Dageg^^ 
wird  <ler  l'unkt  selbst  ein  doppelwerthiger.  In  gleicher  Weise  köno^ 
wir  2,  3,  •!,..,. //?  congruente  Systeme  übereinanderlagern ,  welche  eJ^ 
Gesammtsystem  von  derselben  Bewegung  bilden,  die  sie  selbst  beritie^ 
in  welchem  aber  jeder  Punkt  als  ein  2,  .H,  1 ,  .  . .  .  ;/*  werthiger  Punl^ 
aufzufassen  ist.  Umgekehrt  können  wir  ein  System  in  2,  3,  4,....>^ 
andere  spalten,  welche  dieselbe  Bewegung  wie  das  ursprüngliche  be- 
sitzen;   die  Punkte  dieser   bchitzen  dann    gegenüber  den  Punkten  jenes 

i-,   i,  ■•••  der   Werthigkeit  jener.      Auch   können    hierauf  Systenu 
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i   erlialtencn    Art   mit   Systcinon    der  vorigiMi   Art    asii    SyHtoineii 

I  Bewegung  vprlmiidon  worden,  deren  I'tiukte  im  Verglek-li  mit 
ikteu  des  urä|irüngliclien  Systems  //f  -  wertlii*;  «ind,  wo  m  eine 
[er  gebrochene  oder  nudi  eine   rrintionalzali!  sein  kann. 

[*rn  wir  jetzt  über  ein  System  ein  underes,  iiim  nicht  eongrucn- 
en  Punkte  untei einander  gleichwert hig,  aber  mit  den  Punkten 
jchwertliig  oder  ungbMchwertliig  sein  nWigen.  Heidin  soUen  dic- 
vegung  besitzen.  l>ann  bildet  sicli  ans  ibntm  ein  neues  System, 
niclit  gleichartige  Punkte  entliält.  Ks  wird  Punkte  von  der  Art 
cte  des  ersten  Systems,  solche  v<»n  der  Art  iles  zweiten  und 
üolclie  euthahen,  in  wehdien  ein  Punkt  des  ersten  mit  einem 
les  zweiten  verbunden  ist.  In  derselben  Weise  werden  die 
iiigungeu    der   verschiedenen    Ordnungen    zusammentreten,    aber 

wird  das  (iesannntsystem  dieselbe  Bewegung  haben,  wie  die 
aus  weh'iien  es  ge1)ilil(>t  ist.  Ijagern  wir  drei  oder  mehrere 
auf  diese  Weise   übereinander,  so  gelangen   wir,   wie  man  leicht 

Systemen  der  allerheterogensten  HeschalVenheit,  welche  alle  die- 
wegung   haben,    deren    Punkte    die    mannigfaltigste   Werthigkeit 

dieser  entsprechende  (iesanimtbeschleunigung  besitzen,  welche 
Energie  der  Bewegung  des  einzelnen  Punktes  niclit  ändert,  weil 
\\\\'  liie  einzelnen  Hestandt heile  vertheilt,  welche  in  dem  Punkte 
igetreten  sind.  Fügen  wir  hinzu,  tlass  wir  Systeme  auch  trennen 
Ko  übersieht  man  leicht,  wie  durch  diese  IJebereinanderlagerung 
e  von  Svstemen  entstehen ,  d<'ren  Punkte  selbst  eine  Null- 
'it  oder  auch   eine  negative   Werthigkeit  besitzen. 

Coefticient,  welcher  die  W«'rthigk<'it  eines  Punktes  und  dem 
if'nd  die  Werthigkeit  der  Beschleunigungen  aller  C^rdnungcn 
;,  kann  n.ich  <lfMii  Vorstehenden  jed(>  reelle  positive  oder  nega- 
izi*    oder    gebrochene,    rationale   oder    irrationale   Zahl   sein,    die 

inbegritl'en.  Krlangt  ein  Punkt  <les  (lesannntsystems  den  Coeffi- 
sull,  so  verschwinden  steine   Beschleunigungen   aller  <  Ordnungen, 

nicht   mehr  an   der   Bi'wi'gung  des   Systems  'I*ln'il   und  wird  aus 

II  ausgeschieden.  TritVt  dies  bei  alh>n  Punkten  einer  ganzen 
les  Svstems  ein,  so  scheidet  auch  si<*  aus.  Durch  das  Ver- 
ene.s  Cneflicienten  ist  also  das  Mittel  gegelien,  ein  Sy.sli'u»  auf 
stimmten  Kaum  zu  beschränken  oder  in  bestimnit«*r  Weise  ab- 
I.  .Feuer  t '«lefticient  spielt  liier  vollhtäiidig  ilie  Bolle  iles  l)is- 
itsfactors  der  beNtinimten  Integrale.  Kin  negativer  ( *oefticient 
iiktes  ileutet  auf  einen  Mangel  der  Wi-rthigkeit  desselben  und 
L*chsel  des  Sinnes  in  der  Beselileunigung.  Kr  kann  auf  zwei 
Htehen:  entweder  durch  Abtrennen  eini*r  viirge.scbriebenen  Punkt- 
der  durch  i'omblnatinn  von  Sy.steni<*n   mit  vollkounnen  entgegen- 

Beschleunigungen  aller  Ordnungen. 
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Man  kann  diesen  Coefßcienten,  welcher  die  qualitative  Verschieden- 
heit  der  Systempnnkte  charaktcrisirt   und   ihre  BeschleunigungscapacitSt 
misst,    den  Besclileunigungscoefficienten   derselben  nennen.     In 
den  Anwendungen  der  Mechanik  auf  Physik  stellt  er  in  vielen  Untersncban- 
geu  die  Menge  der  Materie  dar,  welche  in  den  Systempunkten  concen- 
trirt  gedacht  wird,   in   anderen  Gebieten   dieser  Wissenschaft   drückt  er 
das   Quantum  Agens    der  Punkte   aus    und   die  positive   oder    negative 
Beschaffenheit  stellt   den  Gegensatz  der  Agentien  (z.  B.  bei  Electricitit 
und  Magnetismus)  dar,  das  Verschwinden  derselben  die  Neutralität.    Die 
Lehrbücher    der  Mechanik    nennen    diesen   Goefticicnten    durchweg  die 
Masse.     Allein  wenn  wir   auch  weit   entfernt  sind,   irgend   einen  allge- 
meinen Namen   einführen   zu  wollen,   so   dient  das   Gesagte   doch  woU 
hinreichend  dazu,  auf  das  Bodürfniss  eines  solchen  hinzudeuten.    Andere 
möchten    vielleicht    lieber    „Actionscoefficient**    oder    „  BeschlcunigongB- 
gewicht"  sagen. 

Man   erkennt  aus   der  Entstehungsweise  des  Beschleunigangscoeffi- 
cienten,  dass  seine  Beschaffenheit  sich  auf  alle  Ordnungen  der  Besehlen.' 
nigungen  fortpflanzt,  sodass,  wenn  er  an  irgend  einer  Stelle  des  SysteoK 
für   die  Beschleunigung   erster  Ordnung  verschwindet,   an    dieser  SteU.« 
die  Beschleunigungen   aller  Ordnungen   Null  sind,    die  Geschwindigk^^^ 
mit  inbegriffen.    Bei  gewissen  Vorgängen,  bei  welchen  er  die  Materialit 
ausdrückt,    bleibt   er   constant,   bei   anderen,    wo   eine  Veränderung 
Agens   auftritt,    wie   z.  B.    bei   der  Vertheilung    der  Electricit&t,  ist    ^3*" 
mit  der  Zeit  oder  mit  dem  Orte  veränderlich.    Für  die  in  diesem  BuA^® 
durchzuführenden  Betrachtungen  wird  er  als   constant  angenommen  ncv>^ 
steht  nichts  im  Wege,  ihn  die  Masse  zu  nennen,  obgleich  dieser  NanO^ 
nicht  die  Allgemeinheit  seines  Wesens  ausdrückt. 

Um  die  Wcrthigkeit  der  Punkte  eines  Systems  zu  bestimmen,  »-** 
erforderlich,  dass  man  eine  bestimmte  Werthigkeit  annimmt,  welche  dur^^b 
den  Coefficienten  1  ausgedrückt  werden  soll.  Die  Beschleunigung  irge«:»-" 
einer  Ordnung  eines  solchen  Punktes  sei  g).  Ist  alsdann  m  der  Besefalo^^' 
nigungscoeHicient  des  Punktes,  wenn  seine  Werthigkeit  m  wird,  so  tret^** 
in  ihm  Bcschleunigungsbestandthcilc  zusammen,  welche  mtp  zur  Besr»-*' 
tante  liaben,  in  Folge  deren  er  aber  dennoch  dieselbe  Bcschlennigang  ^ 
behält,  weil  die  Kesultante  sich  auf  die  Bestandtheile  des  Gesarnnv-'^' 
punktes  vortheilt. 

§.  2.     Zu  jeder  Veränderung  kann    eine  Ursache   gedacht  werde^^' 
welche  die  Verändening  hervorbringt.     Die  Bewegung   ist  continuirlidp 
Ortsänderung,   ihre  Ursache  ist  demnach  im  strengsten  Sinne  der  Inb^"^ 
griff  alles  dessen,   was   den  Punkt   oder   das  System   fortführt  und  ihn^ 
die  Geschwindigkeit  und  die  Beschleunigungen  aller  Ordnungen  erthdU. 
Indessen   pflegt    man   den   Begrift'    dor   Ursache   etwas    beschränkter  W 
fassen  und  sich  vorzugsweise  für  die  Beschleunigung  erster  Ordnung  eine 
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nache  zn  denken.  Die  Urtiacho  der  Beschleunigung  erster 
rdnung  hoisst  Kraft  und  ilirc  Wirkung  besteht  darin,  dass  sie 
e  Beschleunigung  erster  Ordnung  hervorbringt,  d.  h.  die  Geschwindig- 
Mt  nach  Richtung  und  CiWisso  iindcrt,  indem  sie  in  jedem  Momente 
c  Klonientarheschleunigung  zur  Gesell  windigkeit  hinzutreten  liisst.  Diese 
'irkung  ist  eine  continuirlichc,  so  lange  die  Geschwindigkeit  Mch  con- 
nuirlich  ändert.  Wo  keine  Beschleunigung  erster  Oninung  ist,  wirkt 
nne  Kraft;  mit  dem  Aufh«tren  der  einen  verschwindet  die  andere, 
ie  Kraft  ist  nicht  die  unmittelbare  Ursache  der  Geschwindigkeit,  son- 
em  nur  der  Beschleunigung,  d.  h.  der  Aenderung  der  (leschwindigkeit. 
ie  kann  niemals  augenblicklich  eine  Geschwindigk(*it  hervorbringen  oder 
Igen,  sondern  nur  allmühlig  sie  wachsen  oder  abnehmen  lassen. 

Der  Leichtigkeit  der  Behandlung  gewisser  Parthieen  der  Mechanik 
egen  denkt  man  sich  übrigens  die  Geschwindigkeit  oft  durch  das  nio- 
putanc  Wirken  einer  anderen  Ursache  erzeugt  und  nennt  eine  solche, 
?il  sie  nur  einen  Moment  wirkt,  eine  Momentan  kraft  und  im  Gegen- 
:aEC  zn  ihr  die  vorhin  betrachteten  Kräfte  continuirliche  oder  con- 
n  nirlich  wirkende  Kräfte.  Wir  werden  bald  die  Abhängigkeit 
iCntern,  in  welcher  diese  Monientankräfte  zu  den  continuirlichen  Kräf- 
L     stehen. 

Int  die  BeNchleunigung  er.st(*r  Ordnung  nach  Grösse  und  Kichtung 
•'«ränderlich,  st»  reicht  die  Kraft  aus,  um  alle  Veränderung  der  Be- 
f  ung  liervor/ubi-iiig<*n.  Ist  sio  a1)er  veränderlich,  sei  es  nach  (irösso 
^  x-  nach  Kichtung   nilein  oder   in   beiderlei  Hinsicht  zugleich,  so  setzt 

Prschh'unigung  zweiter  Ordnung,  welche  die^e  Aenderung  veranhiKst, 
^  Unfache  oder  Kraft  der  zwi-iten  Ordnung  voraus,  welche  sidbst  als 

Ursache  der  Veränderung  der  Kraft  erster  Ordnung  angesehen 
'*Jen  kann.  In  ;j:leiclier  Weise  gibt  es  Kräftig  aller  Ordnungen,  wo 
1  ^ttschh'unignngen  aller  <  )rdnungeii  gibt  und  fallen  die  Kräfte  von 
or  gewibseii  Ordnung  an  hinweg,  sobald  die  Hesclilcuuigung  der  nächst- 
^* ergebenden   Ordnung  nacli  (Jniss(^  und    Kiditung  cun.stant  wird. 

§.  l\.     Die  Krätze    in  drr  enger»'n   I^Mleutung  d<'s  Wertes,    nämlich 

Ursachen    iler    Beschb'Uiiigungen    erster    Ordnung,    können    auf  ver- 

^«^denc    Weise    gedacht   werden,    je    naclidem    man    die    Bewegungs- 

^^mngen  eines  Systems  im  <fanzen  oder  im  Kin/.elnen  ins  Auge  fasst. 

»Wjon    wir    einen    Augenblick    i»eini    nnveränd<'rliciien    iSystem    stehen. 

Beschleunigungen  sänmitliclier  JMinkte  desseiiicn  sind  bestinnut,  so- 
^  die  Schraubcnbehchleunigung  ('J1il.  III,  V:i\k  VIII,  g.  H.)  nach 
S<^,  Kichtung  und  Sinn  der  A\e  und  iiiren  beiden  (.'tiiii|K>ni'nten  nach, 

Kutativins-  und  'rranslationsbescbleunigung,  süwir  dii'  Axialbeschleu- 
r^tig  bestimmt  ist.  P^s  genügt  also  auch  als  Ursadie  rine  Kraft,  welche 
^  S^chraubcnbeschleunigung  und  Axialbosclileunigung  zu  geben  im 
t^Udc  ist  und  ihre   Wirkung   be.strlit  ilarin,    dnan  sie  jeden  Augenblick 
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oino  uncudlicli  kleine  »Schraub  cu  gesell  windigkeit  um  eine  bestimmte  Axe 
zu  der  bereits  vorhnndenen  HchraubcngoBchwindigkeit  hinzutreten  iKsst 
und  zugleich  das  Systeui  nach  der  Axe  der  Schraubengcscliwindigkeit 
hindrängt.  Diese  Kraft  ist  är[uivaleut  zweien  anderen  Kräften,  welche 
einzeln  die  beiden  Bescldeunigungscomponenten,  nämlich  die  Trans- 
lationsbeschleunigung  parallel  der  Axe  der  Schraubenbeschleunignug  uud 
die  Kotationsbeschleunigung  um  dieselbe  zu  geben  vermag  in  Verbindung 
mit  einer  dritten,  wesentlich  anderer  Art,  welche  die  Axialbeschleuni- 
gung  hervorruft. 

Die  Beschleunigungen  im  unveränderlichen  System  sind  aber  anch 
sämmtlich  bestimmt,  sobald  es  die  Beschleunigungen  dreier  Systempaukte 
sind.  Daher  sind  auch  nur  drei  Kräfte  erforderlich,  welche  diesen  Funk- 
ten die  Beschleunigungen  ertheilen,  um  die  Bewegung  des  ganzen  Syätens 
zu  dirigiren.  Diese  drei  Kräfte  sind  der  vorhin  genannten  Schraubenkraft 
und  Axialkraft  äquivalent  und  diese  können  aus  ihnen  cutwickelt  werden.« 

Endlich  kann  mau  auch  für  die  Beschleunigung  jedes  einzelnc^A 
8ystempunktes  eine  Kraft  annehmen,  welche  diese  gibt  und  alle 
Kräfte  zusammen  müssen  gleichfalls  den  vorgenannten  äquivalent  sei' 
Thut  man  dies,  so  fällt  aber  die  Nothwendigkeit  hinweg,  dass  das  Syste 
als  ein  unveränderliches  vorausgesetzt  werde,  vielmehr  da  die  Kräfte  d( 
Punkten  sämmtlich  die  Beschleunigungen  geben,  welche  ihnen  als  Poni 
ten  des  Systems  zukommen,  so  erfolgt  durch  sie  die  Bewegung  di^  J 
Systems  von  selbst,  ohne  dass  durch  den  Zusfimmenhang  des  Systei 
ein  Zwang  ausgeübt  zu  werden  braucht.  Manche  Schriftsteller  nenne 
die  Kräfte,  welche  den  Systempunkten  ihre  Beschleunigungen  gober  ^ 
wie  sie  durch  den  Zusammenhang  des  Systems  aus  den  Beschlenni| 
der  bestimmenden  IHinkte  folgen,  Effectivkräfte.  Unterwirft  man  ui 
gekehrt  ein  unveränderliches  System  gegebenen  Kräften,  welche  umÄ"^^ 
als  drei  Punkte  beschleunigen,  so  folgt,  dass  noch  ein  Zwang  hinzutrete»  - 
muss,  damit  das  System  unveränderlich  bleibe;  denn  die  Beschlennign'  -^ 
gen  von  drei  J*unkten  reiclien  aus,  um  die  aller  anderen  zu  bestimme 
Dieser  Zwang  kann  auf  verschiedene  Art  ausgeübt,  unter  allen  TJmständi 
aber  durch  Kräfte  ausgedrückt  werden,  welche  die  l*unkte  so  gegeneinind. 
beschleunigen,  dass  der  Zusammenhang  des  Systems  erhalten  wird. 

Wie  sich  das  hier  (besagte  auf  veränderliche  Systeme  übertragi^^' 
lässt  und  inwieweit  Modilicationen  hierbei  eintreten,  wird  später  erörles^  ' 
werden. 

§.  4.    Die  Kraft  ist  als  die  l^rsache  der  Beschleunigung  vollkommC- 
definirt,   sob«ild  es  die  Beschleunigung  ist.     Daher   dürfen  weiter 
Voraussetzungen  über  ihre  Wirkungsweise   in  die  theoretische  MechanilC" 
eingeführt  werden.     Was  man   als  Axiome  der  Mechanik  zu  bezeichnen 
pflegt,   sind  Sätze,    welche   hier  vollständig  überflüssig  werden.     In  der 
That  sind   sie   auch   nur   für   einen  Lehrgang   erforderlich,    welcher  an- 
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mittelbar  mit  den  Kräften  iiiul  nicht  mit  dvm  boj^iiiiit,  ilosucii  l'rsaclKMi 
tue  Krftfltc  »ein  sollen.  Sic  entlialton  iniplicite  Erklärnngrn  iler  Natur 
fler  BcKclilennigung,   ohne  den  Namen  für  diesen   He^rilV  zu  brauchen. 

Es  gibt  aber  noch  eine  andere  Art  vnu  Ilypotlicsen  über  die  Wir- 
kungbweisc   der  Kräfte,   welclie  Newton   an    die  Sjiitze    8ein«»r   Principhi 
i»hilosufihhie  fuituraUs   »teilt    und  wrlche  von   da    in    alle    Lehrbücher   der 
Mechanik  gewandert  »ind.    Piese  (.irnndsiitze  sind  aber  i^leichfallt»  nicht 
liruudtiätzc    der   theoretischen  Mechanik,   sondern    der  Physik.     Sie  be- 
troffen VorgÄngc   der   physischen  Welt   und    vermitteln    dio   Anwendung 
der  Mechanik   auf  die  Erklärung   der  Natur|diänoniene,    indem   sie  aus- 
tilgen,  unter  welchen  Voraussetzungen    die  Lehren    dieser  Wissenschaft 
(luit  xur  Geltung  kommen.    J)er  erste  ilieser  Grundsätze  ist  das  Princip 
der  Trägheit  der  Materie,  nämlich: 

Jeder   materielle   Punkt   verharrt    in    dem   Zustande   der 
Ruhe  oder  der  ^ e r a d  1  i n i g  g  1  e i c h f n r m i g e n  Bewegung,  so  lange 
er    nicht    durch    äussere   Kräfte   zu   oiner   Aeuderung    dieses 
Z Ulitandes  gezwungen  wird. 
Her   zweite   lautet: 

I>ie  Aeuderung   der  Bewegung   ist    proportional  der  wir 
ko  tiden   Kraft  und    erfolgt   in   der  Kiclitung  dieser. 

Der  dritte    ist    das   Princip    der    Action    und    der   Keaction, 
n^uilich: 

Die  Kraft  Wirkungen  zwischen  zwei  materiellen  Punkten 
•'»ad  stets  gleich   und   einan«ler  entgegengesetzt. 

])ie  Beschleunigung  i^it  definirt  worden  mIs  das,  was  die  Aeuderung 

^*^w    (ipflch windigkeit   eines    J'unktes    nach   (irö.sse  und   Kiclitung   bewirkt 

*"*•!    ilie    Kraft    ist    die    Trsachc   der    Beschleunigung,      (')biie    Kraft    ist 

•■*licr  eine   Aeuderung  in   der  gleichförmig  geradlinigen   Bewegung  nicht 

''^•^g'licli.     Für  die  theoretische  Mechanik  ist   daher  das  Princip   iler  Träj;- 

"^if    iiiclit  erforderlich,    es   sagt    nichts    Neut*s.     Für  di<'  Physik    sagt  es 

*"'*r'  lus,    dass    die»    abstracten    VorMellungen    von    Beschleunigung    und 

^'"'^ft  auf   ilie  Materie    angewandt  werden    dürfen.      Ibis    zweiti«   Princip 

nrta«rkt  nichts  weiter  aus,  als  dass  die  Kraft  die  Beschh'unlgung  hervor- 

'ntigi  |,mj  ^.jß  jfdc  Fisache  ihrer  Wirkung  ])roportional  ist.    Das  Princip 

[""**     Ai'tion    untl   Beaction    spricht  im  (S runde  die   Beliauptung  aus,    dasK 

'^     *Ior   Natur    alle    (-rsachen    iler    Be.scldeunigung    paarweise    vorlianden 

■n<l     !•  II  t  gegen  gesetzt  gleich  sind,     lieber  die   Exi.stenz  der  Kräfte  in  der 

^^^»ar  lehrt  nur  die  Phvhik,   niclit  die  abstracte   Meciianik  ;  daher  gehiirt 

OM*!»     Princip    streng    genonnnen    jener    Wissen>'cliaft    allein    an.      In    der 

*"^t  kommt  es  auch  nur  in  ilen  Anwen<lungeii  der  Meciianik  vor,  welche 

'*'*^M  zam  Theil  e\perinn'ntelle  IteNultate  zu  (»rnnib-  bgi-n  müssen. 

Mau  hat  die  Newton'schen  Sätze  vielfacji  connnentirt  und   erwriiort, 
\b^  Teilung  zur  Mechanik  aber  vielfach  missver.standen,  weil  man  eine 
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Forderung   tlieoretisclier  Auffassung  von    dem   durch   die  Sinne  Wabr- 
nchmbaren  nicht  trennte.    Dass  Kraft  nur  etwas  Gedachtes  ist  und  nicht 
etwas  Handgreifliches,  in  der  Natur  Beobachtbares,  hat  Newton  bereits 
auszusprechen  für  nöthig  gefunden,  und  wenn  eine  gewisse  Naturbetrach- 
tung die   Kräfte   beobachten   zu  können   glaubt,    sogar  von   ihrem   Siti 
spricht  und  sozusagen  eine  Dogmatik  über  die  reale  Existenz  von  Kräf- 
ten in   der  Natur  auf^tollt,    so  genügt  es  wohl,   sie   auf  folgende  Stelle 
in  den  Prhicipüs  pMosophiae  naturalis  zu  verweisen:    ^^Voces  attractionis^ 
impulsus  iH'l  proprnsionis  cuiuscunque  in  centrum  indifferenter  et  pro  se  muiuo 
promiscuc  iisiirpn,   /las  lu'res  nun  physicc  scd  mathctnatice  tan  tum 
cunsiderando,     Unde  cnveat  lertor^   ne  per  huiusmodi  voces  cogitet,  me 
speciem  vcl  modum  aclionis  cansamvc  aut  rationcm  pMysicam 
alicubi  definire^  vel  cenlris  {fjuac  sunt  puncta  mathematicd)  vires  vere  ei 
physice  tribuere,  si  forte  aut  centra  trahcre  aut  vires  centrorum  esse  dixeroJ"^ 
(Newton,  princ.  phil.  natur.  Lib.  I.  ad  definitionem  VIII.) 

§.  5.  Bei  jeder  Kraft  (im  gewöhnlichen  Sinne  genommen)  hat  miL^  '^ 
zu  unterscheiden:  1.  die  Kichtung,  d.  i.  die  Gerade,  längs  welcher  w^^ 
beschleunigt,  2.  den  Sinn,  übereinstimmend  mit  dem  Sinne  der  BeschleiL^^^ 
nigung,  3.  die  Intensität  oder  Stärke,  mit  welcher  sie  beschleanigt  vxl^^^ 
4.  den  Angriffspunkt.  Der  Angriffspunkt  ist  in  vielen  Fällen  nichts  -^ 
Wesentliches;  sie  vermag  allen  Punkten  ihrer  Kichtung  dieselbe  Beschleic^'* 
nigung  zu  crtheilcn,  wenn  diese  in  einer  solchen  Weise  durch  dic«^»-* 
Gerade  verbunden  sind,  dass  ihre  gegenseitigen  Abstände  von  einandf 
unveränderlich  bleiben.  Man  drückt  dies  gewöhnlich  so  aus,  dass  mar 
sagt:  Jede  Kraft  kann  an  jeden  Punkt  ihrer  Richtung  vei 
logt  worden,  wenn  derselbe  mit  dem  ursprünglichen  A: 
griffspunkte  unveränderlich  verbunden  wird.  Die  Bichtnn 
der  Kraft  ist  constaut  oder  veränderlich.  Zur  Erklärung  der  Phänomei 
des  freien  Falles  z.  B.  nimmt  man  die  Schwerkraft  an.  Ihre  Richtai 
geht  nach  dem  Mittelpunkte  der  Erde,  da  dieser  aber  sehr  weit  entfei 
ist,  so  ist  dieselbe  über  kleinere  Theile  der  Erdoberfläche  hin  von  eoi 
stanter  Kichtung.  Die  Beschleunigung  der  Schwerpunkte  der  Planati 
ist  nach  dem  Mittelpunkte  der  Sonne  gerichtet;  sie  setzt  eine  Ki 
voraus  von  veränderlicher  Kichtung,  welche  der  Bewegung  des  Plan  —  •" 
ten  folgt. 

Uinsichtlich   der  Intensität  unterscheidet  man   gleichfalls  constan"^^* 
und  veränderliche  Kräfte.     Ist  die   Beschleunigung   eines  Punktes  ^^  ^ 
constanter   Grösse,    so  setzt  sie    auch   eine  constant  wirkende  Unulv 
voraus.     Eine  Kraft  von    constanter  Intensität    ist    daher   eine   solcb^^-* 
welclie  constante  Beschleunigung  gibt,   welche  also  die  Geschwindigkw^' 
in  jeder  Zeiteinheit  um   dieselbe  Grösse   ändert.     Fällt  daher  die  Bich-^ 
tung   der  Kraft  mit  der  Kichtung  der  Geschwindigkeit   zusammen,  so 
crtheilt   die  Kraft  dem   beweglichen  Punkte  eine  geradlinig  gleichfönnig 
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rcräiiderlicho  Bewegung  und  zwar  glcichfuniiig  bcsclilounigt  oder  vcr- 
lögert,  je  nachdem  ihr  Sinn  mit  doni  Sinne  der  Oeschwindigkeit  über- 
einstimmt oder  nicht.  Fallen  die  Richtungen  beider  nicht  zusammen, 
10  entsteht  eine  parabolische  Bewegung,  wenn  zugleich  die  Richtung 
1er  Kraft  constant  bleibt. 

Ist  die  Intensität  einer  Kraft  veränderlich,  s»  kann  man  jeden 
Angenblick  eine  constante  Kraft  angeben,  in  welche  jene  übergehen  würde, 
Wenn  plötzlich  alle  Ursachen  der  Veränderlichkeit  hinwegficlcn.  Unter 
der  Intensität  der  veränderlichen  Kraft  versteht  man  die  Intensität  die- 
ler  Constanten  Kraft. 

Ist  eine  Kraft  nach  Richtung  oder  Intensität  oder  nach  beiden  ver- 
änderlich, so  ist  die  Ursache  dieser  Veränderlichkeit  die  Kraft  nächst- 
oherer  Ordnung  und  wenn  diese  gleichfalls  veränderlich  ist,  so  ist  die 
rsache  ihrer  Veränderlichkeit  die  Kraft  der  folgenden  Ordnung  u.  s.  f. 

Jede  Ursache  ist  ihrer  Wirkung  proportional  und  die  doppelte, 
'<>ifache  u.  s.  w.  Ursache  hat  auch  die  doppelte,  dreifache  u.  s.  w.  Wir- 
ft Kag.  Die  Wirkung  der  Kraft  ist  die  Beschleunigung;  die  Kraftinten- 
^^t  iiiuKs  daher  der  Beschleunigung  proportional  sein.  Ist  nun  der 
^&clilcuni<;ungscoeflicient  ;/«,  die  Beschleunigung  der  Bewegung  9,  so 
Lias  die  Kraft  £  dem  m  werthigen  Tunkte  die  Beschleunigung  q>  auch 
u^al  crtheilen ;  ihr  Ausdruck  iht  daher  £  =  mq>  *  K^  wo  K  zunächst  ein 
'oportionalität8fact(»r  ist. 

Für  eine  zweite  Kraft  </',  welciic  einem  Punkte  von  der  Werthig- 
•  it  m'  die  Beschleunigung  tp    ertheilt,  hat  man  ebenso 

£'  ==  mtp  '  K. 

^lier  wird  dcis  Verhältniss  beider 

£ 

ii.  die    Intensitäten   zweier   Kräfte   stehen    im   zusammen- 
-*«etzten   Verhältnisse  der  Werthigkeitscoefficienten  (Mas- 
'>  )  der   Punkte   und    der   Beschleunigungen,    die   sie   ihnen 
^  keilen. 

Um  Kräfte  zu  messen,  kann  man  eine  Krafteinheit  willkürlich  an- 
'^»neu.  In  vielen  Fällen  wählt  man  ein  bestimmtes  (iewiclit.  Die  Ur- 
'^ie  des  Fallens  der  Körper  o(h'r  die  Schwere  ertlieilt  nändich  allen 
Moterworfenen  Punkten  die  constante  Beschleunigung  y  -=  '.'.Hl  Meter. 
^  Schwerkraft,  welche  eine  gegeben«*  Masse  fallen  machte  heisst  das 
^"^'iclit  dieser   Masse.      Das    (iewicht    eines    Cubikdt'ciuu'ters    chemisch- 

■ 

'**^«n  Wassers  im  Zustande  der  grössten  Dichtigkeit  (Imm  l",l  (*.)  heisst 
'**  Kilogramm  und  wird  als  Krafteinheit  benutzt.  Für  kleine  Kräfte 
ir^Vilt  man  als  Maasseinheit  das  Gramm,  welchfs  der  tausendste  'IMkmI 


;/i 

fp 
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9 
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(los   Kilogramms,    nämlich   dns    Gewicht   eines   Cubikcentimeters  Wasser 
«lerselbon  BeschaD'enhcit  ist. 

Auch  die  Einheit  für  die  Beschleunigungscocfficienten  oder  dio  Masse 
ist  beliebig  wählbar.  Wir  wollen  sie  so  bestimmen,  dass  wir  unter  ihr 
diejenige  Masse  verstehen,  welcher  die  Krafteinlieit  (das  Kilogramm) 
die  Beschleunigung  gleich  der  Längeneinheit  (1  Meter)  ertheilt.  Mit 
Zugrundelegung  dieser  Einheiten  liefert  jetzt  die  obige  Gleichung,  wenn 
nämlich  Jß'  die   Krafteinheit  und  m    die   Masseneinheit   bedentct,    wofür 

qp'  =  1  wird,  für  die  Maasszahl  F  =  ->,  der  Kraft  fi 

F  =  fnq)y 
d.   h.    die    Maasszahl    der    Intensität    der   Kraft,    welche    der 
Masse    m    die    Beschleunigung    q>    zu    crtheilen    vermag,     ist 
gleich    dem  Produkte   aus    den   Maasszahlen   der  Masse   nnd 
der  Beschleunig  u  n  g. 

Hierbei  wird  aber  vorausgesetzt,  dass  m  und  ///  sich  auf  Werthig- 
keitsverhältnisse  derselben  Art  beziehen,  dass  also  z.  B.  beide  Zahlen 
sich  auf  die  Mengen  ponderabeler  Materie  oder  beide  elektrische  Mas- 
sen etc.,  nicht  aber  die  eine  sich  auf  ponderabelc  Materie,  die  andere 
sich  auf  Electricität  beziehe.  Tm  letzteren  Falle  würde  noch  ein  weiterer 
Coefficient  erforderlich  sein. 

Aus  F  =  m(p  folgt,  dass  die  Beschleunigung  erhalten  wird,  wenn 
man  die  Intensität  der  Kraft  durch  die  Masse  und  die  Masse,  wenn 
man  die  Intensität  der  Kraft  durch  die  Beschleunigung  dividirt,   d.  h.  c« 

ist  00  =  und  m  = 

m  fp 

Wenden  wir  die  (ilcichung  F  =  mtp  auf  das  Gewicht  P  der  Masse 
m  an,  so  wird  //  für  cp  zu  setzen  sein;  wir  erhalten  dadurch 

P  =  nuf. 
Mit  Hülfe  dieser  Gleichung   können  wir  aus    der  vorigen   Crloichnng  die 
Masse  m  eliminiren;  sie  nimmt  dadurch  die  Eorm  an 

P 

F  =      -  '  q>. 

(t 

Die  Kraft  F  =  mrp^  welche  der  Masse  m  die  Beschleunigung  ^  er- 
theilt, wird  oft  auch  die  bewegende  Kraft  genannt.  Die  Kraft,  welche 
der  Masseneinheit  dieselbe  Beschleunigung  cp  ertheilt,  wäre  1  •  y  =  W\ 
sie  heisst  im  Gegensatze  hierzu  die  beschleunigende  Kraft. 

Die  Gleichung  /*  =  mtj  gibt  für  m  =  1  den  Werth  P  =  g^  J.  ]i,  jje 
Masseneinheit  hat  ein  (Gewicht  gleich  //  =  11,81  Kilogramm. 

g.  G.  So  wie  man  die  l^esclileunigung  eines  Punktes  durch  ihre 
Componenten  ersetzen  kann,  so  kann  man  die  Kraft,  welche  die  Be- 
schleunigung erzeugt,  durch  eine  Verbindung  von  Kräften  ersetzen,  welche 
einzeln  die  Iirsachen  der  Beschleunigungscomponenten  sind.    Man  pÜegt 


/ 
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die  Kraft  durcli  oinc  Strocko  mit  eiuor  Pfoilspitzo  zu  bozricliiuMi;  die 
iJingo  dor  Strecke  gibt  die  IntouKitat,  dir  Riclitiiii^  dcrsollion  tlio  llich- 
tiing  der  Kraft  nnd  die  »Spitze  «len  Sinn  derKolben  an;  der  Anfangs- 
punkt der  Strecke  bezeichnet  den  Angritls])unkt.  Da  nun  die  Kraft  der 
Reiiclileunigung,  welche  sie  dem  bewegliclien  Punkte  ertlieilt,  prn]>nrtio- 
nal  ist,  80  werden  die  Figuren,  welclie  aus  den  die  Kräfte  darstellenden 
Strecken  gebildet  werden  knnnen,  den  aus  den  entsprtH'li enden  lieschleu- 
nignngcu  gebildeten  «Hlinlich  und  können  alle  S.'itze  über  die  /usammen- 
»otzung  nnd  Zerlegung  der  Beschleunigungen  sofort  auf  die  Zusammen- 
setzung nnd  Zerlegung  der  KWCfte  übertragen  werden. 

Es  sei  gp'"'  die  Heschleunignng  irgend  einer  Ordnung  ;i  zur  Zeit  /; 
damit  sie  in  die  Beschleunigung  zur  Zeit  /  -|-  dt  übergehe,  tritt  zu  ihr 
dio  Elementnrbeschleunigung  (p^"'^^*tll  der  nächst  höheren  Ordnung. 
Kbenso  tritt  zur  Kraft  m(p^"^  der  //^"'  Ordnung  die  unendlich  kleine 
Kraftcnmponente  mtp^"'^  ^Ulf  hinzu,  um  dieselbe  nach  (irösse  und  liii-li- 
tnng  in  die  Kraft  überzuführen,  welche  dem  folgenden  Zeitmomente 
entspriclit. 

Es  f«dgt  hieraus,  diiss  die  Klementarkraft  mq*'*'^^UIl  das  geometrische 
Differential  und  ;/iqp"'  +  ''  die  geometrische  Derivirte  von  ;/i<;p"**  ist,  d.  h.: 

Jede  K  r  a  f  t  irgend  einer  Ordnung  ist  die  geometrische 
I>  p  r  i  V  i  r  t  e  der  K  r  a  f  t  nächst  h  »i  h  e  r  <•  r  O  r  il  n  u  n  g.  Kräfte  versehie- 
doner  Ordnungen  können  daher  nicht  miteinander  verglichen  werden, 
Hondern  sind  (Jrö.ssen  verschiedener  Dimension,  verhalten  sich  wie  Flärhen 
zn    Linien  oder  Körpi-rräume  zu   Flächen. 

l)ie  Kraft  nullter  Ordnung  ist  ^"''"  ---  tnrh'  und  wird  die  Momentan- 
kraft  genannt.  Sie  ist  die  l>saclic>  der  (leschwindigkeit  und  erthcilt 
di<*se  dem  Punkte  pliUzlich.  Für  m  ~=  1  und  r  ^  1  wird  -f "'  -  A 
an«!  wenn  man  also  den  l'mportinnalitätsfactnr  A',  d.  h.  die  Momentan - 
kraft,  welche  d«'r  Masseneinheit  die  (ieschwindi^rkeit  r  pliit/lich  zn  er- 
theilen   vermag,    als   Einheit   der    Momentankr.'ifte   wählt    und    die   Maass- 

zatlil     '         der    Momentankraft   -f'"'  mit  /^"'  bez(>ichnet,  so  wird 

/^"'  :        W/r, 

<1.  1i.  die  Maasszahl  der  M  omeutank  raff  ist.  das  I'roiluk t  aus  di*n 
M  tt  ah. s  zahlen  der  Masse  und  der  ( j  cscli  w  ind  i  gk  e  i  t.  Das  rm- 
«iakt  mr  lieisst  di«*  IJe  wegungsgrö.ssi«  des  Punktes.  Wir  wi'rdrn  später 
v«tn  Krätti'U  erster  Ordnung  redm,  welche  rine  srhr  kurze  Zfit  liinduirb 
wirken  und  sehr  grossi*  Intensitäten  besitzen:  sie*  lM*iss«'n  Stti.s>kräfte. 
lli«*selbeu  sind  von  den  Monieutaukräften  sehr  wohl  /.m  treniHMi:  in  dem 
Momente  jedoch,  in  weleliem  eine  Stosskraft  /.ii  wirken  aiithört,  hat  diT 
bewegliche  Punkt  eine  gewisse  lieweginigsgi-össe  und  d;>  dieM>  eine  Mo- 
meniankraft  repräsent irt ,  welche  dem  Punkte  die  <iesrh\\indi;;keit  /.u 
rrth^ilen   vermag,    ilit*    i-r    diiich    die    Kin\virkung    der    Stosskralt    erlangt 
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hat,  wenn  er  vorher  eine  solche  nicht  besass,  so  siebt  man  ein,  wie  der 
Effect   einer  Stosskraft  oft  sich  durch  eine  Momentankraft  ausspricht. 

§.  7.     Wir   wollen  jetzt   noch   einige   Grundbegriffe    erläutern,   die 

mit  den  Kräften   erster   Ordnung  in   Verbindung  stehen.     Unter  allen 

Zerlegungen  der  Beschleunigung  q)  war  die  Zerlegung  in  Tangential-  und 

Normalbeschleunigung   die  wiclitigste    (Thl.  II,    Cap.         ,   §.       .).    Die 

Ursachen  dieser  beiden  Componentcu  heisscn  die  Tangentialkraft  und  Nor 

dv 
mal-  oder  Centripctalkraft.  Die  Maasse  ftir  dieselben  sind  Fg^mg>i  =  mr: 

und  jPn  ==  ^<  (fn  =  m   —  -     Die  erstere  Kraft  wirkt  in   der  Richtung  i^'^ 

Tangente,  die  zweite  normal  zur  Bahn,  nach  dem  Krümmungsmittel ponlc^ 
hingewandt.     Die  totale  Kraft  F  setzt  sich  aus   ihnen  zusammen   na. 
der  Formel 


'-"/cr+i 


Mit  der  Compoucntcn  Fg  der  Kraft  F  stehen  in  innigem  Zusammer' 
hang  die  Bogriffe  von   Kraftantrieb,   Bewegungsgrösse,  Arbe 

und  lebendiger  Kraft. 

dv 
Multiplicirt  mau  nämlich  die  Gleichung  Ft=  m  —  mit  di  and 

tegrirt  sie,  indem  man  Fi  als  Function  der  Zeit  dargestellt  denkt  n 
zwischen  den  Grenzen  t^  und  /,  welchen  die  Werthe  Vq  und  v  der 
schwindigkeit  entsprechen,  so  erhält  man: 


j  Fi »  dt  =  tnv  — 


Htt^Q. 


Das  Element  des  Integrales  zur  Linken,  gebildet  aus  der  Intensität  d  — ^^ 
Tangentialkraft  und  dem  Zcitelementc,  heisst  der  Elementar  an  tri^^^^ 
der  Kraft  F  und   das   Integral    selbst    der   Antrieb    der   Kraft  ^ 

während  der  Zeit  t  —  t^^.    Nun  ist/zit'die  Bewegungsgrösse  oder 
Momentankraft  des  Punktes  und  da  tnv  —  mvQ  die  Aenderung  derselbi 
während  des  Zeitiutervallcs  /  --  /q  darstellt,  so  kann  der  Inhalt  dervc 
stehenden  Gleichung   in  dem  Satze  ausgesprochen  werden:    Bei  jedi 
Bewegung  eines  Punktes  ist  der  Antrieb  der  Kraft  währe] 
irgend  eines  Zcitintcrv alles  gleich    der  Aenderung,   weiek* 
die  Bewegungsgrösse  während  dieser  Zeit  erleidet. 

Ist  die  Bewegung  geradlinig,  so  ist  Fg  =  F\  ist  sie  gleichfönui^' 
so  ist  der  Antrieb  Null.  Die  vorstehende  Gleichung  für  den  Antri©*' 
geht  aus  Thl.  III,    Cap.  I,   §.  13.   unmittelbar  hervor,   wenn  man  di^ 

dortige  Gleichung  v  —  t u  "^^  J^t^^  ^^^  der  Masse  m  des  boweglichoi 
Punktes  multiplicirt. 
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dp 
Drückt  man    in  der  Gleichun^^  Fg  =  m  —  -  die  'r.-ingeutialbcscbleu- 

;ung  durch  *       aus,   inultiplicirt   mit  </.<  und  iutegrirt,    indem 

ku  Fg  als  Function  dos  (hirvenbogons  s  dargestellt  denkt,  zwischen 
ci  Grenzen  5^  und  .v,  welche  den  Cleschwindigkciton  <\,  und  v  ent- 
reclion,  so  crhAlt  man. 


Lfl  Element  des  Integntles  zur  Linken,  nftmlich  das  l'mdukt  aus  der 
.ogentialkraft  und  dem  Wegclemente  </5,  durch  welches  der  bewegliche 
nkt  fortgeführt  wird,  heisst  die  Elementar  arb  eit  der  Kraft  F 
il  das  Integral  selbst  die  Arbeit  der  Ivraft  /'Mängs  des  AVeges 
—  j„.  Die  Grösse  mv'-^  das  Produkt  aus  der  Masse  des  beweglichen 
nktes  und  dem  (juadrtite  seiner  Gcscliwiiidigkeit  heisst  die  leben- 
de Kraft  des  Punktes.  Mit  Hülfe  dieser  HegritVsbestimmungen 
t€t  der  Inhalt  der  vorigen  Gleichung:  Hei  jeder  Bewegung  eines 
nktes  ist  die  Arbeit  der  denselben  treibenden  Kraft  längs 
^cnd  eines  Weges  gleich  der  Aendcrung,  welche  die  lialbo 
^endige  Kraft  des  Punktes  längs  dieses  Weges  erleidet. 
5«e  Gleichung  geht  auch  aus  der  Gleichung  in  l'lil.  III,  Cap.  I,  §.  14. 
"Vor,  indem  man  dieselbe  mit  der  Masse  m  niultlpücirt  und  bedenkt, 
»«  f^  Cos  tt  =  gv,  al>«(»  m(f  ctts  u  ^^  mcff  =r=  /',  i.st.  Alles,  was  dort 
t»«t  über  die  Arbeit  der  Hesdib-unigung  und  in  den  folgenden  §§. 
'r  M«miente  der  iSeM-blfunigung  gesagt  i>t,  gilt  auch  unmittelbar  vun 
'  Kraft.  Die  Eli'nientararb<'it  einer  Kraft  kann  hiernach  sowohl  als 
^  Produkt  der  l*n»jection  der  Kraft  auf  die  Uichtung  des  Wegelenien- 
c/j  und  dieses  Wegelenientes  selbst,  als  auch  als  d-is  Produkt  der 
^ft  F  uud  der  Pri>jection  <les  Wegelenientes  auf  ihre  Kiclitung  iiuf- 
■ast  werden.  Die  Eleuientararbeit  der  Kraft  ist  positiv,  Null  oder 
^utiv,  je  nachdem  die  Kichtnng  V(»n  ds  mit  der  Kiehtung  von  /*  einen 
^Zen,   rechten  oder  stumpfen   Winkel  bildet. 

iJie  eigcnthümliche  Benennung  ,, lobendige  Kraft**  rührt  von  L(>ibnitz 
^1    sie  hat  mit   der  VorM<-llung  (I«'s   Belebten    niebts    gemein,    auch   ist 

i^thsam,  den  Gedanken  fern  zu  halten«  als  sei  der  bewegliche  Punkt 
^  iSitz  einer  Kraft,  dic>  ihn  tieibt.  Leibnitz  untersebied  /.wischen  todten 
*d  lebendigen  Kräften;  erstere  waren  für  ihn  diejenig«'n,  wt-lehe  kiMui' 
^^fgang  hervurbring«'n,  sondern  nur  Diuck  tnler  Sjiannun;;  ausüben; 
^**tere  waren  die  Kräfte,  wek-he  Bi»wegung  !i«*rvnrrufen.  I*ie  ersteren 
Uais  er  durch  die  Intensität,  ilie  zweiten  dunli  die  Arbeit  oder  durch 
lie  Aeuderung  von  \mr\  also  wenn  ursprilnj^^lich  keine  (le.Hichwindi^- 
fit  vorhanden   war,   durch   \mr*.      Die  (i'escliicble   k\vy  Mechanik  keniii 

dchr'l,    lli'rifiv  il.   l!>  w.  u.  ■!.    Kl  lil-.  .1*. 
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einen  heftigen  Streit  über  das  richtige  Maass  der  Kräfte,  geführt  zwischen 
Verfechtern  der  Le ihn itz' sehen  und  d^AlemberV sehen  Ansicht  über 
diesen  Punkt;  derselbe  endete  von  selbst,  als  man  die  Benennungen 
sorgfaltiger  wühlte  und  nicht  mehr  IntensitÜt  und  Arbeit  verwechselte. 
Bezeichnet  man  die  Arbeit  einer  Kraft /' mit  T,  nämlich  setzt  man: 

s 

I  F,  ih  =   T, 

so  folgt  '  tiT 

*'  =  ,/»•  ' 

d.  h.  die  Tangentialkraft   ist   die  Derivirte   der  Arbeit  nach 
«lern  Wege. 

»Sf'tzt  man  den  Antrieb  der  Kraft  F  gleich  /,  nämlich 


J  F,,ll  =  ./, 


HO    folgt  "  ,IJ 

^'   =    ,1t    ' 

d.    d.    die  Tangentialkraft    ist   die   Derivirte    des    Antriebes 
nach  der  Zeit. 

Die  Arbeit  einer  Kraft  kann  immer  als  das  Produkt  einer  Inten- 
sität und  einer  Länge  dargestellt  werden.  Die  Einheit  der  Arbeit 
ist  die  Arbeit,  welche  die  Krafteinheit  leistet,  wenn  sie 
eine  Masse  in  ihrer  llichtung  um  die  Längeneinheit  fort- 
bewegt. Da  die  Krafteinheit  das  Kilogramm  und  die  Längeneinheit 
das  Meter  ist,  so  heisst  die  Arbeitseinheit  das  Kilogrammeter. 

Die  hier  erläuterten  BegriÜ'e  lassen  sicli  auf  Kräfte  aller  Ordnungen 
ausdehnen.     Construirt  man  nämlich  die  Hodograjihen  aller  Ordnungen, 
indem  man  von  einem  beliebig  annehmbaren  Pole  <ius  mit  den  Geschwin- 
digkeiten   und   Beschleunigungen   der  1.,    2.,  3.,  ...  Ordnung  Radien- 
vectoren    parallel  zieht    und  die  Endpunkte   zu  cuntinuirlicheu   Cnrren 
verbindet,    so  ist  das  Bogenelement  dos  llodographen  //^   der  «*"*  Ord- 
nung die  Elementarbeschleunigung  w'"  Ordnung  <p^"^dl  und  wenn  gleictlx- 
zeitig   mit   dem  Hauptpunkte   ein    beweglicher   Punkt   den   Ilodographer-TÄ 
beschreibt,    tp^"^  dessen  Geschwindigkeit   und  parallel  der  Tangente  i*^» 
Hodographen   gerichtet.     Die   Beschleunigung   der  (w  +  1)"'*"'  Ordnniir^fi 

^1/1  +  1)  verfallt  dann  in  eine  Componente  g>/'*"i-i^=     ,  -    längs  der  Tt^-^ 

gente  des  Hodographen  und  eine  andere  9,^"  +  ^*  in  der  Kichtung  d^^^ 
Hauptnormalen  nach  dem  Krümmungsmitielpunkte  des  Hodographen  J/»-  ^ 
hin  gerichtet.    Letztere  ist,  wenn  (!e„  den  Coiitingenzwinkel  von  JIm  he^ 

deutet,  g>y^"  +  ^^  =^  9^(") .      ",  oder  wonn  (h,^  ■■^=^  (p^'*\li  das  Bogenelement 


I.  Cap.  Glüichnndf  «lor  lebend  igen  Kraft  für  liühcru  Onliinii^on.  4{^Q 

lind  Q^  =  "  der  Krüinniun^shalltincsscr  V(»n  //«  ist,  (f^^'*\-^^—^^^  '  . 
Man  kann  dalirr  auch  die  Kraft  /'•"-'-''  dor  (//  -|-  1)^'*"  Ordnung  z**r- 
I«»geii    in    dii»   Tangentialkraft    f'/"^  ''  ^■-=  ''*       ,        und    die    Nonnalkraft 

AV     *•  =  M  ,    wi'IcIk!  die  Uicittnngcn  dor  Tangente    nnd   llaujtt- 

niirnialen  der  f*urv(>   //^   lie.sitzen.     Man   erli.-ilt  daher,   wie  frülier 


mff'""  ///g»,/"'  —  /  F/""-  ''f// 


nml   da  #/>,,    --  q*"*<lt,    also  ^-  o '"  i.Nt , 


« , 


§.  If.     Wenn  man  die   Kraft  f*""  der  /i'"'  Onlnnnjr  nach  drei   Ci)or- 

•linatcnaxc'D  der  .r,  y,  r  zerh»gt,  so  ergiht  sich,  da  /■',""  =^  »i  =^ 

//■'.r  ff't/  (t*'z 

iät,  daBü  die  ConiiiDUenten  «ind :  A'  '"'— -  ;//     *  ,  /*  ""1=  7//     '  ,  h\^"^=^  m  -   *  . 

l>ie  Iiitpn.sitiit  nnd   die  ]{ic1itun;^KCoNinus8e  cus  u„,  '*>'>* /i»,  co.v /„  er«;ohen 
^ich  hieraus  altf 

#/".!  //"//  </";      ~"    /'""  ' 

*//"  ///"  fil" 

*^nkt  man  bieh  eine  Curve,   weK-lie  die  liahn  des  I'iinktes  an  ti«*r  Stelle, 

*o  er  zur  Zeit  f  .sich  heüiuh't,  //-iiunkti;;  heriihrt,  s«»  stiuiinen  ilie  ;/  -   -  1  er 

"'n  J>jflprentiah|uotienten   der  ('»»nrdinaten  beider  iihi'rein   und  h(>;;innen 

'''c  ConrdinatenditVerenzen  in  der  Kntwickelun;;  drr  Cnunlinaten  des  Haupt- 

r'ükleii  iiiiJ  eines  Punktes,  welchrr  auf  d<'r  herüliri'udi'n  Curve  mit  i«'neni 

Pc^icb  vom  Horühiunjjspunkte  ausgeht  uimI   ein«'   MexNe^un;;  hr.sitzt,   für 
^^'cluj  jj^j  Hohchleuni^un;;en   his  zur  n  —    T'"   Ordnung  den    Heschleu- 

6^**ßen  jenett  gleich  sind  mit 

"■      Itlr   ^  J'    nl       L</r     '  J      //I       ur     ^         J 

»»K'tapg   hchliesst    man,     wie    S.   l*Ol,     dass    die    Vi'rl»iiidun;^sliiiie    heider 
V^nkte   in    der  (irenze    dir    K  ich  tun«;    der    Kraft    /■'  ' '    an^iht    und    dass, 

^^^n  man   die  verschwindend  kh'in   werdende   Kntfernuu^  beider  mit  f)^ 

(l^TJatiiiu  w'*'  <.hdnunjri  bezeichnet, 


:y2^' 
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Bevor  wir  die  Theorie  der  Aequivaleiiz  der  Kräfte  beginneu,  welche 
den  hauptSHcblichstcu  Gegenstand  dieses  ganzen  vierten  Tlieiles  bildet^ 
wollen  wir  zunächst  eine  Frage  aus  der  Geometrie  der  Massen  erledigen, 
welche  von  grosser  Bedeutung  ist.  Dadurch  dass  man  nämlich  den  Punk- 
ten eines  Systems  eine  gewisse  Wertliigkeit  oder  Masse  beilegt,  entstehen 
eigenthUmliche  geometrische  Probleme,  welche  von  den  Verhältnissen 
der  Massenvertheilung  abhängen.  Man  kann  alle  diese  zu  einer  eigen- 
tliündichen  Theorie  zusamm(>n fassen,  welche  den  eben  gebrauchten  Namen 
verdient.  Das  nächste  Capitel  enthält  die  Lehre  vom  Mittelpunkte  der 
Massen,  ein  späteres,  welches  zwar  hier  gleichfalls  Platz  finden  könnte, 
welches  wir  aber  verschieben,  bis  es  von  dem  Bedürlniss  herangezogen 
wird,  wird  die  Theorie  des  Trägheitsmomentes  enthalten. 


II.   Cilpitel. 
Mittelpunkt   der  Massen. 

§.  1.     Die  Punkte  3/,  ßl\  j\l\  .  .  .  eines  Systems  sollen  die  Werthig- 
keitscoefficienten    (Massen)    ;/i,  w',  m\  .  .  .  besitzen.     Wir   ziehen    durch 
sie  Parallelstralen  von  derselben,  übrigens  beliebigen  Richtung,  schneiden 
diese  mit   einer  Ebene  E  senkrecht   in  den  Punkten  f«,  ii\  ,a",  ...  und 
bezeichnen    die    Abstände    3/|u,  ^l/V  ?  -^^'V'»  •  •  •  ^^^  Punkte   von    dieser 
Ebene  mit  p,  //,  //',  . .  .    Das  Produkt  mp  aus  der  Masse  und  dem  Ab- 
stände  eines   Punktes   M  von    der    Ebene  E  hcisst   dessen    Moment  in 
Bezug  auf  diese  Ebene.     Bilden  wir   die  Summe  2£mp  aller  dieser  Afo- 
mente.     Wenn  nun  unter  Festhaltung   der   Stralonrichtung  die  Ebene  E 
parallel  mit  sich   fortrückt,   so  ändert  sicli  21  mp  continuirlich  und  kano 
jeden  positiven   und  negativen  Wcrth   zwisciion  —  cx)  und  -f-  oo  errei- 
chen, falls  auf  den  Stralen  ein  Unterschied  des  positiven  und  negatireii 
Sinnes   zugelassen  wird.     Beim  Uebergaiige  von    einer  Lage   der  Ebe«i«t 
zu  einer  anderen,  welche  von  ihr  um  die  Strecke  5  absteht,  äudert  »i*^ 
diese    Summe   um   Zmt   oder    da   J   ein    gemeinschaftlicher   Factor  alB-^^ 
Glieder   der   Summe    ist,    um    I2£m  =  $J/,    wenn   wir   die  Summe  al  M-^'^ 
Massen   mit  M  bezeichnen.     Es   ist   demnach    die   Summe    der   Momet^-  *^ 
für  die   zweite  Lage   der  Ebene  £nip  —  Mi,  und  gibt  es  oftenbar  ein^^'* 
Werth  I,  aber  auch  nur  einen  einzigen,   für  welchen  diese  Summe 
schwindet,  nämlich 

j.  2:mp 

^  ~     M    ' 


\ 


i 
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Für  jeden  Punkt  dor  Ebene  in  dieser  T^nge  ist  .V|  =  21m p^  d.  h.  wenn 
man  ihm  die  Gesainmtniassc  des  Systems  zacrtheilt,  so  ist  sein  Moment 
in  Bczng  auf  irgend  eine  zn  der  Ivichtung  der  Stralcn  senkrechte  Ebene 
sloich  der  Summe  der  ^lomento  des  Svstems.  Ziehen  wir  nach  zwei 
anderen  Uichtungen  Parallelstralen,  ko  gibt  es  für  sie  gleichfalls  zwei 
Ebenen,  filr  deren  Punkte  die  Summe  der  Momente  verschwindet  und 
für  deren  Parallclebcncn  die  Summe  der  Momente  gleich  dem  Momente 
der  ganzen  Masse  wird,  sodass  noch  zwei  weitere  Gleichungen  der- 
selben Art 

''=       .1/     •        ^=      M 

bestehen,  worin  i;  und  ^  Abstünde  parallel  mit  den  beiden  anderen 
Stralenrichtungen  von  zwei  beliebigen  zu  diesen  Richtungen  senkrechten 
Ebenen  bedeuten. 

Die  drei  Ebenen,  für  weU-he  die  Summe  der  ^louieiite  des  Systems 
versehwindet,  schneiden  sich  in  einem  Punkte,  welcher  die  Eigenschaft 
be>itzt,  dass  für  Jede  beliebige  andere,  durch  ihn  hindurchgclegto  P^beno 
die  Summe  der  Momente  gleichfalls  Null  wird.  Xchmen  wir  nämlich  die 
ilrci  Schnittlinien  der  drei  Ebenen,  welche  iui  Allgemeinen  schief  gegen- 
f*inandcr  geneigt  sein  werden,  als  Axen  ib'r  .r,  //,  :  an  und  legen  durch 
ihren  Schnittpunkt  eine  iH'lii'bige  Ebene«  deren  Normale  mit  den  Axen 
die  Winkel  A,  ii,  v  bilden  mag,  so  ist  der  Abstand  it  eines  Systempunk- 
tes -V  (.r,  y,  z)  von  dieser  Ebene  die  Sunnne  der  Projectionen  des  Linien- 
znges  der  J",  y,   :  auf  deren   Xcrmah«,  n.'indicli: 

Sind  nun  aber  f,  c',  t''  ilie  Winkel,  widclie  die  Jiichtungen  der  a*,  y,  z 
lüit  den  Normalen  der  Kl»enen  der  (//:),  (c.»')»  i*^'!/)  bilden,  so  wird 
X  cos  i  =■  /*,  y  cus  i'  ^-^  /*, ,    :  ros  i"  .=^  p,  und  mithin 

i-hV  ).  ms  II  ros  v 

ms  i  ms  f  riis  t 

ond  da  nach  der  Vorau^Jsetzun):  -l'//i//  --  2^mft^   -^   Xmp,  —  n  .«ijnil,  so 

■irJ  auch  2'/«.t  =  U. 

Wenn    nlnT   die  Snnnue    der  Momente    des  Sys»ti*ms    für    die    Ebene 

■  ."»V.    welche    durch    den    fraglichen    Punkt    gehl,    ver>cliwinilet,    so    ist 

^^Uk  Vorigen   znfnl;;e    diese  Summe  für  jede   Parallelebene  zu  ihr  gleich 

'U»ni   Miimente  diese*  Punkte.«,  wenn  ihm  die  (lesammtmas^e  des  Systems 

*'**nheilt  wird.     Wir  «'rhalten  dnln'r  ilen   Satz: 

In  jedem  Systeme  von  Massenpu  nk  te  n   gibt   es  einen  ein- 

**K^Mi   bestimmten    Punkt,    tiir   welchen    tlie    Summe    <ler    M  ti - 

n*»iuie   d«'s  Systems    in   He/.u^'    auf  jeile    durch    ihn    hindurch- 

gt^kpnde    Ebene    verschw  ind»'t    und     für    jede    andere     nicht 

attrcli  i k  n  bind  u  r  c  h  ;r  •■  h  e  n  d  e  K  b  e  n  e  j;  1  e  i  c  h  d  e  m  M  'j  m  e  n  t  e  des- 
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sclbou  ist,  wenn  ihm  die  Gcsammtmasso  des  Systema  aacr- 
tbi>ilt  wird.  Dieser  Punkt  hcisst  der  Mittelpunkt  der  Massen 
des  Systems. 

Dieser  Puukt  ist  bestimmt,  sobald  seine  Abstände  von  drei  belie- 
bigen P^benon  bekannt  sind;  wählen  wir  diese  zueinander  rechtwinklig, 
so  sind  seine  Coordinaten  a'p  y,,  z^  diese  Abstände  selbst  und  genügen 

den  Gleichungen 

31  -  x^  =  2*;/»  x 

M '  z^  =  Zmz. 

Sind  insbesondere  die,  Massen  aUer  Punkte  einander  gleicli,  so  wird 
2,mx  =  mZx^  ...  und  M  =  nm^  wo  n  die  Anzahl  der  Punkte  be- 
deutet, mithin 

d.  h.  die  Coordinaten  des  Massenmittelpunktes  sind  die  arithmetischen 
Mittel  aus  den  Coordinaten  der  Systempunkte. 

Um  den  Mittelpunkt  der  Massen  zu  bestimmen,  dienen  neben  vor- 
stehenden Gleichungen  in  vielen  Fällen  die  in  ihnen  aosgcsp rochen en 
Sätze : 

Ist   die  Summe   der  Momente   für   eine  Ebene  Null,    so  enthält  die 
Ebene  den  Massenmittelpunkt.     Ist  die  Summe   der  Momente  für  sweL 
Ebenen   zugleich  Null,    so   liegt   der  Massenmittelpunkt   in    der  SchnitV.^ 
linie  beider  Ebenen. 

Ist  diese  Summe   für  irgend  drei  flbenen  Null,   so   ist   ihr  SchnL*^^ 
]mnkt  der  Massenmittelpunkt. 

Der  Mittelpunkt   der  Masse   eines   ebenen   Systems    liegt  in  flft" 
p]bene;  der  Mittelpunkt  der  Masse  einer  Geraden  in  ihr. 

Zerlegt  man  das  System  in  mehrere  Partialsystemo ,  für  welche  ^ 
Summe  der  jMomente  £^mXy  2!^tfiXy  ü.^mx^  ...,  E^my^  Z^mt/j  2*3 my,.     — 
2^]7/ir,  Z,^mz^  Z.^mz^  ...,    sowie  deren  Massen  mit  ^^j^m,  E^^y  '^s^t 
bezeichnet  werden    mögen,   so   kann   man,   wenn   J, ,  »/,,  fj;  l^,  i^j; 
^3)  ^:m  ^:o  • "  die  Coordinaten  ihrer  Massenmittelpunkte  sind,  schreil 

Zmx  =  2^,  mx  +  21.^  mx  +  2"'.^  mx  -| =  ^,  2",  w  -(-  &..  -^2'"  +  ^3  ^3"*  "t* 

^Imy  =  2",  my  +  2', my  +  2.,  my  -\ =  ?/i  Z^m  +  r].,  Z.^m  -j-  ri^ 2>  +  - 

Zmz  =  2'j  mz  +  2^2'"^  +  -^V"*  H =  f  1  -^i"*  +  tt^^ni  +  Sit^j,^  +  '^ 

und  werden  mithin  die  Coordinaten  .ij,  ^1,^1   des  Gesammtmasscnmittf 
punktes  aus  den  Gleichungen  gefunden : 

M »  x^  =  §i2',  7/t  -f-  ;\)2\,/«  +  ii^:)"^  +  •••» 
j\l '  //,  =  »/,  2,  m  -(-  ^hZ.,/n  -\-  rj.^£^m  +  •  •  •, 
31  .  c,  =  ?,  V  m  +  ?.;£/«  +  t,£,m  +   •  •  ., 

d.    h.    der    G  esammtmasscnmittelpuukt    ist    der    Mittelpunkt 
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drr  Massen  der  Parti:ilsystoiiio,  wenn  iliosclbcii  in  den  ]*ar- 
tialmaescnmittclpunktcn  vereinig;!  werden. 

§.  2.  Es  sei  Ä»  der  Masscnmittelpnnkt  eines  PunktHyHtenis,  dcsHeu 
Punkte  .^p  ^.,,  ^.f,  . .  .  die  Massen  ;?/j,  //t^„  tn.^,  ...  besitzen  und  (jp  ^21  9:\^  ••• 
die  Entfernungen  N./],  SJ.t,  «S-/,,  ...  desselben  von  den  Sy8tem|)unkten. 
Ks  sei  ferner  0  ein  beliebiger  Punkt  de«  K.iunies,  OS  ==^  R  sein  Ab- 
stand vom  Massenmittelpunkte  und  OA^  =  Tj,  O-/.,  =  r.,,  OA.^  =  r.j,  ... 
seine  Abstände  von  den  Systenipunkten.    Aus  ilem  Dreiecke  OS'./,  folgt 

•^*''"  =  r,-'  =  Ä»  +  e,-'  -  -1  ItQ,  cos  (9,  R) ; 

Stellt  man  die  diesen  Gleicliungcn  analogen  Cleicliungen  für  r/,  r^'*',  ... 

Auf,    niultipllcirt   sie   respective   mit   171 1 ,    ;/«.,,    m-^,  ...    und   summirt   sie, 

so  kommt 

Zfmr;^  =  MR'  +  £mQr     -  U  72 2" m ?.  rwi"  (()//?) . 

E»  i.««t  aber  o,  ros  (t'iÄ)  die  Projektion  von  SA,  =  o;  auf  SO^  d.  li.  der 
Abstand  der  Masse  ;w,  von  einer  durch  S  gehenden,  zu  SO  .senkrechten 
Kbene  und  daher  UniQi  ms  {Qil{\  als  die  Sunnne  der  Momente  in  Bezug 
■uf  diese  Ebene  Null.     Daher  bleibt 

^'-  li.  die  Summe  der  J'rodukte   der  Massen   aller  Punkte  und 

'<^r   (Quadrate    ihrer  Abstände    v«»n    irgend    einem   Punkte    O 

^^*  Raumes  ist  gleich  dem  Produkte  der  (i  esammtmasso  des 

'"vatems  und  des  A  bstandt's  des  Massenmittelpunktes  von  O, 

^'^^riiielirt    um    die  Summe    der  Produkte    tler  Massen    und   der 

r"'*^ilrate  ihrer  Abstünde  vom  Masse nmittel]iuiikte. 

J)a.s  zweite  (ilii'd    auf  dfr  reeliten  Seite    dieser  (ilriehnng  ist  unah- 

'*''J5"»;X  von  der  Lage  dos   Punktes  Oi  es  variirt  also  ^'w^r,'*  blos  mit  R 

'**     «3a  rerhts  die  Sunnne  zweier  positiver  (irnssen  steht,  so  folgt,  dass 

*"■•  '","•   ein    Minimum    wird,    w«'nn    0   mit    N   zusammenfallt.      Ferner   i-^t 

"  "•  '"«'  constant,  wenn   R  constant  ist.     Ks  kniumen  daher  dem  Massen- 

^^•Ipunkte  ftilgende  beiden   Eigensiliaften  zu: 

l)ie  Summe  der  Produkte   der  Massen    und   der  i^uailrate 

**  *^  r  Abstände  vii III  MassenmitteliHinkte  ist  kleiner  als  die- 

e*  1  & 

■•  c  Summe  für  jeden   and<Ten    Punkt  des   Uannies. 

I )  i  e  s  e  1  b  <•  S  u  m  m  e    ist    c  n  n  s  t  a  n  t    a  n  f  Kugel  fl  ;i  r  h  e  n ,   w  e  1  c  h  e 
'  *^      « 1  e  n  Massenmittelpunkt  c  <>  n  c  e  n  t  r  i  .s  e  h   liefen. 

2^Ian    kann    der    iibl;;4'n   (ileiehung    eine    <twa«»    antbn'    rnrm    ;^eben. 
•    ***     flem  Dreieck   N./,./.,   w«'lches   S  mit  irj;end   zwi'i  Systenijiunkten  ./i, 
•*•-    ^»ildet,   folgt: 

l'i"    +    C»/.*        -    -l'-l*'    '"Ml'.o/.  '  '','.', 

*^XMi  r-,t   --    A,Ai^   i>\.      MultipUiiren   wir    diese   ( Jleielnin;;   mit   m,w/    und 

fc^tnmirrn  sie,  tut  kommt 


ü 
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Führen  wir  die  Summation  nach  f  zuerst  ans,  so  wird  erhalten: 

nik^migi^  +  »U-ßA^  •  ^^  —  2  mk^AZmiQi  cos  {QiQk)  =  mk^cn? 
und  hierin  ist  21miQi  cos  (QiQk)  =  0,  weil  diese  Grösse  die  Summe  der  ■  .', 
Momente  aller  Massen  in  Bezug  auf  eine  durch  S  gehende,  zu  Qt  senk-  ^^ 
rechte  Ebene  darstellt. 

Es  bleibt  also  noch  zu  sumniivon  die  Gleichung 

fn/,i:miQ{^  +  m/c9/r-M  =  mk^niiCik^ 

und  zwar  nach  k.     Dies  liefert: 

M  {ZfHiQi^  +  ZmkQk^)  =  ZZmimkCii?^ 

und  wenn  wir  beiderseits  mit  2  dividiren, 

MZniiQi^  =  ZmiftikCik^, 

wo  auf  der  rechten  Seite  aber  die  Summe  so  zu  verstehen  ist,  dass    "ä»-'"' 
zwei   verschiedene   w,-  und   nik   mit  cik'  zusammentreten   und   auch  j  ^"^ 
solche  Verbindung  nur  einmal   genonjmen  werden  darf.     Deshalb  wm*'^' 
nur   ein  Summenzeichen   geschrieben.     Entnimmt  man   ans   dieser  Gl^''' 
chung  ZmiQi^  und  setzt  es  in  die  oben  erhaltene  Gleichung  ein,  so  v»^" 
diese  sich  so  gestalten : 

§.  3.     Die   Systeme   bestehen   aus   getrennten  Massenpankten  odc 

ihre  Punkte  liHngen  continuirlich  zusammen.    Ein  System  heisst  homog'^Oi 

wenn   alle   seine  Punkte   gleiche  Masse  besitzen,   heterogen  im  ande«"«'* 

Falle.    Bei  homogenen  continuirlichen  Systemen  versteht  man  unter  ÄW 

specifischcn  Masse  die  Masse,  welche  jeder  Volumeneinheit  des  Syst^** 

zukommt.     Das  Wort  „speclfisch"  wird  durchgängig  so  gehraucht,  d** 

es   das   bezeichnet,    was   der   Volumeneinheit  je   nach    der   Species    o** 

Systems  zukommt.    Man  lindet  die  specifische  Masse  q  aus  der  Mass^  '' 

des  Volumens    1\  indem  man  setzt 

M 

sodass  also  auch  M  =  qV  und    r=   '      wird. 

9 

Besteht  das  System  oder  ein  Theil  desselben  aus  einem  Aggref^ 

homogener  Massen  M\  M'\  M"\  ...,  welche  die  Volumnia  F',  F",  F"^, 

einnehmen  und  die  Kpecifischen  Massen  o',  q\  q'\  .  . .  besitzen,  so  v-^^^ 

steht  man  unter  der  mittleren  spccifischen  Masse   die   specifische  Mss^^^ 

welche  die  Gesnmmtmassc  nach  Ausgleichung  der  MasscnvertheiluDg  ^^ 

hält,   ohne   dass   eine  Aendcrung   des  Gesammtvolumens    eintritt.    Ist      ^ 

die  mittlere  specifische  Masse,  so  niuss  demzufolge 

(?(^"+  r"+  r'"+  ...)  =  :V'+  31"+  3r+  ... 

sein,  woraus  l'olgt: 


|i.  Spccififlclio  Masse,  Dichtigkeit.  f)!)^ 

r  +  F"+  r'+  .  ■ . '  "•'"  *""''  ^  =     i^+  ;"+  r"'+  ...     ' 

\ei  einem  heterogoiion  continuirlichen  System  kann  nicht  von  speci- 
r  Masse  im  Allgomcinen,  wohl  aber  von  specischer  Masse  in  oinoni 
imton  Pnnkte  die  Kedo  sein.  Man  vorsteht  darnntor  die  Masse, 
er  die  Volunienoinheit  zukommen  würde,  wenn  sie  Masse  von  der 
affcnhcit  des  fraglichen  Punktes  continuirlich  hätte.  Vn\  dieselbe 
tisch  zu  bestimmen,  sei  Jv  ein  kleines  Volumen  des  Systems,  wel^ 
an  jenen  Punkt  angrenzt  und  in  ihm  nachher  verschwindend  ge- 
werden  soll,   und   seine   Masse   sei   ^;/i;    nach   Ausgleichung   der 

n  würde   die   mittlere   specifische  Masse     ^      sein   und    die  Masse 

*  zj  r 

en,    welche  die  Volnmeneinhcit  bosasse,    "vvonn   sie  Masse  von  dor 

glichenen  Beschafifenheit  enthielte.    Lässt  man  nun  Jv  ohne  Ende 

men,  wodurch  sich  ^m  immer  mehr  der  Masse  des  Punktes  niihert, 

hert  sich  der  Quotient   immer  mehr  dor  Masse  der  Volumeneinheit 

1er  Beschaffenheit  der  Masse  dieses  oder  seiner  specifischen  Masse. 

sse  also  p,  so  erhMlt  man  durch  Vollziehung  des  Grenzen  Überganges 

,  d.  h.  die  specitische  Masse  eines  Systempunktos  ist  darstellbar 

den  Quotienten  des  Masseneleinentes    durch  das  Volumenelement. 

erweiterte  Defmition    der   speciiischen  Masse    enthält  die  oben  fiir 

omogfMie  System  gegt>bene  in  sich.    Aehnlich  dem  <  )bigen  hat  man 

dm  s^  p</r,    (fr  =         ,     Die  Vergleiclmng  der  hior  aufgostellten 

i^la  mit  den  obigen  zeigt,  dnss  lunn  berechtigt  ist,  Jedes  heterogene 
tn  in  seinen  Elementen  als  homogni  anzusehen. 

.>a8  Verhältniss  der  specilischen  Masse  ^  zur  spcciti.sclien  Masse  p,, 
i  eines  beliebig  wählbaren  boniog«»nen  Systems  nennt  man  die  Dich- 
it  iy  sodass 


A      ^.         *       ,  O        -:      C^,   . 


Vu 


Pii  Anwendungen  bctraclitet  man  Wasser  als  ein  bumogencs  cnn- 
liclies  System  und  nimmt  Inr  o„  die  specifisclu*  Masso  ilrs  Wassers, 
r  ist  der  Sprachgebrauch  niclit  durchweg  bei  alh'u  Schrirtsti'llt'ni 
Ibe  und  brauchen  manche  das  Wort  Dichtigkeit  im  Sinne  vüii  speci- 
r  Masse. 

Hebe  Betrachtuni^en  sind  nicht  auf  räumlidii-  Svstcnit'  driMcr  Dinien- 
i  beschränkt,  sondern  gelten  auch  noch,  wenn  (ias  Systt'in  nur  eini? 
en-  oder  Liuienausdidmung  besitzt.  Ks  goniigt,  statt  .,Vt»himen- 
it"  bic  „Flächeneinheit^'  und  ,,  Linieneinheit  **  zu  sagen,  um  alb* 
täte  auf  diese  Fälle  zu  übertragen. 
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Für  homogene  Systeme   erlangt   der  Mittelpunkt   der  UasBen  eine 
rein  geometrische  Bedeutung;   in   diesem  Falle  werden   die  Massen  den 
Volumina,  rcsp.  Flächeninhalten  und  Linienlängen  proportional  und  rer- 
schwinden  die  Massen  als  solche  aus  der  Untersachuug.    Für  homogene 
Systeme  hat  bereits  Archimedcs  den  Massenmittelpunkt  bestimmt  {Arcki- 
mcdes  de  iicquipondcranUhus)\   er  bediente   sich  dabei  des  an  sich  klaren 
Satzes,    dass  ähnliche  homogene  Figuren  auch  ähnlich  liegende  Massen- 
mittelpunkte  besitzen.     Wird   nämlich   für  irgend   eine  homogene  Fignr 
der  Mittelpunkt   der  I^Iasse   durch  eine  Linienconstruktion  gefunden,  fo 
erfordert  die   Auffindung   desselben   für   eine   ähnliche   Figur  blos  eine 
Vergrösserung  oder  Verkleinerung    nach   dem  AehnlichkeitsverhKltnisse 
beider  und   führt  offenbar  zu   derselben   relativen  Lage   in   der  zweiten 
Figur  wie    in   der  ersten.     Liegen  daher  die   beiden   ähnlichen  Figare^ 
parallel  und  sind  AB^  Äß'  zwei  homologe   Strecken   derselben,  sowie 
n,  b\  a\  h'  die  Abstände  ihrer  Endpunkte  von   irgend  einer  beliebig^ 
Ebene,  so  liefert  die  Achnlichkeit  der  Figuren 

7-^b'  ~  Yir' 

§.  4.     Mittelpunkt  der  Masse  von  Linien. 

1.    Die    homogene   Strecke   AB  (Fig:.   159.).     Man  verlängere  AB     «** 

HC  =  AB.      Sind   dann  P,   Q,  It  die   Massen mittelpn«»*^* 
ViK.  i.vj.  von   AB,  BC,   AC  und  p,  q,  r  ihre  Abstände  von  irg-«** 

einer  Kbcnc,  so  erhält  man  2  r  ==  p  +  7  für  die  Sm***^ 
der  Momente  f  da  die  Massen  der  drei  Strecken  sich  '^ 
1:1:2  verhalten.  Ferner  weil  P,  Q,  B  äbuUche  L»^^ 
haben  p  —  a  ^^  q  —  A  =  ^(r  —  w),  wenn  «,  b  die  ^ 
stünde  von  A  und  B  von  der  Ebene  sind.  Die  Kliminat»*' 
von  q  und  r  gibt  p  =  ^  («  +  h).  Der  Masscnmittelpi»**' 
liegt  also  in  dfr  Mitte  nnd  ist  derselbe,  wie  wenn  blo«  ^* 
Tunkte  A^  B  und  nicht  die  ganze  Linie  g;1eiche  MtS^* 
besUssen. 

2.    Der  homogene  Dreiecksumfang  (Fig.  IGO.).     Man  zerlege  densclt>* 
in  drei  Partialsystemc,  nämlicli  die  drei  Seiton.    Die  Massenmittelpunkte  derselt^*; 

sind  ihre  Mitten,   a,  ß,  y,  und  wenn  man  in  ihnen     ^* 

>■''??•  '♦"'•  den    Seiten  AB,  BC,  CA  proportionalen  MasBcn  ^*' 

^  selben    vereinigt,     so    ist    der    Massenmittelpunkt     ^^ 

\  Dreiecksumfanges  zugleich  der  Massenmittelpunkt     *^ 


^\:;^~^'  >^'    \  diese  drei  Punkte.    Der  Massenmittelpunkt  />  für  tf  w»^  ' 

lx.,_"^         \      liegt  aber  auf  ay  so,  dass  Da  :  Dy  =  AB  :  BC  ^  aßt  fi^ 


'^  ^  -*    Daher  halbirt  die  Gerade  ß  /)  den  Winkel  ß  des  Dreie*?^^ 

aßy.     Auf  ihr  liegt  aber  der  Massenmittelpunkt  fft^  ; 
mit  der  Masse   proportional  AC  und   D  mit  der  Masse  proportional  AB-\'fi' 
also  der  Massenmittelpunkt  des  Ganzen.    Der  Massenmittelpunkt  des  hom^' 
gonen  Dreiecksumfanges  ist  daher  der  Mittelpunkt  des  Kreises,  w^'' 
eher  dem  Dreieck  der  drei  Seitenmitten  eing  es  eh  rieben  werden  kao^ 
3.    Der  homogene   Kreisbogen    (Fig.  101.).     In  Bezug  auf  den  Radit^ 
welcher  nach  der  Mitte  des  Bogens  geht,  ist  die  Momentensumme  Null,  daher  lis^ 


.  .^ 


i 
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■enmlttelpunkt  auf  ihm;   es  prciili|,'t  (Inliar,   die  MomcDtciiiiimmc  la  Itetug 
dor  Sohne  des  Itogens  iinriilli-lc,  cur  Klienu  der  Figur  ■cnkroclilu  Kbcne 
1.    Sueben  wir  xiinitdist  divnc  MomentHtisunimu   Tür  ein   dem  Iluecn   ciii- 
benea  Vieleck   ■ilciclicr  Suiten.     M'ird  dio  Mbmo   einer 
.)/    in  dersn  Mitte  fi  Terviuigt  gednelit,  sii  int  dio  frng- 
imme    £(.)/-</'- fif).      I>i'i   AclinlielikGit   der    1>reicrke 
ind  fiCp  liefert  ftler  .1/,!/':  MX  —  C/t :  i'p  =  Cft :  nq 
er  int  £{M.»'-!,q)  =  X;  If.Vt»  —  Cti£MX,  d.  li. 
ft,   mullijilieirt  mit  d>  r  ;>l'Iiiio   dcR  l)oj;eDs.     Gelit  diiN 
in  den  Kreisl>u(r''ii  ülicr,   bo  wird  ''fi  luiu  Kndius  iiml 
*cnn  j-|   die   Absci'ite   di<ii   Mnss('iimlttul|iunktes,   n  die 
3ge,   e  diu  Sehne,  r  di'n  Itndiua  Icdentut: 


I    )UII>kTe: 


ist    < 


nUr>    . 


Ä 


II  ' 

MiiBionmitteij>iinkt  uüicr  bolii.-hi);on  C'urve  {V\g.  lf,i.).  ICh 
:,  diu  Coordinaten  des  M  u«  ae  n  mittel  im  nktcs  S  für  dun  Ito^en  .^  M:  n 
um  .M.W—  J»  ni,  Bü  werden  ,i-,  +  Jj-,,  y,  +  Jy,,  :,  -f-  J:,  diu  i 
des  Mit*Benmittel|innkt<.'ii  .V  für  AM' 

in<l  n  lind  n,  +  Jm  dir-   Musen  vun  ^■■=-  "■-■ 

I  .IM',   Hu  wcrdPM   die  Miimpiitc  dcr- 


FJ-,  und    m  +  Jm)  (,]■,  +  Jj-,); 
I.V,  und  (m  +  Jw)  fy,  -1-  J.v,lj 
u,   ..nd  {™  +  J«)    !;,  +  J;,l. 
;t:n  .4M'  Ri^rHilU  über   in   di<'   l.eirl.i 
(>(!<-n   AM  und   .VI/'   und   nenn    dii 
iten  dub   MAiKenniittciiinnlilcH  S"  fiii 
elelie  Vnn  den  C'ounll unten  .r,  i/,  :  de> 
.W  nm  KU  woniRer  vursuhiudi'n  Bind,  ji; 
MM'  ist,   mit  j  +  t  Jr.   .y  -f-  *'jj, 
Is  bcieicbnet  iv.r.ieri,  s..  liesti-bl  rliu 
ij;  (k  +  J«.    'J',  -i-  J.i;)  =  «,..,  -I-  J«, 


AUH 


ihr   l'uU 


bcrftiini;  x 


fleieh   nir  .iie  r,...nlin.it.'ii 


').:■».  -'-y:- 


mcl  </\»w,)  :  ■  ■•■'/«  mijrl  »nn,  dii«s  .Iir  JCh'iiieiitnriiuwnr'lis  drs  MnmenteK 
;en  du  Mnnnnt  de«  Iliip'npIcnivnli'S  iu\.  wiiin  ile>!ir<n  Miishu  im  l'nnkl» 
Ton-iiiiKt  trcdneht  wird  iiml  huRriiiidi't  dir'  Jl.nri-blijrniil.',  diu  Mtithudu  di-i. 
cbklcinen  im  vurl!e);i;uden  Tnllu  auxuwvnduti. 


= /■($)'+  0'+  (2;)' 
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Ist  Q  die  speciüschc  Masse  im  Punkte  ^1/,  d.  1i.  die  Masse,  welche  die  Län^n- 
einlicit  enthalten  würde,  wenn  sie  in  allen  Punkten  die  Beschaffenheit  der  Punk- 
tes M  besHSse,  so  wird  dm  &=  gds;  mithin 

m  =  JQ  —  dt,       ///.v,  =  JQx  ^^  dl,      mi/i  =  j  Qi/  -j^  dl,      i»r,  =^  i  gz   -^  dt, 

wo 

dx 

dl 
Ist  die  Curve  homogen,  so  hat  man 

/i  ^1  ^  /i 

Für  ebene  Curvcn  fällt  die  letzte  Gleichung  hinweg,   wenn  man  ihre  Ebene  all. 
Ebene  der  xt/  wählt. 

5.  Der  homogene  Cycloidonas t.  Die  Gleichungen  der  Curve  für  die 
Spitze  als  Ursprung  und  die  Cyclo'idcnbasis  als  Axe  der  .r  sind  x=^a(tü  —  fM0)i 
y  ^  a{l  —  cos  co).  Die  Grnndvariabclc  /  ist  hier  der  Wälzungswinkel  m,  El  üt 
ds  =  2/1  sin  .^  a)//a),  also 

in  2ft 

S  =  2a  j sin  -J  ada  =  8«;      ,i|  =  w«;      Äy,  =  4«'  j  sin^  ^(odm  »■  •  -  fl*i 

0  (I 

mithin  yi  =        «. 

iß 

6.  Der  Bogen  yi//  einer  ebenen  Curve  erzeugt  durch  Rotation  um  eine  ^* 
eine  Rotationsfläche,  deren  Inhalt  Sl  =^  2n  fyds  ist,  wenn  y  die  Ordinate  ^^' 
Curve  für  die  Kotationsaxo  als  Absciäscnaxo  und  ds  das  Bogenelement  ist,  ^^ 
Integral  aber  über  die  ganze  Bogenlänge  erstreckt  wird.  Xun  ist  aber  für  ^** 
Ordinate  //i  des  Masscnuiittolpunktcs:  ^  •  y\  =  /*//'/*  und  folglich,  wenn  man  ^^ 
beiden  Gleichungen  das  Integral  clinünirt:  ä'=  '2ity^s,  d.  h.  da  2  »y,  der  l^**' 
fang  des  Kreises  ist,  wülclien  der  Massenmittelpunkt  des  Curvcnbogens  bei  ^* 
Erzeugung  der  Fläche  beschreibt: 

Die  Oberfläche  eines  Rotationäkürpcrs  wird  erhalten,  wenn  lO  * 
die  Länge   des  Meridianbogens  mit  dem  Wege   multiplicirt,  welcb*" 
der   Massenmittelpunkt    desselben    bei    Erzeugung    des   Körpers   1'^' 
schreibt. 

Für  einen  Aus^sclinitt  Sl'  der  Fläche  52,   entsprechend  dem  von  den  bei^* 

q'        A  1 

GrenzmcricUanebincu  gebildeten  Winkel  ^  besteht  die  Proportion:      ■-  =  -—  ^' 

folglich,   wenn  man  Sl  =  2nyyS  substituirt,   ß'=  ^f/i'S.     Es  ist  aber  auch  1**^ 
9y^  der  Weg  dos   Mittelpunktes   der  Masse    bei  Erzeugung  des  Ausschnitts  «*** 
besteht  also  der  ausgesprochene  Satz  auch  in  dieser  etwas  iillgcnieineren  Fassa^^' 
Dieser  Satz,   sowie   ein  analoger,   den  wir  bei   der  Bestimmun j^  des  Mats^"' 
mittelpunktes    ebener  Flächenräume    kennen   lernen   werden,    rührt  von  GalA'" 
(geb.  1577,  t  1C63)   her  und  wurde   in  seinem  Werke  Ceniroharyca  1643  publici*^' 

7.     Einige  Aufgaben    über    die   Bestimmung  des    Massenmittelpunktes  T^ 
Curvenbogen. 

a)    Den    Massenmittelpunkt   des    homogen    gedachten   Bogcns  der    Sinnsoidfl 

X 

y  =s  a  sin         von  x  =  0  bis  ,r  =  na  zu  linden. 
a 
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b}  Den  SIaMcnniilIi.'lpiiiikt  ilci  vU'rten  Thciks  toid   Umfangu  ilur  Lemniickte 
=—  a*  eoj  2  9,  vom  1Jo|>pclpuLkt  h'n  ziim  Svliuitcl  (fercclinet,  lu  fiDiUii. 

c  Den  Mmicninittcliiuukt  dir  IlälflG  vom  Umfange  de«  Ovale«  r~3(iro«>« 
.  finden. 

jj    5.     Moiaeiimittelpiitikt  von  Tl  liulicnrHn  m  in. 
1.    Dill    liumoconr    farallc losrnm m    i.rig-    MVAX      Mnn    ergänze    diix 
iraUvIugranim  AUCH  durub  Vurühieerunt;  der  l^üitun  lu  vitiiiii  l'ariillrlogruumi 
C   de«   vitTfauhua   IidiulU,   licatuliuiid   aud   viur   ßleivlii-n 
id  ULii]ii.'Iit!U  PitTnlt-locranimcn.    Eii  Biicii  /',  'J,  lt.  -V,  7  die  ^'K*  "^ 

u»i-iiiuititilpiinltlu  dur  l'anilleloi^rammi:  AC,  HF,  ifi,  IUI  J,         «  C 

ml  AG.    Siiiil  p,  ij,  r,  s,  l  ilire  Aliatäiide  von  irj-cnd  ciiiur         »/____■ 
,\>tac  udi  t  aucli  L-invr  Ax.-  in  der  Kl.«i.e  der  [iiinr,  so  hat  ni»u        7^3*  '^ 

emiüi^  det  Sntiia  von  den  Moinciiteli  p-)-v  +  r  +  *  =  4(     ^        j         * 
nd  venu<>ea  der  Aeliulii-likvit  alter  0  Fi);iiri.'ii,  wvnn  /(,  f>,  e,  d 
lie  Aliatuiide  der  Keki-u  A,  h,  f.  I>  von  jener  Kbeiie  itind: 

p  _  „  =  ,  _  i  ^  r  -  ,   =  «  ^  ,/  -  1  ((  -  «), 
i«-t  (ult-lieh.  nenn  man  Iiiirinit  ans  der  Uliielninf.'  dur  Momintc  7,  r,  ir,  (  climi- 
1«;  ;,  =  j{a  +  Ä  +  <■  +  </].      Legt    man   diu   Anu  dureli   die   Uiagonalo    AC, 

>  sind  n  •=  .'  =  U,  6  —  -  •/,  nlau  /«  =  0;  (.'e'it  sie  dureli  A  und  II,  ao  findut 
i*&elbe  aliitt.  Der  Mas»enniittelpuiikt  int  diiliur  der  ttiacun.-ildurelBeliniU.  El  Ilt 
reelle,  wii'  für  vJur  {-leiehe  in  den  Kekeii  befindliche  Muoiieu. 

a,  lla^i  liomojren.-  lireieek  (riff  llU.}.  Ihilliirt  mnn  die  Seile  ^C  von 
-/AC  und  zi-lit  Kl).  £>'  parallel  din  buid.u  Hoderen,  bo  urliÜlt  Ui^ill  awel 
^t*lie   uul    d.m   Unuzen   äl.nlieli.-  Drei,  eke  AfK,  ^,, 

*-»<-■,    welelie  mit    dem  (ianziru   üliiilivh  liegen  lind  "'    .,  ' 

>  deitcn   jeden   ein   Viertel   von  diesem  betrii>;t.  - '   v 

>•*  lieber  IJ,  H,  S,  /*  die  Massemiiittelpuukte  der  fg^s      .       .   J( 

■-■iiiku    .J^K,    /;/*'■,   AIIC   und    de«   l'ariillelo-  ,        \ 

::':  ^-  -  > — -\ 
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IL  Cap. 


(lur  drei  MusBomnitlclpunktc  .S',,  .%,  S  für  dicso  leiten  nimmt;  für  /i  als  Ilülie  des 
Tra]»czes  ihI  näiiilich: 

lind  hieraus 


i 


Vierecks  s.  Mühiurt,  LtdirliUcli  der  Stutik,  S.  211. 


r    ^  \  AU  +  CD  ^    HE 

A/f  +  l  CD  FJ   ' 

welche    Gli-ichnn^    leicht    construir- 
h.ir  ist. 

Ueber    den    Masscninittelpankt 
des  allgemeinen  nicht  üb  erschlagenen 


4.  Kreissector  und  Kreissegment.  Zerlegt  man  den  Sector  durch  nn- 
cndlicli  nahe  Kadien  in  Klein cntarsectoren  und  wendet  auf  sie  die  Masaenmittel- 
punktsbestimmung  des  Dreiecks  an,  so  bilden  die  Massenmittelpunkte  aller  dieser 
einen  Kreisbogen  vom  Kadius  J  r,  der  Sehne  jr,  der  Lilnge  {  5,  wenn  r,  c,  S  der 
UadiuSj  die  Sehne  und  die  Bogenlänge  am  Sector  sind.  Denkt  man  sich  in  diesen 
Punkten  die  Massen  der  Elementarsectoreu  vereinigt  und  sucht  den  Massenmittel- 
punkt des  homogenen  KreisbogenS|  den  sie  bilden,  so  ist  dieser  ingleich  der  Massen- 
mittelpunkt des  Sectors.     Sein  Abstand  vom  Mittelpunkt  folgt  daher  gemUss  S-  4.i 

Nr.  3  aus  ^5-j7|  =  J  c  •  jr,  nämlich  j?,  =3  }  Für  den  Halbkreis  wird  x,  b  4—  - 

Für  das  Segment  setze  man  sein  Moment  und  das  des  Dreiecks  zusammen 
gleich  dem  Momente  des  Sectors,  in  Bezug  auf  den  zur  Mittellinie  der  Finr 
senkrechten  Kadius.  Ist  a  die  Höhe  des  Dreiecks,  so  sind  die  Flüchen  der  drei 
Figuren  \rS^  \"<^i  \K^'^  —  ''0   ^"^  ^^^  Abstände  ihrer  Massenmittelpankte  tob 

Mittelpunkte  der  Figur  ]{       ,    J  </ ,  a\  und  folglich  ist  die  Gleichung  der  Momente: 


r»  —  fl« 


\"\'^.  \W. 


X 


J  r^c  —  J  mV  =  ■\  [rS  —  ar)  jtj  ,   woraus   .r,  =  ?  c      ,  =  i • 

7-.S  —  ac  rS  —  ae 

5.    Massenmittelpunkt    eines    beliebig    begrenzten   ebenen    oder 

krummen  Flächenstficka 
(Fig.  166.).  Für  rechtwinklige 
Coordinaten  x,  y^  z  ist  das  Flichen- 
clcment  «/od,  welches  dem  Funkte 
.r,  //.  z  anliegt,  ein  krummes  Vier- 
eck, welches  aus  der  Flüche  von 
zweien  durch  den  Punkt  x,  y,  : 
gehenden,  der  yz-  und  zx-Ebeae 
parallelen  Ebenen,  sowie  sweiea 
durch  den  Punkt  x  -\-  dx^  y  -f"  ^i 
-  +  'f'  gehenden  Ebenen  dersel- 
ben Beschaffenheit  ausgeschnitten 
wird.  Ist  9  die  speci fische  Masse 
der  Fläche  im  Punkte  x,  y,  :,  so 
ist  qdto  die  Masse  des  Fütehen- 
Clements  und  sind  folglich  Qxdm^ 
Ql/fltOy  QZtI(o  seine  Momente  bezüglich  der  Cuurdlnatenebenen.  Diese  unendlich 
kleinen  Urüssen  sind  die  Kiemente   der  Masse  und  der  Momente  einer   unendlich 
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aehraalen  Flüclicnzonc,  in  der  Prujcction  von  ilor  Breite  f/.t*  und  liefern,  wenn  sie 
(bei  constaDtem  x)  nach  »/  intc^rirt  wurden,  die  M;ihsc  und  die  Mumcnte  dieser 
Zone.  Die  Grcnxen  der  Intef^ration  nach  1/  if rieben  sich  uns  der  (ilcieliung  der 
l'rujeetiou  der  (irenzeiirve  des  Fl:ichent}tückK  auf  4lie  .i-^-Kbcne  und  sind  bekannte 
Kunctiuncn  y^  //"  vuu  .r.     Wir  erlialteu  duher 


K    •''  ^»'^  K~  ^  \~  ^ 


§  § 


Ipf/oi,  f^'r/o),  j  Qi/d(o,  I  p: 


da 
y-.v'  y— y  y  — 1/'  y=y 


nia  die  Masse  und  dio  Momente  jener  Zone,  welche  zwischen  zwei  Kboncu  ent- 
halten ist,  welche  im  Abstände  x  und  .r  -|-  dx  mit  der  ^:-Kbenc  parallel  laufen. 
Diese  Zone  und  ihre  Momente  selbst  sind  alicr  als  das  Element  des  Flilehenstücks 
und  die  Klemcntc  der  ^fomente  desselben  in  Bezug  auf  die  (.^oordinatencbenen 
auziisehen  und  wenn  man  diese  Grössen  nach  ,r  zwischen  den  Grenzen  x\  x* 
inte^rirt,  welche  durch  die  Uusserston  Tan<renten  an  ilie  Frojection  «ler  (irenzcurve 
des  Flächcnstiicks  auf  die  .r^-Kbene,  senkrecht  zur  .r-Axe  bestimmt  werden,  so 
liefern  sie  die  Masse  M  und  die  Momente  Mx^^  •^///i,  ^fz^  des  Flächenstücks,  so- 
dass man  hat 

atzjt'  y-.^"  .r-.jr"  y.- y"  jr:    .r"    y-r.v'"  .r..  u"  y=:y" 

^^^      y-  y  .1    -j'      y"-y  .r-_u      y— y'  x  —  jt-     y=.y' 

lias  Flüehenelemcut  tito  hat  zur  IVojcction  auf  die  j'^-Kbcne  das  unendlich  kleine 
Kechtcck  tlxiiif  und  wird  fulj^lich  erhalten,  wenn  man  dieses  durch  den  Cosinus 
der  Neigung  der  Kbcne  von  dta,  welche  die  Tangentenebene  der  Fläche  der  Punkte 
•Tf  Ft  -  >>*^i  S^^P^ii  die  J*y-Kb(^ne  dividirt.  Da  die  Normale  der  Fläche  auf  der 
Tanjrentcnebene  und  d'w  :-Axf  auf  der  .ry-Khrne  senkrecht  steht,  so  ist  jene 
9iei|;ung  gleich  der  Neigung  y  der  Normalen  gegen  die  i-A.\e,  sodass  man  hat; 

ffxtii/ 
vos  y 

Je    nachdem   die  (ileicliun^r   der  Flächt*   unter   tier  einen  otler   anderen  Form 

fvp^bt-u  ist,   stfllt  siili  f'os  y  unter  verschiedenen  Formen   dar.    Ist   /'  -^  0  diese 

Gleichung,  so  wird 

f/ 

t  z 
ro.9  y  -—  , 


/  t')'-i  c:)' '  c:)' 


irorAUS  noch  :  mit  Hülfe  von  /.' .  _  0  /u  elintinireu  ist.  Stellt  man  ille  (ileichuug 
«|«r  Klüche  so  dar,  dass  man  :  von  .r  und  //  trennt,  nümlicli:  :  --  /'  .f,  //'*,  **o  ist 
dici*«?  F'orm  in  der  vorigen  einlie^ritVen,  wenn  man  schreibt  :  -  /'•.■»»  ///  -  /"  -<» 
■sid    f<f]|;]icli  winl 

/  /  /  /  / :  /  /'  / ;  f  / 

/  v  I  .r  f  .r  *       t  ff  i  ij  t  z 

ni*«l   ali'*,    wenn   man  -  /'.  ^^  </  sit/t: 

/  .r  f  // 

1 

/  1    I  y*   !   r 

t^ntcr  dieser  Vornus'«etznng  nehmen  die  obigen  (■It-ielinn^.n'n  die  Form  an: 
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-"    .."  «.'»    ..»» 


W  =  /     JQffxdy  yr~+~p*~+  q\      M  •  .r,  =  /      i Qxdxdy  ^1  +  p«  +  y«, 


.r"     y"  o--*    y" 


M-ij^^l     JQydxdyyi'+  ji^  -^  q\     .)/.:,  =  /      l  QzdxdyVr+  p^  +  q*, 

Ist  das  FlUcheustück  eben,  so  nehme  man  seine  Ebene  zur  ar^-Ebene,  dano 
sind  alle  :  und  z^  Null  und  da  die  Nonnale  fortwährend  mit  der  :-Axe  parallel 
läuft,  so  wird  cos  y  c=  1 ,  do}=  dx  dtj  und  rcduciren  sich  die  Formeln  anf  folgende: 

M  s^  j      JQdxdf/i      M  •  Xi  =  j      j  Qxda^dy^      M-y^^^l      Iqydxdy. 

xy  ^'     y  ^    V 

Ist  die  spccifische  Masse  9,  welche  im  Allgemeinen  mit  x  nnd  y  ▼ariiren 
wird,  constant,  d.  h.  das  FliichenstUck  homogen,  so  wird  if  «»  pA,  wo  A  die 
Grösse  des  Flächenstücks  darstellt,  und  fällt  folglich  ^  aus  den  Formeln  herani. 
Dieselben  sind  dann  also 

x"  y"  «"  y"  jp"  yj'  ar  jT 

a=/     Idxdy,    Slxi=^l    jxdxdy,    Sly^^  j    jydxdy,    a-Zi^^j   jiixth 

x'    y'  x'    y  X     y  *    w 

wobei  man  im  ersten,  zweiten  und  dritten  Integrale  die  Integration  naohyi»' 
mittelbar  ausführen  kann.    Insbesondere  für  ebene  homogene  Flächenräame  ift* 

*"  f"  *" 

a  =  /(y  -  y)dx,       9.x,  ^jx(y'-  y')dx,        Sly,  =  4  /(y"«  - /*>*' 

x'  x'  Jp 

Unter  Zugrundcle{;ung  anderer  Coordinatensysteme  hat  man  für  x,  y^  i,  «^  ^ 
betreffenden  Ausdrücke  einzuführen  und  die  Grenzen  der  Wahl  des  OoordinAtei' 
Systems  gemäss  zu  bestimmen. 

6.   Für  die  Fläche  der  Parabel  y^  =  2px  zwischen  Axe,  Bogen  vomSchw*** 
An  gerechnet,  und  irgend  einer  Ordinate  wird 


X  y 


•ß  =  ?  J-Z/,        -Q»'i  =  lxyd.v  =  ^^       jy^dy  =  }x^y,        Sly^  =-  ^  j y*dx  -  i^' 

0  I)  0 

also   .r,  =  ix,    y,  =  ^y. 

7.  Zu  fiudon  a)  den  ^rasseninittclpuukt  eines  elliptischen  SegmestM  l^ 
Hülfe  des  zur  Sehne  conjugirten  Diameters;  b)  den  Massenmittelponkt  der  bw^ 
Cyclo'ide;  c)  den  Massenmittel[iunkt  der  ganzen  und  halben  Fläche  dei  ^^^ 
»•  =  2  ß  cos^  &, 

8.  Der  Massenmittelpunkt  der  Kugelzone  liegt  in  der  Mitte  ihrer  BSb*' 

U.    Kotirt  eine  ebene  Fläche  Sl  um  eine  in  ihrer  Ebene  liegende  Aie,  die  v^ 

als  a:-Axe  ansehen  wollen,  so  erzeugt  sie  ein  Volumen,  dessen  Element  «(y'^-'y  ' 

x"  ^^  .  ^ 

i.st  und  welches   also  selbst  den  Werlh   hat:    y=  n  fiy"*  —  y*»)  rfr,  wohfH^ 

vorige  Bezeichnungsweise  beibehalten    ist.      Nun   ist    aber   für   die  OnliQ%te  ^ 
Massenmittelpunktes  der  Fläche    Sl-y,  =  \  f  (y"^  —  y*^)  dx\  climiiiirt  n^^^n  dl* 


HuMODitUalpuakt  der  KörperrSume. 
^n  ilat  Integral,  gu  kommt  l'=-  S!«y,-A. 


r)i;j 


«Volumen 
idc  Fliiclic 

om  Wego  de«  8cL  wer])  unkten  derselben  n]ulti|iHcirt,  Dar  Satz  E'" 
noeU  für  den  Fall,  ilasi  die  rotireuile  Kliiutjc  keine  rotlc  t'tnrlrohiiug  macht, 
'  alio  nur  einen  Keil  eiucr  RotationBHilclie  dariiteUt.  Im  Falle,  ilaia  die  Ituln- 
au  die  Fliicho  ichncidet,  int  eine  klein«  Vorduht  nütliiir,  nm  das  gewlinichtc 
len  in  erbsUen.  Der  Üatt  iit  das  xweitc  Quldin'suliu  Thcnrem.  l>n  in 
leichuiig,  welche  daiiaelbc  suis[iricht,  drei  Gr!l«sen  f,  Ü,  y,  vorkommen,  an 
{ede  von  ihnen  gefunden  worden,  wenn  die  beiden  anderen  bekannt  alnil. 
[.  6.    Uaaaenmittelpuukt  der  Kür|ierräiinic. 

1.   Itat  homogene  rarallelcpiped.    Indem  mnn  drei  Kckk.-iuteu  um  aich 

rerlXngert,  erhält  man  ein  PaTHlIelopiped  von  der  Sfachcu  Masae,  welches 
inprltnKlichen  im  Verltitltniiii  I :  ä  Ühnlieh  iit.  Dicielbcn  Betrachtungen  wie 
Nr.  1  fGhron  in  dem  Sata,  da**  der  MaascnmiUclpunkt  mit  dem  geoinetrijclten 
pnnkt  iniamineuriillt  und  lugleieh  der  Maaacnmittol|iUDkt  der  9  Kckcn  igt, 
diete  von  gleicher  Masse  angenommen  wurden, 

S.  Da«  homogene  dreiseitige  rrisma  (Fig.  1C7.}.   Man  führe  den  Mittel- 

shnitt  A'S'C"  und  durch  ilie  Ultten  ilur  Seiten  der 

1   parallelen  Qnindfliiclicn  die  Schnitte  EFf'E",  ^'''-  "'- 

"E".     Daa  Prlama  xcrfülll  dann   in  vier  ihm  ähn- 

nntereinander  congmcntc  dreiaeitige  Pnamen  und 
uallelepiiied ;  letctcres  int  gleich  4,  daa  Gciiammt 
a  gleich  8  der  kleinereu  Frismcn.  liezeichncn  nun 
r,  f',  r',  I  die  Abstänile  der  Massenmittelpunkte 
■rallclepipedea ,  der  4  kleineren  Prismen  und  des 
DBtpritma'a,  o,  b,  c,  a,  b',  e,  a",  h",  r",  ...  die 
sde  der  übrigen  Punkte  der  Figur  von  einer  lie- 
en  Ebene,  im  hat  inau 
+  !  +  ?*+'■  +  '■;- 8«, 

-4Cft'+e'). 

'.Piji'/.r'.ao  bleibt»  — i{«'+i'+0. 


der  Ma 

!■  Mittel<inerachn 

Auch  iit  t  <~  iia  + 


nkt  des  Prisma's  ist  der  Masaenmittelpnnkt 

+  c  +  «"+  b"+  t'h 

i'ctraoder  (Fig.  16S.).      l>rei  durch   die  Mitten  der 
Kanten  geführte   Kbenen   KFH,   EfSlIK,    EK.I  xcrnillen  dasaclbc  in  iwci 
Ihalicbe  Tetraeder  nod  zwei  gleii^he  dreiseitige 
KB,    Jedes  der  letzteren  iat  dreimal  so  grosi  ata  In:.  ]>j\. 

jener  Tetraeder  tind  jedes  von  diesen  iat  \  des 
n.  Sind  P,  Q,  R,  S,  T  die  Masaenmittolpunktc- 
widen  kleineren  Tetraeder,  der  beiden  Priamcn 
^  Qcsamnittetraedors,  ao  hat  man,  wenn  die 
■B  BnchataheD  wii-der  die  Abstünde  der  glekh- 
(*n  Punkte  von  irgend  einer  Ebene  bedeuten: 

p   —  n=-q   —  f=    l  ((   —  «; , 

r  _({(.  +  «  +  /■+,,  +  A  +  *), 

.   -   ifr  +  r  +  ,„  +  A  +   i  +  k\ 
•     erhiUt   man   t  =•  l<a  +  '•  -\-  r  +  .1)       l.ii«>it 
■''«br  des  Tetrardera  zusammenfalten,  «■>  folgt,  d. 
'  I,  Tbcurir  rl.  111'«.  u.  ,1.  ki  .11.. 
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Führen  wir  die  Suramation  nach  i  zuerst  aus,  so  wird  erhalten: 

mkEmigi^  +  mkQir  '  ^I  —  2  mkQkZtniQi  cos  (p,Pä)  =  mkZcn? 

und  hierin  ist  EmiQi  co8  {QiQk)  =  0,  weil  diese  Grösse  die  Summe 
Momente  aller  Massen  in  Bezug  auf  eine  durch  S  gehende,  zu  Qk  seK^l 
rechte  Ebene  darstellt. 

Es  hleibt  also  noch  zu  sunimiron  die  Gleichung 

rnnSniiQ?  +  m^Qu^  •  M  =  mkEmiCn^ 

und  zwar  nach  k.     Dies  liefert: 

und  wenn  wir  beiderseits  mit  2  dividiren, 

MZifiioi^  =  ZmimkCik', 
wo  auf  der  rechten  Seite  aber  die  Summe  so  zu  verstehen  ist,  dass  Xk'Ot 
zwei   verschiedene   mi  und   mji   mit  cn,^  zusammentreten   und   auch  j 
solche  Verbindung  nur  einmal   genommen  werden  darf.     Deshalb  wu 
nur   ein  Summenzeichen   geschrieben.     Entnimmt  man   ans   dieser  Gl^^* 
chung  £miQi^  und  setzt  es  in  die  oben  erhaltene  Gleichung  ein,  so  wird 
diese  sich  so  gestalten: 

Zfmn'  =  Mit''  +    ]^   Zmtmk  ca^. 

§.  .3.  Die  Systeme  bestehen  aus  getrennten  Massenpnnkten  oder 
ihre  Punkte  hHngon  continuirlich  zusammen.  Ein  System  heisst  homof^eDi 
wenn  alle  seine  Punkte  gleiche  Masse  besitzen,  heterogen  im  ande«"** 
Falle.  Bei  homogenen  continuirlichen  Systemen  versteht  man  unter  ^* 
speciiischcn  Masse  die  Masse,  welche  jeder  Volumeneinheit  des  System"** 
zukommt.  Das  Wort  „specifisch"  wird  durchgängig  so  gebraucht,  Ä** 
es  das  bezeichnet,  was  der  Volumen einheit  je  nach  der  Species  ^* 
Systems  zukommt.    Man  findet  die  specilische  Masse  ^  aus  der  Mass^^  ' 

des  Volumens    T,  indem  man  setzt 

M 
'  =    V   ' 

sodass  «ilso  auch  M  =  oV  und    V=         wird. 

Q 

Besteht  das  System  oder  ein  Theil  desselben  aus  einem  Aggre§^-* 

h(.mogoner  Massen  M\  M'\  M'",  ...,  welche  die  Volumnia  F*,  V"^  F^, 

einnehmen  und  die  Hpccilischen  Massen  q\  q\  q"\  . . .  besitzen,  so  V^*^ 

steht  man  unter  der  mittleren  specifischen  Masse   die   speeifische  Ma»^^ 

welche  die  Ges.Mmmtmasse  nach  Ausgleichung  der  Massenvertheilang  ^^ 

hält,    ohne   dass   eine  Aenderung   des  (jesammtvolumens   eintritt.    Ist   i 

die  mittlere  speeifische  Masse,  so  muss  demzufolge 

Q{y'+  y"+  y"'+  •••)  =  '^^'+  ^/"+  ^^'"+  •■• 

sein,  woraus  J'olgt: 
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v'+  J/"+  .v"'H ,        ,         p'  r'+  g"  r+  (/"  i""-\ 

r  +  r'+  r'+ . . . '  **'*''' *"•■''' ^ ^     r'+  »"+  /""+  ... 

)ei  einem  heterogenen  continuirlichcn  System  kann  nicht  von  speci- 
r  Masse  im  Allgemeinen,  wohl  aber  von  specischer  Masse  in  einem 
imton  Punkte  die  Rede  sein.  Man  vorsteht  darunter  die  Masse, 
er  die  Volumeneinheit  zukommen  würde,  wenn  sie  Masse  von  der 
äffen heit  dos  fraglichen  Punktos  continuirlich  h.'itte.  Vm  diesclb(> 
tisch  zu  bestimmen,  sei  Jv  ein  kleines  Volumen  des  Systems,  wel^ 
an  jenen  Punkt  angrenzt  und  in  ihm  nachher  verschwindend  ge- 
werden  soll,   und   seine   Masse   sei    Jm]   nach   Ausgleichung   der 

n  würde   die   mittlere   specifische  Masse     ^      sein   und   die  Masse 

en,  welche  die  Volunieneinheit  bpsässe,  wenn  sie  Masse  von  der 
glichencn  Beschaffenheit  enthielte.  LUsst  man  nun  Jv  ohne  Ende 
men,  wodurch  sich  /dm  immer  mehr  der  Masse  des  Punktos  nähert, 
hert  sich  der  Quotient  immer  mehr  der  Masse  der  Volumeneinheit 
[er  Beschaffenheit  der  Masse  dieses  oder  seiner  specifischen  Masse, 
cse  also  ^,  so  erhält  man  durch  Vollziehung  des  Grenzen  Überganges 

,  d.  h.  die  specitischc  Masse  eines  Systempunktes  ist  darstellbar 

den  Quotienten  des  Massenelementes    durch  das  Volumen element. 

erweiterte  Definition    der   speeitischen  Masse    enthält  die  oben  fUr 

lomogtMie  System  gegebene  in  sieb.    Aehnlich  dem  Obigen  hat  man 

dm  =  pr/r,    dr  =         .     Die  Vorgleichung  der  hier  aufgestellten 


ein  mit  den  obigen  zeigt,  dass  man  berechtigt  ist,  jedes  heterogene 
m  in  seinen  Elementen  als  homogen  anzusehen. 

Jas  Verhältniss  der  speci tischen  Masse  (t  zur  s]MH'ili scheu  .Masse  o„ 
1  eines  beliebig  wählbaren  homogenen  Systems  nennt  man  tue  Dicb- 
X  d,  sodass 


(»n 


f*u  Anwendungen  liftraebtet  man  Wasser  als  ein  bomogenes  cou- 
liebes  System  und  ninniit  für  «„  die  sperilisrbe  Mmsso  ilcs  Wassers, 
r  ist  der  Spraehgebrauch  nicbt  durchweg  bei  alb»n  Si-briftstrlbMii 
Ibe  und  brauclien  mancbe  das  Wort  l)ii'btigkeit  im  Sinne  v^n  s|)eci- 
r  Matise. 

Mese  Betraclitungen  sind  niebt  auf  räumlicbr  Systoiin*  dreior  MiiiKMi- 
1  beschränkt,  sondern  gelten  aiieb  noch,  \\enn  das  Systrni  nur  eine 
on-  oder  Linienausdebnnng  liesitzt.  Ks  genügt,  statt  ,,Viihimen- 
it'*  hie  „Flächeneinheit*'  und  „  I.inieneinbeit  **  zu  sagen,  um  nllr 
täte  auf  diese  Fälle  zu  übertragen. 


•I' 
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n.  Csp. 


a 


a 


Für  liomogcne  Systeme  erlangt  der  Mittelpunkt  der  Massen  eine 
rein  geometrische  Bedeutung;  in  diesem  Falle  werden  die  Massen  den 
Volumina,  resp.  Flächeninbaltcn  und  Linienlängcn  proportional  und  ver- 
schwinden die  Massen  als  solche  aus  der  Untersuchung.  Für  homogene 
Systeme  hat  bereits  Archimedes  den  Massenmittelpunkt  bestimmt  (Archi- 
mcdcs  de  acquiponderanlibus)\  er  bediente  sich  dabei  des  an  sich  klaren 
Satzes,  dass  ähnliche  homogene  Figuren  auch  ähnlich  liegende  Massen- 
mittelpunkte besitzen.  Wird  nämlich  für  irgend  eine  homogene  Figur 
der  Mittelpunkt  der  JVEasse  durch  eine  Linicnconstruktion  gefunden,  so 
erfordert  die  Auffindung  desselben  für  eine  ähnliche  Figur  blos  eine 
Vergrösserung  oder  Verkleinerung  nach  dem  Aehnlichkeitsverbftltnisse 
beider  und  führt  offenbar  zu  derselben  relativen  Lage  in  der  zweiten 
Figur  wie  in  der  ersten.  Liegen  daher  die  beiden  ähnlichen  Fig^nren 
parallel  und  sind  AB^  AB'  zwei  homologe  Strecken  derselben ,  sowie 
»,  h\  dy  h'  die  Abstände  ihrer  Endpunkte  von  irgend  einer  beliebigen 
Ebene,  so  liefert  die  Achnlichkeit  der  Figuren 

—_h   _  AB 

—  b'~  Ali  ' 

§.  4.     Mittelpunkt  der  Masse  von  Linien. 

1.    Die    liomogfcno  Strecke   AB  (Fißr.    159.)>     Man  vorlängere    AB  om 

BC  =  AB.      Sind   dniiu  P^   Q^  R  die   Massen mittelpnnkte 
von   Aß,  BCy   AC  und  /?,  7,  r  ihre  Abstände  von  irgend 
einer  Ebene,  so   erhält  man   2  r  =  p  -|-  7  für  die  Somna 
der   Momente,   da   die  Massen  der   drei  Strecken    sieb  wie 
1:1:2  verhalten.      Ferner  weil   /*,   (?,   R  ähnliche  La^ 
haben  />  —  a  =  q  —  i  =  ^  (r  —  </),   wenn   «,  h  die  Ab- 
stände von  A  und  B  von  der  Ebene  sind.     Die  EliminAtioa 
von  q  und  r  gibt  p  =  -J  [a  +  //).     Der  Massenmittelpiukl 
lie^t  also  in  der  Mitte  und  ist  derselbe,  wie  wenn  bloi  die 
Punkte   A^   B  und    nicht  die  ganze   Linie    gleiche  Missen 
besässen. 

2.  Der  homogene  Dreiecks  umfang  (Fig.  IGO.).     Man  zerlege  denwl^*" 
in  drei  Partiulsysteme,  nämlich  die  drei  Seiten.    Die  Äfasscnmittelpunkte  derselbe» 

sind  ihre  Mitten,  of,  ß,  7,  und  wenn  man  in  ihnen  die 
den  Seiten  ABy  BC^  CA  ]>roportionalcn  Massen  d"* 
selben  vereinigt,  so  ist  der  Massenmittelpunkt  de* 
Dreiecksumfanges  zugleich  der  Massenmittelpunkt  ■''' 
diese  drei  Punkte.  Der  Massenmittelpunkt  D  für  a  ufi^f 
liegt  aber  auf  ay  so,  dass  Da  :  Dy  =  AB :  BC  »  ttp^PT' 
Daher  halbirt  die  Gerade  ß /)  den  Winkel  ß  des  Dreieck' 
ocßy.  Auf  ihr  liegt  aber  der  Massenmittelpunkt  fö^r 
mit  der  Masse  proportional  AC  und  D  mit  der  Masse  proportional  AB -\- ^^^ 
also  der  Massenmittelpunkt  des  Ganzen.  Der  Massenmittelpunkt  des  homo- 
genen Dreiecksumfanges  ist  daher  der  Mittelpunkt  dos  Kreis  es,  wel- 
cher dem  Dreieck  der  drei  Seitenmitten  eingeschrieben  werden  kail« 

3.  Der  homogene   Kreisbogen    (Fig.  101.).     In  Bezug  auf  den  RadiMf 
welcher  nach  der  Mitte  des  Bogens  geht,  ist  die  Momontensumme  Naii,  daher  liegt 


Fiif.  i:«i>. 


^<^       - 
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Ats  Hitueiiuitt«tpunkt  auf  ilim;   es  )rciiii(;t  daher,   die  MoracntcuBiinims 
mal  aioe  der  Sehne  det  Hofcna  parallele,  nur  Kbcne  der  Vlfgat  aunkrccli 
■a  finden.    Suchen  wir  znnUchst  dieRo  MoincntnnBunimu   für   ein  dem  l>i 
Keicb rieben«  Vieleck   j^lciulior  Soitun.     Wlni  die  Muise   einer 
Seite  .V.lf '  in  deren  Mitte  (i  vereinigt  gedaclit,  au  idt  die  frng- 
Hebe  Summe   £(.)/.)/'- fi^}-     1"'^  Aohnlielikcit   dur    lircicuko 
M3l'y  und  fiCp  liefert  aber  MM':  MS  —  C'.u  :  rp  =  Cfi-.^q 
und  daher  Ut  SI^MAf-ftq)  =  JMSCfi)  =  CjfZMX,  <t.  li. 
gleich  Cfi,   mnltiplicirt  niit  drr  riuhne   dea  Hagcaa.     Geht  dn« 
Vieleck  in  den  Krcisbo|rcn  iibor,   so  wird  f>  zum  Kudiiis   und 
dmber,  wenn  x,  die  Abiciaic  des  MaHi.'mnittul|iuiiktcs ,  *  die 
BofcnliüigG,  e  die  Selino,  r  den  KHdiuK  bedeiilut: 

FÜT   den    Halhkreia    iat   r  =>  2r,    l  =-  irr,    aUr>   .r,  =  ^  ''  r, 

nahem  gleich        r. 

4.  Masienmittelpniikt  einer  belicbieon  Ciirvc  (b-i)r.  Ißä.)-  I^^  aelo 
'■•  yi>  •!  <)>•>  Coordinnten  den  JIaiiai.'nmiltcI)iimktcs  S  für  den  lIo|;cn  AM:  nimmt 
denelbe  um  ,M.W'=  Jiiu,  ao  werden  .r,  -f-  Jj-,,  g,  +  Jy,,  :,  +  J;,  die  (.'oor- 
dinaten  dea  Uaaaenniitti:tiinukti!a  S'  für  AM' 

•ein.     Sind  «  und  «t  +  Jm   die   Mftiseu  von  '"■'■  "■-■ 

1*1.1/  und  J.1/',   10  worden  diu  Munimtc  der-  /• 

•elben: 

«j-,  nnd  («1  +  Jia)  (j',  +  Jj-,); 
»jr,  und  {»1  +  J«)  ''.a,  +  J'/,); 
mz,  nnd  (n  -]-  J»)  (i,  -|-  J:,:, 
Ihr  Dosen  /l  ,1/'  termilt  aber  iu  dln  l.uiilru 
ruiialboRi-n  AM  und  MM'  und  »cnn  die 
(^ooiilinatcn  dei  MiuHeDniittclpiiiiktfK  .S'"  Tiir 
VJf,  welche  vun  den  Cowliiintcn  .r,  //,  :  de.t 
•^nklM  .1/  um  ao  wcniRtr  vcmehicdcn  »iiirl,  je  ^/ 
«<i«r  .If.W  iit,  mit  X  -f  ,J.r.  .,,  +  *'j^, 
•+  t'Ji  bezeichnet  wrilen,  so  bvHti-lit  die 
Cleicbnng  (m  +  J«;  ■.r,  +  J,,,)  =  «,j;  -f-  Ji«-).r,  +  j  J,r,;  udist  awri  .mmI 
ttbiUtitn  in  y,,  :,.  Ana  ihr  fulj't  »hur  J  ■  «i.r,  =  Jm  ■  ;,i,  +  (./.r,)  iiud  I 
<«i  reherftanc  «ur  (frenzu.  wenn  /  di<-  Vari.ib.:!..  i->t.  v.m  «cUhir  die;  C... 
'^Meo  d'r  Cwfc  nud  ilic  Ma^se  von  AU  l'unitiumn  aiiid 


Rierko,  „biilt  m.in  durch   liitignilion   Kwiai-hcn  d<.'n   (ir.iix.n  1...   l,   wrklir   d<-n 
^panklen  A,   H  diu  UuRin»  AH   ent«i<r<'i-liuii   und   mit  lEückri.-lit   d.iruuf,   dnn» 

I'n  Huse  des  ItuK'^nK  .iii  d.r  iinlerrn  ^r-nze  mit  dem  \U.f.n  verschwindet,  nenn 
■•>  iigleich  für  dii-  ('<i<irdinatt,'n  j»,,  :,  dirat-lbu  livl  rauh  tun;;  dnrclii;i-nihrt  deukl: 

"'-ßt-'  "-/•■'.:■':  -•]'■::■"■ 


.'X 


■ »..-, 


■nnel  rf(iu',]  -'  .r,\m  »»•rt  ans,  daxs  d.-r  Kh'uici 
*M  He^Q  du  Slomtiit  dea  Iluitiiiclcmi-nteH  mi.  w.n 
<(jr,  :  vereinigt  i^edaeht  wird  und  l>u|;riitidi-t  di>-  IIi'ti 
t'WadUcbhleinen  Im  vurliejrvudcu  I'alle  nnzuivcudcn. 


s,n  Mn»Hr   im  fnnkt.' 
iiiiV',  die  Muthude  Ay„ 
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Ist  Q  die  specifische  Masse  im  Punkte  Mj  d.  li.  die  Masse,  welche  die  hin 
einheit  enthalten  würde,  wenn  sie  in  allen  Punkten  die  BeachafTenheit  der 
tcs  M  hesässe,  so  wird  dm  =  qds;  mithin 

fi  tx  h  fi 

r„  f„  f,t  fu 


wo 

dx 


:  -  ^w+ o'+ (2!)' 


dl 
Ist  die  Curve  homogen,  so  hat  man 
/,  /. 

m  =  o  I     .    flf  =  o.>.      ,v,  =  I  a?    7.   dt,       //,  =  ///    ._-  dl,       :,  =  /  ;  -^  %f^ 


9  I  'J^  dt  ==  9.S,      .r,  =  ix 


(t 

A 

ds    , 

/        '^Ä     ^ 

/• 

rf7  '"' 

j 

/^rf."'' 

1 

/^ 

fo  f-t  f-  fa 

Für  ebene  Carven  fUlIt  die  letzte  Gleichung  hinweg,   wenn  man  ihre  Ebene     ' 
Ebene  der  xt/  wählt. 

5.  Der  hx>mogone  Cycloidonas t.  Die  Gleichungen  der  Cnrve  für  ^ 
Spitze  als  Ursprung  und  die  Cycloidenbasis  als  Axe  der  x  sind  a*  =  a  (<»  —  fi»  ^ 
y  szs  a{l  —  ro8  cd).  Die  (rrnndvariabclo  /  ist  hier  der  Wälzungswinkel  n.  Ei  > 
ds  =  2  a  sin  \(üd(o,  also 

in  tiTf 

S  ==  2a  j sin  },(od(o  =  8fl;      a'i  =  na\      Sy^  =  4«*  I  «n'  \oidto  =  - "  fl*» 

mithin  y*  =    .,  «. 
«> 

6.  Der  Bogen  Ali  einer  ebenen  Curve  erzeugt  durch  Rotation  um  eine  h-^ 
eine  Rotationsflilche ,  deren  Inhalt  Sl  =  2n  fyds  ist,  wenn  y  die  Ordinate  <1< 
Curve  für  die  Kotntionsaxc  als  Ahscissenaxc  und  ds  das  Bogenelement  ist,  d' 
Integral  aber  über  die  ganze  Bogenlänge  erstreckt  wird.  Nun  ist  aber  for  <!• 
Ordinate  »/i  des  Massenmittelpunktes:  Sy^  =  fyds  und  folglich,  wenn  man  »* 
beiden  Gleichungen  das  Integral  cUminirt:  ü"=  2nyxS^  d.  h.  da  2  »y,  der  IT«« 
fang  des  Kreises  ist,  welchen  der  Massenmittelpunkt  des  Curvenbogens  bei  <!' 
Erzeugung  der  Flüche  beschreibt: 

Die  Oberfläche  eines  Rotntion.skürpcrs  wirti  erhalten,  wenn  oiA" 
die  Länge  des  Meridianbogens  mit  dem  Wege  mul tlplicirt,  welchen 
der  Massenmittelpunkt  desselben  bei  PIrzeugung  des  Körpers  be- 
schreibt. 

Für  einen  Ausschnitt  Sl'  der  Fläche  ß,   entsprechend   dem  von  den  bei^*" 

OrenzmcriiUanebi'ncn  gebildeten  Winkel  ^  bosteht  die  Proportion:     _    ^9" 

folglich,  wenn  man  Sl  =  2ny^s  substituirt,  ß'=  ^y^s.  Es  ist  aber  auch  lu" 
•9^1  der  Weg  des  Mittelpunktes  der  Masse  bei  Erzeugung  des  Ausschnitts  VDU 
besteht  also  der  ausgesprochene  Satz  auch  in  dieser  etwas  allgemeineren  Fauob?' 
Dieser  Satz,  sowie  ein  analoger,  den  wir  bei  der  Bestimmung  des  MatM^' 
mittelpunktes  ebener  Flächenräume  kenneu  lernen  werden,  rührt  von  Gald'iB 
(geb.  1577,   t  1663)   her  und  wurde   in  seinem  Werke  Centroharyca  1643  publiört« 

7.     Einige  Aufgaben    über    die   Bestimmung  des    Massenmittelpunktes  tob 
Curvenbogen. 

a)    Den    Massenmittelpunkt   des    homogen    gedachten    Bogens  der    Sinnsoid« 

X 

y  =  a  8xn  -      von  x  =  i)  bis  .r  =  na  zu  finden. 


f  r  ' 
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h)  Den  Maascnoiittclpunkt  dca  vierten  Theiloa  vom  Umfaug^e  der  Lemniscatc 
V  a'  COM  2  4^,  vom  Doppclpunkt  bis  zum  Scheitel  (gerechnet,  zu  üudon. 

c;  Den  Maaaenmittclpunkt  der  IlUlftc  vom  Umfange  des  Ovales  r  =»  2  a  cos^  9" 
finden. 

§.  6.     Massenmittelpunkt  von  Flächenräumcn. 
1.    Das    homogcnt*    pArullelofi^ramiii    {Vig.    1(>3.\      Man    ergänze    das 
Allelugramm  Ali  CD  durch  Vcrliingeruug   der  Seiten  zu   einem  rurailclogrumin 
des   vierfachen   Inhalts,   hi'Stchcad   aus   vier  gleichen 
übnliclicn  Parallelogrammen.    Ks  seien  /*,  Q^  H^  S^  T  die 
lac-omittolpunkte  der  Parallelogramme  At\  HF^  C(r,  /)// 
AG,    Sind  jü,  y,  r,  s,  t  ihre  Abstümlc  vun  irgend  einer 
:ne  oder  auch  einer  Axu  in  der  Khoue  der  Figur,  so  hat  man 
tnuge  des  8atzes  von  den  Momenten  ;/+*/  +  /•  +  '  =  4  / 
vermöge  der  Aehnlichkeit  aller  5  Figuren,  wenn  a,  A,  r,  d 
Abitände  der  Ecken  A^  ü y  (\  O  von  jener  KItene  sind: 

p  —  ti  =  tj  ^  b  ^=^  r  —  V  =  s  —  J  =  4;/  —  a)^ 

folglich,  wenn  man  liiermit  aus  der  Cilcichring  der  Momente  7,  r,  :?,  /   climi- 

:    p  =3  J  {«  +  //  +  r  +  c/).      Legt    man   diu   Axo   durch   die   Diagonale    AC^ 

ftind  tf  s=  r  =a  U,   b  ^  —  </,   also  />  =  0;    geht  sie  durch  />  und  //,  so  findet 

»elbe  btatt.    Der  Maä«>enmittelpunkt  ist  daher  der  Diagunahlurchschnitt.    Es  ist 

^clbe,  wie  für  vier  gleiche  in  den  Ecken  befindliche  Müssen. 

S.    Das   homogene  Dreieck   (Fig.   10 1.).     Ilalbirt  man   die  Seite  AC  von 
iiV  und    zieht    A.'/>,   EF  parallel   den   beiden   anderen,    so    erhält    man    zwei 
^he  uml    dem   Ganzen  ülmliehe  Dreireku  A F E^ 
C,  welche  mit   dem  Ganzen  ähnlich  liegen  und  ^    /• 

deuen  jedes    ein   Viertel   von   diesem   betrügt.  .^'^  s 

•i  dühor  (>,  "1  -^'i  f'  «Ji«  Massenmittelpunkte  der  IP-h<-      -  -Jl 

:iccke    AFE,    EDC^    AliC    und    de«   l'arullelo-  ^-         y 

'Oinis  Eli  und  sind  ferner  y,  r,  .v,  p  ihre  .Vbdtändo     ^ .-. ^"."s 

1  ir^i'Uil  riuer  Axe  in  der  Ebene  der  Figur,  sowie 

''»  r,  e  die  von  A^  //,  (',  A',  su  hat  man,  weil  das  Moment  des  Dreiecks  AliC 
■  ^Uniinv  der  Momentr  der  Tiguren  ifit,  welelir  das4i*lbe  bildrn,  -/'  -|-  V  ~l~  ''  ^^  '^^' 
:'ner  licturt  dii*  Aehnlichkrit  der  Figuren:  y  —  «  =»  r  —  <*  =  1  *  —  "j  1  2U- 
'*vh  iat  nach  \.  p  =^  \'b-\'  v).  Eliniinirt  iiiiin  zwischen  diesen  (ileiehungen  /),  7,  r, 
*^rgtlit  sich  a  ^*  }i  M  -|-  h  -f-  c).  \siK>>i^\.  man  dii^  Axe  mit  aiisgi'zeiehneteii  Linien 
"  i^reircks  zusaniiuenfallcn,  so  gelaugt  man  zu  Spreialh.it/.i.-n  über  ilie  Lage  des 
**Viiniittelpunkti:s.  Fällt  sie  mit  .-/ //  /itNainincn ,  so  wint  s  -^  \r.  Es  steht 
'  Maiscniuittelpuiikt  daher  an  jeder  Seite  um  \  der  ziigehiirigeii  Muhe  a)>.  Fällt 
*  Axe  mit  der  darch  ^*  gehenden  Mediane  ^lIalbirun>;^liMie  von  Ali)  /iiAaiinnen, 
wird  As»  —  a^  tzs.i)  also  «  s^  «».  Dur  .Ma.'<.Neniiiitielpiiiikt  ist  also  iler  Sehnitt- 
^kt  der  drei  Mediain  n  uinl  theilt  jedu  vun  ihnen  im  \'erh.iltni>Me  1  :  *J.  i.n  ist 
^er  zugleich  der  Punkt,  von  welchem  aus  das  Drcieek  dureh  Linien,  welche 
leb  drn  Ecken  gehen,  in  drei   tl.ichengleieln;   Dreieeke  zerfällt  wer<ieii  kann. 

l'rei  gleiciic  Massen  in  tb-n  J-k-ken  iles  ]>ri-ii.'ek^  hitliLMi  «lenselbeii  Mahseii- 
ttcl|iuukt,  wie  die  Flüche    «le-  hidnogeiien  Dreiecks. 

li.  llus  huinogclie  Trupvz  (Fig.  It».').-.  Man  zerlege  ila.>tselbe  iliireh  eiiitr 
'  Diagunalen,  z.  Ü.  A  Iß  in  zwei  Dreiecke  A  li  li  und  ACI)  uml  be.*«tiinme  ihre 
sscnuiittclpunkte  «S'i  und  .s,;  lln'ili  man  .Si**',  in  .S' ^*^^,  iIhü.i  SSiiSS^.^  J  Af'lfiJ  Alil)^ 
ist  .V  der  Massenmittelpunkt  de.s  Trapezes.  Dureli  N  grht  auch  ilie  Verbintluiigs- 
c  FE  der  Mitten  von  .///  und  C If,  Da>  Vi-rli.;liiiit<a  der  Abstände  .r,  j-'  des 
iscnuiittelpunktes  vun  den  Seiten  .///,  '*/>  lindet  man,  imlem  man  die  Muuicntc 


olü 
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der  drei  MasBcnmittclpnnktc  .V, ,  S^,  S  für  diese  Seiten  nimmt;  für  h  als  Hühe 
Trapezes  ist  nilmlich: 

\  {A/{  +  (l))  h  •  .7-  =  -1  AJ}  .h'{h  +  \  CD    h'lh 
\  {Alt  +  CO)  h  '  .1/  =  \  Ali  .h-lh  '\-\ri)'h'\  h 

nnd  liicraus 


^   1  Ali  +  CD         HE 
Ali  +  \Cf)^    FJ 


welche    GK-ic1uing^    leicht    couBtra.i 
bar  ist. 

lieber    den    Massenmittelpov 
des  allgc meinen  nicht  überschlagt 


Vierecks  s.  Möbius,  Luhrbuch  der  Statik,  S.  211. 

4.  KrcLSsector  und  Kreissegment.  Zerlegt  man  den  Sector  durch  vi 
endlich  nahe  Radien  in  Klenicntarsectoren  und  wendet  auf  sie  die  Massenmitb« 
punktsbestimmuug  des  Dreiecks  an,  so  bilden  die  Massenmittelpunkte  aller  die^ 
einen  Kreisbogen  vom  Radius  ^  r,  der  Sehne  ^c,  der  Länge  \S^  wenn  r,  r,  S  ^ 
Radius,  die  Sehne  und  die  Bogenlänge  am  Sector  sind.  Denkt  man  sich  in  die^ 
Punkten  die  Massen  der  Elementarscctoren  vereinigt  und  sucht  don  Mmasenmitfe'' 
fiunkt  des  homogenen  Kreisbogens,  den  sie  bilden,  so  ist  dieser  asngleich  der  Mats^ 
mittolpunkt  des  Scctors.     Sein  Abstand  vom  Mittelpunkt  folgt  daher  gemäss  $.    - 

CT  '^F 

Nr.  3  aus  \S-xx  =^\c-iry  nämlich  a?^  =3  J    -.    Für  den  Halbkreis  wird  «1  »4  — 

Für  das  Segment  setze  man  sein  Moment  und  das  des  Dreiecks  ziisaniBa> 
gleich  dem  Momente  des  Sectors,  in  Bezug  auf  den  zur  Mittellinie  der  HB 
senkrechten  Radius.  Ist  a  die  Höhe  des  Dreiecks,  so  sind  die  Flächen  der  dl-S 
Figuren  \rSi  i^'^'i  \K^^^  —  ''0  ^"*^  ^^^  Abstände  ihrer  Massenmittelpunkte  r^ 

Mittelpunkte  der  Figur  ^     -,   Jtf,  a?,  und  folglich  ist  die  Gleichung  derMonemt 


r«  —  rt« 


1  rV  —  \  «V  =  1  [rS  —  ac)  x, ,   woraus  .r,  =  ■«  c      -  -    -  =  1  -■  - — 


ac 


5.    Massenmittelpunkt    eines    beliebig    begrenzten   ebenen  od  < 

krummen  FlächenitSelE 

^'  (Fig.    166.).      Für   rechtwinklig 

Coordinatcn  x,  y,  z  ist  das  Flleb«' 
Clement  dm,  welches  dem  Pnnl^' 
.r,  //,  z  anliegt,  ein  krumme»  Vi«'" 
eck,  welches  aus  der  Fläche  ▼*■ 
zweien  durch  den  Punkt  f  >  yi ' 
gehenden,  der  yz-  und  tx-Eb** 
Itaralleleu  Ebenen,  sowie  iweiO 
durch  don  Punkt  .t  +  rfr,  jf  H"^' 
z  +  (fz  gehenden  Ebenen  dentl* 
ben  BettchafTcnheit  ausgeschaittaB 
wird.    Ist  Q  die  spccifische  MaflC 
der  Fläche  im  Punkte  x,  y,  Sj  M 
ist  Qd(o  die  Masse  des  FlSchen- 
clements  und  sind  folglich  Qxdmy 
Qydtay  Qzd(o  seine   Momente   bezüglich   der  Coordinatenebcnen.     Diese  unendlich 
kleinen  Grüssen  sind  die  Elemente  der  Masse  uud  der  Momente  einer  unendlid 
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hmt&Ien  FlUclicnzonc,  in  ilcr  Prujuction  von  «Icr  Breite  tLv  uiiil  licfcrni  weun  sie 
ei  condtantem  x)  nach  ^  intcg;rirt  worilcu,  «lio  M;i88e  und  diu  Mumunte  diuscr 
•  HO.  ])ic  Grenxcn  der  Int«-f^r;itiun  nacli  ^  cr^rcben  sieb  aus  der  (ileiehung  der 
roj«-«.'tion  diT  (ircnzeurve  des  FlilchenstiiekH  auf  die  j;^-Kbene  mid  sind  bekannte 
unctiom-n  y\  //"  von  .r.     Wir  erhalten  dalicr 

y     .v'  y;--i/'"  .V- y'  !f^- -.v" 

kU  ilic  Masse  und  dir  Momente  jener  Zone,  welche  zwischen  zwei  Kbenen  eut- 
Uallt.*n  ist,  welche  im  Abstände  x  und  .r  4~  *J^^'  "^i^  ^^^^  ^:-Kbcno  imrallcl  laufen. 
I)i«:rti*  Zune  und  ihre  Mumcnte  selbst  sind  aber  als  das  Klemcut  des  FlHehcnstüeks 
and  diu  KIvmeute  der  Mumente  desselben  in  Bezug  auf  die  Courdinatenebeuen 
auzuäehen  und  wenn  man  diese  Griissen  naeli  .i-  zwisebcn  den  Grenzen  x\  x" 
iDte^rirt,  welche  durch  diu  äusscrstoii  Tan;.'i>nten  an  die  Projection  der  Circnzcurvc 
des  KlUcbenstücki  auf  ilie  »i-^-Kbene,  senkrecht  zur  .r-Axe  bestimmt  werden,  so 
liefern  sie  die  Masse  .1/  und  die  Momente  .1/j'i,  -V//, ,  .1/;,  dt>s  FlUcbenstücks,  so- 
dM8  man  hat 

»t-T-.jF      y=r  y  jr~-jr      y.  y  j-l-jt        y-~'j  .r.-.r      y— y 

■"  =  1    j  Qiftaj      W.r,  =■  I     I  Q.rtl(a,     .1///,  =  I     j  Qi/t/<ü,     il/:,  —  I     j  ifzt/u». 

*~-jr     y_  y"  J-  -■«■'      y^  y'  .r- ..r      y  -y  x-.-j'    jf~y' 

Du  KUiclienfU'ment  du  hat  zur  rrojectiun  auf  die  .r^*Kbcne  das  unendlich  kleine 
Kechteck  dxdy  und  wird  folglich  erhalten,  wenn  man  dieses  durch  den  Cosinus 
aer  Neigung  der  F.benc  von  dio^  welche  die  Tangentenebrne  der  Fläche  der  Punkte 
'•y<  :  ist,  fropon  die  .Y-^-Kbcnu  diridirt.  l)a  4iie  Ni'rmalc  der  Fiiiclie  auf  der 
T&fi:f4;nt«*i](*bcne  und  dir  :-A\f  ;i»f  der  .i/y-Klionc  senkrecht  steht,  so  ist  jene 
^c*CUn;r  gleich  ib-r  Neigung  y  der  Normalen  gegen  die  2-A\e,  sodass  man  hat: 

,  dxdy 

d(a  =-^ 

cos  y 

•K*  nachdem    ilie  ijlcichung   ilcr  FliicIic    unter   der  einen  oder   anderen  Form 

PP^-brn  ijit,    Kti'lll  siih  f'ua  y  unt«T  verschicdi-nen  Formen   djir,    Ist   /'  =—  U  diese 

^**»cbui,g,  »„  wir.l 

ff 

f  i 
r,,s  y   —  , 

;  /  c '.)■■■  c:)'  t  a 

r 
I 

I        ''^ani  noch  :  mit  Hülfe  vitn   A  —  o  /.u  eliminiren   ist.     Stt-llt   man  die  <i)eiehuug 
y  Hache  SU  dar,  il.-iss  mau  :   vuii  .r  iiiid  //  trennt,  niimlieli:    :   =     /'  .i,  //\  ho  ist 
***^«  Kurni  in  iler  vorigen  i'inb«i.'ritVen,  wenn  man  schreibt  :  -     /'\-i'y  //l     -  /"  —  <» 
***  Mißlich  wird 

t  f  t  t  *  '-  ff  f  i  '  I 

'—   •  -  -  .  -  -  «  -    I 

t  .r  /  .r  f  .1  f  //  r  y  /  : 

.11  '  -  '  • 

lU'l  .iIt'i,    wenn    man  -  //.  --■  y   s<t/t: 

t  .1-  f  // 

1 
t'ptrr  difscr  Voraus>vtznng  nidimni  ilie  <d>igen  (iIiii-]iiing«Mi  ilie   Form  an: 
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•»    .1»  _»f    ^.»» 


J/  =  /      /  p r/a- f/y  }'T+~p^  +  q\      M  •  .1-,  =  /     JQxdxdy  ^1  +  p«  +  y*, 


^'/•.yi  =  /     JQydxdyVl  +  ji^  J^  i^,      V.r,  =  /     j Qzdxdi/Vi  +  p^  +  f, 

Ist  das  Fliichenstück  eben,  so  nehme  man  seine  Ebene  zur  jr^-Ebeney  duB 
sind  alle  :  und  Zj  Null  und  da  die  Normale  fortwährend  mit  der  s-Aze  parsllel 
läuft,  so  wird  cos  y  c=  1 ,  dta  ^  dx  dy  und  rcducircn  sich  die  Formeln  auf  folgende: 

jr       y^  a-       y  ""^        ^ 

i)/  =1       I  Qdxdt/f      M  •  Xi  :=  j      j  Qxda^dy,       ^^  *  ^i  =  f      /  Qydxdy. 

Ist  die  specifische  Masse  9,  welche  im  Allgemeinen  mit  x  and  y  variirra 
wird,  constant,  d.  h.  das  Flächenstück  homogen,  so  wird  M  =  qSI^  wo  A  die 
Grösse  des  Flächenstücks  darstellt,  und  fällt  folglich  q  aus  den  Formeln  heniü* 
Dieselben  sind  dann  also 

x"  y"  *"  y"  .r"  y"  *"  /* 

Ä=/     Idxdy,    Sl'X^^l    ixdxdy,    Sly^^  i    jydxdy,    Sl-z^^  l    lx*r*i 
jc'    y'  x'    y  »     y  tF    f 

wobei  man  im  ersten,  zweiten  und  dritten  Integrale  die  Integration  nach  |f  ■*" 
mittelbar  ausführen  kann.    Insbesondere  für  ebene  homogene  Flächenräame  ^'' 

K  *'  f" 

Ä  =  /  (y  -  y)  dx,        SL'X,  =jx  (y"-  y)  dx,        Sly,^  ij\y"*  -  y'«)*- 

x'  x'  JC^ 

Unter  Zugrundelegung  anderer  Coordinatensysteme  hat  man  für  x,  y,  Zi  ^  "" 
betreffenden  Ausdrücke  einzuführen  und  die  Grenzen  der  Wahl  des  Coordiiutci' 
Systems  gemäss  zu  bestimmen. 

6.  Für  die  Fläche  der  Parabel  y*  =  2/>a.'  zwischen  Axe,  Bogen  vomSck*^ 
an  gerechnet,  und  irgend  einer  Ordinate  wird 

X  y  X 

U  n  0 

also  .r,  =  Ixj   y^  =  ^y. 

7.  Zu    finden    a)   den    ^Tassonmittelpiinkt  eines  elliptischen  SegmentM  {^ 
Hülfe  dos  zur  SSehue  coujugirten  Diameters;  b)  den  Massenmittelpunkt  der  hsO^ 
Cyclo'ide;    c)   den   Massenmittelpunkt   der  ganzen  und   halben  Fläche  dei  Orv*    ^ 
r  ^  2  ö  co8^  &. 

8.  Der  Massenmittelpunkt  der  Ku^elzonc  liegt  in  der  Mitte  ihrer  Höhe. 

9.  Kotirt  eine  ebene  Fläche  Sl  um  eine  in  ihrer  Ebene  liegende  Aze,  die*tf 
als  a.'-Axe  ansehen  wollen,  so  erzengt  sie  ein  Volumen,  dessen  Element  «(y*^ — y'*)d' 


x" 


i.st  und  welches   also  selbst  den  Werth   hat;    y=  n  f  {y'^  —  y*)dx^  wob«  ^ 

X 

vorige  Bezeichnungsweise  beibehalten    ist.      Nun    ist    aber    für   die  Ordinate  des 
Massenmittelpunktes  der  Flüche   ß-^i  ==  \  f  (y"^  —  y^)dx\  elimihirt  man  dahei 


.r 


&P- 


HMnnmittoIpilnkt  der  Körpcrrilume. 


r>i<i 


)  tMiden  QleiehnDg«D  dai  Integral ,  bu  kommt  )' 
nea  Ratktionikürpori  wird  erlikltco,  wun 
t  dem  Wege  ilen  Bell  wct|i  unkt  es  ilcraclbe 
ch  Doch  flir  den  Fall,  da»  die  rutirende  Fliiclio 
■■  I'  kUo  nur  einen  Keil  einer  RotatioQEflllclie  <Iai 


-Sxy, -A,  <I.  h.  das  Votum«!! 
II  man  die  rotircnde  FlUchu 
I)  multiplivirt.  Dar  Satz  gilt 
keine  volle  I'mdreliung  mnclit, 
»teilt  Im  Falle,  iIbm  die  Kuts- 
a  das  ^wUnicIitu 


mal«  die  Pltfche  actincidet,  iat  eine  kloino  Voraictit  nötliig-,  i 
ilnmen  in  erhalten.     Der  Satz   lit  da»  iwcite  Guldin'achu  Theorem.     l>a  in 
r  Gleichung,  welche  daaielbe  aiusprlcht,  drei  Orösatn   f,  Sl,  ff,  vorkommen,  so 
AD  jede  von  ihnen  gefunden  werden,  wenn  diu  beiden  anderen  bekannt  sind. 
i-  «.    Mamenmittetpunkt  der  KüriicrrSumc. 

I.  I>as  homogene  rarallelcpiped.  Iiidi-m  niiiu  drei  Kchk.inteu  um  lieb 
■bat  ferlUngert,  erhillt  man  ein  Paralioloiiipud  von  der  Sfaehen  Masse,  welches 
a  UTSpriingliehen  im  Verliältnixs  1 : 2  Übniicb  ist.  Dietolbcn  Uetrachtungen  wie 
A.,  Kr.  1  IHbreD  au  dem  Sati,  dais  der  Massenmittelpunkt  mit  dem  gcotnetriseheii 
ttelponkt  lusammenfilllt  und  zugleich  der  Massenmittelpunkt  der  8  Kcken  ist, 
tDB  diese  von  giciehcr  Uasse  angenommen  werden. 

!.  Das  bomogone  dreiseitige  l'risma  (Fig.  107.}.   Man  fUbre  den  Mittel- 
erMhnitt  M'B'C  und  dnruli  die  Mitten  iler  Seiten  der 
U*n  parallelen  Qrundaüchen  die  Schnitte  EFF''^',  ^"'-  '"- 

Dß'fT.  Das  Priama  zerfallt  dann  in  vier  ihm  ähn- 
b«,  untereinander  eongruente  dreiseitige  Prismen  und 
>  Parallelepiped ;  letitCTes  ist  gleich  4,  das  Gesammt 
Uk*  gleich  8  dar  kleineren  l'rismen.  llezeichnen  nun 
Vi  r,  f',  r',  ■  die  Abstünde  der  Massenmittelpunkte 
•  Parallelepipedes ,  der  <  kleineren  Prismen  und  des 
'taantprisDi*'*,  a,  b,  c,  a,  &',  c',  a",  h",  c",  .  .  .  die 
>aUode  der  übrigen  Punkte  der  Fignr  von  einer  bc- 
bigan  Ebene,  to  bat  man 
'P+!  +  ff'+r  +  .'-8i. 
f  —  B  —  r  —  r  —  7  —  a  —  r  ~  e  =■  \iß  —  b), 

'■Biainmaa(i,A,r,r,p,f,9',r',  so  bleibt  (^}(ii'-|-6'^-c*}> 
k.  d«r  Massenmittelpunkt  des  Prismn'«  ist  del 
iaes  Uittelquersehnittes. 

Auch  ist  I  -  J  (fl  +  6  +  ■■  +  fl"+  *■■+  c"). 

3.    Das   homogene   Tetraeder   ^Fig.  ICS.).      Drei   durch   die  Mitten  der 
:^  Kanten  geführte   Ebenen   EFO,   EHHK,    EK.I  lerfallen  daast-lUe  in  zwei 
B  Ihaliche   Tetraeder   und   zwei   gluielie   dreUeitige 
^ncB.     Jedes  der  letzteren  ist  dreimal  au  gross  als  hu.  i'\'. 

***  jeaer  Tetraeder  und  jedes  vou  dieaeu  laC  \  des 
*Utn.  Sind  F,  Q,  li,  S,  r  die  Ma a sc nmittel punkte 
**  beiden  kleineren  Tetraeder,  der  beiden  Prismen 
*i  dea  Ocsammttctraeders,  so  hat  man,  wenn  die 
^ineu  Bncbstaben  wii'der  die  Abstände  dur  gleiuli- 
Mifcn  Punkte  von  irgvud  einer  Eben«  bedeuten; 

p  +  V  +  ^'  +  i'  =  8'. 
p  _  a  —  ,  _  P  _  I  (/  _  ,,) , 

,  -  V  +  '  +  f  +  A  +  f  +  *■■ 
Itnu  erhält   man   r  «  )  .a  +  A  +  r  +  ,1).      Lin^t   m 
itcBOäcbe  des  Tetraeders  msumminiallrn.  h"  fulgi,  dua 

itrhrll,  Thcwir  J.  Htm.  s.  .f.  Ki'.ll.-. 


cnmittelpn 


.  der  MaSHcnmillelpunkt 
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in  {  der  znguliöri^cn  Höhe  von  dieser  Seitenfläche  absteht.  Lc^  man  sie  dnreb 
uine  Kaute  und  die  Mitte  der  Qcgenkante,  so  wird  /  ==  0,  also  der  Massenmittel- 
punkt der  Schnittpunkt  niler  solcher  Ebenen.  Hieraus  folg^,  das«  er  in  der  Yer- 
biudnngslinie  der  Mitten  je  zweier  Gcgenknnten  liegt.  Daher  ist  er  der  Mittel- 
punkt des  Parallelogramms  EGIiK.  Die  drei  Ebenen,  welche  durch  die  drei  in 
einer  Ecke  zusammenstosscnden  Kauten  und  die  Mitten  ihrer  Gegenkanten  gehen, 
sclineiden  sicli  in  einer  Qernden,  welche  jene  Ecke  mit  dem  Massenmittelpunkte 
der  ihr  gegcnüburliegcndcn  Fläche  verbindet.  In  dieser  Geraden  liegt  der  Musen- 
mittelpunkt  des  Tetraeders  und  da  er  um  \  der  Höhe  von  der  Fläche  absteht,  lo 
theilt  er  jene  Verbindungslinie  im  Verhältniss  1 :  3  und  ist  mithin  der  Punkt,  von 
welchem  aus  das  Tetraeder  in  vier  gleich  grosse  Tetraeder  durch  Ebenen  serle^ 
werden  kann,  welche  durch  die  Kauten  gehen. 

Die  hier  erläuterte  Methode  der  Massenmittelpunktsbestimmung  des  Prismil 
und   des  Tetraeders,    sowie    früher   des   Parallelogramms   und    Dreiecks   ist  von 
Poinsot  in  seinen  Elcmens  de  statique^   sowie  von  Möbius  in  seinem  Lehrbsck 
der  Statik  gelehrt  worden.     Sie   hat  den  Vorzug  grosser  Allgemeinheit  und  fohrt 
zu  einer  Menge  von  Spcciulsützen,   sobald  man  die  Ebene ,  in  Besug  auf  welche 
die  Momente  genommen  werden,  mit  dieser  oder  jener  ausgezeichneten  Ebene  der 
Figur  zusammenfallen  lässt.     Für  die  hier  behandelten  Formen  war  der  Abstiei 
des  Mittelpunktes  des  mit  homogener  Masse  erfüllt  gedachten  Körpers  das  iritb- 
metische  Mittel   ans  den  Abständen  der  Ecken,  d.  h.   der  Massenmittelpunkt  dei 
Körpers  war   zugleich  dur   Massenmittelpunkt   seiner  schwerer  gedachten  Eckes« 
Diese  Eigenschaft  besitzen  vcrliältnissmässig  wenige  ebenflächig  begrenxte  FoiW> 

Der  Satz  vom  Massenmittelpunkte  des  dreiseitigen  Prisma's,  dan  erder 
Massenmittelpunkt  des  Mittel querschuittes  ist,  gilt  offenbar  auch  für  jedei  vi^* 
seitige  Prisma  und  für  jeden  Cy^nder  als  die  Grenze  eines  solchen.  Ebenio  p'^ 
der  Satz  über  den  Massenmittelpunkt  des  Tetraeders,  dass  er  die  Verbindongilin^® 
des  Massenmittelpunktes  der  Grundfläche  mitder  Spitze  im  Verhältniss  ItSthen^r 
für  jede  vielseitige  Pyramide  und  den  Kegel. 

10.   Die  Auffindung  des  Massenmittelpunktes  homogener   Figuren  wird  o** 
sehr  erleichtert  durch  die  Anwendung  folgender  Sätze: 

a)  Besitzt  die  Oberfläche  eines  homogenen  Körpers  eine  SyV 
metrieebene,  so  liegt  der  Massenmittelpunkt  in  ihr.  Eine  solche £bc^ 
besitzt  nämlich  die  Eigenschaft,  dass  eine  Senkrechte  in  irgend  einem  Ponkte  *^ 
ihr  errichtet,  diesseits  und  jenseits  vom  Fusspunkte  bis  zum  Schnittpunkte^ 
der  Fläche  gleiche  Länge  liat.  Legt  mau  daher  ein  System  von  Parallelebes'''' 
welche  in  unendlich  kleineu  Abständen  aufeinanderfolgen,  senkrecht  zur  Symnetn^' 
ebene  und  schneidet  dies  System  durch  ein  anderes  von  derselben  BeschafFeBbci^ 
so  zerfällt  der  ganze  Raum  und  folglich  auch  die  Parthie  desselben,  welche  de* 
fraglichen  Körper  bildet,  in  unendlich  schmale  prismatische  Säulchen,  senkreck' 
zur  Symmetrieebene  und  diesseits  und  jenseits  derselben  gleich  lang.  Zertehneid'* 
man  dieselben  durch  ein  drittes  System  Ebenen  parallel  der  SymmetricebenC}  I*' 
führt  in  unendlich  kleine  rechtwinklige  Parallelepipede,  so  haben  diese  pssrWC^ 
gleiche  und  entgegengesetzte  Abstände  von  der  Symmetrieebene  und  da  sie  ^ 
gleicher  Masse  sind,  auch  gleiche  und  entgegengesetzte  Momente  in  Beeng  auf  n^ 
Daher  ist  die  Summe  der  Momente  der  Massen  des  ganzen  Körpers  bezüglich  def 
Symmetrieebenen  gleich  Null  und  geht  sie  folglich  durch  den  MassenmittelpQB^ 

b)  Besitzt  die  Oberfläche  eines  homogenen  Körpers  eine  Bit' 
metralcbene,  so  enthält  diese  den  Massenmittelpunkt  desselben. 
Eine  Dianietralcbone  halbirt  ein  Sehncnsystem  von  bestimmter  Richtung  (die 
8ymmctrioebr>ne    '  **      ine   Diametralebene,    welche    das  ihr    zugeordnete  Sehnen- 
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'Stom  rcchtwinklif?  halbirt).  Der  ÜeweiH  de»  Satzes  wird  wie  der  di*s  vuri^en 
»fUbrt,  die  beiden  ersten  KbencuMyKtenie  liiutVii  der  äclineurichtiuig  pnrullcl  und 
fstelit  der  ftanie  Untcrstcliied  vom  voripfon  Falle  darin,  dasH  sio  sclirä);  auf  der 
iametralebcnc  stehen. 

c)  Hcsitxt  die  OberflUclie  deuKririiers  eine  Hyninietrieiixe,  so  ent- 
ilt  diese  den  Miissenmittelpnnkt.  Eine  Symmetrieaxu  ist  cini*  Gerade 
in  der  Eigenschaft,  dass  jede  zu  ilir  nenkreelite  (Scrade  die  Fläche  in  zwei  Punk- 
n  trifft,  welche  diesseits  und  jenseits  vom  Fussirnnkti*  ^Icichweit  ubstolien.  Lc};t 
an  durcli  eine  solclie  Axi!  eine  Seliaar  Kbi'uen,  welche  unendlieh  kleine  Winkel 
ifeinanderfol^end  miteinander  bilden  und  Hchneidet  ilieselhe  mit  einer  zweiten 
zhtmr  Ebenen,  welche  zur  Axe  senkrecht  sind,  ho  zirrfällt  der  Körper  in  uncnillich 
:hmale,  paarweise  »rleiche  keilHirmige  ächcitelräunie.  Ein  System  von  Kreis- 
rlindern,  deren  gemeinsame  Axi*  mit  der  Symmetrieaxu  zusammennUlt,  zerlcf^t 
.ese  Keile  in  nnendlich  kleine,  paarweise  von  der  Axe  prleiehent lernte  Elemente, 
io  Massenmittelpunkte  aller  Paar«!  solcher  Elemente  Iic{;^en  in  der  Axe,  mithin 
ach  der  Massenmittelpunkt  des  ftanzen. 

d)  Hesitzt  die  Oberfläche  des  Körpers  einen  Mittelpunkt,  so  ist 
r  zaifleieh  der  Mabsenmittolpunkt.  Kiii  Mittelpunkt  halbirt  alle  durch 
lu  liindureb};eliende  Sehneu  der  Fläche.  Zieht  mau  durch  denselben  eine  bclic- 
•ipe  Gerade  und  le^i^t  um  sie  eine  Schaar  gerader  Ke^reltlächen  coucentriseh  mit 
;r  Fläche,  su  zerle^^en  sie  den  Körper  in  unendlich  dünne  gleiche  cunischi^  Scheitel - 
amc;  ein  durch  die  (terade  ^efiihrtcN  Ehcuensystrm  spaltet  diese  in  gleiche 
raoiidale  Scheitciräume  und  ein  Systfin  Kii^rclIlUchen,  coucentriseh  mit  der  Ober- 
c:hv  des  Körpers,  zerlegt  wiederum  diese  in  paarweise  gleiche  uml  vom  Mittei- 
lt kte  f^leicli  weit  abstehende  Volunienelemeiite.  Da  dieselben  (^leicbi'  paarweise 
^■tsic  besitzen,  so  fallen  die  Massenmittel jMinkte  aller  I*aare  in  den  Mittelpunkt 
'1   (licner  iflt  mithin  auch  Masseinnittclpunkt  iles  Ganzen. 

II.  Für  den  Ku«;eltfector  i>t  die  Linie  vom  Kui^ijlmittelpunkte  nach  dem 
^t.vlpunktc  der  Kufrelmütze  Symnietrieaxe  und  enthält  fol^.'-lich  den  Massenuiittel- 
■^  l(t.  Zerlegt  mau  den  Sector  in  Klemeiitarpyramidi'U  mit  ^euieinsehaftlicher 
^^ac  im  ftlittelpunkte,  ho  liefen  die  MaN*iiiiiiiitteIpunkte  alh-r  dieser  auf  einer 
fCvlmittxe  vom  liadius  '(  r.  wenn  r  den  Uadius  der  Ku^^el  bedeutet  und  ist  der 
"" 'Mruniittelpuukt  dieser  Ku^elmütze  zugleich  der  des  Ku^elrteotor.s.  Daher  ist 
*■•  J  r  —  JA,  wenn  fi  die  Höhe  der  Ku^elmütze  ist,  oder  aiudi  .r,  =^  'i['2r  —  //' 
^  »lair  —  h  =>  r  '{-  r  ros  «  =  2r  rn.f'  \a  ist,  wenn  «  ilie  liaUie  OefTnun^ 
*  Sectors  bedeutet,  .io  wird  schlies>licli  .r,  ==  Jrro.«'  J«,  Für  ilie  Ilalbku^rd  ist 
^*  i«,   mithin  der   Abstand   ihres   Massi  iiniittelpiniktrs  vom    Kuj^^elinittelpunkte 

Für  das  Ku^else^ment  nehme  man  ilie  Monn-ntt  ile.s  Stctors,  dcN  Ke^eN 
^^t  lies  Sejirmeiites  in  Hezu^  .\uf  tÜc  zur  Symnietrieaxe  senkrechte,  durch  den 
•^Helpunkt  gebende  Ebene  und  setze  die  Summen  der  beiden  bt^sten  Momente 
**>eli  den  ersten.  Nun  .««ind  die  Vebnnina  «les  Seetors,  Ive^nds  und  Se^^inenten 
i*'**  Produkt  aus  dum  Inhalte  der  Kujr.Iniiitzr :  Inrh  und  \r\  }  Tth'r  —  h)  '2r  //), 
^*«  (inrndlläche  ist  n  2f  —  /t,fi\  i  äA»  :\  t  ■  -  fn  fDitFerenz  /.wiselon  Sictor  und 
Kv^el)  uml  iHe  Abstäude  ihrer  Mas-«  niiiittelpuiilvtr  vimu  Knu'iliiiitteljiunkte  siml 
['—  |A,  J  (r  —  A),  j-,  und  hiermit  wird  ilie  Gleieliun;;  iler  Munienlr: 

}tr»A.§(2r  —  A)  ^  .^  jrA  r  -   A)  ;J  #■  —  A)     •  ../    -  A)  +   \nhU'lr  -  h)    .1,. 
rorans  fol^t: 


■'1 


.11  h 

x\  ■ 
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12.  Um  die  Coordinaten  a*,  y^  z  des  Schwerpunktes  eines  beliebigen  KSrpen 
2u  finden,  sei  d.vdydz  das  am  Punkte  xyz  im  Innern  des  Körpers  liegende  Ye- 
lumenelemcnt,  mithin  qdxdydz  seine  Masse  und  Qxdxdydz,  Qydxdydz,  Qzdxd^di 
seine  Momente  in   Bezug    auf  die   Coordinatenebenen.     Integrirt  man  diese  vier 
Diiferentialicn  dritter  Ordnung  nach  z  zwischen  zwei  Grenzen  z\  s",   welche  sich 
aus  der  Gleichung  der  Oberfläche  des  Körpers  ergeben,  so  erhält  man  die  Haue 
und  die  Momente   einer  unendlich  schmalen  Säule   des  Körpers  vom  Qaerschnitte 
dxdy  und  der  Höhe  s" —  :'.    Integrirt  man  hierauf  die  so  gewonnenen  Resultate, 
welche  Differcntialien  zweiter  Ordnung  sind,  nach  y  zwischen  den  Grenaen  y\  y", 
welche  die  Gleichung  der  Projection  der  Oberfläche  des  Körpers  auf  die  ^ey^Ebene 
gibt,   so  findet  man  die  Masse  und  die  Momente   einer  dünnen  Lamelle  Ton  der 
Dicke  dXf  parallel  der  ^z-Ebene.    Durch  eine  abermalige  Integration  nach  x  swi- 
sehen  den  Grenzen  x\  x\  welche  durch  die  äussersten  Berührungsebenen  der  Ober- 
fläche auf  der  :D-Axe  bestimmt  werden,  welche  man  parallel  zur  yz- Ebene  legen 
kann,  erhält  man   endlich  die  Masse   M  des  ganzen  Körpers  und   die   Momente 
ilfri,  M^i,  Mzy  bezüglich  der  drei  Coordinatenebenen.     Daher  bestehen   ffir  die 
Coordinaten  des  Massenmittelpunktes  die  Gleichungen: 

x"  y"  z"  *'*  jT   s" 

M  =»  j    j    j  QdxdydZt      M-x^'^l    j    j  ^dxdydz^ 

x"  y"  z"  «"  y"  »" 

^•yi="/    1    j  QydxdydZf       M'Zitaaj    j    j  ^dxdydz, 

x'    y'    z'  x^   y    zr 

Ist  der  Körper  homogen,   also  q  constant,  so  wird  M  =^  qV^   wenn  F  dts 
Volumen  desselben  bedeutet  und  mithin  sind  die  Formeln: 

x"  y"    z"  x"  y"    z" 

F=/    /    jdxdydz,       r-ar,  =  /    /    jxdxdydz. 


y 


x"  y"    z"  x"  y"    z" 


^'•^1=1     /    jydxdydzy      F-Zt^j    j    jzdxdydz^ 

X     y     z  X     y     z 

wobei  man  die  Integration  nach  z  sofort  ausführen  kann. 

Ist  der  homogene  Körper  ein  Rotationskörper  und  die  Rotationsaxe  ■.  &  die 
j;-Axe,  so  vereinfachen  sich  diese  Gleichungen  sehr  bedeutend.     In  diesem  Falle 

Z"  2" 

ist  nämlich  z'  =  —  s"  und  folglich  fdz  =  2  z",  fzdz  —  ^(z"«  —  (—  z")!)  «  o. 

z-  l 

J  j y^y^*  ^=^ f  y^^'^y  =«  O,  da  jedem  Produkte  2z"y  mit  positivem  y  ein  eat- 

y'  *'  y 

gegengesetzt  gleiches  mit  negativem  y  zugehört  und  sich   folglich   die  Elemente 

.V"  z"  y"^^ 

des  Integrales  paarweise  tilgen.    Endlich  ist  /   / dydz  >»  2  / z'dy  der  Inhalt  eines 

jr  «'  y' 

Kreisringes  von  den  Radien  y\  y'  und  daher  gleich  7t{y'*  —  y'*).     Durch  diese 
speciellen  Werthe  ergibt  sich  aber  jetzt: 


x"  x" 


r  ==  nj  (y"«  -   y^)  d.v,        y'Xi  =  7t  Ix  (/»  -^  y'«)  dx. 


Vi  =  0,        S|  »  0. 
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Der  Inhalt  dieser  Formeln  leuchtet  auch  unmittelbar  ein;  y^  und  :,  sind  Null, 
weil  die  x-Axe  die  Symmetricaxe  dor  Figur  ist.  Für  y  =  0  wird  der  Rotations- 
kiSrper  ein  Vollkörper. 

Von  den  obigen  allgemeinen   Formeln   für  liumogenc  Körj>cr  läs^t  sich  diu 

«rste  and  zweite  für  manche  Zwecke  bequemer  sclirciben.    Da  nUmlioli  der  Quer- 

••  _•• 

schnitt  Q  des  Körpers  senkrecht  zur  x-Axe  den  Inhalt  hat:  fj  =  /  fdi/dz,  so 
wird  hiermit  y'  ^' 

je  .r 


13.  Wir  wollen  diese  letzte  Bemerkung  benutzen  für  die  Hestimmung  des 
Maaaenraittelpunktes  eines  parallel  abgenchnittenen  Kreiskegels.  Da  jede 
durch  die  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  der  Grundflächen  g(;Iegte  Kbcnc  eino 
Uiametralebene  ist,  so  liegt  der  Massenmittelpunkt  auf  dieser  Verbindungslinie. 
Nehmen  wir  also  die  Kegelspitze  als  Coordinatenursprung  und  das  Perpendikel 
auf  die  GrundflÜchen  zur  Kiclitung  der  x-Azc,  su  hat  man,  wenn  //,  //  die  Abstände 
der  Grundflächen  von  der  Spitze,  //  dor  Querschnitt  für  A,  Q  der  Querschnitt,  ent- 

sprechend  einer  beliebigen  Abscisse  jr,   sind:    J    =■  -  ^    (wegen  der  Aehnlichkuit 
der  Kreisschnitte),  mithin  (J  =  w  x*  und  daher: 


*  A 


V 
rolf  lich  A4  _  V« 

Hieraus  ist  leicht  der  Abstand  des  Massenmittelpunktes  von  den  Grundflächen  und 
däa  Verhältniis  zu  entwickeln,  nach  welchem  er  die  Hoho  thcilt. 

II.  Massenmittelpunkt  einer  homogenen,  von  zwei  parallelen 
Kbenen  begrenzten  elliptischen  Platte.  Wir  beziehen  das  Kllipsoid,  ans 
wrlcbem  die  Platte  geschnitten  int,  auf  die  den  (irenzebencn  parallele  Diametral- 
ebene  als  ys-Kbene,  indem  wir  zu  Axcn  der  ,y  and  :  die  Uichtungen  irgend  zweier 
conjugirter  Hemidiameter  a,  6,  welehu  den  Winkel  to  bilden,  zur  a--Aze  aber  diu 
Kichtang  des  dritten,  zu  a,  b  conjugirten  äemidiametcrs  e  nehmen,  dessen  Neigung 
ge^en  diu  y:-£bene  X  sei.  Der  Massenmittelpunkt  der  IMatte  Hegt  auf  der  .r-Axe, 
da  jede  durch  sie  hindurchgehende  Khene  eine  Diametralebene  ist;  demnach  bleibt 
bloa  X|  zu  suchen.    Nun  ist  die  Gleichung  des  Ellipsoirls  in  Bezug  auf  unser  Coor- 

dinateasystem       •   ~f*   ?•   4"    *•   ^^^  ^    ">"!    <1^^   Gleichung    des  elliptischen   Quur- 

y*  I» 

■chnittes  Q  im  Abstände  :r  wird  4-  .    .  .     =<  |.    Der  In- 

halt  dieses  Querschnittes  wird  erhalten,  wenn  man  das  Kcehteck  der  Halbaxen  dessel- 
ben mit  n  multiplicirt:  dies  Rechteck  wird  aber  durch  hr  li  -~  t)  "'^  ^  ^'**' 
l^edrückt,  da  das  Parallelogramm  über  conjugirten  Semidiamcturn  eonstant  ist. 
Dooinach  ist  *J  ^  wfrrfl  —  *    j  sin  m.     Die  Hohe  der  un  fj  anstosMcnden  unvnd- 

donnen  Lamelle  ist  tlx  nn  l  und  folglich  ihr  Inhalt  n be  nin  m  «in  Xl\    ~    ^j  d.r 
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und  da  .v  sin  X  ihr  Abstand  von  der  //:-Ebcno  ist,  so  wird  ibr  Moment  in  Bezog 
auf  diese  Ebene  nhc  sin  to  sin^  l  ll  —  ^j  ,rr/j-.  Daher  hat  man  mit  Rücksicht 
darauf,  dass  l'^  •  .r,  sin  9"  das  Moment  der  pranzen  Platte  wird: 

/'  =  nfjc  sin  oi  sin  X  j  ll  —  —^j  ftx,       V- .»:,  =  nhv  sin  <o  sin  ^  1  (l  —  -^)a;rfr, 

«r  a 

untur  a  und  ß  die  Stüekc  verstanden,  welche  die  Grenzebenen  der  Platte  von  der 

.r-Axe  absehneiden.     ITiormit  erhält  man: 

„            ,       .           .    ,  (ß  —  et)  Ci ««  -  „t  _  «ß  —  |Jt) 
r  ^  nnc  sin  o)  sin  l  -     


/'  •  ./'i  ^  nhc  sin  to  sin  l 


Ha* 

(p*  —  ««)  (2  ff«  —  ««  —  p«) 
4//« 


und  folfü^lich 

•^«         *      3„«  _  „2  _  n(J  —  jji     ■ 

Diese  Formel   ist  unabhäntripr  von  l  und  bleibt  für  dieselben  er,  ß  für  alle  Kich- 
tunpfcn  firültip:,   nach  welchen  der  Semidiameter  a  denselben  Wcrth  hat,  d.  h.  für 
die   Erzeuf^unfj^slinicn   eines  Kegels,    der    mit  dem   KIlipsoid   concentrisch  iit  oihI 
durch  die   Schnittcurve  der  Fläche   des  Ellipsoids   mit  einer  Kugel  vom  Radios  # 
hindurchf^eht. 

Für  X  =  a  und  ß  =  0  wird  die  IMatte  zum  halben  ElUpsoid,  denn  es  vird 
t'^  =  ^  nahe  sin  o)  sin  X  und   ist  ahc  sin  (o  sin  X  der  constantc  Inhalt  des  über  dei 
drei  eonjugirten  Semidiameteru  fiy  A,  c  be»ehriebcnen  Parallelepipeds  and  folglich 
gleich  dem  Produkte  der  drei  lialbcn  Hauptaxen  A^  //,  6*;  ^nABC  stellt  aber  das 
Volumen  des- hall) ^n  Ellipsoids  dar.     Für  x^  hat   man   in  diesem  Falle  Xf  ^  i  <"■ 
Lässt  man  also  oini'  Diametralebeno  des  Ellipsoids  sicli  um  den  Mittelpunkt  A.cr 
selben  drehun,   so  sehneidet  sie  vom  Ellipsoid    in   allen  Laj^cn  die  Hälfte  ab  u*^ 
die  Massenniitte1punktu<'allc.<  dieser  Hälften  liefen  auf  den  zur  Scbnittebene  cov- 
jupfirten  Semidiametern  um  i  ihrer  Länge  vom  Mittelpunkte  ab.    Sie  bilden  d»''* 
ein   dem   gegebenen    Ellipsoide   im  Vorhältniss    2    ähnliches   ElUpsoid.     Bei  ci***^ 
schwimmenden  Ellipsoid   sind   sie   die   Schwerpunkte   der  verdrängten  Flüssig"* 

15.   Hei  Anwendung  von  Polureoordinaten,  nämlich  des  Radiusvectors  ^* 
Winkels  0"  zwischen  ihm  und  der  Polaraxe  und  des  Winkels  (p  zwischen  dcr}^^ 
von  &•  und  der  Fundamentalebene  erhält  man  für  das  Voluuienclement 

ilV  ^=^  r'  sin  &  dr  ifd"  dtp 

und  da  x  =  r  cns  -O",  }f  =  r  sin  -0"  cos  qp,  i  ^  r  sin  -0"  sin  qp,  so  gehen  die  Fot** 
für  die  Hestimmung  des  Massenmittelpunktes  über  in: 

M  ^  I    I    I  pr«  .VI«  d^  ffr  tl^  drp ,       M  •  x^  =  j    1   j  pr'  sin  ^  com  *  dr  rfd  dipf 

M  .  t/i  =  I    j    j  Qv^  sin^  &  cos  tp  dr  dd"  drp  y      M    Zy  =  j    j    j  gr'^  sin*  ^sintpdrd^^ 

und  bei  konstanter  speeitiselier  Masse,  welche  im  Allgemeinen    eine  Function  von 
r,   -ö",  ff  sein  wird,  in: 

^  =  11   j  r^sin  9drd&d(f,       r-.r,  =  /   /    1  r*  sin  9^  eos^drd^dip, 
''"•  //i  "=  f  I    Z'^*'«*  ^  cns  rp  dr  d9  dtf  ,       /'    r,  =  /   /    /  r'*fw*  9  sin  tpdrd^d^. 


cl^ 


4 
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Tn  Beinf»  anf  die  Qrciizeii  diüsor  Intc^raU;  aimi  iibcr  zwei  FHllu  zu  suiidcrii: 
I.  die  Mauo  dei  Körpers  umgibt  ilon  Pol,  dauu  ist  nach  9"  von  0  bis  ir  niul  iiHcb 
p  von  U  bis  2  n  oder  umfrekehrt  iiucb  9^  von  0  bis  *2  n  und  nneli  tp  vun  0  bia  Jt 
eu  iutegrircu  und  2.  dio  MaHSu  uinj^ibt  den  i'ol  nicht;  in  diesem  FuIIü  siud  diu 
Frenzen  für  9  und  9  niulit  constant,  sondorn  häufen  von  der  liescbafTonheit  des 
raogentenkcgels  uli,  den  mau  vom  Pole  an  die  Obcrtiuuhü  des  Kürpurs  lugen 
caun.  Die  Grenzen  für  r  ergeben  sieh  aus  der  l'ulargleichun;;  der  Fliiebe.  Hat 
lio  Masse  leere  Hohlräume  p  so  ist  eine  besondere  rntersuehung  hinsiehtlieb  der 
3renzen  für  r  nütliig. 

16.    Conischur  Ausschnitt  einer  Kugelse  hiebt  (Uurehdringungsraum 
'incs  Kreiskegels  von  der  halben  OefTnung  a  uml  der  /wiauhen  zwei  mit  ihm  eon- 
renirischcu  Kugeln  von  den  Radien  /^,,  R  enthaltenen  Sehieht). 
Man  hat  hierfür,  wenn  die  Symmctrieaxe  Polarave  ist: 

tn  a  H 

^  =^  I  fi(p  hin  &  fi9  I  r'dr  =^   J  t  (/^'  —  H„^)  sin^  l.  a  . 

0  0  *. 

2/r  a  A' 


i^   Xi  ^  I  (i<p  I  sin  e  Cüs9d9  j  r'dr  -^  {  n  («•         Z^/)  a//i'  ir 


Qnd  mithin 


0         0 
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17.     Einigt*    Aufgaben    iibcr   die    Bestimmung    iles    Seliwerpiniktes    kürper 
'■cbvr   KUume. 

a}  Ein  Rogen  der  Parabel  ,y*  =  2p.r  vom  Scheitel  an  gerechnet  >iiH  zur 
^sciMc  «I  rotirt  um  die  Tangente  des  Sehoitels;  das  Volumen  und  ii'e  Lage  des 
^«iicnmittelpunktes  des  Kotatiunskürpers  zu  linden. 

t»)  Den  Massenmittelpunkt   einer   parabolisehcii  Platte  zu  linden,    welche  aus 
''^»1  KotAtions]iarabo|iiid  scnkreeht   zur  Kotationsax      •'•>■  ^linitten  ist  und  Itasis 
^^4*«.'  von  den  Kadien  n  und  //  bi-sitzi. 

^)   Den  Massenmittelpunkt  des  hyperbolischen  Kotatiouhkörprrs  zu  bcNtimmenf 

'^Kc  durch  einen  Mögen   der  Hyperbel  //'  =      ^  (.r*  +  ä/u'),    vom  Sehritel    bis 

^    <Abseisse  r  gercehnet,  um  di«-  rrclK-  Am*  erzeugt  wird. 

'1)  Den  Massenmittelpunkt  des  Kürjiers  zu  linden ,  wi/Ich<>r  ilnirli  Ikntatinu 
'  Von  den  beiden  Parabrln  //'  =^  'J/w  und  y*  -^  "ip'^n  —  ,1)  i'iiiu'«srlilo.ssfinii 
'^ciie  um  die  gumeinschaftnehe   Hauptaxe  entsteht. 

*-!   Den  Massenmittelpunkt  ilrs  Oetanten  eim  r  Kugel  vom  Ifadius  a  /ii  tiuib  11. 
f.    Vun   den  Axen   eines   rechtwinkligen   C(M>rdinaten.\vstems   iler   .<-,  //.  :    sind 
^^^  ^^tiicke  fi,  b^  r,  vom  Ursprung  O  an  gereehiiet,    ab'jesehnitten    und    iiiri'  Mnd 
l^'*^!«  seien  resp.  .1,  //.  (\     In  der  //i-Ebrne  zieht  man  die  (irradi*   //''.    in  ib-r 
'^■Kbi'ne  dio  fjierade   Af  und  in  der  .r^-Kbene    ilurel»   //  die  tiera-le   /#'/'  paralbl 
A«  x-Axe.      Eine   weitere   CJorailo    tjli   bi-wt-gt   sieii    nun   s<i,    «lass    ^ii-    .stfts   iIit 
jfi-Khciiv  parallel  bleibt  unil  tli«-  (leradi'U  Af\  Hl)  selmeidi't;  iii.".n  suli  •!•  11  Mas>i'n 
mittel punkt  des  Kürpers  bestimnirn,  Wi-leln.'n  dii-  rrzt-ugti'  l'lärln-  mit  dt-ni(>i'tan 
(en  <lcr  Ualbazcn  bestimmt,  auf  welchm  fi,  /«,  '-  abj'eseiinittcii  wiirdi-n. 
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Aequivalenz  der  Kräfte  im  Allgemeinen.    Aequivalens  der  Kräfte  an 

einem  unveränderlichen  System,    deren  Richtungen  sich  in  einem 

Funkte  schneiden.    Aequivalenz  der  Kräftepaare. 

§.  1.     Der  Verein   aller  Kräfte,   welche   zugleich  an  einem  Funkt- 
8y8tem  angreifen,   heisst  ein  KrHftesystem.     Die  Wirkung  deiselben 
zur  Zeit  t  besteht  darin,   dass   es   die  Elementarbeschleunigungen  gibt, 
welche   den    Geschwindigkeitszustand   des  Punktsystems   zu   dieser  Zeit 
in  den   der  Zeit  /  -j-  dt  entsprechenden  Geschwindigkeitszustand  flbe^ 
führen.     Diese  Wirkung    ist   verschieden    nach    der  Beschaffenheit  des 
Punktsystems;   sie  ist  eine  andere,   wenn    dasselbe  unveränderlich  and 
anders,  wenn  es  veränderlich  ist.     Ist   der  Geschwindigkeitszustand  inr 
Zeit  t  4"  ^^   derselbe,   wie  zur  Zeit  /,   so  ist   die  Wirkung  des  Krifte- 
Systems  zur  Zeit  t  Null,   d.  h.  es  tilgen  sich  die  Wirkungen   der  eis- 
zelnen  Kräfte  gegenseitig  so ,   dass  sie  auf  diesen  Zustand  keinen  Eio- 
fluss  üben.     Man   nennt   diesen   Zustand   des   Kräftesystems    und  MssAt 
wenngleich   weniger    passend,    den    gleichzeitigen   Zustand    des  PaoUr 
systems,   das   Gleichgewicht   des  Kräfte-  oder  Punktsystems.     Z^^ 
Gleichgewicht  ist  der  Zustand  der  Ruhe  des  Punktsystems  nicht  erford^^' 
lieh,  wenngleich  er  damit  verbunden  sein  kann.    Das  Gleichgewicht  ^^^ 
Kräfte  kann  momentan  oder  dauernd  sein. 

§.  2.     Zwei   Kräftesysteme  heissen    in   Bezug  auf  ein   Punktsyst^ 
ä([uiyalent,   wenn  sie   auf  dasselbe  die  nämliche  Wirkung  au8iaflt>^ 
im  Stande  sind,  d.  h.  den  Geschwindigkeitszustand  desselben  auf  glei^'' 
Weise  abzuändern  vermögen.    Kehrt  man  von  zwei  äquivalenten 
Systemen   das   eine  so   um,    dass   alle  Kräfte   unter  Beibehaltung  il 
Intensitäten  in  entgegengesetztem  Sinne  an  denselben  Punkten  angreif^^' 
wie  vorher,  und  lässt  dies  umgekehrte  System  mit  dem  anderen  lugl©*^^ 
wirken,  so  bilden  beide  ein  im  Zustande  des  Gleichgewichtes  befindliel'' 
Gesammtsystem.   Denn  alle  Elcmentarbeschlennigungen,  welche  dieKrÜ^'^ 
des  einen  veranlassen,   werden  durcli   die  entgegengesetzten  Element^^' 
beschleunigungen   des   anderen   getilgt,    so    dass    der   Geschwindigkeit^ 
zustand  des  Punktsystems  durch  das  Gesammtsystem  nicht  alterirt  wi^ 
Umgckclirt  sind  zwei  Kräftesysteme  äquivalent,  wenn  das  eine  von  ihn  ^^^ 
umgekehrt  mit  dem  anderen  im  Gleichgewicht  ist;  Untersuchungeu  fil'^^ 
die  Aequivalenz   der  Kräfte  sind   daher  zugleich   auch  Untersuchung^^ 
über  das  Gleichgewicht  und  umgekehrt.    Statik  heisst  die  Theorie  i^ 
Gleichgewichtes  oder  der  Aequivalenz  der  Kräfte. 

§.  3.  Beim  unveränderlichen  Systeme  reichen  drei  Kräfte  aus,  00 
den  Geschwindigkeitszustand  zu  ändern,  indem  die  Beschlennigungen 
dreier  Punkte  die  aller  übrigen  bestimmen.     Wirken  daher  an  mehr  all 
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-Ol  Punkten  KrXfto,  ao  kann  das  System  nur  dann  unveränderlich 
eibpu,  wenn  noch  ein  Zwang  die  Punkte  derselben  in  ihrer  unvcr- 
iderlichen  Verbindung  erhält.  Diosor  Zwang  kann  auf  mancherlei 
''eise  ausgeübt  worden;  in  vielen  Fällen  reicht  es  hin,  das  System  als 
18  einem  festen  Material  gearbeitet  anzusehen,  in  anderen  Fällen  denkt 
an  sich  die  Systempunkto  durch  Fäden  miteinander  verknüpft.  Wie 
'm  auch  immer  sei,  in  allen  Fällen  kann  man  den  Zwang  durch  Kräfte 
setzen,  welche  zwischen  denjenigen  Punkten  wirken,  deren  unver- 
iderlicher  Abstand  durch  die  Wirkung  der  gegebenen  Kräfte  bedroht  ist. 
lese  Kräfte  nennt  man  innere  Spannungen  oder  Pressungen. 
^enn  zwei  Kräftesysteme  nach  der  obigen  Definition  in  Bezug  auf  ein 
Averänderliches  System  äquivalent  sind,  so  können  die  Spannungen, 
eiche  sie  veranlassen,  demnach  sehr  verschieden  sein.  Aehnliches  gilt 
icht  Mos  für  unveränderliche,  sondern  nucli  für  veränderliche  Systeme, 
'enn   ihre  Veränderlichkeit  an   gewisse   Bedingungen  geknüpft  ist. 

§.  4.  Die  Wirkung  einer  Kraft  auf  einen  Punkt  besteht  in  allen 
allen  darin,  dass  sie  demselben  eine  Beschleunigung  ertheilt;  oft  ist 
«r  ein  Hinderniss  vorhanden,  welches  die  ertheilte  Beschleunigung 
gleich  vernichtet,  sodass  die  Geschwindigkeit,  welche  etwa  vorhanden 

I  nicht  geändert  wird,   oder,  wenn  keine  Geschwindigkeit  vorhanden 
eine  solche  nicht  lier vorgerufen  werden  kann.    Die  in  einem  solchen 

II  e  ertheilte  Beschleunigung  heisst  eine  Druck beschleunigung  und 
Kraft,  welche  sie  erzeugt,  ein  Druck.     Was  das  Hinderniss  leistet, 

i&ichts  anderes f  als  eine  der  Druckbeschleunigung  entgegengesetzte 
l  'Weil  sie  die  ertheilte  Beschleunigung  gerade  tilgt,  gleiche  Beschleu- 
nig* d>c  Widerstandsbeschleunigung  und  die  Ursache  dieser 
*st  der  Widerstand;  er  ist  eine  dem  Drucke  gleiche  und  entgegen 
'^tst  gerichtete  Kraft.  Besteht  das  Hinderniss  darin,  dass  der  Punkt 
'  Anderen  materiellen  Gebilden  in  irgend  einer  Weise  verknüpft  ist, 
B&gt  man  statt  Druck  und  Widerstand  liel>er  Zug  und  Spannung. 
'Verstand  und  Spannung  sind  nicht  ursprünglich  vorhandene  Kräfte, 
•dem  werden  erst  durch  die  Wirkung  anderer  Kräfte  erregt,  sie  sind 
^ctionen  gegenüber  jenen,  welche  die  Actionen  sind. 

§.  5.  Kräfte,  welche  an  einem  System«^  im  (rleichgewichte  sind, 
^Qea  unbeschadet  der  Wirkung  des  ganzen  Kräftesystemi»  getilgt  oder 
ocliobiger  Menge  zugefügt  werden.  Im  ersten  Falle  fallen  zugleich 
^^  Urnen  Spannungen  hinweg,  welche  durch  die  Bedingungen,  denen 
^  Punk tiy Stern  seiner  Constitution  nach  unterworfen  int,  unter  Hinflubs 
^er  Kräfte  veranlasst  wurden,  im  letzten  Falle  müssen  solche  hinzu- 
trcten. 

§.  6.  Oft  ist  eine  einzelne  Kraft  einem  ganzen  Kräftesysteme 
tffUTtleiit;  man  nennt  sie  die  Kesultantc  desselben   und  die  Kräfte 
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des  Systems  ihre  Compononten.  Dieselbe,  in  entgegengesetztem  Sinne 
genommen,  bringt  mit  dem  Kräftcsystome  Gleichgewicht  hervor.  Ist  ein 
KrHftcsystem  im  Gleichgewichte,  so  ist  jode  einzelne  Kraft  desselben, 
in  umgekehrtem  Sinne  genommen,  die  Resultante  aller  übrigen. 

§.  7.  Wir  werden  zunächst  die  Aequivalenz  der  Kräfte  am  unver- 
änderlichen System  studircn  und  erst  später  zeigen,  wie  sich  die  hierflr 
gültigen  Methoden  bei  veränderlichen  Systemen  verwerthen  lassen.  Wir 
beginnen  mit  dem  einfachsten  Falle,  nämlich  der  Aequivalenz  von  Krif- 
ten,  deren  Richtungen  sich  in  einem  Punkte  schneiden,  oder  was  vermöge 
der  Vcrlegbarkeit  der  Kräfte  in  ihren  Richtungen  auf  dasselbe  hinaus- 
kommt, der  Kräfte,  welche  einen  gemeinsamen  Angriffspunkt  haben. 

I.    Kräfte,  welche  an  demselben  Punkte  angreifen,  sind 
immer  äquivalent  einer  einzigen  Kraft,  d.  h.  besitzen  immer 
eine  Resultante;  reducirt  sich  dieselbe  auf  Null,  so  sind  sio 
im  Gleichgewicht.     Denn  von   Seiten  joder  einzelnen   Kraft  erhA^ 
der  Punkt  eine   Beschleunigung  von   bestimmter  Grösse  und  ^chtnoß- 
Alle   diese  Beschleunigungen   haben   nach  Thl.  III,    Cap.  I,   §.8.  «"**•* 
Resultante,   welche  ihnen   allen  zusammen  äquivalent  ist.     Diese  re^^^ 
tironde  Beschleunigung  hat  zur  Ursache  eine  in  ihrer  Richtung  wirkeo>^^ 
und  ihr  selbst  proportionale  Kraft,  welche  sie  zu  erzeugen  vermag.    D*^^ 
Kraft  ist  daher  allen  am  Punkte  angreifenden  Kräften  zusammen  214^''^ 
valent  und  gibt  es  nur  eine  solche,  weil    fUr   eine   bestimmte  Beschl^^' 
nigung  von  bestimmter  Richtung  nur   eine  Kraft  von  bestimmter  In*^* 
sität,    derselben    Richtung    und    demselben   Sinne    mit    der  BcschletB-*' 
gung  denkbar  ist.     Ist   aber   die  Resultante   der  Beschleunigungen  J3^**^ 
so  wird  auch  diese  Kraft  Null.    In  letzterem  Falle  verändern  die  KrÄ» 
die  Geschwindigkeit  des  Punktes  nicht,  sind  also  im  Gleichgewicht. 

Nach  Cap.  I  lassen  sich  die  Sätze  über  die  Zusammensetzung  ^^ 


sei 


Zerlegung  der  Beschleunigungen  unmittelbar  auf  die  Kräfte  übertra^^  .' 
welche  ihre  Ursachen  sind.     Man   pflogt  daher  auch  die  Kräfte  wie      ^^ 
Beschleunigungen  durch  Strecken  mit  angefügter  Pfeilspitze  darzustel  B  ^  ' 
welche   Richtung,    Intensität  und    Sinn    derselben    zugleich    bezeichc»^ 
Hieraus  ergibt  sich  mit  Rücksicht  auf  Thl.  III,  Cap.  I,  §.  8.   sofort     ^* 
folgende  Satz: 

II.   Die  Resultante  zweier  Kräfte,  deren  Richtungen  s 
schneiden,   geht   durch  ihren  Schnittpunkt   und    ist  die  D^ 
gonale  des  Parallelogramms,  dessen  Seiten  in  die  Richta  ^ 
gen  der  Kräfte  fallen,    dem  Sinne   nach   mit   dem  Sinne  dft^' 
ser   übereinstimmen  und   den   Intensitäten    der  Kräfte  pr^' 
portional  sind.    Als  specielle  Fälle  sind  dabei  zu  erwähnen:    Fallei* 
beide  Kräfte   in   dieselbe   Richtung,    so   ist  ihre   Resultante 
gleich  ihrer  Summe  oder  Differenz,  je  nachdem  sie  ühorein- 
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mmonden  oder  cutgcgcngcsctztcu  Sinnes  sind.  Sind  sie 
tgogengosetit  gleich,  so  tritt  Gloiciigewicht  oiu. 

Umgekehrt  kann  mit  Hülfe  dieses  Satzes  jede  Kraft  in  zwei  andere 
imponenten)  acrlegt  worden,  welche  ihr  äquivalent  sind  und  zwar  auf 
andlich  viele  Arten. 

Der  Satz  heisst  der  Satz  vom  Parallologrannn  der  Kräfte  und  wurde 
IstAndig  zuerst  von  Newton  in  seinen  prinripUs  p/iiiosop/wir  nulnralis 
igesprochen.  Es  gibt  für  denselben  sehr  viide  Beweise.  13ci  dem  hier 
blgten  Gange,  nacli  welchem  die  Theorie  der  Kräfte  der  Theorie  der 
Khlounigung  nachfolgt,  ist  ein  ausführlicher  Beweis  nicht  nöthig. 

Man  kann  denselben  leicht  zu  einem  Satze  vom  Parallelepiped  und 
lygon  der  Kräfte  erweitern,  nämlich: 

Die  Kosultante  von  drei  Kräften,  deren  Richtungen  sich 

einem  Punkte   schneiden,    geht    durch    diesen  Punkt   hin- 

rch  und  wird  nach  Grösse,   Kichtung   und  Sinn   durch   die 

agonale  des  Parallolepipeds  dargestellt,  welches  die  drei 

'ecken,   welche  die  Kräfte  darstellen,    zu  P^ckkanten    hat. 

Da  die  Diagonale  eines  Parallelepipeds,  ohne  dass  die  Kanten 
schwinden,  nur  Null  werden  kann,  wenn  die  Eckkanteu  in  eine  Ebene 
Bn,  so  folgt,  dass  drei  an  einem  Punkte  wirkende  Kräfte  nur 
an  im  Gleichgewichte  sich  befinden  können,  wenn  ihre 
^litungen  in  einer  Ebene  liegen.  Im  Falle  des  Gleich- 
er j  c  h  t  c  s  ist  jede  von  i  li  n  e  n  der  Resultanten  der  beiden 
'igen  entgegengesetzt  gleich. 

Die  Resultante  von  n  Kräften,  deren  Richtungen  sich 
oincm  Punkte  schneiden,  i'elit  durch  diesen  Punkt  und 
'  «1  durch  die  Sehlusslinie  eines  ]'()lyg«)ns  nach  (r  rosse, 
litung  und  Sinn  dargestellt,  welches  aus  den  //Strecken, 
che  die  Kräfte  na  eh  Intensität,  Richtung  und  Sinn  dar- 
bten, in  irgend  einer  Ordnung  gennmnien,  gel»ildet  wer- 
k  kann.  Schliesst  sich  dies  Polygon,  sn  wircl  die  Resul- 
te  Null   und    befinden    sich    die  Kräfte  im  (f  leidige  wicht. 

l)iese  Sätze  köiuien  zur  Zerlegung  einer  Kraft  in  «Irei  oder  melirere 
^ponenten  dienen. 

III.  Zum  Gleichgewichte  von  Kräften,  fleren  Richtungen 
h  in  einem  Punkte  schneiden,  ist  erforderlich  und  hin- 
eilend, dass  diu  Summe  ilirer  Proj  ectii»nen  auf  irg(*nddrei 
^11  des  Raumes  verschwindet,  von  denen  keine  zwei  pa- 
■>«:1  sind  und  welche  aucli  nicht  alle  drei  einer  Kliene  pa- 
Uel  laufen. 

bctiDden  sich  nändich  die  Kräfte  im  (ileichgewicht,  so  ist  das  Kr'ifte- 
»lygon  geschlossen.  Nach  einem  bekannten  Satze  der  Geometrie  iht 
ler  die  Projectionssunnne  der  Seiten  eines  geschlossenen  J'olygous  fiir 
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jede  beliebige  Axe  des  Raumes  gleich  Null  und  die  Projectionssmiime 
der  Seiten  eines  offenen  Polygons  gleich  der  Projection  der  Schlnsalinie, 
wobei  das  Polygon  von  einem  beweglichen  Punkte  in  demselben  Sinne 
durchlaufen  gedacht  und  die  Schlusslinie  in  dem  Sinne  vom  Anfangs- 
punkte dieser  Bewegung  nach  dem  Endpunkte  genommen  wird.  Die 
Bedingung,  dass  die  Projection  des  Kräftepolygons  für  jede  Axe  des 
Kaumes  verschwinde,  ist  aber  erfüllt,  sobald  sie  fUr  drei  Axen,  wie  sie 
im  Satze  angenommen  sind,  erfüllt  ist.  Denn  wäre  diese  Snmme  für 
eine  vierte  Axe  nicht  Null,  so  könnte  das  Polygon  nicht  geschlossen 
sein  und  wäre  folglich  seine  Projection  gleich  der  Projection  der  Schlnss- 
linie.  Da  seine  Projection  aber  ftir  jene  drei  Axen  verschwindet,  so 
müssen  die  Projectionon  dieser  Schlusslinie  für  diese  Axen  zugleich  ver- 
schwinden. Die  Projection  einer  Goraden  kann  aber  nur  für  Axen  ver- 
schwinden, zu  welchen  die  Gerade  rechtwinklig  ist.  Diese  kann  aber  in 
dreien  Axen,  welche  nicht  alle  drei  einer  Ebene  parallel  laufen  und 
von  denen  auch  keine  zwei  unter  sich  parallel  sind,  nicht  zugleich  recht- 
winklig sein.  Daher  ist  die  Projectionssumme  des  Kräftepolygons  f&r  jede 
vierte  Axe  Null,  sobald  sie  es  für  jene  drei  Axen  ist. 

Ist  andererseits  die  Summe  der  Kräfteprojectionen  flir  drei  Axen 
der  genannten  Beschaffenheit  Null,  so  ist  die  Projection  des  Krftfte- 
polygous  für  jede  Axe  Null  und  das  Polygon  geschlossen,  mithin  ist  die 
Resultante  Null  und  sind  die  Kräfte  im  Gleichgewicht. 

Die  Projoctionen  können  rechtwinklige  oder  schiefe  Parallelprojee- 
tionen,  die  Axen  mögen  rechtwinklig  oder  schief  gegeneinander  geneigt 
sein.     Die   rechtwinklige  Projection   einer  Strecke  ist  das   Produkt  ans 

ihrer  absoluten  Länge  und  dem  Cosinus  ihrer 
Neigung  gegen  die  Axe. 

§.  8.    Ist  i?  die  Resultante  zweier  Kräfte 
I\  0  (Fig.  169.),  so  bestehen  die  Gleichungen: 

sin  (OR)  ~sin~(RP)         sin  {PQ) ' 

Dieselben  Gleichungen  bestehen  auch  zwischen 
drei  Kräften  P,  Q,  R\  die  sich  an  einem  Punkte  Gleichgewicht  halten. 
Sie  liegen  stets  in  einer  Ebene.  Man  hat  weiter  aus  dem  Parallelo- 
gramm der  Kräfte: 

ä2  ^  p2  ^  ^3  ^  2  Pf)  cos  {PQ) 

P—  0       ig  1  [m)  -  {PR)\ 

p  +  Q^  tüWm)  +  {PR)] 

Nimmt  mau  irgendwo  auf  der  Richtung  der  Resultante  R  einen 
Punkt  an   und   fällt  von  ihm   auf  die  Richtungen    der   Componenten  P 

P  0 

und  Q  die  Perpendikel  />,  q,  so  ist         =  --  oder  also  Pp  —  ^  »>  0; 


J 
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denn  es  sind  p,  q  den  »Sinussen  der  Winkel  (P/?),  (0/^)  proportional. 
Dieser  Sati  entspricht  dem  im  lil.  Tlil.,  Cap.  I,  §.  18.  über  das  Moment 
der  Beschlennignngen  entwickelten  Satze. 

Am  Punkte  A  (Fig.  170.)  wirke  eine  Kraft  J{  und  Mld»  ihm  Kich- 
tnng  mit  drei  rechtwinkligen  Coordinatenaxcn 
die   Winkel  a,   b,   c:   mit   Hülfe   eines   rocht-  ^''''  *'"' 

winkligen  Parallelepipeds  erhält  man  die  Com-  ■  /         | 

ponenten   X^    Y^   Z  derselben    parallel   jenen  .  .      '^ 

Axen  nnd  zwar  k 

-V  =  Ä  C09  er ,  Y  =  R  cos  b,  Z  =  R  cos  c. 
Umgekehrt  erhält  man  aus  den  rechtwinkligen 
Kräften  X,  K,  Z  mit  Hülfe  desselben  Paralle- 
lepipedes  der  Resultante  R  nebst  ihren  Kich- 
tnngscosiniissen ,  nämlich 

R  =  l/X^~  +   Y^  +  Z*' 

cos  a         cos  b         cos  c  1 

T"  ^      Y~  ^      Z      ^   R   ' 

In  diesen  Formeln  bedeutet  R  eine  absolute  Länge  und  ist  in  Folge 
dessen  die  Wurzel  mit  dem  Zeichen  (-{-)  zu  nehmen;  X^  Y,  Z  dagegen 
sind  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  ihr  Sinn  mit  dem  positiven  Sinne 
der  Coordinatenaxen  übereinstimmt  oder  ihm  entgegengesetzt  ist. 

Wirken  am  Punkte  A  beliebig  viele  Kräfte  P,  P',  I^\  .  .  .,  deren 
Richtungswinkel  er,  ßj  y^  tt\  ß\  y\  a\  ß!\  y"\  . . .  sind,  und  soll  die 
Resultante  derselben  bestimmt  werden,  so  zerlege  man  jede  der  Kräfte, 
wie  P  in  drei  Componenten  -V  =  P  cos  a,  Y  =  P  cos  |J,  Z  =  P  cos  y 
parallel  den  Coordinatenaxcn.  Die  sämmtlichen  Kräfte  P  sind  alsdann 
äquivalent  den  drei  Kräften  2^.V,  2Y^  ZZ,  deren  Resultante,  die  Resnl- 
tnnte  jener,  durch  die  Formeln  bestimmt  wird: 

R  =  y{2xY  +  i,£Y)'  +  {zzy 

Cos  a  rus  b  cos  c  1 

£X    ^    2)'    ""    2VJ     ^    R   ' 

Die  Bedingung  des  Gleichgewichtes  der  Kräfte  P  ist:  7?  =  O,  sie 
xerfilllt,  da  R^  die  Quadratsumme  dreier  reeller  Grössen  ist,  oder  auch 
nnch  dem  letzten  Satze  §.  7.  in  die  drei  Bedingungen: 

£X  =  0,     ÜY  =  (),     £Z  =  0. 

Liegen  alle  Kräfte  in  einer  Ebene,  so  fallen,  wenn  man  sie  zur  Kbene 
der  jcy  wählt,  alle  Z  hinweg  und  ist  von  drei  Ucdingiingen  immer  eine 
identisch  erflillt. 

§.  9.  Ist  der  Schnittpunkt  der  Kräfte  P  genüthigt,  auf 
einer  Carve  su  bleiben,  so  tritt  zu  den  Kräften  P  noch  der  Wider- 
•tnnd   der  Curve   hinzu.     Derselbe   zerfallt  in   zwei  Componenten,    den 


526      Gleichgewicht  von  Krilfton  an  einem  Pnnkte  anf  einer  Flftche.       III.  Cap. 

Normalwiderstand  N  und  den  tangentialen,  die  Reibung,  welche  propor- 
tional N  und  mit  Hülfe  des  Rcibungscoofificicnten  f  durch  fßf  darstell- 
bar ist.     Sind  daher  iV^ ,  Ny,  Ns  die  Componentcn  von  N^  so  sind 

£X+  N^  +  fN^,     ST+N.  +  fN^,     £Z+N.+fN^ 

die  Projectionssiiminen  aller  Kräfte  für  die  Coordinatenazen,  wobei  Über 
das  Vorzciclien  der  Reibung  noch  zu  entscheiden  ist.  Im  Falle  des 
Gleichgewichtes  der  KrHfte  sind  also  die  Bedingungen  erfüllt 

ZX  +  N.  -i-  fN  —  =  0, 

2Y+  Ny+  fN^  =0, 

£Z  +  N:+  fNp-  =  0, 
*  (Is 

und  im  Falle  die  Reibung  Null  ist, 

£X  +  iV^  =  0,     £Y  -j-  Ny  =  0,     -TZ  +  ^,  =  0. 

Man  erhält  diese  Gleichungen  auch  ans  den  Gleichungen  der  Bewego-'Dfi 

d^x     iPp     ^^ 

8.  311,  indem  man  die  Componenten  der  Beschleunigung  jy ,  -r^,  ^^ 

gleich   Null  setzt,   wie   dies    dem   Falle  des   Gleichgewichtes  cntspt^*^^ 
die   Gleicliungcn   aber  vorher  mit  der  Masse   des   Punktes    multipU^ 
denn  die   hier  gebrauchten  Zeichen  A',    F,  Z,  Nxi  iVy,  iV.,  iV  bedc^* 
Kräfte,  während  die  dort  gebrauchten  Beschleunigungen  ausdrücket^' 

Wir  behandeln  diesen   letzteren  Fall,   als  den  einfacheren,  zU> 

Multiplicirt    man    die    Gleichungen    mit    -A- 1    t^  >    -t"  •    addirt  sie      **" 

»5      ds      ds 

bedenkt,  dass  diese  Multiplicatoren  die  Richtungscosinusse  der  Tan^^ 

der  Curve  sind  und  dass  also,  da  iV  normal  zu  dieser  ist,  die  Pr/ijcct^^ 

dmjc  du  d^  X 

summe   N^ h  A^«  ~,^  +  ^=  ".- »   welche   gleich   der  Projection  v<^^ 

ds  '^  ds  ds  °  ■' 

auf  die  Tangente  sein  würde,  verschwinden  muss,  so  bleibt  als  01^'^ 

gewichtsbedingung  zwischen  den  gegebenen  Kräften  zu  erfüllen: 

ds     '  ds      '  ds 

welche  aussagt,  dass  die  Resultante  R  der  gegebenen  Kräfte  QonBii 
zur  Tangente  oder  dass  ihre  Projection  auf  die  Tangente  Null  flCh 
müsse.  Sind  nun  Z7  =  0,  V  =  0  die  beiden  Gleichungen  der  Cuf?e, 
so  genügen  dx^  dy^  dz  den  Diftcrontialgleichungen  derselben  and  kii 
man  also  das  System  von  homogenen  linearen  Gleichungen: 
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£X .  dx  +  £Y '  dy  +  ZZ'dz  =  K) 

du     ^      ,     cU     ^      ,     fU     , 

r —  •  dx  •+-    .      '  dy  -f-  —-  •  dz  =  O 

dx  ^     cy       -^     ^     dz 

dV    ^      .     dV     ,      ,     dV     , 

■      '  dx  4-     -    •  dy  A .  r/c  =  ü, 

r'x  ('y  f'z  ' 

s  wolclicn  durch  Elimination  der  Dillerontialion  f/.r,  dy^  dz  dii*  (rloicli- 
wiclitsbcd ingang  folgt: 


£X 

SY 

HZ 

du 

rx 

du 

du 
dz 

d  V 
dx 

dV 

^y 

dV 

dz 

=  0. 


Sinti  flic  gcgobonon  Kräfte  als  Functionen  des  Ortes  gegeben,  so 
irt  diese  Oleicbuug  in  Verbindung  mit  U  =  O,  V  =  0  die  Coor- 
jatrn  jr,  y,  z  der  Punkte  der  Curvcn  kennen,  an  welchen  die  KrAfte 
\i  Gleichgewicht  halten  können.  Für  den  Normalwiderstand  N  erhült 
li   hierzu  ans  obigen  Gleichungen: 

=  -  £A\     N^  =  —  £l\     A,  =  —  £Z,     A^  =  AJ^  +  A/  +  A;-*, 

1  iireh  derselbe  nach  Inten&itiit,    liichtung  und  Sinn  unzweideutig  bc- 
niiit  iM. 

HuiHiMcl.      An    welchen    Strllni    dos    KrcisvH    x-  +  //*  +  :'  —   r*  =»  0, 
ftif  -{-  rz  =  i}  timlot   für   oiiiun  schworen  Punkt  CJloiuhf^owiclit  statt?     Man 
liicT   £X  ^  Of    2('l'  =  0,     £Z  ==  —  ;//|y,    wenn   m   die   Masnc    dos   I*nnktos 
mithin : 

ii     0     —  mg  ■ 

-r     y  :     !  =  o,      j:*  +  //»  +  2»  —  r«  =  o,       ax  +  ^V  +  cz  =^  t>, 

ci      6  r     \ 


rc  ra 


r» 


-ff-v . ""  +  11'  ;•'  +  iz '  7  +  py  =  0, 


Findet  Reibung  statt,  sn  ftdgt  aus  den  (ileichungen,  welche  zu  An 
S    des  §.  aulgestellt  wurden,  durch  Kliminatinn  von  iV,-,  Ay,   A^: 

dx     ,      ^,,,     ////     ,      ^,^     f/r  -,- 
ds 

^^lic  Oleichgewichtsbedinguiig  aussagt,  dass  die  tangentielle  (-omiio- 
^to  der  gegebenen  Kräfte  die  Reibung  tilgen  musH.  Hierbei  s^ind 
^^  Hnsserste  (rrenzen  wohl  zu  beachten,  innerhalli  welcher  das  (ileich- 
'^icht  überhaupt  möglich  ist.  Einmal  kann  dit»  tangentiale  (*onipo- 
^nte  der  Kräfte  so  gross  sein,  dass  sie  dit^  Reibung  bereits  mit  über- 
nndot  und  eine  kleine  Aeudcrung  derselben  in  ihrem  Sinne  sofort  tan- 
putialo  Beschleunigung  geben  würde.  Auf  diesen  Fall  bezieht  sich  die 
Porm  der  eben  aufgestellten  Itedingungsgleichung  mit  dem  /eichen  (  --). 
Indfrrrseits   kann    aber   der  Fall  eintreten,    dass   die   tangentiale  (%»ni- 
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ponente  nur  so  gross  ist,  dass  eine  kleine  Aendernng  derselben  in  dem 
ihr  entgegengesetzten  Sinne  sofort  tangentiale  Bescblennignng  in  letz- 
terem Sinne  geben  würde.  In  diesem  Falle  wird  die  Reibung  noch  nicht 
mit  überwunden  und  ist  die  Bedingungsgleichung  zu  schreiben: 

2:;r.f^  +  ZY.y-  +  2Z'^  +  fN  =0. 
ds  ds  ds     *    ' 

Denn  die  Reibung  ist  ein  Widerstand,  der  erregt  wird  dnrch  die  Be- 
wegung, welche  eben  beginnen  will  und  wirkt  dem  Sinne  dieser  ent- 
gegen. In  den  beiden  hier  unterschiedenen  Fällen  ist  der  Sinn  der 
Bewegung,  welche  eben  beginnen  will,  verschieden,  daher  ist  auch  du 
Zeichen  von  fN  das  eine  Mal  das  positive,  das  andere  Mal  da«  negative. 
Ueber  diese  beiden  durch  die  Formel 

dx  du  dz  

ÜX'  y^  +  £Y'^  +  ZZ'^  +  fN=  0 
ds  ds  ds     ^ 

bezeichneten    GrenzföUe    hinaus    ist    Gleichgewicht   mit   Reibung   nkht 
möglich,  zwischen  ihnen  aber  liegt  ein  Spielraum,  innerhalb  dessen  dtf" 
selbe  auf  unzählige  Arten  eintreten  kann.     Um  den  Normaldmck  iV  ^ 
finden,  quadriren  und  addiren  wir  die  aus  den  obigen  drei  OleichgewicW 
bedingungen  durch  Elimination  von  fN  hervorgehenden  CombinatioD^' 

ii-.  ^  _  «..  J5  -  -  (iV,#  -  »,?), 

ds  ds  \      ds  '^  dsJ' 

und  erhalten,  da  N^-  ^  +  N«  f^  +  iV.  ^-  =  0  ist  (weil  N  senkr««*^ 

ds     ^       ^  ds     *  ds  ^ 

zur  Tangente)  und  A,^  +  A^^  +  N.'  =  iV^,  (g)  +  (|^)  +  (^)  -  ^• 

\         ds  ds/    '    \        ds  dsJ    *   \         ds  d%l 

=  {EXf  +  {£Yf  +  (^Z)-^  -  {zx.f^  +  2T •  ^^  +  £Z  •  ^\ 
Hiermit  wird  die  Gleichgewichtsbedingung 
ZX'dx+SY'dy+2Z'dz=+—Lr-.-^Rds,  Ä^=(^2^)'  +  (-2'F)'  +  (Ä)*, 

wozu  noch  die  Differentialgleichungen  der  Bahn  kommen: 

dV         ,     du         .    du 

-dx  +  -■  dy  +  —dz=  0, 
Vx  t'y  dz 
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U8  diesen  Gleichungen  orlialt  man,  wonn 

IM-  zr  £Z 

I 

.r      öy      fz  nj     (Z  \  .  rz     f.f  rur     6*y  ; 

esetzt  wird : 


df. 


ds       \'\+r         ''•'       /  i+r'  '      ''•'       ;  1+/"- 

Mor  nnt  KücUsicla  a„r  (;^)>   (^^^ 
'.   h.  also :  1   +  A 

-STA'  -2^r  2:z 

t^v  fU   fiU  /   /-r/  <u  '       ru  dv  - 

€  ^r    iy     rz       "|-  /*/?      \     f  y     f  z  rz    f\r 

^  y  f  y  d'    ■~' ;  1 -f /'O  ,  r  rr  I        rTry 

:  -»"     ///     'T  [      f)y    f  z    I  rc    r.r 

i«*hO  (;l«Mc}iun<;  liof«»rt  in  Verl»inilung  mit.  U  =  O,  J' =  0  dio  Pankto 
"r  Curve,  an  welchen  in  dor  äussoreiten  (inMizo  das  (ihMi-ligowifhl  mög- 
=  ^1  ist.  l)ii»si»  Pnnktt'  g('lniron  vcrmögi*  drv  Zoichon  (  paarwrine  zn- 
'iiiiiion.  ,J<»  ein  Paar  Punkte  lM\^tiiiimt  auf  dor  Ourvo  vhxrw  Spirlranm, 
Waisen  (ironzon  hi<»  .sind  und  inncrhall»  dessen  das  (Gleichgewicht  he- 
'•hon  kann. 

§.  10.  Ist  iler  Schnittpunkt  der  Kräfte  /*  genöthigt,  auf 
^*>pr  Fläche  zu  h leihen,  so  tritt  zu  den  Kräften  7' nt)cli  <ler  Wider- 
'**U<1  der  P'läche  hin/u.  DerseÜM^  kann  zerle;;t  werden  in  eine  (-nm- 
V*tiC'uto,  welche  in  die  Normale  der  FläcJH*  fällt,  den  Xurmalwiderstantl 
•*  lud  eine  andere,  die  K«'ihung,  welche  in  «lie  Tangentenehene  fällt, 
^^t  HcHchleunigung,  wtdcli«?  die  grgehenen  Kräfte  grhen,  entgegenwirkt 
Wd  .V  proportional  int,  sodass  sie  durch  /'.V  ausgedrückt  werden  kaun. 
l'if  (*oniponenten  der  Kräfte,  wtdche  auf  den  Punkt  wii-k(*n,  sind 
fi^muach : 

US  (IS  IIS 

ro  tis  das  Bogenilcment    hedeutet    in  der   Dichtung,    in   welcher  die  ge 
^«•benen    Kräfte    den    Punkt    auf    iler    Fläche    heschlcnnigen.      Für   das 
■leicligewieht  müssen   daher  wieder  diese   Au.sdriicke   veiM-hwinden. 
Ist  die   Ueihung  Null,  su  sind   die   (ilelchgcwichtshedingungcn 

£x  +  Aa  --  0,    £y  -{■■  y„    -  o,    :!/  j    -v,  --  d; 

r  drücken  aus,  das»  der  Normalwiderstaml  der  liesultanten  der  gegehen«*n 

S*  h«il,  Thftjrif  il.  Krw.  it.  li.  Kiiili*.  ii  i 
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Kräfte  entgegengesetzt  sein  muss.  Ist  nun  Z7  =  0  die  Gleichung  de 
Fläche,  so  ergibt  sich  die  Richtung  (Afiv)  der  Normalen  durch  die  Pro 
portion*): 


cos  k 


cos  (l 


cos  V 


du         du         du 

dx  dy  dz  Y      \dx  J     '     \dy 

Zugleich  ist  aber  auch^  da  iV  in  die  Normale  fällt: 


vm^m'^w 


cos  \ 

~N7 


cos  fl 


cos  V 


Man  erhält  daher  durch  Elimination  von  iVx,  iV^,  Nx  aus  den  drei  Glei- 
chungen des  Gleichgewichtes: 

ZX  ZY  ZZ 


du 

dx 


du 


du  ' 
dz 


welche  zwei  Gleichungen  von   den   gegebenen  Kräften   ohne  Hülfe  des 
Widerstandes  erfüllt  werden  müssen.     Sie  sind  gleichbedeutend  mit 


ZY 

du 

dy 


IZ     2 

dU_ 

dz 


ZZ     ZX    2 


+ 


du 
dz 


du 
dx 


+ 


ZX 

du 

dx 


ZY 

du 
dy 


0. 


Durch  Elimination  von  A,  /u,  v  ergibt  sich  ebenso: 


*)  Dieselbe  erhält  man  am  leichtesten  so.  Die  Normale  des  Panktei  {^^^ 
der  Fläche  steht  senkrecht  auf  allen  Bogenelementen  ds^  welche  von  ihrem  FnM* 
punkte  nach  folgenden  Punkten  x  +  ctr,  y  •\'  dy ^  z  -{-  dz  der  Fläche  fflli'* 
Projicirt  man  daher  das  geschlossene  Dreieck  der  unendlich  kleinen  Lioieo  ^ 
dy^  dz  und  —  ds  auf  die  Normale,  so  verschwindet  die  Projectionssamine  der  dro 
ersten  für  sich,  da  ds  ohnehin  die  Projcction  Null  hat.  dx^  dy,  dz  bUden  ^^ 
mit  der  Normalen  die  Winkel  l,  fi^  v  und  daher  ist 

cos  X'  dx  -jr  cos  yi, '  dy  -\-  cos  v  -  dz  ^^  0, 

eine  Gleichung,  welche  ausdrückt,  dass  der  Punkt  x  +  rfx,  y  +  dy,  r  +  ^  ** 
der  Tangentenebene  des  Punktes  {xyz)  und  da  er  diesem  unendlich  nah  ist,  ^ 
der  Fläche  liege.     Dieselbe  Bedingung  drückt  aber  auch  die  DifFerentialgleicM 

der  Fläche  aus,  da  sie  die  Helation  dafür  angibt,  wie  die  Coordinaten  eines  Punk- 
tes der  Fläche  sich  ändern  dürfen,  damit  der  Punkt  auf  der  Fläche  bleibe.  Dt 
beide  Gleichungen  mithin  identisch  sind,  so  muss  die  eine  durch  einen  Factor  t 
in  die  andere  übergeführt  werden  können,  d.  h.  es  ist 

du       _  du 

cy  dz 


L '  cos  X  —  p-  ,      L  • 
cx 

cos  X 
du 

cos  ft         cos  V          1 
cO    ""     c//    ""  L 

dx 

dy            dz 

L  == 


:D'+  a0'+  ©■■ 
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A,  A,  A'j  y 


du        du        du       t/ (duv  ,  (duy  .  (düy 

^*  ^y  »*  y    \dx)   ^\dy)  +\dz) 

Sind   die  Kräfte   als  Functionen  des  Ortes  gegeben,    so   bestimmen 

fse  Gleichungen    in  Verbindung  mit  [/  =  0   die    Punkte   der  Fläche, 

welchen  das  Gleichgewicht  möglich  ist  und  den  Widerstand  daselbst. 

Z.  B.  für  einen  schweren  Punkt  auf  der  Kugelfläche  4:*+y*+  :'  —  r'^0 

re        ■--■=■         -*'  und  also  xe=»y=»0,   z»™d:r;  das  Olcicligewicht  findet 

X  y  1 

o    im  höchsten    and    im    tiefsten   Punkte   der    Kugel    statt.      Die   Gleichungen 
^0,    A'    ^  0,    —  «i/  +  -Vy  I—  0    lehren,    dass    N   vertikal    aufwärts   wirkt 

d   .\  ■■  .V,  BB  mg  ist.     Damit  dies  möglich   sei,   muss  der  Punkt  für  den  Fall 

r  höchsten  Lage  auf  der  Aussenfläche,   für  don  Fall   der  tiefsten  Lage  anf  der 
Bcnfläche  der  Kugel  sich  befinden. 

Findet  Reibung  statt ,  so  sind  die  Gleicligewichtsbedingungen : 

£X  +   iV,  +  fTi  ^f  =  0, 


HY  +  .Vy  +  fN  /  =  0, 


ds 


xz  +  ^,  +  /•^  ^^'  =  0 . 

«•  diesen  Gleichungen  erhält  man,   indem  man  sie  mit  ^r- ^    -r-  ,    -r- 

cx       dy       dz 

-r  Keihe  nach  multiplicirt  und  nddirt,   dabei  aber  bedenkt,  dass 

.^(dx     du         dy     du         dz     €U\ 
''    \ds  '  dx   ^  ds  '  dy    '^  ds  '  dz  ) 

^nnöge  der  Difierentialgleichung  der  Fläche,  nämlich 

■■-■  dx  +   ^     dy  +  —  dz  =  0 
ex  dy  dz 

^^hwindet  und 

N 


A-, 
du 

-= 

du 

— 

A.. 

du 

ex 

^y 

dt 

-(-?/+-•■ ;" + -  ■  t)  ■■  /in+  o;+  m- 

'«mbinirt   man    andererseits    dieselben   Gleichungen    paarweise  so,    dass 

d  r  r  ü 

in  %.  B.  die  zweite   mit    ,     ,    die   dritte   mit   ^     multiplicirt   und   sub- 

^z  dy 

Jiirl,  dabei  aber  bedenkt,  dass  *V„    .        -    iV-  —  =0  ist   u.  s.  f.,  so 

t'z  vy 

^ben  sich: 

34» 
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dz  öy         —         \ds    vz  ds   dy  J 

bx  dz  —  '      \ds  dx         ds    dz)  ' 

sx .  ^^'  -  ^y.  f  =  -h  fN  (';  f  -  '^-  '/) 

dy  Ox  —-         \ds   oy         ds  dx  / 

und  aus  diesen  Gleichungen,  indem  man  sie  quadrirt  und  addirt, 

Führt  man  schliesslich  in  diese  Gleichung  den  vorhin  entwickelten  Wertb 
des  Widerstandes  A^  ein,  so  kommt  • 

[(-•■  r-  - 1;)'+  (-  Ir'—  ü+  (-  f — S)f 

Diese  Gleichung  bestimmt  in  Verbindung  mit  ü  =  0  auf  der  Fttcfc« 
die  Bereiche,  innerhalb  welcher  das  Gleichgewicht  möglieb  ist.  Siel«* 
die  Gleichung  zweier  Flnchenäste,  welche  auf  der  gegebenen  Fläche  fi* 
äusserstcn  Grenzlinien  des  Gleichgewichtes  bezeichnen;  die  Zeichen  (+) 
beziehen  sich  hierbei  wieder,  wie  in  g.  9.,  auf  die  Falle,  dass  die  Bei- 
bung  durch  die  gegebenen  Kriifte  bereits  mit  überwunden  wird  oder  u\i^ 

Für  einen  schweren  Punkt  z.  B.  wird  diese  Gleichung 


/{■zr+w-^- 


—  ,  c'U 


Der  Reibungscoefiicient  f  hat  eine  bricht  zu  erkennende  Bedeutanj* 
Bildet  näuilich  in  einer  aussersten  Ijage  des  Gleichgewichtes  die  BetW' 
taute  R  der  gegebenen  Kräfte  mit  der  Normalen  der  Fläche  den  V*' 
kel  fi,  so  sind  ilire  Componenten  in  der  Riclitung  der  Nonnalen  nnd  *^ 
der  Tangentenebene  der  Fläche  R  cos  fi  und  R  sin  ^  und  da  erstere  V» 
dem  Normalwidcrstande  A',  letztere  mit  der  Keibuug  fN  Gleichgewicht 
halten  muss,  .so  bestehen  die  Gleichungen  R  cos  (i  =  iV,  Rsiu^^ß^ 
aus  welchen  durch  Division  folgt  t(j  ,a  =  f.  Der  Winkel  ft  heisst  J** 
Kuhewiukel  und  ist  also  der  lleibungscoefficieut  die  Tangente 
des  Ji  übe  wink  eis. 

§.    11.      Neben    den    einzelnen    Kräften,    welche   die    Ursachen  d** 
Beschleunigung   von    Punkten   sind,    hat    man    eine   Verbindung  iwdtf 
solcher   als   einfaches   Element   in    die   Mechanik    eingeführt.      Die  YW" 
Idndung   zweier   gleicher,    längs   zweier    Parallellinien    wirkender  Krlfte 
entgegengesetzten   Sinnes   heisst   ein    Kräftepaar,    der   Abstand   ihm 
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lelen  Richtungen  «idcr  die  Brcito  des  von  dioscii  hostimtnten  Flficlion- 
■eu8  der  Ann  dos  Paares,  die  beiden  Kräfte  die  Seitenkräfte 
(las  Produkt  aus  der  geineinHcliaft liehen  Intenbität  der  Seitenkräfte 
dem  Arme  das  Moment  des  Paares.  Zur  geometrischen  Bezeich- 
;  eines  Paares  genügt  die  Figur,  welche  die  Intensität  der  8eiten- 
e  durch  Strecken  und  ihren  Sinn  durch  Pfeilspitzen  andeutet;  den 
lu  zeichnen  ist  überflüssig,  auch  sind  die  Angriffspunkte  der  Seiten- 
e  nichts  Wesentliches,  da  jede  Kraft  in  ihrer  Richtung  verlegbar  ist. 
Ebene  eines  Paares  scheidet  den  Kaum  in  zwei  Tbeile;  ein  sehender 
:t,  welcher  sich  in  dem  einen  von  beiden  befindet,  erblickt  die  Stel- 

der  Pfeilspitzen  übereinstimmend  mit  der  Ulirzeigerbewegung,  wäh- 

8ie  ihm  von  dem  anderen  Theile  aus  umgekehrt  erscheint.  Zwei 
e  in  demselben  oder  in  parallelen  Ebenen  haben  gleichen  oder  ent- 
Dgesetzten  Sinn,  je  nachdem  die  Stellung  der  Pfeilspitzen  von  einem 
:te  ausserhalb  ihrer  Ebene  oder  der  von  ihnen  gebildeten  Schicht 
»eiden  mit  der  Uhrzeigerbewegung  harmonirt  oder  nicht.  Ein  Perpen- 
i,  irgendwo  auf  der  Ebene  des  Paares,  z.  B.  in  der  Mitte  des  Armes 

der  Seite  des  Kaumes  errichtet,  von  welcher  aus  der  Sinn  mit  dem 
«igersinne  übereinstimmt,  heisst  die  Axe  des  Paares  und  eine  Strecke 
ihr,  welche  den  Zahlenwerth  des  Momentes  und  mit  Hülfe  einer 
ipitzo  den  Kaum,  nach  welchem  die  Axe  gerichtet  ist,  also  auch 
Siun  des  Paares  bezeichnet,  das  A  xenmoment.  Das  Moment  des 
«I  ist  nichts  anderes,  als  der  arithmetische  Werth  des  Inhaltes  von 

Parallelogramm,  welches  die  beiden  Seitenkräfte  bilden  und  dessen 
e  der  Arm    i.**t  oder   also    auch    der    doppelte    Inhalt    eines  Dreiecks 

einer  Seitenkraft  als  Basis  mit  einem  Punkte  auf  der  Kichtung  des 
Tfln  als  gegenüberlieg('nd«»r  Sjiitzc. 

Es  sind  verschiedene  Bezt'iihnungsweisen  der  Kräftepaare  in  ilrr 
ifl  üblich.  Sind  -//?,  ^'/>  die  gleichen  Intensitfiten  P  dvr  Soitenkräfte, 
Ählt  man  nach  Bedürfniss  die  Por- 

I*  I "       1     1 

:  {Afi^  CIf)y    worin    die  Stellung  -^    "" 

Buchstaben    den  Sinn    der   Kräfte  "  ^.  "         p 

JOtct,  oder  (/',    ■      /*»,   wo  tlas  Vor-  ^  -  •  '^  y 

«•n  dies  ausdrückt,  oder,   wimiu  /*  ^  ^   , 

Arm  bezeichnet,  das  Moment    /*/*  ,;  ♦ 

I 

Die  Einzelkraft    und  «las   Kräfti»-  -  r  — *  \ 

haben    für  den  Beschleunigungs-  |.  ^ 

ind   eines    Systems    ungefähr    dir 

utung,  wie  die  Translationsgeschwindigkeit  und  dit»  Kotationsgeschwin- 
»it  nir  den  Geschwindigkeitszustand;   wählend  abt-r  di«»  Translations 
iwindigkeit  als  ein  speciellrr  Fall  von   KtJtationsgesihwintügkcit   um 
anendlich  ferne  Axe  aufgefasst  werden    kann,    wird   später   gezeigt 
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werden,   dass  ein  Kräi'tepaar  einer  uuendlicb  fernen   unendlich  kleinen 
Einzelkraft  äquivalent  gesetzt  werden   kann.      Sowie   ferner    bei   eineu 
unveränderlichen  System  gezeigt  wurde,  dass  der  Geschwindigkeitssostand 
auf  die  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Momentanaxe  und  die  Translationi* 
geschwindigkeit  parallel  derselben  zurückgeführt  werden  kann,  wird  sieh 
dann  ergeben,  dass  die  Gesammtheit  aller  Kräfte  eines  unveränderlichen 
Systems  durch  ein  Kräftepaar  und  eine  Einzelkraft  ausgedrückt  werden 
kann,  von  denen  das  erste  dem  System  Winkelbeschleunignng,  die  letiten 
Translationsbcschleunigung  crtheilt.    Die  Kräftepaare  sind  von  Poinsot 
durch   seine  „  Elemens  de  Statique  ^'  in   die  Mechanik  eingeführt  worden 
und  es  hat  dadurch  die  Wissenschaft  an  Einfachheit,  Klarheit,  Symmetrie,    j 
geometrischer  Anschaulichkeit  und   Eleganz   der  Darstellung  bedeutend 
gewonnen. 

§.  12.  Für  die  Acquivalenz  der  Kräftepaare  bestehen  folgende  Sltie: 
I.  Ein  Kräftepaar,  welches  an  einem  unveränderliche! 
Systeme  wirkt,  ist  jedem  anderen  in  seiner  Ebene  liegenden 
Kräftepaare  äquivalent,  welches  gleiche  SeitenkrXfte,  glei- 
chen Arm  und  gleichen  Sinn  mit  ihm  besitzt.  Es  kann  dabei  j 
jedes  Kräftepaar  ohne  Aenderung  seiner  Wirkung  in  leiae' 
Ebene  beliebige  Translationen  und  Rotationen  erleiden. 

Sind  nämlich  P,  —  P  (Fig.  172.)  die  beiden  gleichen  und  entgegen- 
gesetzt parallelen  Kräfte,   welche   längs  den   Grenzlinien   des  Firall^l' 

Streifens   S  wirkend   das   Paar  bilden,    ^® 
bringen  wir  längs  den  Grenzlinien  iig©**" 
eines  anderen  in  derselben  Ebene  licg^**' 
den   Parallelstreifens  S'  vier  gleiche  «.**** 
paarweise  entgegengesetzte  Kräfte  P^  —  -^' 
P\  —  P"  von   derselben  Intensität  P  ^^'^ 
von    denen   zwei,   P  und  —  P\  ein  P*-^'' 
bilden,  welches  mit  (/>,  —  />)  nach  MtP^' 
kraft,    Arm  und   Sinn   übereinstinunt  n^^ 
sich   von    ihm    blos    in    der    Lage  unt^^ 
scheidet,    während    die    beiden    anderen   ein   Paar   (/>",    —  J?'*)  hflde^' 
welches  mit  (P',  —  />')  entgegengesetzten  Sinn  hat.    Die  Wirkung  denal' 
ben  ist  äquivalent  Null  und  daher  ist  das  Paar  (P,   —  />)  Äquivdeiil»^ 
selbst  in  Verbindung  mit  diesen  beiden  Paaren.    Die  beiden  Streifen  S,  9 
mögen  nun  zunächst  sich  schneiden,  sodass  sie  also  vermöge  der  GlöA'^ 
heit  ihrer  Breite  einen  Rhombus  gemein  haben.    Wir  verlegen  die  Krffte 
P,  P"  an   die   Ecke  A,  sowie  — P,  —  P"  an   die   Ecke   C  denselben. 
Die  Resultante  der  gleichen  Kräfte  P,  P"  Mit  in  die  Diagonale  .IC  dei 
Rhombus,  weil  dieser  dem  Parallelogramm  dieser  Kräfte  ähnlich  ist-,  fie 
Resultante  von  —  P  und  —  P"  fällt  gleichfalls  in  diese  Diagonale,  hnt 
aber  mit  der  vorigen  Resultante  entgegengesetzten  Sinn.     Beide  halteB 
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her  einander  Gleichgewicht.     Daher   ist    die  Wirkung  der  vier  KrXfte 

/*",  —  P,  —  P'  oder  also  der  beiden  Paare  (P,   —  P),  (/>",  —  />") 

aivalent  Null,   d.  h.  es  ist  das  Paar  {P,  —  P)  äquivalent  {P\  —  P^. 

Schneiden  sich  aber  die  beiden  Streifen  S^  ^  nicht,  sondern  sind 
lander  parallel,  so  schneide  man  beide  mit  irgend  einem  dritten 
'eifen  ST  von  derselben  Breite  und  nehme  in  den  Grenzlinien  dieses 
ei  KrKfte  i^,  —  P"  von  der  Intensität  P  an,  welche  ein  l'aar  bilden, 
Iches  mit  (P,  —  P)  gleichen  Sinn  hat.  Dann  sind  sowohl  (P,  —  P) 
d  (/>",  —  P")  als  auch  (P,  —  P')  und  (P",  —  P")  einander  Äquivalent, 
iher  ist  auch  (P,  —  P)  äquivalent  (P',  —  /*'). 

Zugleich  liefert  diese  Entwickelung  den  Satz: 

Vier  gleiche  Kräfte,  welche  an  einem  unveränderlichen 
fateme  längs  den  Seiten  eines  Rhombus  wirken  und  von 
Bnen  die  in  die  Gegenseiten  fallenden  je  ein  Kräftepaar 
Iden,  sind  im  Gleichgewichte,  wenn  die  Paare  entgegen- 
^setzten  Sinn  besitzen. 

Mit  Hülfe  von  Satz  I.  ist  es  möglich,  zwei  oder  mehrere  Kräfte- 
ire von  gleichen  Seitenkräfton  und  verschiedenen  Armen  oder  von 
Bcbiedenen  Seitenkräften  und  gleichen  Armen  zu  einem  Paare  zu 
einigen.      Haben   nämlich    (Fig.    17.3.)    die   beiden   Paare    (P,    —  P), 

—  P')  gleiche  Seitenkräfte  in  gleichem  Sinne,  so  verlege  man  das 
*  von  ihnen  so,  dass  beide  Streifen  zu- 
men  einen  Streifen  bilden;  längs  der  ge- 
3  «amen  Grenzlinie  beider  tilgen  sich  dann 
i  Seitenkräfte  beider  Paare  und  bleibt  ein 
r  von  derselben  Seitonkraft  und  einem 
i^  AC  gleich  der  Summe  Ali  -|-  HC  der 
^o  jener.  Haben  aber  die  Paare  bei  gloi- 
^     Seitenkräften   entgegengesetzten    Sinn, 

"orlege  man  das  eine  so,  dass  ihre  Strei-  /  ^       /     f  /   ■■/ 

"Wieder   eine   gemeinsame    Grenzlinie    er-         /■      /-^*^    >  "         //  / 
^«n,  aber    der   eine  Streifen    nicht  neben        '     ^       ^'  h  H 

^  anderen,  sondern  in  das  Innere  desselben  F'  L 

biegen  kommt.     Dann  tilgen  sich  längs  der 

neinsamen  Grenzlinie  zwei  Seitenkräfte  und  erübrigt  ein  Paar,  dessen 
nn  die  Ditferenz  der  Arme  jener  beiden  Paare  ist  und  dessen  Sinn 
it  dem  Sinne  de»  Paares  vom  grösseren  Arme  übereinstimmt. 

Wie  man  mehrere  Paare  auf  diese  Weise  voreinigt,  ist  von  selbst 
!*r.  Auch  kann  man  ein  Paar  in  zwei  (oder  auch  niohrere)  andere 
•alten,  welche  mit  ihm  gleiche  Seitenkraft  und  gleichen  oder  zum  Theil 
ch  entgegengesetzten  Sinn  besitzen.  Das  Paar  '/',  AC)  zerfällt  da- 
rch,  dasi  man  seinen  Streifen  durch  eine  innere  (forade  theilt  und 
igs  dieser  iwei  gleiche  Kräfte  von  der  Intensität  P  anbringt,  in  zwei 
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andere  vt»n  gleiclieiii  Sinne  {I\  AH)  und  (7*,  BC),  Zieht  man  eine  äussere 
Gerade  und  bringt  längs  ihr  die  gleichen  Kräfte  an,  so  erhalten  die  Paare 
(/*,  AB)y  (/*,  IfC)^  welche  zusammen  dem  ursprünglichen  äquivalent  sind, 
entgegengesetzten  Sinn.  In  allen  Fällen  können  die  so  gewonnenen  Paaro 
weitere  Lagenänderungen  erfahren,  ohne  ihre  Wirkung  zu  ändern. 

Ilaben    zwei   Paare   gleiche   Arme,    aber   verschiedene   Seitenkräfte, 
so  genügt   eine  Verschiebung  des  einen  Streifens  auf   den  anderen  nod 

die  Bildung   der  Resultanten   der   in    die  Greoi- 

Fifr.  171.  , 

»  '  linien  fallenden  Seitenkräfte,  um  ein  beiden  äqni* 

/"  /      P'        -^      /  . 

/    ^/      '    /     /    valentes  Paar  zu  bilden,  dessen  Seitenkräfte  die 
•'      '     j^,    ,  /     /_p    Summe  oder  Differenz  der  Scitenkräfte  jener  bei- 
/     /-T'      *^^'"  ^*»^  j^  nachdem  diese  gleichen  oder  entgegen- 
gesetzten Sinnes  sind  (Fig,   174.). 
Der  obige  Satz  I.  erfährt   eine  wesentliche  Erweiterung   durch  dcD 
folgenden : 

II.  Jedes  Kräfte  paar  kann  ohne  Störung  seiner  Wir- 
kung in  jede  andere  seiner  Ebene  ptr«\- 
lele  Ebene  verlegt  werden. 

Construirt  man  nämlich  au  dem  Parallelf^nv 
ARCD  (Fig.  175.),  dessen  Seiten  AB,  CD  nacb  fm- 
tensität,  Richtung  und  Sinn  die  Kräfte  eines  P^^^" 
res  {ÄB^  CJf)  darstellen,  irgend  ein  Parallelcpip  *3^ 
ABCDEFCrH,  dessen  Diagonalebenen  ABGErL^o^ 
CDEF  sich  in  M?i  schneiden  und  bringt  längs  ^^  * 
zwei  gleiche  und  entgegengesetzte»  Kräfte  gleich  AB  an,  so  hat  mf»-*« 
wenn  das  Zeichen   (     )   die  Aequivalenz  abkürzend  ausspricht: 

{AB,  CB)  __  {AB,  CB,  MN,   ^ M)         [{AB,  A'J/),  {31 N,  CJ))\ 

--  [{luy,  an),  {ef,  i^m)\       {ff,  an), 

weil   nämlich    tue   Paare    {AB,    SM)   und    {MN,    GH)    einerseite,  «o»^*" 
(yVA',   C]t)   und  {EF,   SM)  andererseits  gleiche  Arme  und  gleiclienSi«'* 
besitzen.    Es  ist  aber  {E  F,  G  II)  nichts  anderes,  als  das  in  eine  P«nd^^ 
ebene  verlep^te  Paar  {AB,   CD). 

rir.  Zwei  Kräftepaaro  gleichen  Sinnes,  dereu  Seite**' 
krä fte  durch  die  G  egenseitenpaare  eines  ParallelogrMnni^ 
dargestellt  werden,  sind  äcjuivalent. 

Sind   nämlich  {AB,  CD)  und  (DO,  DA)  in  Fig.  iW- 

Fi"".  17(5.  '  /  o 

die  beiden  Paare,  so  kehre  man  das  eine,  z.  B.  das  letil' 

f ^v    genannte  um;  besteht  alsdann  Gleichgewicht  zwischen  de» 

/  ^^"^  /     vier  Kräften  AB,  CD,  AD,  CB,   so  ist  damit  der  Bewei» 
A  n        des  Satzes  geliefert.     In    der  That  sind  aber  AB  und  AJ^ 

ihrer  Kesultanten  ./(-  und  CD  und  CB  ihrer  Resultanten 
CA  äquivalent  und  beide  Kesultanten  fallen  in  dieselbe  Richtung,  sind 
gleich  und  entgegengesetzt  und  mithin  im  Gleichgewicht. 
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Aas  diesem  Satze  folgert  man  leicht,  dass  ein  Kraft opaar  einer 
celnen  Kraft  nicht  äquivalent  sein  kann.  Denn  da  man 
Paar  verlegen  und  drehen  und  die  Einzelkraft  in  ihrer  Richtung 
^hieben  kann,  so  kann  man  stets  herbeiführen,  dass  Strecken,  welche 
Keitcnkrftfte  des  Paares  und  die  Einzelkraft  darstellen,  drei  aufein- 
'rfolgende  Seiten  eines  Parallelogramms  und  zwar  so,  dass  die  der 
elkraft  gegenüberliegende  Seite  eine  Kraft  darstellt,  welche  im  eni- 
ngesetzteu  Sinne  der  Einzelkraft  genommen,  mit  letzterer  ein  Paar 
•t,  welches  dem  gegebenen  Paare  äquivalent  ist.  Wenn  also  die 
elkraft,  durch  diese  Kraft  ergänzt,  erst  dem  Paare  äquivalent  wird, 
ann  sie  ihm  für  sich  niclit  äquivalent  sein.  Es  kann  daher  auch 
p  Einzelkraft  einem  Paare  nicht  Gleichgewicht  halten. 
Richtigkeit  dieser  Sätze  erhellt  auch  schon  daraus,  dass  wenn  eine 
*t  0  dem  Paare  (/^  —  P)  äquivalent  «ein  könnte,  jede  andere  Kraft 
derselben  Intensität  und  demselben  Sinne  mit  (>,  welche  gegen  das 
*  dieselbe  relative  Lage  hat,  ihm  gleichfalls  äquivalent  sein  müsste, 
dieselben  Gründe,  welche  die  eine  Aequivalenz  darthun  würden, 
».'ich  auch  die  andere  erweisen  würden.  Es  lassen  sich  aber  stets 
r  als  rine  solche  Lage  für  O  nachweisen  und  müssten  also  alle  solche 
te  Q  einander  äquivalent  sein^  was  unmöglich  ist. 

IV.    Zwei  Kräftepaare    in    derselben  oder   in   parallelen 

ncn  von  gleichen  Momenten  und  gleichem  Sinne  sind 
ivalent. 

Man  h'ge  die  Paare  (/',  —  7'),  ((>,     -  <>)  in  t'incr  Ebene  so  (Fig.  177.), 

die  Parallrlstreifrn,  längs  dficn  (ircnzlinien  die  Seitenkräfte  wirken, 

schnt'iden.     Ihre   l)urchscbnittNii«;ur  i^t   «'in 

llelo^rramm  .4IiCIfj    in    «lesson    Kckrn  wir  '*^' 

irr  Kräfte  angreifend  denken  dürfen.     Da  j»/ 

Länge,    welche    die   Kruft(*inheit   gra])Inscli  /  • 

'oUt.  beliebig  ist,  so  können  wir  sie  immer  /  / 

vählen,    dass    die    Seitenkräl'te    des    Paares  /  / 

" — /*)  durch  jn  und  ('/>  ausgedriiekt  wer-  / 

•  1  ♦         ■• 

Hreiten    der    Streifen    und    also    auch    die  7  ^ 

«en  Höhen  des   rarallelogratiims    darstellen,    j*        //  *        * 

^nd    Y,    so    ist    der    Vnraussetzung    gemäss 
p»  c=  y«y;   es  ist  aber  auch  -//»•/>  ^^  ('y>  •  7,   weil    beide  Ausdrücke 

lalialt  des  Parallelogramms  geben  und  da  .//»  --  /*,  so  wird  />^'  -  -  Q. 
nnach  hat  man  vier  Kräfte,  welche  durch  die  Soit«'n  eines  Paralle- 
lums  ausgedrückt  sind  und  zwei  Paare  gleichen  Sinnes  bilden.  Die- 
'pn  sind  aber  nach  II L  äquivalent. 

Mit  Hülfe  dieses  Satzes  k«inne!i  Kräftepaare,  welcho  in  diTselbi»n 
ue   oder   auch   in    parallelen   Ebenen   liegen,   zu    eiuem    Krät'tepaaru 
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vereinigt  und   kann    ein  Kräftepaar  in   zwei   oder  mehrere   andere  von 
bestimmten  Armen  oder  SeitenkrHften  aufgelöst  werden.    Es  kommt  nacli 
demselben   hinsichtlich    der  Wirkung   des  Paares  nämlich  weder  anf  die 
Grösse  der  Scitenkraft,   noch  auf  die  des  Armes  für  sich,   sondern  nur 
auf  die  Grösse  des  Produktes  beider,   d.  h.  auf  die  Grösse  äes  Paralle- 
logramms an,  welches  die  Seitenkraft  zur  Basis  und  den  Arm  zur  Höhe 
hat.    Ein  Kräftepaar  ist  daher  ohne  Aenderung  seiner  Wirkung  so  vieler 
Formen  fähig,  als  das  Parallelogramm  ohne  Aenderung  seines  Flächen- 
inhaltes annehmen  kann.     Construirt   man    nämlich  (Fig.  178.)   ein  Pt- 
rallelogramm  JKLM^   welches   gleich   der  Summe   der  beiden  Parallelo- 
gramme ABCD  und  EFGH  ist,   so  ist  auch 
das   Paar   (/if,   LM)   äquivalent  den  beiden 
Paaren    {AB,    CD)   und    {^EF,   G B)  glcicheB 
Sinnes    untereinander    und    mit   ihm.     Denn 
bringt  man  längs  der  Linie  iVO,  welche  ditf 
Parallelogramm  in  zwei  Parallelogramme  ser- 
legt,  von  denen  das  eine  gleich  ABCD^  das 
andere  gleich  EFGH  ist,  zwei  Kräfte  gleich  AB  und  einander  entgegen- 
gesetzt an,  so  zerfällt  {JK,  LM)  in  die  Paare  {JK,  NO)  =  {AB,  C0) 
und  (OiV,  LM)  ~  {EF,  GH).    Haben  aber  die  beiden  zn  vereinigende» 
Paare   entgegengesetzten   Sinn,    so    liefert   ein   Parallelogramm, 
Fläche   der  Differenz   ihrer  Momente  gleich   ist,    ein   ihnen  äquivalent« 
Paar.     In   ähnlicher  Weise   können   beliebig  viele   Paare   gleichen  od. 
zum  Theil  entgegengesetzten  Sinnes  zu  einem   ihnen  zusammen  äqnir" 
lenten  Paare  vereinigt  werden. 

Die  bisher  entwickelten  Sätze  über  die  Veränderungen  der  La 
und  Form,  welche  ein  Kräftepaar  ohne  Aenderung  seiner  Wiiko^cs 
erleiden  kann,  lassen  sich  zu  folgendem  allgemeinem  Satze  znsamme-  '^ 
fassen : 

V.  Ein  Kräftepaar  ist  jedem  anderen  Kräftepaare  äqv-  ^ 
valent,  welches  mit  ihm  in  derselben  oder  einer  sein  ^^ 
Ebene  parallelen  Ebene  liegt  und  mit  ihm  gleiches  Mome 
und  gleichen  Sinn  besitzt.  Indem  man  die  Axe  des  Paares  g<^ 
struirt  und  auf  ihr  das  Axeumoment  als  Strecke  aufträgt  und  den  Sil 
des  Paares  durch  eine  ihr  angefügte  Pfeilspitze  ausdrückt,  kann 
diesem  Satze  auch  die  Fassung  geben: 

Das  Axenmoment   kann  ohne  Umkehrung  seines  Sinne 
parallel  mit   sich,   im  Räume  beliebig  verlegt  werden,  ohn< 
dass  das  Kräftepaar  dadurch  seine  Wirkung  ändert. 

In  dieser  Form  gewährt  der  Satz  eine  noch  etwas  leichtere  Methode 
der  Zusammensetzung  der  Kräftepaare,  welche  in  derselben  oder  in 
parallelen  Ebenen  liegen.  Alle  solche  haben  nämlich  parallele  Axen, 
unterscheiden  sich  also  nur  durch  die  Grösse  und  den  Sinn  ihrer  Azfin- 
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momente.  Verlegt  man  daher  diese  letzteren  fläiiimtlich  in  eine  ihrer 
Richtang  parallele  Gerade,  so  addircn  sich  anf  dieser  alle  Axeumomente 
dea  einen  und  alle  des  entgegengesetzten  Sinnes  und  tilgt  die  Summe 
der  einen  von  der  Summe  der  anderen  einen  ihr  gleichen  Theil,  sodass 
ein  einziges  Axenmoment  erübrigt,  welches  das  aus  sAuimtlichen  Paaren 
reaultirende  Paar  dar^Ut.  Der  Gegensatz  des  Sinnes  der  Paare  spricht 
sich  hierbei  also  im  Vorzeichen  der  Axenmomente  aus.  lülan  kann  daher 
den  weiteren  allgemeinen  Satz  aufstellen: 

VI.    Kräftepaare    von    parallelen    Axen    sind    zusammen 

Hqnivalent  einem  einzigen   Paare  von   derselben  Axenrich- 

tang;  das  Moment  desselben  ist  die  Differenz  der  Momentan- 

inmmen   der  Paare   des   einen   und   der  Paare   des  entgegen- 

gesetiten  Sinnes  oder  also  die   algebraische  Summe  sämmt- 

licher  Momente  und  sein  Sinn  stimmt  Uberein  mit  dem  Sinne 

derjenigen  Paare,  welche  die  grössere  Momentensnmme  bc- 

iitzen.     Ist   die   algebraische  Summe    der  Momente  Null,   so 

besteht  zwischen  den  Paaren  Gleichgewicht  und  umgekehrt. 

Für  die  Zusammensetzung  der  Paare  mit  parallelen  Axen  gilt  dem^ 

OAch   derselbe   Satz,    wie    für   die  Zusammensetzung  der  Krftfte,  welche 

'Q    derselben  Geraden  wirken.     Kr.'iftepaare   mit   parallelen  Axen   haben 

^'    die  Ebene  eine  analoge  Bedeutung,    wie  Krttfto   in    derselben  Rich- 

tan^    für  die  Gerade;  ein  Analogen  für  den  Kaum  mit  drei  Dimensionen 

^'    nicht  bekannt. 

Für   die   Aequivalenz   der  Krfiftepaare   mit   verschiedenen    Ebenen, 
^^^T    also  mit  nicht  parallelen  Axen  gelten  folgende  Stttze: 

VII.  Zwei  KrÄftejinare  in  verschiedenen  Ebenen  sind 
**lnivalent  einem  einzigen  KrSftepaare,  desse'n  Ebene  der 
^^■»nittlinie  jener  parallel  ist  und  dessen  Axenmoment  nach 
"*^«8e,  Richtung  und  Sinn  durch  die  Diagonale  eines  Pa- 
rallelogramms angegeben  wird,  welches  über  den  Axen- 
™'>menten  jener  Paare  als  Seiten  conetruirt  werden  kann 
'*  •■'»Uelogranini  der  Axenmomente). 

^ach  Satz  IV.  kann  man  die  Kr/tftepaare  auf  denselben  Arm  gleich 
***'  LUngeneinheit  reduciren,  welcher  für  beide  in 
^»*    Schnittlinie   ihrer  Ebenen    OtUt.     Die    Seiten-  *'•*  '"^    ^ 

krkfte  jiB^  CA*  (Fig.  17i>.)  des  einen  und  Alfy  AW     ^        ...     --     \^v 
"*•    anderen  Paares  sind  dann  gleich  den  Momen-      j?  ^  y^  -  -^'\  H 

****    der  Paare.    Nun  liefern  aber  ^-5  und  ^/>  mit      i\    *         ^^\    \  \ 
Huifes    dpg  Parallelogramms   der  KrHftc  die   Hesul-  j^,    •■  ;  y 

*»**^c    AF  und    Cy  und   Ey  die   ihr   gleiche  und        ^    \.         -  '  *' 

P^^lWle,    aber   entgegengesetzte    Resultante   6*A; 

A^^t  ist  das  Paar  {AFy  G X]  den  beiden  Paaren  (A/i,  C'.V)  und  (AD,  kW) 
M'U^alent.     Errichtet    man    nun   in   irgend    einem    Punkte   des   gemein- 
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scbaftlichon  Armos  AS,  z.  B.  iu  dessen  Mitte,  senkrecht  zu  den  Ebenen 
dieser  drei  Paare,  ihre  Axon  und  trägt  auf  ihnen  nach  Grösse  und  Sinn 
die   Axenmomente ,    welche   gleich   AB^   AD^   AF  sind,    auf,    so   bilden 
diese   drei   Strecken   untereinander   dieselben   Winkel,   wie   die   Ebenen 
der  drei  Paare,  oder  also  die  drei  Linien  ABy  AD^  AF  und  sind  ebenso 
wie  letztere   die  Seiten   und  Diagonalen  eines  Papillelogramms,  welches 
dem  Parallelogramm  AF  congruent   ist.     Hieraus  ergibt   sich  der  zweite 
Theil  des  Satzes. 

Als  leichte  Folgerungen  reihen  sich  hieran: 

Zwei  Paare  halten  sich  Gleichgewicht,  wenn  ihre  Axen 
momente  entgegengesetzt  parallel  sind.  Drei  Paare  halten 
sich  Gleichgewicht,  Avonn  ihre  Axenmomente  einer  Ebene 
parallel  sind  und  jedes  von  ihnen  dem  Sinus  des  von  den  beiden 
anderen  gebildeten  Winkels  proportional  ist. 

Man  erweitert  diesen  Satz   leicht  zu  einem  Satze  über  das  Parallc- 
lepiped  und  das  Polygon  der  Axenmomente  und  erkennt,   dass  dieselbe 
Methode,   welche   zur   Zusammensetzung   und   Zerlegung    der    einfachen 
Kräfte,  deren  Richtungen  sich   in  einem  Punkte  schneiden,  dient,  aoc» 
zur  Lösung   der   analogen  Aufgaben   fiir   die  Kräftepaaro   fuhrt,  aob^W 
diese   durch   ihre   Axenmomente   dargestellt   werden.     Man    kann   d*-^^ 
behaupten : 

VI.  Das  Axenmomcnt  des  Kräftepaares,  welches  eiti®* 
Aggregate  an  derer  Kräftepaare  von  beliebigen  Axenmotti^*^' 
ten  äquivalent  ist,  wird  nach  Grösse,  Richtung  und  S  *  *** 
durch  die  Schlusslinic  eines  Polygons  dargestellt,  des^^*^ 
Seiten,  in  beliebiger  Ordnung  genommen,  die  Axenmomc  ** 
der  einzelnen  Paare  darstellen.  Ist  das  Polygon  geschl^*" 
sen,  so  besteht  zwischen  den  Paaren  Gleichgewicht. 

§.  LS.    Ist  M  das  Axenmonient  eines  Kräftepaares  und  sind  i,   ^» 
die  Richtungswinkel  desselben  gegen  drei  rechtwinklige  Axenrichtur^ ^^ 
der  a',  y,  r,  so  sind 

Mx  =  M  cos  A,     M,j  ■-=  M  cos  ,«,     .V.  =  jV  cos  v 

die  Axenmomente   dreier  Paare,    deren  Axon    den  Coordinatenaxen    ** 
.f,  y,  z  und  deren  Ebenen  mithin  den  Coordinatenebeneu  der  y:,  rx,  ^^ 
parallel  sind. 

Umgekehrt   erhält    man    aus    den    zueinander   rechtwinkligen  Ax^A' 
momenten  jV^,  ^Vy,  Mz  das  Axenmoment  dos  rosultironden  Paares  M\ 

M  =  YMx'  +  My'  +  ~m:' 

und  für  die  Richtungscosinusse  desselben 

cos  k         cos  fi  cos  V  1 

~-V7  ""     My    ^     M,     ""    M  ' 
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Wirken  an  oiueiu  unvcriinderlichoii  Systeme  Kriiftopaaro,  deren 
Lenmomento  3/,  M\  M\  . . .  mit  den  Coordinatcnaxen  die  AVinkei  «,  /3,  y; 
l^\  /;  «",  P\  y\  .  .  .  bild(Mi,  80  zerlege  man  behufs  Bildung  des  Axen- 
nucntes  des  resultirenden  Paares  G  jedes  Axeniiioment,  wie  J/,  in  die 
»mponenten  ^V^  =  M  cos  «,  -^y  =  ^^  ''"•'^  ßi  ^^:  =  ^V  r«*  y\  die  Axen- 
»mente,  parallel  den  Coordinatenaxen,  liefern  alsdann  die  Summen 
Mjt^  £Myy  £j^i:y  aus  welchen 

C  =  yX£M^Y  +  {£M,y  +  (iW,)-, 

wie  dessen   KichtungscDsinusse 

CO*  X         cos  ^i  cos  V  1 

XM^  ""  2\Vy  ""    2:;»/,  ""    6' 

Tvorgehen.     Die  Bedingungen  des  rileichgewichtes  der  Paare  sind 

ZM^  =  0,     £Mj^  =  0,     £M:  =  0. 
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quivalens  ebener  Kräftesysteme  am  unveränderlichen  Punktsysteme. 

§.  1.  Siimmtliclie  Knifte  eines  Kräftesystenis  mögen  in  einer  Ebene 
r«^ii.  Durch  einen  beliebigen  ]*unkt  O  (l''ig.  IHO.)  in  dieser  Ebene 
»cn  ^ir  mit  jeder  Kraft  /'  eine  Punillele  untl  fügen  längs  dieser 
ti  Systfuie  zwei  »»ntgegcngesftzt  gl<*ii*lie  Kräfte  vt)n  di'r  Intensität  /' 
seil,  welche,  da  sie  sich  Gleichgewicht  halten,  die 
'"liung   des  Kräftesystenis    nicht  ändi'rn.     Hierdurch  *''  ^*' 

t.lten    wir   an    die    Stelle    der    Kraft    /*   drei    Kräfte,  , 

'     denen    die    eine    nichts  anderes  ist,    als   die  durch  / 

^     Tunkt    O    hintlurciigelegte    Kraft    /',    während    die  ^z 

l<'re,  .sie  heisse   -     /',  mit  dem  ursprünglichen   /'  ein  /  / 

^t'tep.iar    /*/'    bildrt,    dessen    Ann    der    Abstand    drr        /    i»^  ,♦ 
*ft  /*  von   O  ist.     Dies  Paar   stellen    wir    durch    sein     jf  / 

'^ninnnient    dar   und  zwar   tragen   wir  dies   auf  einer 

Khene  des  ]*aares  senkrechten,  durch  (t  hindurchgelcgtfu  Axe  ;il8 
^^0  nach  (Srösse  und  Sinn  auf.  Indem  wir  diese  Operation  für  sänunt- 
*<*  Kräfte  /'  des  Systems  ausführen,  erhalten  wir  als  dem  Kräftesystem 
^»valriit  1.  ein  Aggregat  von  Kräften  1\  deren  Richtungen  «lurch  den 
"»kt  O  gehen  und  "1.  ein  Aggregat  von  Kräftepaaren,  deren  Axen- 
»uieiiic  /'/>  zur  Eiiene  senkrecht  sind  und  auf  der  durch  o  gehenden 
lormalcn  der  Ebene  vereinigt  werden  können.  Dem  Aggregate  «ler 
Prüfte  /'  ist  nach  dem  Satze  vom  Kräfiepolygon  eine  Uesultante  U  Von 
eMiniuiter  Kichtung  und  Intensität  ä((uivah*nt,  welche  in  tler  Ebene  der 
[rufte  durch  O  hindurchgeilt;  die  Kräftepaare  liefern  ein  resulti  re  n  tles 
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Paar  In   denselben   Ebenen,    dessen  Axenmoment  M  die  algebraische 
Sammo   der  Axenmomente   aller  Paare   ist   und  auf   der  Normalen  in  0 
gebildet  werden  kann.     R  kann  nur  in  seiner  durch  0  gehenden  Rich- 
tung, M  aber  parallel  mit  sich  an  jede  Stelle  des  Raumes  verlegt  werden. 
Die  Auffindung  der  Resultanten  R  und  des  resultirenden  Paares  M^  ent- 
sprechend dem  Punkte  0,  wollen  wir  die  Reduction  der  Kräfte  des 
Systems   für  0  als   Reductionspunkt  nennen.     Da  derselbe  beliebig 
wählbar  ist,  so  enthält  die  vorstehende  Entwickelung  den  Satz: 

Jedes  ebene  Kräftesystem,  welches  an  einem  unver- 
änderlichen Punktsysteme  angreift,  ist  äquivalent  der  Ver- 
bindung einer  Einzelkraft  (Resultanten)  mit  einem  Kräfte- 
paare (resultirenden  Paare),  beide  in  der  Ebene  des  Kräfte- 
Systems  gelegen,  und  zwar  auf  unendlich  viele  Arten. 

§.   2.     Alle  Reductionen   für    die  verschiedenen  Punkte   0  liefern 
dieselbe  Richtung,  Intensität  und  denselben  Sinn  für  die  Resultante  A 
weil  das  Kräftepolygon,  welches  zu  ihrer  Auffindung  dient,  für  alle  licb     | 
congruent  und  parallel  bleibt,    während  das  Kräftepaar  M  im  Allgemei- 
nen  sein  Moment   und   auch   seinen  Sinn   mit   der  Lage  des  Punktes  0 
wechseln  kann,  indem  mit  einer  Lagenänderung  von  0  eine  Aenderang 
der  Arme   der  Paare   verbunden  ist,   aus   welchen  M  hervorgeht.    Di0 
Resultante  R  bestimmt  durch  ihre  constante  Richtung  ein  Parallebtralen- 
büschel;  für  alle  Punkte  0  ein  und  desselben  Strales  bleiben  R  and  M 
zugleich  unveränderlich;  es  findet  nur  eine  Aenderung  des  JVfvonStrftl 
zu  Stral  statt.    Um  diese  zu  bestimmen,  seien  R  und  M  Resultante  nnd 
Axenmoment    des  resultirenden  Paares    für  den  Stral  |tt  (Fig.  181.)  tiB<l 
|ü'  ein  anderer  Stral  des  Parallelbüschels,  längs  dessen  wir  zwei  Krift^ 

Pj    jyj  J?,  —  R  anbringen,  welche  sich  Gleicb- 

f-M  gewicht  halten.    Die  erste  von  ihnco 

^Ä»*  liefert  uns  die  Resultante  für  den  Str»» 

Ä jt,  (i\    die   zweite   bildet   mit  dem  Ä  d^ 

Strales  fi  ein  Paar  {R ,  —  Ä),  ieu^ 

_^ ^^' Moment  Rr  sich  dem  Abstände  r  i^ 

Strales  (i  von  fi  proportional  iod^'* 
und  dessen  Sinn  wechselt,  wenn  fi  von  dem  einen  der  beiden  FeldcTi 
in  welche  der  Stral  (a  die  Ebenen  zerlegt,  in  das  andere  übergeht  W^ 
einen  auf  der  Seite  der  Ebene,  nach  welcher  die  Pfeilspitze  von  -" 
zeigt,  befindlichen,  in  dem  Sinne  von  R  sehenden  Punkt  liefern  di« 
Stralen  (i  rechts  von  (i  Paare  Ar,  deren  Sinn  mit  dem  Sinne  von  i« 
harmonirt,  die  Stralen  links  von  (i  aber  solche,  deren  Sinn  dem  Siö*** 
von  (A  entgegengesetzt  ist.  Für  Stralen  fi  der  ersten  Art  liefert  J^ 
die  Reduction  der  Kräfte  die  Resultante  R  und  das  resnltirende  V^ 
^f  =  M  +  Rr^  für  Stralen  der  anderen  Art  statt  des  letzteren  aber 
M'  =  M  —  Rr. 
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it   Dun  weder  J^  nocli  R  Null,    so  gibt  ob  auf  der  letzteren  Seite 
Stral  fiQ,  für  welchen  Af  =  0  wird.     Sein  Abstand  r  von  fi  folgt 

'  —  Rr  ■=«  0,  nämlich  '*  =    p  •     Ein    ebenes    Kräftesystem 

aher  im  Allgemeinen  einer  einzelnen  Resultante  R 
ralcnt.  Gehen  wir  von  der  Keduction  der  Kräfte  für  den  Stral  ff„ 
)  zeigt  sich,  dass  die  Axcnmomentc  der  Keductionen  für  Stralen  |u, 
)  glcichweit  nach  rechts  und  links  von  ^l^^  abstehen,  gleich,  aber 
;enge8etzten  Sinnes  sind.  Ist  3/  =  0,  so  ist  der  ursprüngliche 
li  selbst  fiQ.  Für  Ä  =  0  ergibt  sich  für  jeden  Stral  M  =  M\  es 
i  System  einem  beliebig  verlegbarcn  Kräftepaaro  äquivalent.  Für 
kbstand  r  des  Strales  ^^  aber  ergibt  sich  r  =  co;  es  kann  also 
fstem   und  mithin   auch  das  Paar  M  nicht   einer  Einzelkraft  äqni- 

sein.  Aendert  sich  das  Kräftesystom  continuirlich  so,  dass  R 
er  Null  nähert,  so  rückt  fiQ  immer  mehr  ins  Unendliche  und  kann 
en  erwähnte  Fall  auch  so  angesehen  werden,  dass  das  Paar,  welches 
Lräftesysteme  äquivalent  ist,  soviel  als  eine  im  Unendlichen  ver- 
idcnde  Einzelkraft  repräsentirt.  —  Sind  M  und  R  beide  gleich  Null, 
das  System  im  Gleichgewichte;  auch  ist  zum  Gleichgewichte  beides 
erlich,   da  ein  Paar  und  eine  Einzelkraft  sich  nicht  Gleichgewicht 

können. 

.  3.  Das  Vorstehende  zeigt,  wie  mau  mit  Hülfe  der  Kräftereduc- 
är  irgend  einen  Punkt  0  entscheiden  kann,  ob  im  System  Gleich- 
it  herrscht  oder  ob  es  einer  Einzelkraft  oder  einem  Kräftepaare 
ilent  ist.  Es  wird  dazu  die  Aufsuchung  von  R  und  M  erfordert, 
aber  R  und  damit  von  vornherein  die  Richtung  des  Parallelstralen- 
»Is  {u)  zu  bestimmen,  genügt  die  I^estimmung  von  3/  flir  drei  Punkte 
ystems,  um  dieselbe  Entscheidung  zu  geben. 

Jni  kurz  zu  reden,  nennt  man  die  Summe  der  Momente  der  Kräfte- 
,  welche  der  Reduction  der  Kräfte  für  einen  bestimmten  Punkt 
'icbt,  das  Moment  des  Systems  für  diesen  Punkt.  Im  Falle 
Tleichgewichtes  ist  der  Werth  des  Momentes  für  jeden 
:t  der  Ebene  Null.  Zwei  einander  äquivalente  Systeme 
D,  wie  hieraus  folgt,  für  jeden  Punkt  der  Ebene  gleiches 
ent.  Denn  kehrt  man  das  eine  von  beiden  um,  so  bilden  sie  zu- 
pn  ein  im  Gleichgewiclit  botindliches  System,  dessen  Moment  also 
iden  Punkt  verschwindet;  mit  dem  Umkehren  des  Sinnes  einer 
wechselt  aber  auch  der  Sinn  des  Momentes,  welclies  diese  Kraft 
.  Es  gibt  also  das  Moment  des  zweiten  Systems,  im  entgegen - 
;teD  Sinne  genommen,  mit  dem  Momente  des  ersten  Systems  zu- 
en  Null  and  ist  folglich  ihm  selbst  gleich.  Ist  daher  ein  System 
r  Einseikraft    oder    einem    Kräftepaare    äquivalent,    so 
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ist  sein  Moment  für  jeden  Punkt  gleich  dem  Momente  dieser 
oder  dem  Momente  jenes. 

Das  Moment  einer  einzelnen  Kraft  ist  constant  für  alle  Punkte  aaf 
einer  ihr  parallelen  Geraden,    hat  für   zwei   in  gleichen  Abständen  anf 
beiden  Seiten  von    ihr   liegenden  Geraden    entgegengesetzten    Sinn  und 
verschwindet  für  die  Punkte  ihrer  Kichtung.     Hieraus  ergibt  sich,   dass 
es  für  drei  nicht  in  gerader  Linie  liegende  Punkte  nicht  denselben  Werth 
besitzen   kann.     Da   forner   die   beiden   Kräfte   eines   Kräftepaares   ent- 
gegengesetzten Sinn   haben,   so   liefern    sie  für  jeden  Punkt  der  Ebene 
auch  Momente  entgegengesetzten  Sinnes  und  zwar  ist  ihre  Summe  gleich 
dem  Momente  des  Paares,  also  für  alle  Punkte  der  Ebene  constant. 

Man    kann    nun    behaupten:     Ist    das   Moment    eines    ebenen 
Kräftesystems    für    drei    nicht    in    gerader    Linie    liegende 
Punkte   Null,    so    ist   das   System    im   Gleichgewichte.     Dens 
einer  Einzelkraft  kann  es  nicht  äquivalent  sein,  weil  diese  für  die  drei 
Punkte  nicht  gleiches   Moment   haben   kann,    einem  Kräftopaare  nicht, 
weil   dessen  Moment   nicht  Null   ist.     Ist   das  Moment   für  die  drei 
Punkte    nicht   Null,    aber   von   gleichem   Werthe,    so  ist  dBi 
System   äquivalent  einem  Kräftepaare.     Denn   für  den  Fall  des 
Gleichgewichtes  müsstc  es  für  alle  Punkte,  also  auch  für  jene  drei,  ve^ 
schwinden,   und   eine  Einzelkraft  hat    für  diese   nicht  gleiche  Momente. 
Ist  das  Moment    für   die    drei  l'nnkte   nicht   constant  (weder 
Null,  noch  von  sonst  einem  Werthe  gleich),  so  ist  das  System 
einer  Einzelkraft  äquivalent. 

I 

§.  4.  Wir  suchen  jetzt  den  analytischen  Ausdruck  des  Momente» 
des  Systems  in  Bezug  auf  irgend  einen  Punkt  bei  Zugrundelegung  ein* 
rechtwinkligen  Coordinatensystems  der  .r,  y  und  zwar  zunächst  für  de» 
Coordinatenursprung  0.    Da  die  Kraft  P  ihre  beiden  Componenten  i'i  ^ 

parallel  den  Coordiuatenaxen  äquivalent  i^ti  ^ 
ist  ihr  Moment  Pp  in  Bezug  auf  0  (Fig.  l^^*) 
rti[uivalent  der  Summe  der  Momente  Jen*''* 
Diese  sind  «aber  nach  absolutem  Werthe  nnd 
Zeiclien,  wenn  ;r,  //  die  Coordinaten  des  Afl' 
griflspunktes  von  P  bedeuten,  xY  und  —  Jf^« 

wie   man   sofort  erkennt,   wenn   man   bedöüA 

dass   jedes    dieser  Paare    den    Sinn  wechsettf 
sobald    einer    der    Factoren    seines    Momentce 
das   Zeichen   wechselt,   während    es    denselbes 
Sinn  behält,  wenn  beide  Factoren  das  Zeichen 
wechseln.     Daher    ist   Pp  =  xY  —  yX  und    mithin    das   Moment  de« 
Systems  für  den  Coordinatenursprung  2£  {;vY  —  yX),    Für  einen  Pnnkt 
•'^i »  ^1  •'^'^»or  in  der  Ebene  des  Systems  sind  in  Bezug  auf  ein  dem  vorigen 
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ralldes  Coordinatensystem  x  —  oT]  ,  y  —  y^  die  Coordinaten  des  An- 
iffspunktes  der  Kraft  P  und  daher  ist  für  ihn  das  Moment  H  des  Systems: 

=  £[{x  —  x,)  ¥—(},  —  y,)  X]  =  —  (a:,  SV—y,  SX)  +  2:{x  Y-  yX), 

er  wenn  wir  abkürzend  £X  =  A^  2*1'=  B^  Z{xY —  yX)  =  N  setzen, 

H  =  —  {x,B  —  y,Ä)  +  iV. 

1.  Soll  nun  im  System  Gleichgewicht  herrschen,  so  muss  M  für 
!e  Punkte  x^^  y^  verschwinden,  d.  h.  es  muss 

^  =  0,       /?  =  0,       N  =  0 

in  und  umgekehrt,  sind  diese  Bedingungen  erfüllt,  so  besteht  Gleich- 
wicht. Diese  Gleichungen  sagen  aus,  dass  die  Summe  der  Pro- 
ctionen  aller  Kräfte  des  Systems  auf  die  Coordinaten- 
Len  und  die  Summe  der  Momente  für  den  Coordinaten- 
rsprnng  einzeln  verschwinden  müssen. 

Diese  Bedingungen  erhttU  man  auch,  indem  man  ausdrückt,  dass 
IS  Uoment  des  Systems  für  drei  nicht  in  gerader  Linie  liegende  Punkte 
ii  yn  ^-.M  ^21  ^31  ^3  verschwinden  solle,  für  welche  also 

—  Bx^  +  Ay^  +  N  =  0  ;   ar,    y,    1 

—  Bx.,  +  Ay.^  -j-  iV  =  0     und        x^    y^    1 


*3    ^3 


$« 


—  Bx.,  +  .fy3  +  N  =  0 
t. 

2.  Soll  das  System  sich  auf  ein  Paar  reduciren,  so  muss  M  in  der 

•nzen   Ebene   constant,    also    von   x^    und   y^    unabhängig  sein,    d.   h. 

s  muss 

A  =  0,      //  =  0 

^>rden  und  finden  umgekehrt  diese  Bedingungen  statt,  so  ist  das  System 
'^Qivalout  einem  Paare,  falls  nicht  Gleichgewicht  besteht,  in  welchem 
•'»»e  //  =  A  =  0  würde. 

3.  Sind  A  und  //  nicht  beide  Null,  so  ist  das  System  äquivalent 
•*ön  Einzelkraft,  seiner  Kesultauten  H.  Hs  seien  -Vj,  )',  deren  Com- 
?'»npntt'n,  so  erf«)lgt  (ileitligewiclit,  sobald  It  in  entgeg«»ngesetztem  Sinne 
^'*ö  Kräften  des  Systems  zugefügt  wird.  Dies  liefert,  wenn  .r, ,  y,  einen 
"^nkt  auf  der  Richtung  der  KeDultanten  bezeichnet, 

A  -  .V,   =  O,      /;  —    I',  =  (),      -      (.1-,  )',      -  y,  A',)  +   .V  =  0, 
*oran»  folgt: 

•J*!  «»  ^  -=  2:A',  \\  =  //  =  2:i\  X,  -rr  —  y,-lT  =  ^{xY  —  yX). 
bie  dritte  dieser  (rleicliungen  ist  die  (ih>ichung  der  ReKultaiiten  in  .rj ,  y, 
tb  laufenden  Coordinaten,  die  erste  und  zweite  liefern  ihre  InteuHität 
lod  Richtung  (/i,  ^) ,  nämlich: 

-    -..    -.  --.  ..        CoS  tt  rits  h  1 

Ä  -  y'{^X)'  +  (2i-)-,      ^^.  =   ^.^.  =  ^  . 

Sek «11.  Theorie  d.  lU^w.  a.  J.  Kiälie.  IW) 
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Ihr  Abstand  S  vom  Coordinntcunrspruug  ist 

ö .^.  _. 

Wir  haben  im  Vorstehenden  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem 
zu  Grunde  gelegt,  indessen  werden  die  Formeln  nicht  viel  complicirter 
für  ein  Coordinatensystom  mit  beliebigem  Coordinatcnwinkel  a.  Die  Arme 
der  Paare  werden  x  sin  er,  y  sin  cc  u.  s.  w.  und  das  Moment  des  Systenu 

//  =  (—  {x^B  —  y,^)  +  N)  sin  a. 

§.  5.  Sind  die  Kräfte  sämmtlich  einander  parallel  nnd  wählt  man 
zur  a:-Axe  eine  Gerade  ihrer  Richtung,  so  sind  alle  X  =  Py  alle  r  =  ft 
also  A  =  ZPy  B  =  Oj  N  =  —  ^yP.  Die  Gleichgcwichtsbedingungpo 
sind  daher  A=  I!P=Oy  N  ==  —  ZyP  =  0,  d.  h.  es  muss  die  Snmme 
aller  Kräfte  und  das  Moment  des  Systems  für  jeden  Punkt  der  Ebena 
verschwinden.  Das  System  redncirt  sich  auf  ein  Paar  iV  =  —  .^jf/f 
wenn  SP  =^  0  ist.  Sind  A  nnd  jY  nicht  Null,  so  ist  es  einer  Einirf* 
kraft   Ä   äquivalent;   für   sie  hat   man   A'j  ■=  SP^    Fj  ==  0,    Ä  b=  J/J 

y^ZP  =  ZyP,    d.  h.   y,  =  -^.     Die  Resultante  ist  daher  den  Kitf 

ten  parallel.    Wählt  man  ihre  Richtung  zur  or-Axe,   so  wird  ZyP '^^ 

Besteht  insbesondere  das  System  blos  aus  zwei  ParallelkrSfteo,  to 
wir  Py  Q  nennen  wollen,  so  ist  i?  =  J?  +  £)  und  yP  -f"  y'P  **  ^« 
wenn  die  a:-Axe  in  die  Resultante  fällt.  Ilaben  P  und  Q  gleichen  SIdBi 
also  auch  gleiches  Zeichen,  so  sind  y  und  y  von  entgegengesetit«" 
Zeichen,  es  fällt  mithin  die  Resultante  /?,  welche  mit  ihnen  gleicl»** 
Sinn  besitzt,  in  den  Parallelstieifon  {PQ)  und  theilt  ihn  im  umgekehrte» 
Verhältniss  der  Kräfte.  Sind  P  und  Q  entgegengesetzten  SinneSi  ^ 
ist  B  die  Differenz  beider,  haben  y,  y'  gleichen  Sinn  und  fflH  ^^ 
Resultante  in  denjenigen  Aussenraum  des  Parallelstreifens,  welcher  ö*' 
Richtung  der  grösseren  Kraft  anliegt.  Ist  />+()  =  0,  d.  h.  «»J  ^* 
Kräfte  entgegengesetzt  gleich,  so  wird  B  =  0  und  bilden  P)  9  *** 
Paar.    Die  Gleichung  yP  +  yQ  =  0  geht  dann  über  in  y  +  y  »O,^"' 

— T  =  —  1,   woraus    gefolgert  werden    kann,    dass    die   verschwinJ«' 

kleine  Resultante,  welche  dem  Paare  äquivalent  sein  sollte,  ins  Uncn^B^'* 
fallt.     Kehrt  man  die  Resultante   dem   Sinne   nach   um,   so  tritt  Glei^'^ 
gewicht  ein. 

Die  Gleichgewichtsbedingungen  dreier  Parallelkräfte  jP,  ß,  Ä  tat^^ 
daher  nach  obiger  Theorie  P  -\-  Q  +  Ä  =  0,  Py  +  Oy  +  By^O^ 
wobei  der  Anfangspunkt  0  der  Abfätämlo  y  beliebig  ist.  Aus  beided 
Gleichungen  folgt  nun  1.  dass  eine  der  drei  Kräfte  den  beiden  antlerett 
entgegengesetzt  sein  muss  und  2.  dass  P\Q\B  =  {y' —  y) :  (y  —  y") :  (y'—  j). 
Schneidet  nun  die  Richtung  der  y  die  Rlclituugen  von  P,   ß,  B  in  den 
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inkten  J,  C,  H  (Fig.  183),  so  wird  y"—  y  =  OH  ~  QG  =  CH, 
_  y"=.  OF  —  0//  =  I/F,  y  —  y  =  OF  —  OG  =  FG,  sodass 
:V:H  =  GH:  11 F  :  /'C,  wobi-i 

(y"--  v")  +  (y  -  y")  +  (y-  </)  =  oii  +  iif-\-  fg^o 

id  nUo  die  Litiipii  «//,  //f,  FG  auuli  dem  Sinne  iinuli    mit  I',  Q,  R 

ilcreinnndpr   übcrcinstimmt'ii.     Wird    daher   zu    P  und  Q    die    Kraft  A 

itaclit,  welche   mit  dip^rn  Cileidigpwicht  hervnr- 

ingt,    so  folgt   ihre  InlnisitHt  and    ihr  Sinn  ans 

^  —  {/•+  P);  ihre  I.iig<i  abi-r  nu»  der  Doppel- 

■.]).>rtion   P:  IJ  :  H  =  GH:  I/F:  FG.    ])pnn  von 

'n    dn-i  I'unktcn  F,  G,  II  lii'gt  jedeurnlla   oiner 

riscben  den  beiden  anderen;  welcher  die»  iat,  er- 

ibt  sich  aus  dem  Voneichen  von  P'.Q^  GII :  HF. 

it  uümliuh  P:0  puaitiv,   so  haben  GII  nnd   UF 

leidies  iSuichen,  alttii  auch  gleichen  Sinn  und  fXllt  //  zwischen  G  and  F. 

It  aber  P:Q  negativ,  ho  lallt  //  in    einen  der  AnKsenrXumc  des  durch 

'und  i>  büotimmtcn  l'arallelütreirens  und  zwar  auf  dl«  Seite  von  P  oder 

,  je  nachdem  der  ah-olule  Werth   vim    /' :  Q  grösser   oder  kleiner   «Is 

ins  ist.     Werilen    undererueils   zu  Ä  zwei   l'arallelkrXfte  /'  und  Q  von 

■gebener  Lage  geRiicht     welche   uiit  It  Oleicligowicht  halten,   sd  crbKlt 

kii    ihre    InlensitAten    nns   der   obigen    Uoji[)eljiropürtion ,   deren    rechte 

'itf  vidlHliindig  bi'kaiint  ist,  und  zugleich  deren  Sinn.     £8  ist  nümlick 

-Vl-'^o  =  ■;:.■'■ 

%.  ß,  Lnnfen  die  Etiohtungen  der  KrilFle  durch  ein  nnd  denselben 
ii»kt.  so  klimmt  ilie  Theorie  dii'HPK  f^njiilcls  auf  die  des  vorigen  zurück, 
ilr  den  Schiiiltimiikt  der  Klüfte  .tls  Heducti«ns)>Hiikt  ixt  A'  =  0.  Das 
(atoui  hiit  eine  Itesultantu  nnd  ist,  wenn  diese  verschwindet,  im  Cileicli- 
-WicUtc. 

$.  7.  Kr  iKt  von  lVi<-litit,'k>.-it,  xii  Kiliin,  wlu  <1iu  l'iitrraiicliiincin  dioipü 
*pit*]ii  DUT  ili-m  \V"rl«iii>ilrin.ki'  tisch  lim  eiii>r  rtiii  Ki-'<>>ii«tri»chL-ii  Ititrnchtiiti^ 
'■«r  .In*  Svstviii  ruii  Mnikiii  »iiiil,  wi-kliu  in  '-iiiir  KWtw  Vwyiv»  uii.l  mit  ciucm 
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auch  immer  M  in  der  Ebene  liegen  mag^  nnd  zwar  gleich  dem  Inhalte 
des  Dreiecks  ABC,  Jedes  Dreieck,  wie  MAB,  ist  dabei  in  einem  bestimoitflB 
Sinne  und  mit  bestimmtem  Zeichen  genommen,  wie  man  findet,  wenn  man  eines 
Stral  um  eine  Ecke  sich  so  drehen  lässt,  dass  sein  Schnittpunkt  mit  der  Gefen- 
Seite  diese  in  dem  Sinne  durchläuft,  welcher  durch  die  Stellung  der  Buchstabea 
für  ihre  Endpunkte  in  der  Bezeichnung  des  Dreiecks  angegeben  ist.  So  ist  der 
Sinn  von  MAB,  ABM,  BMA  derselbe  und  dem  Sinne  von  BAM,  MBA,  AHB 
entgegengesetzt.  Der  erwähnte  Satz  leuchtet  nun  sofort  ein,  wenn  M  im  Innen- 
raume,  in  einer  Ecke  oder  auf  einer  Seite  des  Dreiecks  ABC  liegt.  Liegt  if  in 
einem  Scheitelraumc,  z.  li.  dem  des  Winkels  A^  so  ist  MBC=^MBA  +  MAC -{-ABC, 
folglich  MAB  +  MBC  +  MCA  =  ABC,  Für  einen  der  drei  stumpfen  Räunie, 
z.  B.  den  an  BC  anstossenden,  ist  ABC  +  MCB  =  MCA  +  MAB^  also  anck 
hier  MAB  +  MBC  +  MCA  =  ABC. 

Indem  man  ein  beliebiges  geschlossenes  Polygon  AB  CD  .. .  von  einer  Ecke 
A  aus  durch  Diagonalen  AC,  ADy  AE,  . ,,  thcilt  und  für  einen  beliebigen  Punkt  Jf 
die  Dreieksrelation  für  ABC,  ACD,  .  ..  aufstellt  und  sämmtliche  so  gewonneBe 
Relationen  addirt,  dabei  aber  bemerkt,  dass  jedes  mit  einer  Diagonale  gebildete 
Dreieck  doppelt  und  zwar  mit  entgegengesetzton  Zeichen  vorkommt,  s.  B.  MAC 
und  MCA,  also  bei  der  Addition  herausfällt,  erhält  mau  den  allgemeineren  Stti: 

MAB  +  MBC  +  MCD  +  •■  .  =  ABC  +  ACD  +  ADE  H , 

d.  h.  für  jedes  ebene  geschlossene  Polygon  ABCD  ...,  dessen  Seitee 
ABj  BCy  CD,,,,  aufeinanderfolgend  in  demselben  Sinne  genomDce 
sind,  ist  die  Summe  der  Dreiecke,  welche  ein  Punkt  Af  der  Ebene  ai' 
diesen  bildet,  eine  Constante  für  alle  Lagen  des  Punktes  M.  Dieü 
Constante  wird  durch  die  Summe  der  Dreiecke  dargestellt,  welche  eine  £eke 
A  mit  Hülfe  der  von  ihr  nach  den  übrigen  Ecken  gehenden  Diagonalen  ^ 
den  Seiten  BC,  CD,  ...  bildet.  Diese  Summe  pflegt  man  in  allen  Füllen,  »I 
das  Polygon  ein  gewühnliches  oder  ein  überschlagenes  sein,  den  Inhalt  AßCD-' 
desselben  zu  nennen.  Von  der  Bildung  dieses  Inhaltes  erhält  man  eine  dentlicke 
Vorstellung,  indem  mnn  einen  Uadiusvector  von  A  (oder  auch  von  M)  ansgebei^ 
über  die  Ebene  hingleiten  lässt,  dass  sein  Endpunkt  den  Umfang  immer  in  de*" 
selben  Sinne  durchläuft.  Alle  Flächenbestandtheile,  welche  derselbe  in  demein^* 
und  im  entgegengesetzten  Sinne  beschreibt,  haben  bei  Bildung  des  Inhaltes  est* 
gegengesetzte  Bedeutung. 

Man  kann  die  Flächeninhalte  der  Figuren,  welche  hier  vorkommen,  menot^ 
fach  verwandeln,  ohne  ihr  Zeichen  (oder  ihren  Sinn)  zu  ändern.    Ein  Dreieck  il^^ 
bleibt  z.  B.  auch  dem  Sinne  nach  ungeändert,  wenn  mau  durch  eine  Ecke  A  ^ 
der  Gogenseite  BC  eine  Parallele  legt  und  statt  A  irgend  einen  Punkt  il*  die«*' 
Geraden,  also  statt  ABC  das  Dreieck  A'BC  setzt.     Von  dieser  Umwandlung  G*" 
brauch  machend,  erhält  man  den  folgenden  Satz  über  das  Parallelogramm,  detf^'' 
wir  nachher  bedürfen  werden.     Für  jeden  Punkt  M  in    der  Ebene  ein* 
Parallelogramms  ABCD   ist  die   Summe  der  Dreiecke  MAB  '\-  MCP* 
welche   M   mit    einem    Paar    Gegenseiten   bildet,    gleich    der    8nnB" 
MBC  +  MDA,  entsprechend  dem  anderen  Paare  Gegenseiten,  nl*' 
lieh  gleich  dem  halben  Inhalte  \ABCD  des  Parallelogramms.    IstnUi' 
lieh  ME  parallel  B A  und  E  sein  Durchschnitt  mit  DA,  so  hat  man  MAB  ^  EABf 
MCD  =  ECD,  also  MAB+  MBC=  EAB  +  ECD  =  EAB  +  EBD=^\ABCB 
und  dasselbe  gilt  für  die  Summe  MBC  +  MDA, 

Es  sei  nun  AiB^,  B^C^,  C^D^,  ...  S^T^  (Fig.  184.)  ein  beliebiges  ebenes 
Streckensystem,  M  irgend  ein  Punkt  seiner  Ebene  und 

E  =  MA^B^  +  MB^(\  +  i)/Cj/>,  +  •  •  •  3/S,  T^ 
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9  Samme  aller  Dreiecke»  welche  M  mit  den  Strecken  dos  Systems  bildet.  Von 
^end  einem  Punkte  A  der  Ebene  aus  construircn  wir  das  zusammenhängende 
reckcnsystem  ABCD  ..,  ST,  dessen  Seiten  gleich,  parallel  und  von  demselben 
ine  mit  den  Strecken  ^i^t«  '^i^t*  ^i^s*  •••  '^i  7*|  seien.  Dann  ist  nach  dem 
[etat  aufgestellten  Satze  über  das  Parallelogramm: 

,Wy|,//,  +  MHA  =.   AA^ß^ 
MßiC\  +  MCR  =  HB,C^ 

m 

MSit^  +  MTS  =  '9.9,  r„ 

glich,  wenn  man  alle  diese  Gleichungen  addirt  und  berücksichtigt,  dass 

MHA  +  MCB  +  3//)C  + h  M  TS  +  AfA  T 

—  —  (MAB  +  MBC  +  MCn-\ MST)+  MTA  =-  —  ABCD    .•  TA 

und  ABCD"-  TA  ^  U  und  AAiB^+  BB^C^  +  CC^D^-\ +  5.9,7,»  d 

'«^  Z—  /I  +  ^    -  MTA. 

Nun  sind  folgende  Falle  möglich.    1.  Der  Streckenzug  ABCD  ,,.  ST  Rchliesst 
:h,  sodass  T  mit  A  zusammcnfilllt,  dann  ist  MTA  =>  0  und  also  £  =>  /7 -j"  -^i 
so  constant  für  alle  Lagen  von  M.     2.  Der  Streckenzug 
'hliesst  sich  nicht,    dann  kann    ninn  zu    TA  immer  eine  ^*^'  ^^ 

leiche  und  parallele  Strecke   TfA^  annehmen,  sodass 

MT^A^  +  MAT='  TT^A^, 

'*  —  MTA  -=  rZp-/,  —  MT^A^ 

Bd  folglich  Z  -"  77  +  J  +  TT^A^  —  MT^A^  wird,  zu 
Icich  aber  den  Abstand  der  Strecke  7*,  A^  von  TA  so  be- 
Ulmen,  dass  TA^T^  »  77  -|-  ^  wird.  I  )ann  ist  Z  =  MA^T^. 
I  diesem  Falle  gibt  es  also  eine  Strecke  A^T^  von  der 
it,  dsss  flie  Summe  £  der  Dreiecke,  welche  M  mit  dem 
^eckensvsteme  bestimmt,  gleich  dem  Drei(>ck  iMt,  welches 
Biit  dieser  Strecke  bildet.  Die  Summe  £  ist  in  diesem 
^lle  mit  der  Lage  von  M  veränderlich,  sie  verschwindet, 

'IUI   .1/  in   die   Richtung  der  Strecke   A^T^  eintritt   und   wechselt  dun  Sinn   beim 
i^hgaiigc  von  M  durch  dieselbe.     Man  erhält  daher  den  Satz: 

Für  ein  ebenes  Streckonsystom  ist  die  Summe  der  Droieuki», 
'Ichv  ein  Funkt  der  Kbene  mit  ilen  uinzelnt>n  Strecken  bildet, 
^^Weder  constant  für  alle  Laiben  dieses  l*unktes  oder  es  liisst  sich 
**«  bentimiiite  Strecke  angebe  n,  m  it  welcher  jener  Funkt  ein  Dreieck 
''^^*t,  dessen  Inhalt  gleich  jener  Summe  ist.  I>«.>r  veränderliche 
*>'th  dieser  Summe  verschwindet  im  letzteren  Falle  für  alle  Funkte 
**'  der  Richtung  dieser  Strecke  und  int  in  ^I  e  i  rlien  A  b»  tänden  dii-s- 
^its  and  jenseitü  der  Strecke  gleich  und  ent(;«'{;,»ti«;c  kc  tzt. 

Die  doppelte  Summe  £  ist  das  Moment  eines  ebenen  Kräftesyntems,  dessen 
'4fle  dorrh  die  Strecken  -J,//,,  A,r,,...  dargestellt  werden.  Die  Strecke  .-/,/•, 
<f«n  Ljiogo,  Richtung  uml  Sinn  durch  die  Schlus.slinie  A  T  iles  Fuly^ons  A  liC  . . .  T 
iClQbilen  wird,  ist  die  Resultanti'  des  SysteniA.  Ist  nie  Null,  aluT  <ler  Inhalt  2^ 
•  ^o'vgons  nicht  Null,  •*«»  ist  da»  System  äquivalent  einem  Faare,  dessen  M«>- 
"ci^^S^;  ist  £  Null,  so  timlet  <;ieichgewicht  htatt.  Kräfte,  deren  Intm- 
ii tüten  il  en  Seiten  eines  gottchlusscne  n  Foly;;i>nä  propDrt  i  onal,  deren 
Sichtungen  diesen  parallel  sind  und  deren  Sinn  mit  d  •' m  Sinne  der 
leiten  desselben  übero  iustimm t,  wie  e  r  von  ei n cm  Funk  t  e  ani^egeb c n 
rird,  derden  Umfang   ohne  umzukehren  durchläuft,  sind  daher  stet  m 


55()        Ocoinctrische  Theorie  des  Momentes  eines  ebenen  Kräftesystems.       IV.  Cap. 


äquivalent  einem  Krüftep.iArc,  dessen  Moment  der  Inhalt  dieses  Po- 
lygons ist. 

Man  kann  die  Lag^e  und  LHnji^e  der  Linie  '-/('/'i  leicht  finden,  sobald  die 
Werthe  von  Z  für  drei  Piinkt(>  //,  //,  C  bekannt  i.st.  dieselben  seien  £^f  S^^  S^^ 
I)a  S=^  MA^1\  dem  AbStande  dcit  Punktos  .7/  von  A^l\  proportional  ist,  so  muH 
die  Kichtun{]^  dieser  Linie  tiC  im  Vcrhältniss  EjfiSf^  und  AC  im  Vcrhältniif 
Z^  :  S(^  theilen  und  zwar  in  äusseren  oder  in  inneren  Theilpnnktcn,  je  nachdea 
diese  VerhiiltniHSC  positiv  oder  negativ  sind.  Ihre  Lilngo  erfi^ibt  sich  darans,  diH^ 
wenn  d  der  Abstand  der  auf  diese  Weise  rrcfundenen  Thoihing^slinio  ist, 

sein  muRS.     Auch   das  Moment  I^j^^  für  einen  Punkt  /)/  kann  aus  den  Momestes 

JS^f   Zfft   Sf>  dreier  Punkte  unmittelbar  bestimmt  werden.     Ks  besteht  nlmlicb 

die  Relation 

MliC'S^  +  MCA'S^  +  MAB'Ec.  ="  ABCZj^. 

Man  erhält  sie,   wie  folgt.     Hs   seien  1) ,  E,  F  (Fi^.  185.)  die  Durchscbuitte  Aa 

Linie  A^  7\  mit  BC,  CA,  AB,  y  aber  der  Schnitt- 
punkt von  AM  mit  BC,  dann  ist,  wenn  £jfda 
Moment  für  .Y  bedeutet, 

BD  ^  CD        ND 

^B         ^C         ^N 

n  Zwischen  den  vier  Punkten  B,  C,  />,  A  beiteU 
aber  die  identische  Relation  BC  (CD  —  ^'fl 
+  CD  {i\D  —  BD)  +  yD  (BD  —  CD)^^ 
welche  in  BDCy+  CDyB  +  XD-BO^^ 
umpfcschricben  werden  kann.     Aus  ihr  erg:ibt  li^ 

indem  man  für  ///>,  CD,  yD  die  Grössen  Zß,  S^,  Zy  einsetzt,  welche  in  de» 

selben  Verhliltni^se  stehen,  wie  sie: 

CA'  •  2*y;    +    SB  .  Z^  +    BC  '  Sy   =    0. 

Kbenso  hat  man  aber  auch  für  die  Gerade  AMy\ 

MS  •  Z^  +  AM  .  Z^j  +  AM  '  Zy  =  0. 

Kliuiinirt  man  aus  !>ei«len  (ileichungen  alles,  was  den  Punkt  S  betrifft,  so  crg'" 
»ich  die  fra-liehe  Relation.  Dies  gclinprt  aber,  indem  CSiSB  =  .Vr.Y:  J»/-^*' 
=  M6\V:  A \B  =  {Cy  M  -  C \ A)  =  {BMy  —  BA  A)  =  CA MiBMA  =  MCA'.Mj^ 
und  in  pleichcr  Weise  M y  -.  yA  =-  MBCi  ACB  ist.  Zunächst  erhält  min  b"*^ 
mit  nämlich: 

MCA'Zjf  +  MAB'Z^  =  {MCA  +  MAB)Zjf 
MBCZ^  +   ACBZy,  =  {MBC  +   ACB)  Zy, 

welche  Gleichungen  blos  noeh  von  einander  zu  subtrahiren  si^  ' 
um  zu  dem  Satze  zu  gelangen. 

Die  Betrachtungen   dieses  §.  hätten  wir  den  analytiM^* 
Entwickelungen  des  §.  4.  zu  Grunde' 'K^^en  können.     So  1*' 
insbesondere  der  Satz 

MAB  +  MBC  +  MCA  =  ABC 

unmittelbar  zu  der  Formel  für  das  Moment  //  =3  Zixl'  "t^^ 
geführt.     Denn  es  ist  für  die  Kraft  -///  (Fig.   186.) 

OAC  +  (iCB  +  01)4  =  ACB^ 

OAC  +  OCB  —  ACB, 

II  =.  a.y  +  (//  +  i)  A'    -  \y  =  xV  -  y\. 
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V.  Capitel. 

Aequivalena  räumlicher  Kräfbesysteme  am  unveränderlichen 

Punktsystem. 

§.  1.  ludcMii  wir  (lurcli  irgend  oiiioii  Punkt  O  mit  8;ümntlichen 
aftftn  P  eines  räumlichen  KrüfteHysteniH  Parallelci  legen  und  längs 
\^x\  Kräfte  P  in  dein8oIl>en  und  in  entgegen  gehetztem  »Sinno  anbrin- 
11,  rcdacircn  wir  das  ganze  Kräftcsystem,  wie  Cap.  IV,  §.  1.  auf  eine 
!)iiiltantn  R  uml  ein  rcHuItiren<le8  Paar  M,  Indem  wir  R  nach  Inten- 
Ht,  Kichtaug  und  Sinn  durch  eine  Strecke  mit  angefügter  PfeiU]iitze 
d  .V  durch  sein  Axenmoment  in  ähnlicher  Weise  durch  eine  zweite 
recke  darstellen,  erhalten  wir  zwei  unter  einem  gewissen  Winkel  X 
(geneinander  geneigte  Linien,  welche  den  gesammten  Krafiinhalt  des 
fsteius  zu  repräsentiren  geeignet  sind. 

Diese  Keduction  der  Kriifte  ist,  da  der  Ueductionspunkt  O  beliebig 
Üilbar  ist,  auf  uneutllich  viele  Arten  ausführbar;  für  alle  diese  Keduc- 
nrn  bleibt  aber  die  Kesnltante  R  nach  Intensität,  Kichtung  und  Sinn 
^selbe,  während  M  im  Allgemeinen  nach  Grösse,  Richtung  und  Sinn 
nes  Axenmitmentes  verschieden  ausfällt.  Die  Hesultante  bestimmt 
■lor  ein  Parallelstralcnbündel  (|ü)  im  Ilaume,  sodass  die  Reduction  für 
^  Punkte  desselben  Strales  jü  dieselbe  bleibt,  beim  Uebergange  von 
^in  Stralc  zu  einem  anderen  aber  eine  leicht  angebbare  Aenderung 
''idot.  l'm  diese  Aenderung  beim  Uebergange  von  einem  Stralo  ^i, 
oinem  anderen  Stalo  |ü  deutlich  zu  Übersehen,  genügt  es  (Fig.  1H7.), 
gB  u'  zwei  entgegengesetzte  Kräfte  /?,  —  R  anzubringen  und  die 
»ulrante  /?,  welche  längs  ^i  wirkt,  mit  der  Kraft    —  R  ^^^  j^^ 

*ivin  Kräftepaare  (/^,  -  R)  zu  verbinden,  dessen  Axen- 
nieui  /?r,  wcirin  r  iW.n  Abstand  der  Stralen  ^,  ii'  be- 
^nnet,  mit  dem  Axenniomente  M  zusannnen  nach  dem       |     m 


*«•*  vom   Parallelogramm    der    Axenniomente    das    der       w^     yf 
*«uction   für   den   Stral  u    entsprechende    Axenmoment       j* llf'' 


R 


irt 


linfert.    Diese  Uebert ragung  der  Reduction  von  Stral  Ar 

J^tral  haben  wir  l.ereitR  im  I.  Tbl.,  Cap.  V,  §.  I.  (S.  llU) 
«lic  Winkelgeschwintligkeiten    ausgeführt.     In  d^Tsel- 
^  Wei»c  wie  dort      „ibt  sich,  dass  eine  ausgezeichnete  ^ 

*luction  für  einei.  ^rewissrn  Stral  ti„  existirt,  für  welche  die  Kichtung 
^  Axenmomentes  zur  Kichtung  «ler  Kesultanteu  R  parallel  wird.  Man 
'n»)t  diesen  Stral  nach  Poiusot  die  Centralaxe  des  Kräfte- 
r^tom».  Die  Kben<*  tles  Parallelngramnis,  welches  .1/'  zur  Diagonali» 
»*i  eathält  die  Kichtu!  ;r  vt^n  M  und  «iie  zur  Klii'ue  iles  Paares  (/?,  -  R) 
äer  der  Kbene  (u,  /*„)  senkrechte  Kiclitung  rt)n  Rr  als  Seiten.  Soll 
BQ  die  Diagonale  die  Richtung  fi  erlangen,  so  muss  seine  Kbene  parallel 
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der  Ebene  des  Winkels  A,  welchen  R  und  M  bilden  and  senkrecht  inr 
Ebene  (jn,  (Aq)  werden.  Da  die  Stellung  der  Ebene  durch  die  ente 
dieser  beiden  Bedingungen  bereits  bestimmt  ist,  so  falgt,  dass  der  Stral 
/Uq  blos  in  einer  durch  ft  gehenden,  zur  Ebene  des  Winkels  X  senkrech- 
ten Ebene  gesucht  werden  kann.  Diese  Ebene  wird  aber  durch  den 
Stral  fi  in  zwei  Felder  zerlegt,  sodass  den  Stralen  fi  rechts  and  links 
von  fi  entgegengesetzte  Axenmomente  Rr  und  — Rr  entsprechen.  Ab 
Diagonale    des   Parallelogramms   fällt   aber  M'  in   einen   bestimmten  der 

beiden  Scheitelräume,  welche  die  Richtangen 
von  M  und  Rr  bilden.  Hierdurch  entscheidet 
sich  das  Feld,  in  welchem  [Iq  liegt;  es  kann 
nur  dasjenige  sein,  für  welches  die  Bichtnng 
"^''  /V  der  Stralen  ^  in  den  Winkel  des  aus  Üf  and  i?r 
zu  bildenden  Parallelogramms  zu  liegen  kommt 
Der  Abstand  r  der  Stralen  fi  und  (Aq  ergibt  sich 
endlich  daraus,  dass,  weil  Rr  senkrecht  auf  fi| 
steht,  M'  die  rechtwinklige  Projection  von  M 
auf  die  Richtung  der  Stralen  (i  werden  mnsi. 
Bezeichnen  wir  das  der  Centralaxe  jii^  entsprechende  Axenmoment  der 
KrHftereduction  mit  M^^\  so  erhalten  wir  mit  Rücksicht  auf  Fig.  188, 
in  welcher  die  Construction  der  Centralaxe  angedeutet  ist, 

Mio)  =  M  cos  A,     rÄ  =  M  sin  l 
und  mithin 

r  =  —  sm  l. 
Daher  der  Satz: 

Jedes  Krilftesystem,  welches  an  einem  unveränderlichen 
Punktsystem  angreift,    ist  auf  unzählige  Arten  einer  Resul- 
tanten R  und    einem   Kräftepaare   M  äquivalent;   die  Resul* 
taute  bleibt  in  allen  Fällen  sowohl  nach  Intensität,  als  n»cb 
Richtung   und    Sinn    dieselbe;    sie    bestimmt   einen  Parallel' 
stralenbüschel  von  fester  Richtung  und  kann  die  Lage  jed*' 
einzelnen     Strales    desselben    annehmen.       Das    zugehörig* 
Paar   variirt   im   Allgemeinen  sowohl  nach  Grösse,   als  ancn 
nach    Neigung   und   Sinn   seines   Axenmoment  es.     Unter  d^J» 
Stralen    des  Büschels   gibt   es    einen   ausgezeichneten  Strs>* 
die  Centralaxe  dos  Kräftesystems,  sodass,  wenn  die  Resnl' 
taute  in  ihm  angenommen  wird,  das  Axenmoment  des  zug^' 
hörigen    Paares    gleichfalls    die   Richtung   des    Büschels  i<*' 
nimmt.     Die  Projection en  aller  verschied  enen  Axenmoment* 
auf  die  Richtung   des  Büschels    sind    gleich   und   gleich  d«^ 
Axenmomente,   welches  der  Centralaxe  entspricht. 

Golion  wir  von    der  Heduction   (/?,   M^^^)  des  Kräftesystems  für  di« 
Centralaxe  «„  aus,  so  ergibt  sich  die  Reduction  (/?,  M)  für  jeden  anderen 
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nil  91  de«  Parallt'lbüscliols  im  Abstände  (u„,  |ia)  =  r  (Fig.   IHD.),    wie 
1G3,  wenn  ^  die  Neigung  des  Axenmomentes  M  gegen  n^,  ist,  durch 
e  Gleichungen 

Ha* 

Unter  allen  Axcnmonienten,  welche  den  verschiedenen 
pductioneu  de»  KräftesyNtenis  iiuf  Resultante 
id  resnltirendes  Paar  entsprechen,  ist  das  der 
intralaxe  zugehörige  das  kleinste;  allen  Stra- 
II  pL^  welche  gleichen  Abstand  r  von  der  Central- 
le  pu  besitzen,  entsprechen  gleiche  und  gegen  j.V'"v 
gleichgeneigte    Axeninnmente.      Das    Quadrat     1  ^ 


K 


t^ 


ü 


»s  Axenmomentes  nimmt    mit  dem  (Quadrate  des 

bs  fand  es   von    der   Cent  ra  laxe    zu   und    die   Nci- 

ing   desselben    gegen    diese  Axe  wächst   diesem  .g 

bttande  proportional  und  nHhert  sich  fortwäh-  /*  u* 

lud  der  Rechtwinkligkeit  g^gen  sie. 

§.  2.  Ausser  den  im  vorigen  §.  behandelten  Rcductionsarten  eines 
^rlftesystems  auf  Resultante  und  resnltirendes  Paar  gibt  es  keine  an- 
dren dieser  Art.  Denn  wenn  es  noch  eine  weitere  Kraft  A'  und  ein 
W  Q  gäbe,  welche  zusammen  dem  SyHteme  äquivalent  wären,  so  würden 
ifüelben,  in  umgekehrtem  Sinne  genommen,  mit  diesem  im  Gleich- 
^«ichte  sein  müssen.  Nun  fallt  die  Richtung  von  K  entwetler  mit  einem 
(ralo  ^  zusammen  oder  es  gibt  eine  El)ene  voll  Stralen  /(,  welche  K 
hneiden.  Im  ersten  Falle  reflucire  man  das  System  auf  R  und  M 
r    den  iS.ral  |ü  und    bilde    die   R4*suhanto  von   R  und  —  A^    sowie   das 

•  -V  und  O  resultirende  Axenmonirnt.     Beide  müssen  wegen  des  Gleich- 
dichtes   verschwinden.      Mitliin    ist  K   identisch    mit    R   und   (>    mit  J/, 

^iuo  einzelne  Kraft  einem  Paare  nicht  (ileich;;ewicht  halten  kann. 
'  anderen  Falle  reducire  man  ebenso  für  irgend  einen  Stral  a,  welcher 
Schneidet   und   ziehe  denNclben   Schluss. 

Verlegt  man  lM»i    irg<Mid  einer  Rediietion  (/^,   .V)  des  Kriit'tesystems 

•  rosultirend«'   Kräftepaar,  es  heisse  i h\  —  F)^    so,    «lass  eine  Seiten- 
^^l  /*  die   Resultante  R  schneidet   und   setzt  sie  mit   ihr 

**iiifr  neuen  Kraft   N  zusammen,  so  wird  das  SyHttMn  ''^' 

•  beiden    im    Allgemi'inen    sich    kreuzenden    Kräften  * 
^.  .S  äquivalent.     Diese  Reductinn  ist  auf  unzäblige           ' 

'^'*U  möglich,   welche  aber   alle  aus  den   verschiedrnen  ».  ■ 

'^lUitionen   (Ä,  .V)  erhalten   w«»rden  können.     Ks  st«-lle 

*S-   VM^.  zwei   solche    Kräfte   -     /',  *S   dar;    wir  suchen     *  — - 

*•    Volumen    der    l*yiamide,    welche   beide    zu    gegiMi- 

k^rlii»gpndeu    Kanten    hat.      Nun    ist    die    in    diT    Kbene    des    Pnnres 

/t  *-  P)  enthaltene  Grundfläche   derselben  ein  Dreieck,    dessen   UihaU 
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gleich  (Icrasclbo.n  Momente  ^  M  des  resultirenden  Paares  ist.  Die  Hohe 
aber,  uHmlich  der  von  dem  Endpunkte  von  S  auf  diese  Gmndfllcha 
gefüllte  Perpendikel  iet  gleich  /?  cos  h  Demnach  ist  das  gesuchte  Vo- 
lumen \  RMcosX,  Allein  M  cos  k  ist  die  Projection  des  Axenmomentei 
M  auf  die  Richtung  der  Stralcn  /tt  oder  die  Richtung  der  Resultanten 
und  folglich  gleich  ^/^"'.  Daher  wird  jenes  Volumen  ^RM^^^^  weldin 
eine  constantc  Grösse  ist,  da  R  mit  fi  niclit  variirt.     Daher  der  Sati: 

Ein  KräfteHystem  ist  auf  unendlich  viele  Arten  iwei 
im  Allgemeinen  sich  kreuzenden  Kräften  äquivalent  nod 
für  alle  solche  Paare  sich  kreuzender  Kräfte  ist  das  Volu- 
men der  Pyramide,  welche  sie  zu  Gegenkanten  hat,  constant. 

Dieser  Satz  rührt  von  (.Miasles  her.     S.  S.   166. 

§.  3.  Aus  der  Gleichung  M-  =  i^/(»)2  +  E^r^  folgt,  dass  das  Systen 
nur  dann  einer  blossen  Resultanten  ohne  resultirondes  Paar  äquivalent 
sein  kann,  wenn  M^^^  verschwindet,  indem  für  keinen  Stral  fc  ausser  Pg 
das  zugehörige  Axenmoment  Null  werden  kann.  Da  zugleich  M^^^  =  Me^^ 
ist,  so  folgt  weiter,  dass  M^^^  nur  verschwinden  kann,  wenn  X  «s=  ^»J 
daher: 

Das  Kräftesystem  ist  einer  blossen  Resultanten  ofaie 
zugehöriges  Paar  äquivalent,  sobald  für  irgend  eine  Bedflc* 
tion  das  Axenmoment  des  resultirenden  Paares  sur  Bick' 
tung  der  Resultanten  senkrecht  ist  und  die  Resultante  nickt 
verschwindet.  Diese  Einzelresultante  fällt  in  die  Centril* 
axe  des  Systems;  für  alle  Reductionen  findet  die  Reebt* 
winkligkeit   des  Axcnmomentes   und    der   Resultanten  stst^ 

Wenn  M  senkrecht  zu  /?,  so  ist  die  Ebene  des  resultirenden  P»»^ 
der  Resultanten  parallel  und  da  mau  das  Paar  in  seiner  Ebene  verleg^*^ 
un<l  drehen  kann,  so  kann  man  immer  bewirken,  dass  eine  Seitenkr* 
mit  I{  in  eine  Richtung  fällt.    Dann  erhalt  man  zwei  parallele  ungleic»* 
Kräfte,  welche  stets  einer  einzigen  Kraft  äquivalent  sind. 

Für  das  ebene  Kräftesystem  des  vorigen  Capitels  ist  die  Bedinga^^ 
der  Rechtwinkligkeit  von  R  und  ßl  erfüllt,    daher  ist  dasselbe,  wenn 
nicht  verschwindet,   einer  Einzelresultauton    äquivalent.     Die  Resoltii» 
geht   nämlich    aus    einem    in    die  Ebene    fallenden  Kräftepolygon  herr 
und   liegt  also  in  der  Ebene;    das    resultirende  Axenmoment  aber  eigi 
sich  als  die  Summe  aller  Axenmoment e  und  diese   sind  sämmtlich  s^n 
recht   zur   Ebene,    da   die  Kräftepaare,    denen   sie    angehören,    in  4 
Ebene  liegen. 

Piir  ein  System  von  Parallelkräften  ist  diese  Bedingung  gleicbfal* 
erfüllt.  Denn  für  irgend  eine  Kräftereduction  ergibt  sich  R  al»  i*^ 
Sunnue  aller  Kräfte  in  der  Richtung  der  Parallelkräfte  und  die  Axeia' 
momente  aller  Kräftepaare  sind  senkrecht  zu  dieser  Richtung  und  U»' 
fern  also  ein  resultirendes  Axenmoment  senkrecht  zu  R.    Die  Auffindung 
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r  ContrAlnxe  ist  in  diosoin  Falle  bosoiidrrs  ciiiinch.  Man  lofrt  diircli 
cino  Klii^ne  senkrorlit  zu  M  und  ziolit  mit  7?  in  ihr  und  zwar  in  dem 
Ido,    wt'lcho8   dou   M  cntjri-frinj^osotzt    j^oriehtetcn  AxiMiinomonton   rnt- 

icht,    im  Al»btand<'  r  =  -      «»int»   ParaUrlo. 

DaK  Krät'tOHysteni  i^t  /{«{uivalent  oinom  l^aaro,  »ohald  /i 
rscliwindot.    Jodt»  Unluctinn  liofVrt  dasscllio  l'.-uir,  niimlidi  .)/=.)/'"», 

*  sic'li  von  KidlK^t  vorstellt,  ila  ein  l'aar  hrliolii^  vcrlrj^liar  ist.  l)io 
0  von  .)/*"'  •;iljt  dio  Kiclitun;;  dos  Büschels  (^)  an,  die  (?ontraIax«  iht 
*r  unhoHtimmt. 

Das  Kräftostystem  ist  im  rilRichgcwichtc,  sohald  für  irgend 
e  Kednction  /?  ss  o  und  M  =»  0  ist.  Dickc  Hndingungen  sind  noth- 
ndig  und  hinroichi'ud,  da  ein  ]*aar  und  oino  Einzelkraft  sich  nicht 
;eii  k'innen. 

§.  -t.  liihht'r  hahen  wir  das  Punktsystem,  an  welchem  das  Kräfte- 
ftcm  wirkt,  aU  vollkommen  frei,  d.  h.  als  nicht  gewissen  Bedingungen 
terworfen,  angesehen.  Die  Bedingungen,  an  welche  ein  unvor- 
derliclies  System  gebunden  ist,  können  sehr  mannigfach  sein;  die  am 
•vfigriten  vorkommenden  sind  folgende:  1.  das  System  besitzt  einen 
■ten  Punkt,  '2.  es  besitzt  eine  feste.  Axe,  3.  es  hat  eine  feste  Axeii- 
■hlnng,  -I.  gewisse  Punkte  des  Systems  sind  genöthigt,  auf  festen  Cur- 
n  oder  Flächen  zu  bleiben,  T).  gewisse  Flächen  des  Systems  sollen 
to  Flächen  oder  (*urven  bei  fortwährend  wechselnden  Beriihrungs- 
iktcn   berühren. 

Besitzt  das  System  einen  festen  Punkt,  so  reducire  man  die  Kräfte 
Miosen    auf   eine   Kesultaiite  und   ein    re.<%uItir4>ntlrK  ]*aar;    ersteie  Übt 

den  festen  Punkt  ein«'!!  Drurk  aus  und  viird  durch  den  Widerstand 
^ *«  l'uiikte.s  getilgt,  das  J'aar  ist  beliebig  verlegbar.  Das  Kräfte- 
«^ni  ist  also  im  Falle  eines  festen  Punktes  immer  äijuivalent  einem 
Äepanre. 

Uat   das   System   eine    feste   Axe,    ho  setzt    es  allen    Kräften,   welche 

*  rgend  welchen  Punkten  dieser  A\e  angreit'en.  Widerstände  entgegen, 
^  lie  diese  Kräfte  vcmicliten.     Man  reducire  nun  die  Kräfte  d(>N  Svstenis 

^r|;end  einen  Punkt  der  festen  Axe  auf  Hesultante  und  resultirendes 
V  mid  Zi'rlege  ilas  P:iar  in  zwei  Paare,  von  denen  das  (>ine  eine  zur 
^^n  Axe  parallele,  das  andere  eine  zu  dieser  senkrechte  Axe  besitzt. 
BehuliAute  Ulli!  ilas  letztere  Paar  setze  man  zu  zwei  Kräften  zu- 
*Aen,  deren  Kichtungen  im  Altgemeinen  nicht  in  eine  Kbene  fallen 
welche  beide  an  Punkten  der  Axe  angreifen;  nie  behtimmeu  den 
^^k  auf  die  Axe  und  werden  durch  die  Widerstände  dersidbeu  ge- 
^-  Demnach  bleibt  Idos  die  Wirkung  eines  Paares  ulirig,  deshcn 
^  der  feMen  Axe  parallel  i.st.  |)iehem  Paart>  ist  mithin  das  ganze 
E^fftyitem  Xquivalent. 
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Besitzt  das  System  eine  feste  Axenrichtung,  d.  h.  kann  es  nm  Mne 
feste  Gerade  des  absoluten  Baumes  gedreht  und  längs  derselben  Te^ 
schoben  werden,  so  rcducire  man  wie  vorher,  zerlege  aber  anch  die 
Resultante  parallel  und  senkrecht  zu  der  festen  Geraden.  Die  Gertde 
des  Systems,  welche  mit  die.ser  fortwährend  zusammenfällt ,  tilgt  alle  n 
ihr  senkrechten  Kraftcomponenten,  daher  reducirt  sich  das  ganse  Kräfte- 
sjstem  auf  eine  einzelne,  längs  jener  Geraden  wirkende  Kraft  and  em 
Paar,  dessen  Axe  mit  dieser  parallel  ist. 

Die  übrigen  Fälle  wird  man  leicht  beurtheilen,  indem  man  bedenkt, 
dass  feste  Cui*veu  und  Flächen  in  normaler  Richtung  Widerstand  leisten. 
Man  wird  jeden  einzelnen  derselben  bestimmen,  indem  man  die  Kräfte 
des  Systems  für  den  Punkt,  in  welchem  er  stattfindet,  reducirt  nnd  den 
normalen  Bestandthoil  der  Resultanten  in  entgegengesetztem  Sinne  nimmt 

Man   kann  jedes   System,    welches   Nebenbedingungen   nnterworfen 
ist,  auf  ein  freies  System  zurückführen,  indem  man  die  Nebenbedingnn- 
gen  durch  Kräfte,  nämlich  durch  die  Widerstände,  welche  durch  sie  re^ 
anlasst  worden,  ausdrückt  und  den  übrigen  Kräften  des  Systems  hinsi- 
fügt.    In  dieser  Weise  ist  die  Festigkeit  eines  Punktes  durch  eine  Kraft, 
die  Festigkeit  einer  Axe  durch  zwei  Kräfte,  welche  an  zwei  verschiedeon 
Punkten    der   Axe   angreifen,    die   Festigkeit   einer   Curve   oder  Flldie 
durch    den   Normalwidcrstand   und   die   Bedingung,    dass   zwei  Flicha 
sich  berühren  sollen,  durch  Normalkräfte  auszudrücken,  deren  Sinn  daroB 
abhängt,    ob  das  Kräftesystem  die  Flächen  aneinander    presst  oder  vm 
einander  zu  entfernen  strebt. 

§.  5.     Wir   gehen  jetzt   über   zu   der   analytischen  Darstellung  te 
Reduction  der  Kräfte;  sie  ist  vollkommen  analog  der  im  IL  Tbl.,  S.  6^ 
gegebenen   Reduction    der   Winkelgeschwindigkeiten.      W'ählen  wir  den 
Reductionspunkt  zum  Ursprünge  eines  rechtwinkligen  CoordinatensyiteiöS 
der  »r,  y,  z,    zerlegen  wir  jede  Kraft  P  des  Systems,    an  irgend  einetf 
Punkte  (a:,  y,  z)  ihrer  Richtung  angreifend  gedacht,  in  drei  Componei*' 
ten    A',    y,  Z,    parallel   den    Coordinatenaxen ,   und   bringen  jede  dies*^ 
Componenten   nochmals  an  dem  Reductionspunkte  in  ihrem  und  in  eo^' 
gegengesetzteni  Sinne  an,  so  erhalten  wir  1.  drei  Aggregrate  von  Kr»^' 
componenten  -1",  T,  Z,  längs  den  Coordinatenaxen  wirkend,  welche  nicbtt 
anderes  sind,    als  die   par<tllel   mit   sich   an  den  Ursprung  verlegten  W* 
sprünglichen  Kraftcomponenten   und   2.  ein  Aggregat  von  KräftepMf^^ 
deren  Axen   den  Coordinaten ebenen    parallel  laufen,    also   senkrecht  «* 
den  Coordinatenaxen  sind. 

Die  drei  ersten  Aggregate,  A  =  ZX,  B  =  ZY,  C  ^=  ZZ  bexeicbnet, 
s(>tzen  sich  zu  der  Resultanten  R  der  Reduction  zusammen;  für  sie  nnd 
ihre  Neigungen  «,  6,  c  gegen   die  Axen  hat  man   daher 
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d  eos  a         cos  b         cos  c  1 

Ä~  '^    ji    ""    (■    ^  n 

Ilintiichtlicli  dor  Kräftcpaarc  hemorkc  man,  dass  jedes  von  ihnen, 
B.  das  Paar  (.V,  — .V),  dessen  Axe  scnkioclit  zur  Axc  der  x  ist, 
rlej^t  werden  kann  in  zwei  andere,  deren  Axen  parallel  den  Axeu 
r  y  und  ;  laufen ;  die  Axeuniomentc  derselben,  die  wir  auf  den  Coor- 
3«tenaxen  aufgetragen  denken,  sind  ;.V  und  —  ^A'.  Hierbei  wird  ein 
Leninument  als  positiv  oder  negativ  angesehen ,  je  naclidem  sein  Sinn 
t  dem  positiven  oder  negativen  Sinne  der  betretenden  Coordinatenaxo 
ereinstimmt  oder  nicht.  Auch  sieht  man  leicht,  dass  ein  solches  Mo- 
fnt,  wie  s.  B.  2.V,  das  Zeichen  wechselt,  sowohl  wenn  die  Coordinate  t, 
I  auch  wenn  die  Kraft  X  den  Sinn  ändert,  dass  es  aber  das  Zeichen 
hXlt,  wenn  beides  zugleich  eintritt.  Das  Paar  ( \\  —  }';  liefert  zwei 
lare  sJ',  — j:J'  mit  Axen,  resp.  parallel  der  r-  und  x-Axe;  ebenso 
«  Paar  (/,  —  Z)  die  Paare  yZ,  —  x/,  deren  Axen  parallel  der  a'-, 
ip.  y-Axo  laufen.  Das  Hildungsgesetz  dieser  Paare  liegt  am  'J'age. 
an  denke  sich  die  Coordinatenaxen  immer  in  der  Ordnung  or,  y,  z 
ifeinanderfolgend,  sodass,  wenn  man  die  ;r-Axe  als  die  erste  Axo  an* 
rbt,  die  y  Axe  die  zweite  und  die  ;-Axe  die  dritte  Axo  ist,  wenn  die 
■Axe  die  erste,  alsdann  die  z-  und  .r-Axc  die  zweite  und  dritte  und 
enu  die  ;-Axe  die  erste,  die  x-  und  y-Axe  die  zweite  und  dritte 
xe  ist.  Jede  Kraftconiponente,  parallel  einer  ersten  Axe,  liefert  als- 
knn  iwei  Axenmomente  auf  der  zweiten  resp.  dritten  Axe,  deren  Seiten- 
'*fte  gleich  der  Kraftconiponente  ist,  deren  Anne  resp.  die  dritten,  resp. 
reite  (^oordinaten  sind  und  von  denen  das  der  zweiten  Axe  angehü- 
Bde  das  Zeichen  (-j-),   «las  andere  das  Zeichen   ( — )  hat. 

bammelt  man  die  auf  den  Axen  der  a:,  y,  :  aufzutragenden  Axen- 
'«nente,  so  erhült  man  »//  --  z\\  zX  —  jcZ^  xY  i/.V  und  wenn 
'Q  dieselbe  Operation  für  alle  Kräfte  des  SyMems  ausführt,  liings  den 
ordinatenaxen  die  Axenmomente 

L  «  i:(yz  —  zY),    M  =  :^[zx  —  x'i),    y  «  -r (.rr  —  y.v^ 

*  denen  das  Moment  des  resiiltirenden  Paares  der  Kedui*tii»n,  das  wir 
^^t,  am  den  Hueiistaben  .V  in  der  in  analytischen  l'ntersuchungen 
^'  KrJiftesysteme  üblichen  Bedeutung  vervi enden  %u  können,  //  neu- 
^  Wollen,  hervorgeht,   niimlich 

//  =  /    l^  +   .)/•  -(-    .Y.\ 
'^■en  Axe  mit  den  C*oordinatenaxen  diu  Winkel  i,  /(,  r  bildet,  für  welrhe 

CUS  K  roS   fl  CnS  V  1 

L     ^     M     ^     A     ""  y/  * 

iLrend  die  Neigung  ^f  von  //  und  R  durch  die  (tleichung 
COM  y^  *=  COS  a  cos  l  -[-  cos  b  cus  u  -(-  cos  c  cvs  v 
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und  folglich  durch 


oder 


HR  cos  'tl)  =  AL  +  BM  -{-  CN 


B  c  :^ 
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{HR  sin  t)^  = 

bestimmt  wird. 

Um   die    für    den    Coordinatenursprung   ausgeführte    Keduction   der 
Kräfte  auf  einen  anderen  Keductionspunkt  0'(.r|,  ^j ,  Sj)  zu  übertragen, 
genügt  es,    an  ihm  die  Kesnltantc  R  oder  statt   deren   die    drei   KrSfte 
A^   By  Cy   sowie   die   ihnen    entgegengesetzten    —  A^   —  B^   —  C  ann- 
bringen  und  mit  den  Kräften  der  Ueduetion   f\\r  den  Ursprung  zu  com- 
biniren.     Man    erhält   dadurch   am   Punkte   0'  zunächst   dieselbe  Kesnl- 
tante  R  in  derselben  Kichtiing,  wie  am  Ursprünge,  die  Kräfte  —  A^  —  -ft 
—  C  aber  bilden  mit  den  am  Ursprünge  angreifenden  A^  B,  C  drei  Paare 
( —  Ay  A)y  ( —  By   B)y  ( —  Cy  C),  welche  sich  einzeln  in  je  zwei  andere 
spalten,    deren  Axen    den  Coordinatennxen    parallel   laufen   und   welche 
mit  Z,  My  N  zu  combiniron  sind,   um  die  Componenten  L\  M\  X  dei 
dem  Keductionspunkte  0'  entsprechenden  resultirenden  Paares  zu  fi ndea. 
Diese   hinzutretenden    Paare   sind:    — y^C  und   z^B  mit  Axen  paralM    j 
der  ;r-Axe,  —  z^A  und  a^C  parallel  der  y-Axe,  sowie  —  x^B  und  jfjJ 
parallel    der   r-Axo.     Demnach    erhält  man    mit  Rücksicht  auf  die  B^ 
deutung  von  A,  B,  C: 

L'  =  L  —  {y,C  —  z,B) 

M'=  M  —  {z^A  ~   .r,C) 

A'=  fs  -  (.»v^—  y,A) 

und  für  die  Richtung  (I'ilv)  von  H'i 

cos  l!  ms  jtt'  cos  V  1 

~  Z'~  ^    ~M'    ""    iV    ""  77'  ' 

§.  l).     Soll    der   Punkt  (.^', //,?,)    der  Contralaxe    des  SystemB  «"ge- 
hören,  so   nrnss   die   Richtung    (k'ii'v)  mit  (abc^   zusammenfallen,  <»•'*■ 
ciis  l!  \  cos  fi  :  cos  /  =  cos  n  :  cos  b :  cos  c  werden.    Diese  BedingunS 
fert  die  beiden   Gleichungen: 

r    ~   ;)/'  ""    A'  ' 

'nil 

dieselben    gelten    für  jeden    beliebigen  Punkt   der  Centralaxc  und  8»"* 
mithin  die  Gleichungen  der  Centralaxe  in  .Tj,  y, ,  z^  als  laufenden  C«^ 
dinaten.     Um  sie  etwas  becpiemcr  zu  gestalten,  hat  man  zunächst  doi^ 
Gleichsetzung  des  zweiten    und  dritten  Ausdruckes  B  -  N' =  C-X  ^ 
vermöge  der  Hcdeutung  V(»n   N\  M'  auch 

U  [A  _  {x,B  -^  y,A)\  =  C  \M  —  {z,A  -  x^C)] 

und.  hieraus    weiter,    indem   man    die    Bestandtheile,    welche  OTp  Üii  *> 
enthalten,  von  den  übrigen  trennt: 
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[/;i  +  c-'lx,   -  Ailf'j,,   +   r    r,)  =  /;..V  -      CM, 

er,  indem  man  A^  jr^  addirt  und  subtrnliirt  und  dicsidbc  Transforma- 
n  in  Hf^zug  auf  die  droi  Panre  AiiHdrücke  ausführt,  welche  sich  aus 
r  ohtf^oii   Proportion   bihlon   laKKon : 

Ml    diesen    drei  (ileic)iungen    ist  jed«*  eine  Folge  der   hcidm  anderen. 

*fitimmt   man    nun    die  (^)fl^dinaten  |,   »/,  s  eines  Punktes  so,    dass  sie 

n  Cili*ichungcn 

/i'  '  $  --  /;.  A  —  r-  M 

ni'ij  -'^  C  '  L      -   AS 

ir .  {;  =  .  / .  .V  ~  n  -  l 

nUgen,  so  erhält  man  durch  Sulttraction  die  (Meichungen  der  Central- 
.e  unter  der  Form 

'i   —  I  ^  ,Vi  —  '/  ^_   -1   —  ?  -'^••'1   +   '*'  Vi   +  ^'-  M 

AB  C  *  ä2 

[an  sioht  hieraus,  dass  die  <*entra1axe  durch  den  Punkt  (|,  i/,  s)  bin- 
arch^eht.  l-m  Au*  Uedcutim;;  dieses  Punktes  zu  erkennen,  bemerken 
ir,  dass  die  beiden  (Geraden  U,  //,  welche  die  Keduction  der  Krüfto 
r  den  Trsprung  darstellen,  die  Seiten  eines  Paralhdogramms  sind, 
»»on  Projectioneu  auf  die  (^lnrdinaten«'bcnen  die  drei  Ausdrücke  auf 
n  rechteu  Seiten  der  (ileichun^en  für  ^,  ^^  ^  sind,  (juadrirt  und 
Axxi  man  also  diese  (fleichun;ren,  so  ethlilt  man  rechts  das  <juadrat 
*  Inhaltes  dieses  Parallelo^^raninis,  d.  h.  das  <^hiaitrat  von  HR  sin  V% 
vin  V  den  Wiuke]  /wischen  A*  und  //  darstellt;  links  ergibt  sich,  weil 
"+-  V  -|-  >*  «las  <^Miadrat  des  vom  rrsprun^ce  nach  d«'ni  ] linkte  (;,  i/,  f) 
-«'•geiien    Kadiusvectors  r  darstellt,  das  <jua(Irat  von  li'r  und   ist  mithin 

r-    =   ///;  j5,;,  i;,^    ,1,   ii^    ,.  .-—  Yin  drückt    also  r  den   Abstand 

^     (Vntralaxe  vom   Irsprun^e  aus,    wie  wir  früher   sahen    und   ist  also 

^     Punkt   i;,   1/,   Ji  der  FtisN|iunkt   deti  v«»ni   rr.».|irtni;:e  auf  dii*  Ci'iitral- 

^     f;f't.-illten    Perpendikelh.      Mau    kann   dies    auch    leicht   aus   den   <tlei- 

./       /IC. 
**nj:eu  ili*r  C'eiitralaxe  sehen.     l)a   niimliih        ,         ,  die   Kichtun^'s- 

**Hnh!»o   der   Centralaxe   sind,   t%n  bedeutet 

w  Priijoctjon  dl'»  V'iui  Trspiun^re  nach  dem  Punkte  t.»*|Vi'i^  di'r  Central- 
ixr  gesogenen   Hadiusvecturs    auf  die  (Vntralaxi'.      J>ie>elbe  aber  erf(»r 
dfft  das  Füllen    eines  Perpendik«*U  vitni  rrsptunge  ant    die  Cent i alaxe. 
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Nennt  man  ö  jene  Frojection,  so  lassen  sich  die  Gleichungen  der  Centn 

ABC 

axe  so  schreihen:    {xy  —  ^) :  -    =  {y^  ~  *')  '  ^  =  (*i  —  ^^  '  R  ^  ^ 

und  sagen  nichts  weiter,  als  dass  der  Funkt  (§,  i},  i)  der  Anfangspniifa 
der  Strecke  d  ist. 

Um  das  der  Centralaxe  entsprechende  Axenmoment,  vofUr  wir  Uflr 
der  Gleichförmigkeit  wegen  den  Buchstahen  H^^^  brauchen  wollen,  n 
bestimmen,  erhält  man  aus  den  obigen  Gleichungen,  wenn  L^^\  M^%  3^ 
seine  Componenten  bedeuten: 

Z(»)  =  L  -  {y,C  -  z,A) 
iJ/(ui  =  j/  _  (.^  ^  _  a;,  O 
iV(ü)  =  N  —  {xiB  —  y^A) 

Jfim    =    1(0)2    _^    ^/(0)2    _|_    ^Y(ü)2 

A    _  _^ _^     _  _? 

Die  drei  ersten  dieser  Gleichungen  geben 

Am  +  J9iJ/t«)  +  C^(ö>  =  AL  +  BM  -{-  CN 
und  die  übrigen  gestatten  die  Combinationen 

2;(ö)  il/(o)  iv<")  A  B  C 

also  mit  Hülfe  der  eben  gefundenen  Relation 

7/(0)   =   -^^_+    ^'^^_+Jl^. 

R 

Soll  sich  das  Kräftesystom  auf  eine  blose  Resultante  ohne  XQ^^ 
höriges  Kräftepaar  roduciren  lassen ,  so  muss  die  Resultante  längs  i^ 
Centralaxe  wirken  und  77^'^)  =  0  sein,  daher  ist  der  analytische  Aofr 
druck  dieser  Bedingung 

AL  +   P3I  +  CN  =  0. 

A      B     C 
Dividirt  man  diese  Gleichung  mit  Ji R  und  bedenkt,   dass  — ,   ■«  i  »' 

die    Richtungscosinusse    der    Resultanten ,    -  - ,    --.  ,    --  -    die  Richtung«* 

Cosinusse  für  die  Axe  des  rosultirenden  Paares  JI  der  für  den  Coorw* 
natenursprung  ausgeführten  Roduction  sind,  so  sieht  man,  dass  die  ^ 
dinguiig  nichts  anderes  ausdrückt,  als  dass  die  Axe  des  resultirendo 
Paares  senkrecht  zur  Resultanten  sein  oder  dass  die  Resultante  mit  o^ 
Ebene  desselben  parallel  laufen  müsse.  In  diesem  Falle  vereinftd»^ 
sich  die  Gleichungen  der  Resultanten  (Centralaxe);  sie  sind  ^Hf^ 
Zt'»)  ==  iV<")  =  At")  =  0: 

y^C  —  z^B  =  L 

z^A  —  a'i  C  =  M 
x^B  —  y^A  =  N 


Cap.  Kediiction  der  pArnllelkrUfte.  5gl 

d  liefern,  venn  man  sie  rcsp.  mit  A^  B^  C  multiplicirt  und  addirt, 
eder  die  Bedingung  AL  +  B M  -{-  CK  =  0. 

%.  7.  Wir  wollen  insbcBouderc  nocii  die  Rcduction  der  Parallel- 
äfte  au»fUhren.  Ist  (a,  ß^  y)  die  Kiclitung  der  Krüt'tc  P  und  wird  ihr 
nn  durch  den  poHitiven  oder  negativen  Werth  von  P  ausgedrückt,  so 
ird  .V^/Vo5a,  y=Pcosß,  Z=Pcosy,  t/Z — :Y=P{ycosy  —  zcosß), 
ST  —  xZ  =  P  (z  cos  a  —  x  r«s  ;■),  xY —  yX  =  P  {x  cos  ß  —  y  cos  «)  und 
iennit,  da  cosa,  cos  ß,  ras  y  für  die  Sumniiitionen  constant  sind: 

J  =  cosa-  £P ,      B  =  cos  ß'  2:P,     C  =  cosy  £P 

R  =  ZP 

cos  a  =  cos  er,     cos  b  =  cos  /3,      Cus  c  =  cos  y\ 

L  --=  cosy21Py  —  cos  ß  £Pz 

M  =  CüS  a  £Pz  —  cos  y  £Px 

K  =  cosßZPx  —  cosaZPy, 

in  =  z'  +  .yf-  +  A^  =  {zPxY  +  {zpyf  +  (.zpzy 

—  [cos  a  £Px  +  cos  ß  £Py  +  cos  y  ZPz]^ 

•  Bedingung,  dass  sich  die  Kräfte  auf  eine  Resultante  reduciren,  ist 
nilU  und  folglich  //**'>  =  0.    Die  Gleichungen  dieser  Resultanten  sind 

(y,  cos  y  —  ;,  ros  ß)  £P  =  cos  y  £Py  —  cos  ß  £Pz 
(r,  cos  tt  —  a",  cos  y)  ZP  =  cos  a  £Pz  —  cos  y  ZPx 
(jT,  cos  ß  —  y,  cos  c)  21 P  c=  cu$  ß  £Px  —  cos  «  ZPy, 

ir  Wollen  diobo  (floichnngen  folgendcrmabsen  schreiben,  indem  wir  sie 
*ch  Cus  «,  Cos  ß^  rns  y  ordnen: 

^y,  .  IP  --  2:py)  ms  y  —  (r,  •  27'  —  I,Pz)  cos  ß  =^  i) 
(••,  •  -iV  -  -17»r;  ms  «  —  (x,  •  i:p  --  27V)  cos  y  =  O 
(x,  •  -17'  •       27'.r)  ms  ß  ■       (y,  •  27'  —  27'/)  cos  «  =  0. 

^■CielhpD  werden  unabhängig  von  der  Richtung  \tißy)  durch  die  spociel- 
*tt  Ciiiirdinatenwerthü 

2:Px  27'//  _  £Pz 

^\  =""    27>  '     ^'  "~    27'  '      *»  "^    27' 

^Ht;  es  geht  mithin,  wie  man  auch  immer  die  Kräfte  ohne  Aenderung 
'''Cr  Intensitäten  um  ihre  Angritlnpunkte  drohen  mag,  die  Rosultanti* 
^U  darcb  einen  fechten  l'unkt,  d<Mi  Kugenannt<Mi  Mittelpunkt  der  Parallel* 
'^fte,  dessen  (*<iordinateu  die  eben  entwickelten  Werthe  Iiaben. 

Ifet  /}  B3  0,  so  rcducirt  hieb  das  Syhtem  auf  ein  Paar. 

Ein    besondern    wichtiger   Fall    der    Reduction    von   Parallelkräftcn 

• 

*tl  bei  dem  der  Schwere  unterworfenen  Systeme  ein.  In  diesem  Falle 
^d  die  Kräfte  hämiiitlich  gleichen  Sinne«  und  kann  also  I{  nicht  Null 
^.  8ind  m,  tn\  ;/i  ",  . .  .  di«*  MaHsen  der  Systempunkte,  ho  sind  dio 
'deren  Gewichte,  nämlich  P=^m*j^  p'=m'tj,  p  und  hämmtlicb  vertikal 
kviru  gerichtet;  die  Resultante  l(  ist  das  Gesammtge wicht  des  Systems, 

Sckvll.  TLvonc  d.  Rrw.  «.  •!.  Kr&(U>.  3G 
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NoiiDt  man  6  jene  Projcction,  so  lassen  sich  die  Gleichi 

-^  B 

axe  so  schreiben:    {x^  —  i)  :        =  (yj  —  »/)  :  -      ==  ( 

und  i?agon  niclitö  weiter,  als  dass  der  Punkt  (S,  t^,  f^ 
der  Strecke  (5  ist. 

Uni  das  der  Oentralaxe  entsprechende  Axeo' 
der  Gleichförniijjkeit   wegen    den   Buchstaben    ' 
bestininifn,   erhält  man  aus  den  obigen  Gleichr 
seine  Componenten  bedeuten: 

Z(^')  =  L  —  {y^C 

iV(o)  =  AT  _  (;» 
jr/(o)'2  ,^  2,(0)2  _|_ 

-4     _  ^ 

X(«i  ~  i>/(«)  ^en  un 

Die  drei  ersten  dieser  Gleichu»  ^*^"   ^*^'**   ^ 

AL^^)  +  ^Aft°)  -'  '•     "^*  ^^®  ^®* 

,,...,.  ^  ^^        -  *id    einer   Reductioi 

und  die  übrigen  gestatten  '  .  i .   i    i.       i  .. 

°  ^iiffewicht   halten   konni 

r  (0)  a  ^ 

//{.)),=  2; (0).         -|.j|/(o).^       j  da    ihre    Quadrate    Quad 

•ich  die   beiden  Bedingungen 
also  mit  Hülfe  der  eb    ,^^'* 

/'^^,j-^  0     -2;{//Z  —  er)  =  o 

Soll  sich   d-    '"^     j^;'==  0       2,'izA'  -     arZ)  =  0 

höriges  Kräfter  ^z  =  ^>       -^'  G^'  ^'     "  y-^')  =  0  . 

Centralaxo  w*  richte    eines   Kräftesystems   a 

druck  diese-        ,W''^^/item  ist  erforderlich  und  hini 
/r' /»'j^r  projcction  en  sämmtlicher  1 


jrei  Coordinatenaxen  verschwini 
/''y^^'*   jer  Axenuiomente   aller   aus  de: 
'' S'^^jjntte n u r s p r u n g   entspringender 


die    F       jie^",rii^'-  *  -  *         - 

1  .  f^^    Aterx  Null   sind.     Die   drei   ersten  Gl 

,f  cosii        j^,*/*'^.,  KrÄfto   in  der   Dichtung   der  Ooordinat^ 

".  ^rf^j,^  System  ausüben  dürfen,   die  drei  letzt« 

"V  ^  ^^^\ß^^^^  ^^"^   tlarf ,    das  System  um  Axen   ] 

^  wj«**^  ^g  sn  drehen;    die  nrstercu  heissen  daher  o 

/  /gM^j^  Gleichgewichtes  der  Translation,  die  letzt« 

j;  |*j    Gleichgewichtes  der  Rotation. 

f^ xA  i*^  Systeui   nicht   frei,    so    nehmen    die   G 
^•fl«  etwas  andere   Form  an,  indem  das  (ileic 
/•■^fille   nur    mit  Hülfe    der   im    System   auftrete 
iJ^je  kommt.      Hat  das  System  nlimlich : 


Jrrrt'ft  <» 
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und  folglich  durch 


HR  cos  '^  =  AL  +  BM  +  CN 


oder 


B    C  ^ 

M    A'  i 


C   Ä 
N  L 


•i 

+ 


A    B\^ 
L   M 


{HR  sin  t)-  = 

hcstimmt  wird. 

Um   dio    für    den   Coordinatenursprung   ausgeführte   Heduction   der 
Kräfte  auf  einen  anderen  Keductionspunkt  0'(.r|,  yp  z,)  zu  übertragen, 
genügt  es,    an  ihm  die  Kesnltante  R  oder  statt   deren   die    drei   Kräfte 
A^  Bj  6',   sowie   die   ihnen    entgegengesetzten   —  A^   —  B^   —  C  anin- 
bringen  und  mit  den  KrHften  der  Reduction   für  den  Ursprung  zu  com- 
biniren.     Man    erhält   dadurch   am   Punkte   0'  zunächst  dieselbe   Renil- 
taute  R  in  derselben  Kiclitung,  wi#  am  Ursprünge,  die  Kräfte  —  A^  —  ^, 
—  C  aber  bilden  mit  den  am  Ursprünge  angreifenden  A^  B^  C  drei  Paare 
( —  A^  A)y  { —  B^  B)y  ( —  C,  C),  welche  sich  einzeln  in  je  zwei  andere 
spalten,    deren  Axen   den  Coordinatennxen    parallel   laufen    und   welche    . 
mit  £,  31  j  N  zu  combiniren  sind,   um  die  Oomponenten  Z\  M\  K  dei    ■. 
dem  Rcductionspunkte  (Y  entsprechenden  resultirenden  Paares  zu  finden.    \ 
Diese   hinzutretenden    Paare   sind:    — y^  C  und   z^B  mit  Axen   paralM    \ 
der  a;-Axe,  —  z^A  und  .r,  C  parallel  der  y-Axe,  sowie  —  x^B  and  y|i    • 
parallel    der   :-Axe.     Denmach    erhält  man   mit  Rücksicht   auf  die  Be-     i 
deutung  von  A^  B,  C: 

L'=  L  —  {y,C  —  z,B) 

M'  =  M—  [z^A  —  .r,C) 

X  =  ,V  -   (.r^Z?  —  y,Ä) 

und  für  die  Richtung  (Xiiv)  von  7/': 

cos  k'  cos  fi  cos  V  1 

T     ""     ~M'     ^     iV     ""  //'  ' 
§.  G.     Soll    der   Punkt  («t*,  r/,ri)    der  Centralaxc   des  Systems  anp- 
hören,    so   mttss   die   Richtung    {^'fii'')  mit  {abc)    zusammenfallen,  d.  h. 
Cos  A':  cos  fi:  cos  v  =  cos  n  :  cos  b :  cos  c  werden.    Diese  Bedingung  He- 
fi'rt  die  beiden  Gleichungen: 

yf  _  /^  _  C 
V  ~  M'  ~  iV  ' 
dieselben  gelten  für  jeden  beliebigen  Punkt  der  Centralaxo  und  sind 
mithin  die  Gleichungen  der  Centralaxe  in  a^j,  y, ,  r,  als  laufenden  Coo^ 
dinaten.  Um  sie  etwas  bequemer  zu  gestalten,  hat  man  zunächst  durch 
Gleichsetzung  des  zweiten  und  dritten  Ausdruckes  /?  •  iV  =  C-M'  oder 
vormöge  der  Hedeutiing  v«)n   N\  M'  auch 

B\!^  —  {x,B   -  y,A)\  =  C  \M  —  {z,A  ~-   x^C)] 

und,  hieraus    weiter,    indem    man    die    Hestandtheilo,   welclie   0*1,  jfp  S| 
enthalten,  von  den  übrigen  trennt: 


Cap.  Gleirliungcn  der  CrntralAxe  flcr  Kräfte.  fl5i) 

[//'  +  C^]r^   —  Aili-y^   +  Cr,)  =  /?  •  .V   -  CM, 

er,  indem  man  ^j-,  addirt  und  subtraliirt  und  dieselbe  Tranuforraa- 
n  in  HoKUg^  auf  die  drei  l'anre  Ausdrücke  nusi'iilirt,  welche  Hicli  aus 
r  ol)i<;en   Proportion  bilden   liisKon: 

Ä^.j-,  —  A[A'.Vy   -f   ^.//,   +   r.r,)   --    li-y         CM 

n* '  zi  -  -  c  (.1 . .1-,  +  /?  •  y,  -f  ^' •  m)  -^  •'  •  v    -  n-L. 

>n    diesen    drei  (iloicbungeii    int  jed«*  eine  Fo]>^r  der   boidrn  anderen. 

Ktininit   man    nun   dto  (\)ordinaten  ^,   »/,  s  eines  l*unkto8  so,    dass  sie 

n   Gleichungen 

/(i .  t  ==   /y  .  A  _  r .  j/ 

/^.'.»^  ^  C     L   ■  -  ./.  .V 
/^.• .  5  =  .^ .  J/  —   /; .  L 

nügen,  so  erliält  man  durch  Sulitraction  die  (ileicliungen  der  Central- 
e  unter  der  Form 

A  B  '         C        ~'  Br 

in  sieht  hieraus,  dass  die  (Vntralaxe  durch  den  Punkt  (|,  >/,  t)  hin- 
rchgeht.  l'm  die  Hedentiin«r  dieses  Punktes  zu  erkennen,  bemerken 
r,  dass  die  beiden  (ieraden  /i,  //,  weh-he  die  ]{eduction  der  Kriiftc 
r  den  rrsprung  darstellen,  die  Selten  eines  l^irallelogranims  sind, 
li^en  Pr<»jectinnen  auf  die  Cunrdinatenebenen  die  drei  Ausdrücke  auf 
n  rechten  Seiten  der  (ileichun^en  für  ^,  »/,  l  sind,  (juadriit  und 
dirt  man  also  diese  (tleichun^en,  so  eiliXlt  man  rechts  das  (Quadrat 
s  Inhaltes  dieses  Piimllelo^rannuM,  d.  h.  das  (Jnailrat  von  Uli  sin  V« 
*nn  V  den  Winkel  /wischen  11  und  //  darstellt;  links  ci-^ribt  sich,  weil 
-f-  I,"  -('  s*  das  <^hiadrat  des  vnm  Irsprun^^e  nach  den»  Punkte  (;,  »/,  J) 
Z4>geiien   ]{:tdiusvectnrs  r  darstellt,  das  <jua<Irat  von  It'r  unti   ist  mithin 

V   =   Uli  sin  ij»,    d.  h.    r  .-=  Ks  drückt   also  r  den   Abstand 

r  (Vntralaxe  vuni  rrs|irun^e  aus,  wie  wir  früher  sahen  und  ist  also 
r  Punkt  «;,  i^  Ji  der  Fusspunkt  des  vom  rr.s|inin^e  auf  die  C'i'htral- 
e    grfiillten    Per|irniiike|s.      Man    kann   di«'s    auch    leicht    aus   den   (ilei- 

un^en   di*r  Centralaxr  sehen.     Da  namlii  b        ,         ,  »lie   liichtunjjs- 

iinut»^e   der   (*entralaxe   sind,   sn  b<-deutet 

»  I'riijertion  des  Vnm  l'i>|>runp'  nach  dem  Punkte  m',  Vi*i^  der  (Vntrat- 
r  gezogenen  JCadiusveetors  auf  die  (Vntralaxe.  I)irs«dbe  abi>r  ert\ir- 
rt    da«  Füllen    eines   Per|>endik«'lii  vitm   rrspiun^e  aut    die  (Vntialaxe. 
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Nennt  man  ö  jene  Frojcction,  so  lassen  sich  die  Gleichungen  der  Central- 

J  B  C 

axe  so  schreiben :    {x^  —  §) :  -  -  =  (y^  —  jy)  :    -  =  (r^  —  J)  :    -  =  a 

2i  Jn  H 

und  sagen  nichts  weiter,  als  dass  der  Funkt  (|,  i},  i)  der  Anfangspunkt 
der  Strecke  d  ist. 

Um  das  der  Centralaxe  entsprechende  Axenmoment,  vonir  vir  hier 
der  Gleichförmigkeit  wogen  den  Buchstaben  H^^^  brauchen  wollen,  zu 
bestimmen,  erhält  man  aus  den  obigen  Gleichungen,  wenn  L^^\  M^*^\  N^^' 
seine  Componenten  bedeuten: 

Z(^')  ==  Z  —  (viC  —  z^A) 
j|/(o)  =  31  —  {z^A  —  XiC) 
^(o)  =  ^  _  lx^B  —  y^A) 

2/(0)2    ,^    2^(0)2    _|.    ^/(0)2    _|_    ^(0)2 

A    _  _B_  _     C     _     R 

Die  drei  ersten  dieser  Gleichungen  geben 

^Z(ö)  4.  j9iJ/(«)  +  CN^^)  =  AL  +  BM  +  CN 
und  die  übrigen  gestatten  die  Combinationen 

Z(^)  3/(0)  iV(0)  4  B  C 

^(0)  =  Z(o)  .4-  7»/(")  •       .  -4-  iV(^)  •   -    =  ZW  .  -  4-  Af(o) .  f.    I    jy(0) .  !r . 

also  mit  Hülfe  der  eben  gefundenen  Relation 

R 

Soll  sich  das  Kräftesjstom  auf  eine  blose  Resultante  ohne  zuge- 
höriges  Kräftepaar  reduciren  lassen,  so  muss  die  Resultante  längs  dfr 
Centralaxe  wirken  und  //(")  =  0  sein,  daher  ist  der  analytische  Aus- 
druck dieser  Bedingung 

AL  +   P31  +  CA'  =  0. 

ABC 

Dividirt  man  diese  Gleichung  mit  HR  und  bedenkt,   dass  —  ,     -  ,   -«- 

RR" 

die    Richtungscosinusse    der    Resultanten ,    -     ,     -   ,    -■-     die   Richtangs* 

Cosinusse  für  die  Axe  des  resultirenden  Paares  JI  der  für  den  Coordi- 
natenursprung  ausgeführten  Reduction  sind,  so  sieht  man,  dass  die  Be- 
dingung nicIitH  anderes  ausdrückt,  als  dass  die  Axe  des  resultirenden 
Paares  senkreclit  zur  Resultanten  sein  oder  dass  die  Resultante  mit  der 
Ebene  desselben  parallel  laufen  müsse.  In  diesem  Falle  vereinfachen 
sich  die  (ileichungen  der  Resultanten  (Centralaxe);  sie  sind  wegen 
Zi'»)  =  iV<")  =  A<'*^  =  0: 

y,  6'  —  ^1  ^  =  Z 

z^A  —  a'i  C  =  3/ 

x^B  —  y^A  =  N 


1 

i 
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und   liefern,   wenn   man  sie  rcsp.   mit  A^  B^  C  muhiplicirt  and   addirt, 
wieder  die  Bedingung  AL  -{•  BM  -{•  Cy  =  0. 

§.  7.  AVir  wollen  insbesondere  noch  die  Reduction  der  Parallel- 
kräfte ansführen.  Ist  (a,  /?,  y)  die  Richtung  der  KrÜt'to  P  und  wird  ihr 
8iiin  durch  den  positiven  oder  ne<^ativen  Werth  von  P  ausgedrückt,  so 
wird  -l'=Pfo*a,  y=Pcosß^  Z  =  Prüsy^  t/Z — :Y=  P{ycosy  —  zeosß)^ 
zX  —  xZ  =  P  (r  cos  «  —  .1-  cns  7),  xY —  yX  =  P  (.r  cos  ß  —  y  cos  «)  und 
hiermit,  da  ro^cr,  cusß^  ms  y  für  die  Suninmtionen  constant  sind: 

j  =  cosa-  £P ,      B  =^  cos  ß'  £P,     C  =  cos  y  ZP 

R  =  £P 

cos  a  =  cos  a,     cos  b  =  cos  /3,      cos  c  =e=  cos  )•; 

Z  -  j:.  cos  y  ZPy  —  cos  ß  EPz 

3/  =  Cos  a  2^Pz  —  cos  y  £Px 

N  =  cusßZPx  —  cosaZPy. 

in  =  Z'  +  .V^  +  iV^  =  {£PxY  +  {ZPyY  +  (^ZPzY 

—  [cosuZPx  +  cosß£Py  +  cosyZPz]^ 

L>ie    Bedingung,  dass  sich  die  Kräfte  auf  eine  Resultante  reduciren,   ist 
erfüllt  und  folglich  //<*''  =  0.    Die  Gleichungen  dieser  Resultanten  sind 

(y,  cus  y  —  Cj  cos  ß)  ZP  =  cos  y  ZPy  —  cos  ß  ZPz 
(z,  cos  «  —  ;r,  cos  y)  ZP  =  cos  a  ZPz  —  cos  y  ZPx 
(jTi  cos  ß  —  y,  cos  a)  ZP  =  vus  ß  ZPx  —  cos  a  ZI*y, 

Wir  wollen  dioho  Cfleichungen  folgcudcrmabsen  schreiben,  indem  wir  sie 
DAcli   cojr»,  c^lS  ß^  ms  y  ordnen: 

(y,  .  ZP  -  ZPy  )  ms  y  —  (c,  •  ZP  —  ZI'z)  cos  ß  =^  i) 
(  2,  .  ZP  -  ZPz )  ms  a  -  (j-,  .  ZP  -  -  ZPx)  cos  y  =  O 
(j-,  •  27'  •       27V)  ms  ß         (f/,  .  27*  —  ZPy)  cos  «  «=  U. 

I>ie»e1ben  werden  uniibhiingig  von  der  Richtung  [jußy)  durch  die  speciel- 
len    (\Hirdinatenwerthe 

27\r  ZPy  _  27*2 

erfüllt;  es  geht  mithin,  wie  man  auch  inimcr  die  Kräfte  ohne  Aenderung 
ihrer  Intensitäten    um    ihnt  An^ritV»>]iunkte   dri'hen    mag,    die    Uehultantr 
stets  durch  einen  fi'8t«'n  Punkt,   den  hitgenannton  .Mitt('l|>uiikt  dt'r  Parallel- 
kriftc,  dessen  rnordinaten   die  eben  entwirkflten  Wcrthe  haben. 
Ifet  /?  ^  (),  so  reducirt  bich  das  Syhtfni  auf  ein  Paar. 

Kin  besonder!)  wichtiger  Fall  der  Reduction  von  Parallelkräften 
tritt  bei  dem  der  Si-hwen^  unterworfenen  Systeme  ein.  In  diesem  Falle 
■iad  die  Kräfte  Nämmtlich  gleichen  Sinnen  und  kann  also  /<  nicht  Null 
•ein.  Sind  »1,  fn\  tn  \  ...  die  Mahnen  der  Sybtempniikte,  ho  bind  die 
P  deren  Gewichte,  nämlicli  P  =^  wy,  /''=  m'y^  p  und  bänimtlich  vertikal 
abwArts  gerichtet;  die  Resultante  li  ist  das  (lesaiiimtgewicht  des  Systems, 

ft<b«ll,   TlitorM  iL  Rr«.  u.  •!.  Kräflc.  30 
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nämlicb  R  ==  £mg  =  g2m  =  ^^/,  wenn  mit  M  die  Gesammtmiue 
des  Systems  bezeichnet  wird.  Ferner  ist  2Px  =  £mgx  >=  ^^"U** 
£Py  =  gZmyy  ZPz  =  g£mz  und  daher  werden  die  Coordinaten  dei 
Mittelpunktes  der  Farallelkräfte,  welclier  in  dem  vorliegenden  Falle  der 
Schwerpunkt  heisst: 

£mx  ^iny  2mz 

Die  Schwerkräfte  eines  Systems  sind  demnach  immer  einer  einiigen 
Kraft,  dem  Gesammtgewichte  des  Systems  äquivalent,  welches  vertikal 
abwärts  wirkt  und  an  irgend  einem  Funkte  auf  der  Vertikalen  des 
Schwerpunktes,  insbesondere  also  auch  an  diesem  selbst  angreifend  ge- 
dacht werden  kann.  Die  Ausdrücke  für  die  Coordinaten  des  Schwer- 
punktes zeigen,  dass  derselbe  identisch  mit  dem  Mittelpunkte  der  Masse  ist. 
S.  Cap.  II,  §.   1.,  S.  502, 

§.  8.  Aus  den  Formeln  des  §.  5.  entspringen  unmittelbar  die  ana- 
lytischen Ausdrücke  für  die  Bedingungen  des  Gleichgewichtei 
eines  unveränderlichen  Systems.  Da  die  Resultante  R  und  du 
resultirende  Paar  iT,  welche  irgend  einer  Reduction  der  Kräfte  en^ 
sprechen,  einander  nicht  Gleichgewicht  halten  können,  so  müssen  lie 
einzeln  verschwinden  und  da  ihre  Quadrate  Quadratsummen  reeller 
Grössen  sind,  so  lösen  eich  die  beiden  Bedingungen  Ä  =  0,  H  ^^) 
in  die  6  anderen  auf: 

A  =  0,     B  =  0,     C  =  0,     L  =  Ü,     M  =  0,     iN'  =  0, 

£X  =  0       i:{yZ  —  zY)  =  0 

2;r  =  0     z  {zx  —  jcz)  =  o 

2;Z  =  0       £  (a  r  —  yX)  =  0  . 
Zum   Gleichgewichte    eines   Kräftesystems   am    unveränder- 
lichen Punktsystem  ist  erforderlich  und  hinreichend  1.  da>' 
die  Summen    der  Projectionen  sämmtlicher  Kräfte  in  Bei^ß 
auf  irgend  drei  Coordinatenaxen  verschwinden  und  2.  das» 
die  Summen   der  Axcnmomente   aller   aus  der  Reduction  f*^ 
den    Coordinaten  Ursprung   entspringender   Kräftepaare  »"' 
dieselben  Axen  Null   sind.     Die   drei   ersten  Gleichungen  drttck^ 
aus,  dass  die  Kräfte  in  der   Richtung   der  Coordinatenaxen   keine  m*^ 
kung   auf  das  System  ausüben  dürfen,   die  drei  letzten,   dass  kein  p 
streben   vorhanden  sein   darf,    das  System  um  Axen   parallel  den  Co^ 
dinatenaxen  zu  drehen;    die  crsteren  heissen  daher  oft  auch  die  Bed** 
gungen  des  Gleichgewichtes  der  Translation,  die  letzteren  die  Bedingöfl' 
gen  des  Gleichgewichtes  der  Rotation. 

Ist  das  System  nicht  frei,  so  nehmen  die  Gleichgewichtsbedüi* 
gungen  eine  etwas  andere  Form  an,  indem  das  Cileichgewicht  in  eine* 
solchen  Falle  nur  mit  Hülfe  der  im  System  auftretenden  Widcrstäiifc 
zu  Stande  kommt.     Hat  das  System  nämlich: 
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1.  einon  fcätoii  Punkt,  so  leistet  ilerselbo  den  KrÜften  gegen- 
r  einen  Widerstand  I{^,  desson  Intensität  und  Richtung  von  jenen 
üngt.  Wühlt  man  den  festen  Punkt  zum  Ursprung  des  Coordinaten- 
ems  und  bezeichnet  die  Cnmponentcn  von  /?,  mit  .1', ,  K, ,  Zj ,  ko 
,  die  Gleichgewichtsbedingungen:  £A'  -|-  -V,  ==  0,  2'J'  -f-  }',  =  0, 
+  Z,  =  O ;  Z  {f,Z  -  -  r  }■ )  =  0,  2:{zX  —  xZ)  =-  ü ,  2:{a-  Y  —  yX)  =  0. 

drei  ersteren  liefern  diu  Componcnten  und  damit  die  Intensität 
dio  Richtung  des  Widerstandes,  die  drei  letzten,  welche  den  Wider- 

<1  nicht  entlialten,  sind  als  die  eigentlichen  Crleichgewichtsbedingun- 
der  auf  das  System  wirkenden  Kräfte  zu  bezeichnen.     Es  brauchen 

mach   diese    Kriit'to    unter    sich    nur   drei    Gleichgcwichtsbedingungen 

ijenügen. 

2.  Hat  das  System  eine  feste  Axc,  so  kann  die  Festigkeit  der- 
en durch  die  Festigkeit  zweier  Punkte  derselben  vertreten  werden, 
eine  Linie  fest  ist,  sobald  es  zwei  ihrer  Punkte  sind.  Wfthleu 
die  feste  Axe  zur  Axc  der  z,    den   einen  dieser  Punkte   zum  Coor* 

itenursprnng  und  sei  ßt  die  Entfernung  des  anderen  von  ihm.  Die 
[erstände  der  beiden  Punkte  bezeichnen  wir  mit  /?j  und  R.^  und  ihre 
ipouenten  mit  A'^,  )', ,  Z,  und  A'.»,  i\,  Z^;  dann  sind  die  Bedin- 
gen des  Gleichgewichtes: 

IX  +  A',  -j-  A-,  =-  O 
ZV  +  }\  +  )  .  =  n 
2/  -1     /,    -j     /,  =-.  o 

2-.;X  ,rZ)     i     xlh  ^   n 

2'  i.r  J*         //A'i    -^  0. 

letzte  vuu  di«'Ken  s«'clis  Gleicliungen  ist  die  einzige  von  den  ge- 
enen  Kräften  unter  sich  xu  erlüMende  Itedingung,  die  fünf  anderen 
^rn  diu  Widerstände  der  festen  Punkte  und  mithin  auch  die  Pres- 
^eu,  welche  in  ihnen  auf  die  A\v.  aus;;eiibt  werden.  Zunächst 
ilt  man   nämlich  aus    der  vi«*rten   und    fünften    <ileichung    .V.^,  und    ].. 

hiermit  aus  der  ersten  und  zweiten  X^ .  }', ,  während  die  dritte 
"-  Zy  gibt,  wie  natürlich  ist,  da  die  beiden  Kräfte  /,,  /^  län;;8  derselben 
»den  wirken.  Sind  aber  A', ,  A*.,,  J", ,  T. .  /,  j-  Z-,  bekannt,  so 
Q   man    die  Resultante  von   A', ,    )', ,    sowie  vnn   A',,    i'^    nach  Grosse 

Richtung  bestimmen  und  indem  man  die  Summe  /,  --(*  /.,  in  zwei 
•'bige  Theile  /, ,  /,  zerlegt,  //,  als  Resultante  von  .\  "^ ,  ), .  Z,  und 
*lft  Resultante  von   .V,,    }'.,   /,  hnden. 

»  ■  » 

3.  Halt  das  System  Idos  eine  feste  A  x  en  r  ich  t  u  ng,  d.  h.  kann 
Qm  eine  gewisse  Axe  des  absoluten  Raumes  ^edrelit  ninl  längs  dieser 
Khoben  werden,  so  wähle  nmn  di«*Ne  Axe  zur  ;-Axe.  Da  die  Axe 
ihrer  Richtung   keini>n  Widerstand    leistet,    so    ist  /,   ~f     /..  =  O   zu 
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setzen  uud  sind  folglich  unter  Beibehaltung  der  Bezeichnung  von  2.  die 
Gleichgewichtsbedingungen : 

ZA'  +  -Y,  +  A\  =  0,      £¥  +   r,  +   }\  =  0,      ZZ  =  0, 
£  [yZ  —  zY)  —    Y^h  =  0,     2:  {zX  —  xZ)  +  X^h  =  0, 

Z{xY  —  y.r)  =  0. 

4.  Ein  System  berühre  mit  einem  Punkte  eine  feste  Ebene; 
um  die  Bedingungen  des  Gleichgewichtes  darzustellen,  wählen  wir  den 
Berührungspunkt  zum  Ursprünge  und  die  feste  Ebene  zur  ory-Ebene  des 
rechtwinkligen  Coordinatensystems  und  bezeichnen  den  Normal  widerstand 
der  Ebene,  indem  wir  von  Kcibung  absehen,  mit  iV,  dann  hat  man; 

2:^^  =  0,    -rr  =  0,    HZ  -\-  li  =  o, 

Z(tfZ  —  zY)  =  0,2;  (zX  —  xZ)  =  0,     Z  {xY  —  yX)  =  0. 

Die  dritte  Gleichung  bestimmt  den  Widerstand,    den   die  Ebene  leiaten 
und  damit  auch  den  Druck,  den  sie  aushalten  muss. 

Berührt  das  System  mit  zwei  Punkten  die  feste  Ebene 
und  wählt  man  die  Verbindungslinie  dieser  Punkte  zur  or-Axe,  den  eines 
von  ihnen  aber  zum  Coordinatenursprung,  so  erhält  man,  wenn  h  den 
Abstand  beider  Punkte  bezeichnet,  als  Gleichgewichtsbedingungen: 

ZX  =  0,     ZY  =0,     ZZ  +  N^  +  N^  =  0, 
Z{yZ  —  zY)  =  0,     Z{zX  —  xZ)  —  N.^h  =  0,     Z{xY  —  yX)  ^=^0. 

Die  dritte  und  fünfte  Gleichung  bestimmen  die  Widerstände. 

Berührt  das  System  mit  mehreren  Punkten,  deren  Ani»k* 
n  sein  möge,  eine  fcHtc  Ebene  in  den  Punkten  (•r,yj),  (x^y-^j  ....(^«y*) 
und  nennt  man  A\ ,  ^\ ,  i\'.j ,  ,  .  .  iV«  die  Normalwiderständo  in  diesen 
Punkten,  so  erhält  man  als  Gloichgcwichtsbedingungen,  indem  man  die 
Widerstände  unter  die  Kräfte  Z  aufnimmmt: 

ZX  =  0,     ZY  =0,     2Z  +  iV,  +  iVj  +  •  •  •  +  ^-  ==*  Ö, 

Z{yZ  —  zY)  +  y,N,  +  y.A'^  + h  V^N,  =  0, 

Z{zX  —  xZ)  —  x^N^  —  x^Nr^  —  .  .  .  —  a^^iV^  =  0, 
Z{xY  —  yX)  =  0. 
Da   die  Widerstände   nur  in   dreien  dieser  Gleichungen  vorkommeni  ^ 
kann  man  sie  nur  in  dem  Falle  bestimmen,  dass  n  =  3  ist,  d.  ^'^ 
System   höchstens   mit   drei  Punkten   die  Ebene   berührt.     Bei  mehr »» 
drei  Berührungspunkten  ist  das  Problem  unbestimmt,  aber  auch  beidt^ 
Punkten  tritt  eine  Unbestimmtheit  ein,  sobald  dieselben  in  gerader  Lu***' 
z.  B.  in  der  .r-Axe  liegen.    Vgl.  hierüber  Abel  und  Grelle  in  Creil* 
Journal  Bd.  I,   S.   117. 

§.  9.  Die  drei  letzten  Gleichgewichtsbedinguugen  eines  ^'f^*' 
Systems,  nämlich 

Z{yZ  —  zY)  =  0,     Z{zX  —  xZ)  =  0,     Z  {xY  —  yX)  =  0 
pflegt  man  gewöhnlich  etwas  anders  auezusprechen,  als  oben  geschehen  ^ 
Die  Grössen   unter  den  Summenzeichen   bedeuten  Momente  von  Kr^ 


r        a 
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flir  welche   dio  Coordinatenaxcn  die  Axeii  rieh  tun  gen   sind.     80 

H.  A'V —  yX  ein  Paar  dar,  doKHon  Axc  der  2-Axe  parallel  ist; 

r   ist  aus   zwoi<Mi,   j-V  und   —  yX   gebildet.     Die   vier    KrXfte 

-  A',   —   }'  dieser    Paare    li<'lVrn    aber    das    Paar    ((>,   —  P), 

1.),    dessen    Seitonkraft    Q    die    Resultante    von    X  und     F  und 

mi  der  Al»staiid  7  von   (J  und  der  :-Axe  ist.     Wir  haben  früher 

t  P  am  Punkte    o*,  //,   z    in    drei 

tilge  Coniponenten    A',    }',  Z  zer-  3J 

l  dessen  w<illen  wir  sie  jetzt  blos  I 

zerb'gt    denken,    von    denen    die  I      ? 

:>arallel  der  ^-Axe  Iftuft,  während  .'       I       1 

re  zu  ihr  senkrecht,   also  parallel  I      v^   , 

beue  ist.     Die  letztere  ist  nichts  ~9   -\     ^       \ 

als  die  Projection  von  P  auf  die ^ — r"^^ —  — -, .  _      -  -X 

:  oder  die  eben  erwfthnte  Kraft  ().  /     '^  •  ,y 

e  des  Parallolograinins,  mit  Hülfe  ^  ' 

lese  Zerlegung   bewirkt  wird,    ist 

:1er    ;-Axe  und  y  der  Abstand    von    ihr;    daher  ist  7  auch    der 

Abstand  von  P  von  der  ;-Axe.      Das    Moment  Qq  des  KrKfte- 

>,  —  O)  wird    sehr  oft   das  Moment   der  Kraft  /'  in  Bezug  auf 

der  z  genannt  und  pflegt  man  das  Moment  einer  Kraft 
lg  auf  eine  Axe  zu  definiien  als  das  Produkt  aus  der 
ion  der  Kraft  auf  eine  zur  Axe  senkrechte  Kbenc 
in  kürzesten  Abstände  der  K  r  a  f  t  r  i  c  h  t  u  n  g  von  der 
?ninach  drücken  die  drei  letzten  Gleichgewichtsbedingungen  aus, 
Summen    der  Momente    aller  Krftfte  des  Systems   in   Bezug  auf 

(^>ordinatenaxen  verschwinden  müssen,  wenn  rtleichgewicht 
soll. 

tedarf  kaum  der  Krwahnung,  dass  im  Falb*  eines  i'bencn  KrHfte- 
«ftmmtliche  Formeln  der  vori;;en  Paragraphen  eine  wf>Hentlirhe 
hun;r  erleid*Mi.  Wühlt  man  die  KbiMie  der  Kriiftr  /ur  .ry-Kbene 
Ic  ;  ("onrdinaten  und  alb^  /-Coniponenten  Null  uml  daher  werdiMi 
ein   für  die   Keduction   der  Kräfte   eines  ebenni   Systems: 

cos  a  ms  h  1  // 

,    -=    „    -  ir  '^"  ^  A 

jloirhj^ewii'ht.slM'irMijrun^fii : 

i'A*  =••  o.      V)-  =r^  o,      2:i.iJ"         i/A'.   --=  n. 
man  da«   rnuniliclu»  System  und  allo  Hfim*  Krhito  auf  eine  Ponr 

m 

ene,  z.  B.  ilie  .rv-Kbrne,  so  bestehen  für  .las  proji«*irte  System, 
im  (ileichgewichtt*  si'in  soll,   die  (ileichungen 

£X  —  O,     XY  =.  0,     ^^xY  —  yX)  —  0. 
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Dieselben  finden  sich  nnter  den  GleicbgewicLtsbedingnngen  des  räam- 
liehen  Systems  und  da  die  ;ry-Ebene  eine  beliebige  ist,  so  folgt,  das 8 
die  Projection  eines  räumlichen,  im  Gleichgewichte  befind- 
lichen Systems  gleichfalls  im  Gleichgewichte  ist;  sowie  dass, 
wenn  die  Projectionen  eines  solchen  auf  irgend  drei  ver- 
schiedene Ebenen  im  Gleichgewichte  sind,  das  räumliche 
System  selbst  sich  ebenfalls  im  Gleichgewichte  befindet. 

Wenn  ein  System  im  Gleichgewichte  ist,  so  kann  man  eine  belie- 
bige Parthie  desselben  von  den  übrigen  l^heilen  abtrennen  und  die  Be- 
dingungen des  Zusammenhanges  derselben  mit  jenen  darch  Krftfte  er- 
setzen; die  abgetrennte  Parthie  ist  alsdann  für  sidi  im  Gleichgewichte. 
Auf  diese  Weise  kann  man  oft  eine  complicirte  Aufgabe  über  das  Gleich- 
gewicht eines  Systems  in  mehrere  einfachere  Aufgaben  spalten;  zugleich 
erfährt  man  dadurch  das  Nothige  über  die  eingeführten  Zusammenhangs- 
oder Spannungskräfte.  Dies  Princip  ist  auch  in  allen  Fällen  von  grossem 
Nutzen,  in  welchen  ein  im  Ganzen  veränderliches  System  aus  anderen 
unveränderlichen  Systemen  zusammengesetzt  ist  und  diese  Partialsysteme 
blos  durch  biegsame  Verbindungen,  durch  Gelenke  u.  s.  w.  untereinander 
zusammengefügt  sind. 

§.  10.  Im  Folgenden  wollen  wir  zunächst  eine  Reihe  leichter  Anf- 
gaben  über  die  Keduction  und  das  Gleichgewicht  der  Kräfte  an  einem 
unveränderlichen  Systeme  behandeln. 

1.    Ein  homogener   schwerer  Cylindcr  (Flg.  192.)  von  der  Itiingttl 
und  dem  Radius  des  Quersclinitts  gleich  r  stützt  sich  mit  zwei  Punk- 
ten .4y  B  seiner  ßasiskrcise  gegen  eine  horizon- 
^^r'^'*'--  talc    und    eine    vertikale   Wand,    so    zwar,    dssi 

die  Verbindaiigsl  inie  v^^  der  ßerühruogspuokte 
in  eine  Vcrtikalebcne  senkrecht  zur  Durcb* 
dchnittsliniü  der  WUnde  fUlIt  und  mit  dem  Hori* 
xontc  den  Winkel  to  bildet;  man  sacht  eine  am 
unteren  Stütz  punkte  ^  angreifende  horizontale 
Kraft  Xj  welche  das  Ausgleiten  des  Cjlinderf 
hindert,  sowie  die  Pressungen,  welche  dieWinde 
in  den  Punkten  A  und  //  erleiden  oder  die  Wider- 
0      ""     ~x  ~  A  stände,  welche  sie  in  diesen  Paukten  zu  leisten 

habe  n. 
Das  System  ist  zwei  Bedingungen  unterworfen,  nämlich  mit  zwei  Punkten 
zwei  feste  Khenen  zu  berühren;  die  Normalwidorstnnde  dieser  Ebenen  seien  ,V,  .Y*» 
resp.  in  A,  B\  da  der  Cylinder  homogen  ist,  so  liegt  der  Mittelpunkt  sämmtlicber 
paralleler  »Schwerkräfte  im  Mittelpunkte  .S  des  Cylinders,  in  welchem  wir  die 
RcKultantc  dieser,  nämlicli  das  Gewiclit  (i  statt  ihrer  angreifend  denken.  Es  mnss 
alsdann  zwischen  den  vier  Kräften  //,  iV,  iV,  X  Gleichgewicht  bestehen;  reduciren 
wir  also  die  Kräfte  für  irgend  einen  Punkt  des  Raumes,  z.  B.  für  A^  so  muss  die 
Resultante  und  das  resultirende  Paar  verschwinden.  Verlegt  man  sämmtlichc 
Kräfte  in  ihrer  und  in  entgegengesetzter  Richtung  an  den  Punkt  .4,  so  erhält 
man  in  horizontaler  Richtung  X  —  A''  und  in  vertikaler  G  —  .V  und  da  dio  Resul- 
tante  dieser   nur  verschwinden   kann,    wenn  sie    einzeln  verschwinden,    so  fol^ 


I \^    OiJ^ 
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V  ^  /ir,  .V  ^  .Y,  il.  Ii.  ili>r  Pruck  auf  die  liorizontalc  Wand  int  i^ltMch  ilciii  Oo- 
wichle  «leM  Cvliiidcrs,  ilur  Dnirk  auf  die  vt-rtikalr  f^li-ifh  dor  ^emichti'n  Kraft, 
welche  das  (ileirhgewicht  horlicifülirt.  Koriiur  fr;;«'hi*ii  sich  zwri  Kriiflvpaare 
i^fi,  --  (i)  und  ^.V,  —  .V;  vini  pnralk'lpii  Axrn,  alnT  i*iitff«*^ciiß-cHi'tztein  Sinnu  mit 
den  Momenten  X''2t  tin  cn  und  -  ^r-'/  rox  to  —  r  Jtin  (Oi  und  da  das  rusultirendc 
Paar  verschwinden  mu«!^,  no  hat  iinii 

2  /  A*  Hin  (a  -=  ti  I  t'tts  Ol     -    /■  «in  ca  , 

wiiran«    folpt:     .V    =*   .V'  ^   \  U  nittf  w  —  \        ti,   —   iJir   gcHUchtr    Kraft  X  wird 

NaII,  wenn  ilie  Plineusioncn  di-H  Cvlindcrs  iMlor  der  Winkel  m  hu  heschaffen  sind, 

r  'Ir 

dau         ^  ^^  ^  t'otg  oi;    in   diosom   Falle    geht  nämlich  G  durch  den    Punkt  A 

nnd  liefft  der  Cyliniler  idiiie  Druck  an  der  vertikalen   Wand. 

l'm  die  Torlief^ende  Aufgabe  rein  analytisch  zu  iTtsen,  wählen  wir  die  Khene 
der  KrÜfti*  zur  j-y^Khenc,  ihren  Schnittpunkt  mit  der  Durchachniitslinie  der  Wunde 
tum  Traprunp;  da  alle  z-Coordinntni  ilcr  Angritfspunkte  drr  Kräfte  und  alle 
Z-C'umponenti-n  derriclhen  Null  Hiiid,  hu  .sind  blus  ilie  (ileichunffen  XX  ^^  n, 
Ey  "■  n,  £\,Ty  —  i/.V  =  M  zu  liiMi-n,  für  ili«-  wir  folpcmie  kleine  Tafel  ent- 
werfen : 


^— ^^^^^^^"^^•^•••I^B^?"'^^"— ^B»^»"^!^ 


Kraflr        .1-  y  .r  y  .•  i'  -  yX 

/•'  •>  -hl  in*  fi  -^  t-  fin  tu     i  UM  in  -i>  r  mt  iii     —  /*'  (/ rifS  (u  ^  r  xtm  w\ 

.V  •«  .V  if  ■' .  •»  1»  ••  2  /  i-iii  w.  A 

Demnach  ««ind  die  Gleie!i;ji'\vicht'«be!linj:un;rrn:  —  .\"  -f-  .\=  u,  -  ft  -\-  .\  t^  U, 
—  /#  :  /  ro«  w  +  r  .«rn  iü  +  'J/.V  f*/*  ro  -  -  'J/V'  */«  ro  =■  O,  woraU"«  «ich  dieselben 
Folpt^runp«  n   rr^rebeii,   wii-   >orin'r. 

*i.  per  ( \v ii n d e r  Kuli  ii ii 1 1' r  il c n ü i- 1 b o n  Ü e d i n ;; u n ^ e n  w i  i-  in  der 
voric^'n  Aiifpabe  nitbt  iliin-li  irini-  neu  v  i  nzu  f  üb  reU'i  e  Kraft  .Y,  son 
d e  r  n  d ii r  t-  h  il  i i-  K  e i  b  u n ^  n  n  li  e ii  Tunkten  A  u n il  /*  im  ( •  I  r  i c  h ff  e  w i c h t 
crhalti-n  werden  Fi;:.  !'.*■»  :  man  tiuelit  den  k  le  i  ii  *•  t  i-n  Winkel  u,  ln-i 
welchem  ilaii  (■  leicb;:  i- w  i  e  lit  noeli  m  unlieb  ist.  /'>  b'ii  Kräften  fr  ^  .V,  V' 
traten  jetzt  n<ii'b  die  Keibun^tkriiftu  1'«>i  .-1  und  //  liinzu; 
4ir*elben  wirken  dem  Aun-Meiti-n  der  HerübrunirNtiiinktr  Mj-.  l:«:!. 

.4   und  //    Liil^'«freu    und    siii<l    iiropurtiunal  dm  da-<elb«t    g,'\'-* 
•tatttindenden   Pren-^un^eii    V,   A  .      Li'/eiebm-u   u,  u    dir  '■.- 

Keibiinp!«i'üeftieienlen  zwi-ehi'H  dem   Ma'eriiil  ili-»  l'ylni-       " ^       '  ■  •  • 
•ler«  und  d«-r  hurixuntabMi  und  vertikalen  Wnn-i,  .*ii)  hIiii] 
die  lntrn«itäti*n  drr  iiei<!ii:  luibiintTHkr  lite  u  N  und  u' V; 

.{ie    Kt 'liiction  der   Kräfte   tiir  ilen  Punkt  ./   i-ru'ibt   lialMi  >        ■*, 

abiilii-b  wii-   bfi   dir  VDripi'U  AurVabe  liie  4ileicbi:»'Wielit--  '  ^  ' 

bediii|punj;eu:  '  » V  J" 

a\  -       V"  =  •».  \   -f-  Ii  .V  -     ti  ^  II, 

•J  \/  Kitt  iii  -|"  M   «  "*  '•>)     ~   ^'   ' « "<  fi>         I  hin  Ol    =■  n. 


.%at   den    beiden    er?»tin    fnlL'»-ii   •lif    Priu-ki-    \  =*  .       .V'  «» 

I    -       U  fi 

4cr  letzten  erhält  man  /«;  m  — 


aiM 
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Fifir-  194- 


3.   Eine  homogene,  schwere,  parallelepipedische  Platte  (Fig.  194.) 
von  der  Länge  2/,  der  Breite  26  und  der  Dicke  2d  ist  um  eine  gegen 
den  Horizont   unter  einem   Winkel   n  geneigte,    die  Mitten  der  zwei 
Gegenseiten  von  dcrLänge  2</einer  parallelogrammatiachen  Seiten- 
fläche  verbindende    Axe    drehbar;    sie    ist    aus    der   Gleichgewichts- 
lage um  den  Winkel  (p  herausgedreht  and  soll 
durch  eine  zur  Seitenfläche  46/  senkrechte,  in 
der  Mitte  der  Längendimension  im  Abstanden 
angreifende  Kraft  P  im  Gleichgewichte  erhtl- 
ten  werden.   Wie  gross  istP,  wenn  dasGewicht 
der    Platte    G   beträgt?     (Schräge   Fallthür.)     Die 
Schwerkräfte  der  Platte  ersetzen  wir  durch  ihre  Resul- 
tante,   das    am    Schwerpunkte    angreifende    Gesamn^ 
gewicht  G  derselben;  der  Schwerpunkt  S  ist  wegen  der 
homogenen  Beschaffenheit  der  Platte  der  geometrisehi 
Mittelpunkt  derselben.     Die  Widerstände  der  Axe  dei- 
ken  wir  an   den  Enden  der  Axe  wirkend  and  beieidi- 
neu  den  am  höher  gelegenen  Ende  wirkenden  nitiV, 
den  anderen  mit  y\    Wahlen  wir  eine  darch  die  Uitte 
der  Länge  2/  senkrecht  zur  Axe  gelegte  Ebene  zur  o^- Ebene  und  ihre  Schnitt- 
linie mit  der  Gleichgewichtslage  der  Platte  zur  a?-Axe,  senkrecht  dasn  die  jr-Aie 
und  die  feste  Axe  zur  z-Axe,  so  erhalten  wir  behufs  der  Keduction  der  Kräfte  fir 
den  Coordinatenursprung  die  Tabelle: 


Krttfto 

P 

N 

ir 


X 

r    \ 

0 

z 

—  Gsifin 

'  !  » 

Geosn 

1             j 
lieostp.hsinqi 

—  Psintp 

Pcottp 

0 

ccos(p\  csin(pi 

X 

r 

Z 

0 

0 

X' 

r 

t: 

0 

0 

0 
0 

/ 

—  / 


yZ—  zF 


zX  —  jeZ 


hGsin  tp  fin  jt  ■  bG cos  fp  sin m 
0  0 

-  ir      i       IX 


^kGtiiifttf 

0 
0  ■ 


und  mit  lliilfo  derselben  die  Gleichgcwichtsbedingungen: 

1.  Gcosn  —  Pxin(p  +  X  +  X'  =  0 

2.  Pcoxtp  +  y  +  r'=  0 
,H.  '-  Gsinn  +   Z  +   /'  =  0 

4.  —  hGfiin  (p  sin  n  —  l  (V  —  V')  =^  0 

5.  bG  costp  sin  n  +  l  {X  —  A")  =  0 

6.  —  bG  sin  q>  cos  n  -}-  Pc  s=  0  .  * 

■ 

Dio  sechste  Gleichung  löst  die  Hauptfrage  der  Aufgabe,  indem  sie  P  liefert  *■* 
findet  diese  Gleichung  unmittelbar,  indem  man  G  parallel  und  senkrecht  zur  fe*^ 
Axe  zerlegt;  da  G  mit  der  a:y-Ebeno  den  AVinkel  ?i  bildet,  so  ist  die  letztere  Co*' 
ponente,  welche  der  .r-Axe  parallel  läuft,  G  cos  n  und  da  der  Arm  des  Geoi*^^ 
sprechenden  Paares  b  sin  (p  ist,  so  erhält  man  für  das  Moment  dieses  Paares,  des*^ 
Axe  parallel  der  z-Axo  ist,  —  bGsincp  cos  n]  Pc  ist  das  Moment  des  ander«* 
Paares,   welches  diesem   Glciehgewiclit  halten  muss.      P  wird  ein  Maziman  ^^ 

qp  =  -    ,   es  wird  Null   für  qp  =  0  oder  n.     Für   n  =  --   ist  P  stets  gleich  N^' 

bei  jedem  tp  (dio  offenstehende  Thüre  mit  vertikaler  Axe}.     Je   grösser  »,  des* 

kleiner  wird  P,   für  n  ^  0   wird  P  ein  Maximum.     Für  /i  =  0   und  qp  =  —  f*^ 
das  absolute  Maximum  von  P  ein  (horizontale  Fallthür]. 

Die  übrigen  Gleichungen  liefern  X,  X':  Y^  Y*\  Z  +  Z\  nämlich: 
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ficn 


X  -]'  7s'  —  fg  «1«  «. 


)  ß  II —  jriV  9  —  1 )  cos  n  —      ■  cos  tp  sin  n  >  , 

^  //  <(       «iV  tp  —  1  )  cos  «  +     .     ^f>*  <P  *"•  "  (  t 

.  ^  f  A  *      .      ) 

—  4  ff  <    -  rot  <p  r^M  n  —      -   stn  n] 

^  köDneD  nicht  f^ctrennt  werden,  da  sie  längs  derselben  Gcrndcn  wirken. 
■  ^  «,    wofür   P  ■■ 


-   sin  n  :   uin  tp  , 


ir  n 


>  0   ist,    erhilli    man    bezüglich    der   Widerstünde: 

'«  0,  r  +  i"—  0,  z  +  z'  =-  6?,  A'  -  .\'=  —  */-  cf»s  9,  r  —  r  — «», 


/ 


.V  —  -  x 


•* 


--/  «• 


r  —  —  i '=.  0,    /  +  z  —  <7, 


Fic.  1!»Ä. 


9  OB  0  netzen  kann.  Bei  einer  vertikalen  Thüre  wird  aUo  der  obere 
heraasgedrückt,  der  untere  hineinffodrückt  Ueber  die  z-( Komponenten  der 
ände  ist  hinsichtlich  ihrer  Vcrthcilung  auf  die    Klobon,    wolche   hier  als 

fest  gelten,  nichts  zu  ermitteln. 

■ 

Et  sei  AR  '^  2a  (Fig.  105.)  die  H reite  einer  homogenen,  sohwe- 
atte  vom  Gewichte  fi^  welche  um 
orizontale  Axe  A  drehbar  ist;  in 
ein  gewicbtloser  Faden  befestigt 
ler  den  Punkt  T,  welcher  in  der 
4C'^h  vertikal  über  A  liegt,  hin- 
spannt:   am    anderen    Ende    M   der 

l  de»  Fadens  wirkt  das  Gewicht 
)T  grossen  Masse,  deren  Schwer- 
.V  sich  auf  einer  gewissen  Cnrve 
wegen  kann.  Welclies  ist  die  Be- 
<*nh('it  d  i*r  Curve,  wenn  das  System 
it  Lage  von  .V/  auf  ihr  im  Gleich- 
hte  si-in  soll? 

c  Aufgabe  ist  von  einiger  Bedeutung  für 

iitmctiun  der  Zugbrücken,  wenn  A /t  ilio 

sbahn.  HCM  die  Zugkette,  deren  Gewicht 

;enüber  den  grimsen  Gewichten  fler  Bahn 

r  Masse  Q  nicht   in  Betracht   kommt  und 

te  über  eine  Holle  r  lüuft,  riuren  Dirnen- 

ebenfalls   unbedeutend    sind.      Sic   wurde 

«rquis    de    T Hospital    vm    Sauveur    ir>i);i 

ft,  welrher  erstere  eine   Lösung  in  den  Act    friuHturum  vi»n   ItV.i.'i  1  Februar) 

ab.     Job.   Bernoulli  Mobrieb  gleichfalls  hierüber,  ebendai.  S.  .V.l. 

•nkt  man  *iieh  den  Faden  zwischen  fi  und  (\  .«uwie  zwi!«chen  C  und  M 
schnitten,  so  sinil  .'in  der  ersteren  Stelle  zwei  gleiche  Kräfte  7*  und  an 
teren  ebenfalN  zwei  gleiche  Kräfte  7*'  in  entgegent!e!tetKteni  Sinne  längn 
btung  des  FadeuH  ntizubringen,  um  ileu  Zusammenhang  des  Systems  an 
^tfllen  durch  KrUfte  auszudrücken.  Dadurch  zcrtlillt  aber  da«  Gesanimt- 
in  drei  Partialsystome ,  von  denen  jedes  für  steh  im  (tleichgewichte  int, 
:  1.  das  System  der  Platte,  welches  um  die  feste  .\ze  ./  drehbar  ist  und 
hera  das  (iewicbt  P  der  Platte   am  Schwerpunkte  .S  derselben   angreifend 
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und  die  Kraft  T  (Spannung  des  Fadens)  wirkt,  2.  das  System  des  festen  Pnnktet 
C  mit  den  Kräften  T,  T  und  3.  das  System  des  auf  der  gesuchten  Carye  beweg- 
lich cn  Punktes  M  mit  den  Kräften  T  und  Q. 

Das  erste  dieser  Systeme  ist  im  Gleichgewichte,  sobald  die  beiden  Paare, 
welche  durch  die  Verlegung  der  Kräfte  an  den  Punkt  A  entstehen,  ein  re«al- 
tirendes  Paar  Null  liefern.  Bezeichnet  ^  den  Winkel  BAC  und  «  den  Winkel 
BCAf  so  ist,  wenn  AS  =  b  gesetzt  wird,  —  bP  sin  t/y  -|-  A  7*  sin  ob  =  0,  oder 
weil  in  dem  Dreiecke  ABC^  wenn  der  Radinsvector  CM  der  gesuchten  Corre 
gleich   p   gesetzt    wird,    BC  =  l  —  g    ist    und    daher    die    Proportion    besteht: 

sin  'üf  sin  a  .    , 
=      —     jjü  ],at  man: 

/  —  Q  2  a 

1.   b{l  —  Q)  P  —  2ahT  ^  0. 

Hinsichtlich  des  zweiten  Systems  ergibt  sich  T  ^=  T,  Denn  der  Punkt  f 
kann  angesehen  werden  als  eine  unendlich  kleine  Rolle  mit  dem  festen  Mittel- 
punkto  C  und  wenn  der  Radius  derselben  a  ist,  so  findet  man  durch  Redaetios 
der  Kräfte  auf  C:    Ta  —  T'a  =  0,  d.  h.  T  =   7^. 

Am  dritten  Systeme  wirken  die  Kräfte  r'=  T,  Q  und  der  Normalwiderstud 
N  der  Curve.     Da  sie  an  demselben  Punkte  angreifen,  so  bestehen  die  Gleiduu* 

rwt  f\  »» 

gen:      — ^^  =  — ^>=r  =  —     -^  ^     Wenn   wir   uun  die  gesuchte   Curve  auf  eia 
sin  Q  N        sin  A'  T        sin  TQ 

Polarcoordinatensystem  beziehen,   dessen  Pol  der  Punkt  C,   dessen  Polaraxe  C^i 

für  welches  also  der  Radiusvector  CM  =  q  und  der  Polarwinkel  ACM  ^  #  iA 

so  hat  man,  indem  man  in  M  noch  die  Tangente  Mt  der  Curve  zieht,  QS  ^  «  '^^' 

also  sin  QN  ^  cos  Qz  =  -^^ ,  wenn  ds  das  Bogenelement  MM'  beieidart. 

as 

Ferner  ist  der  Winkel  AT,  welcher  die  Normale  der  Curve  mit  dem  RadioBrector 

bildet,   das  Complcment  des  Winkels  zwischen  Radiusvector    und  Tangente  Q»^ 

da  dessen  Cosinus    .-  ist,  so  hat  man  sin  MT  =    .  .     Kndlich  ist  sin  TQ  ■»  «*  •" 

(ts  iis 

Daher  geht  die  vorstehende  Proportion  jetzt  über  in 

2.    --    ^'-     =    ^^=--^-. 
d  (p  cos  Q-)         dg         ds  sin  ^ 

ludern  wir  jetzt  aus  der  Gleichung  2.  den  Werth  von  T  durch  0  ausgedrückt  e^t' 
nehmen  und  in  die  Gleichung  1.  einsetzen,   erhalten  wir  als  DifferentialglaiehO^? 

der  Curve  CM: 

b{l  —  q)  PdQ  —  'lahQd{qcosQ')  =  0, 

deren  Integral  wegen   (/  —  g)  dg  =  —  d-\{l  —  p)*  sich  sofort  ergibt,  nimlxC»*' 

Phil  —  g}  +  ^ahQgcosQ^  =  C. 

Soll   die  Curve  durch   den  Punkt  (■  gohon,  wie  wir   annehmen  wollen,  so  mn»*  ' 
für  jedes  -0"  verschwinden   können,   d.  h.   es   muss   p  =  0  unabhängig  von  d  **** 
Wurzel  der  Gleichuug   sein.     Dies  führt  zur   Bestimmung  der  Constanten,  ind*** 
man  C  =«  bPP  setzt,    wodurch   nacli   Tilgung    des    Factors  g  die  Gleicbang  ^* 
Curvo  wird 

g  =  2[l  -     ^^      ^     cos  &)  • 

Diese  Gleichung  führt  zu   einer  einfachen  Construction  der  Curve  durch  Funkt** 
Trägt  man  nämlich  auf  CA  von  C  aus   die  doppelte  Länge  des  Fadens  CL  »  *' 

auf,   beschreibt  um  L  mit  dem  Radius  2p  ^     -■    ^    einen  Kreis  und  constndl* 

b     P 

über  CL  gleichschenklige   Dreiecke   CLF  mit  dem  Basiswinkel    gleich  den  ve^ 
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iedviicn  Werthen  dot  PoUrwiiikoU  ^,   so  liefert  ilic  rruji'ctioii  A'  ilcii  Schnitt- 
ikti'i  //  <lfS  KrciHCR  mit  der  Scitu   A/*  a\if  OL  iHo   I/iii{re 

rh  —   J/  —  2/>  ros  4>  -»  9  —  r.M, 
«  tlor  ohigi-ii  <iluichiiii|r  1.  iTfriKt  Hich  «He  Spaniiiiiij;  T  (Ich  Fiidfiis,  niinilidi: 

ist  nm  klpiimton,  wenn  9  niii  j;rnNsteii;  für  g  =^  l,  wenn  die«  mi*^Iich  int  vi*r- 
fft  der  ("onNtnirtinii  dm  Syntoms,  wird  sie  Null. 

I)rr  WiilemtHn«!,   drn   die  Cnrve   zu    leinten   ii;it,   erj^iht    sich    aiiH   den  (ilei- 
jnpcD  2.,  uäinlii'li:  ^^ 

rt  19  coa  V) 
ifit  aber  /(9  com  O.i  =  —  2^«iii  ^r/^  und  c/««  «  ^V  +  p'^/^',  d.  h. 

d  daher  aNo  der  ab:<oIute  Werth  von  .V: 

'1  ttnl 

ii.    11.      Aebniich   wie   nii'h   Tiip.   IV,    §.   \\,  dii;   Acipiiviilenz    ebener   Kräfte- 

iteme   auf  die   Kif^enacbaften   do'i  Monii-ntfa   diesen  Syntemo  ziiriickfUbren  lieHii, 

na  auch   die  Aeqiiiv.-ilenz   rü  11  ml  ich  er  KrliftcHystomc   auf  die  nftnichtiinf)^   einer 

ixiffrn  Cirö^fte   (rcpriinilrt   werden,  welche  eine  Verall^remeinortinf;  iles  Momentes 

«ner  Systeme   ist.      Sie   iat   di«>  Summe  aller  Pyramiden,    welche   eine    belicbif;« 

«che   im    Kanme   zur   fremoinüchaft liehen   Kante    uml   die   einzelnen    Kräfte   des 

k^ems  zu  (flctrenkanten  haben.    Int  MO  ir^>>end  eine  Strecke,  AH  eine  iler  Krilfte, 

i  «t  das  Volumen   der  Pyramide  MO. AH  iltT   Rechste  Tlieil  iles  I'arallclepipeds, 

^hea  beide  Linien  zu  Qcf^enkanten  hat  und  wenn  X  den  Nei;runpiiwinkel  beider 

«!iitet,   HO  iit  MO' Ali  Ktn  l  der  Inhalt  «riner  Seitcndücbe  des  Piirallelepipcds, 

>  lieh   des   Par-illcloi^rninm!«,    w riehen    MO   und   eine   durch  O  f^chrnilc,   zu    AH 

Allele   und    ihr   );leiche   Liin^ro  zur  Seite  hat.      I^ieser  Inhalt    int    noch  mit  dem 

K  futrn  .\bfitandi*   p  zwiMcben  MO  iimi  AH  zu   niultiplicircn,   um  das  Volumen 

I'srAJIclepipedi,   niimlich   MO'AH%ful-p   zu  erhalten  (vf^I.  S.  71).      Kn   stellt 

^    AH  «i'i  Ä    die  ]*rojeetiufi   Av.t   Kraft   AH  auf   i-in*-    zu   MO  Nt-nkrechte    KUmh* 

mitbin  AH  ^inXp  das  Muuii*nt  ilifser  Kraft    bezüfrlirh   iler  .Vzo  OM  (s.  §.  '.1.^ 

l)aher   i«t    ilic  Suninii'   dt-r   (renannten  Pyriimiden   der   Summe    diT   Moment«* 

^    Kriftc    für  die  .An*  OM   propurtiitnal    mit    dem   l'ri>|>i>itinnali(:itsfaetor  }  MO, 

Hau    ebene    Svntem    i^t    l   .^   \  n ,    alM»    Mtfllt    iWr   MO  i^   1     ili«*    Sumun*    alier 

^  llrlepipedi;  tlie  Sunniic   JL'  A  It    p)  aller  MiMuenti*  odi-r  iJas  Miinii'Ut  den  ebenen 

^«-mi  ilar.      Oie^er  .-Vnaln^ie  wr^en   nennen    wir   mit  .MübiiiH   liie  Summn  aller 

^llfl«pipede  iiilrr  auch.    il:i  kein  IirtliKm    in  den   lletraclitun^^en  zu  befiircliten 

«lie  Summe  der  Pyrauiidiii,    welche   MO  aU  ^enieinscbafi liehe   Kante  un«l  <lie 

^\v   EU   Ocf^enkanti  n    haben,    daii    .Moini-nt    den    riiu  ml  i  e  he  n    Syütenis    iiir 

^le  OM.      rebriifen«»    tritt  jede   Pyramiib-    in    MO  AH  in    der  Summe    mit    be 

'  v^itm  Vorzeichen  auf,  wie  en  ilas    Moment  iler  betrelfenilen  Kraft   für  ilie  A\e 

l'iihrt.      Dien  /eichen    beHtimmt   Ntch  liiin-h  ilen  Sinn  «ie«  lin-ieckü  ff  AH,  wie 

^«^  r  einem  io  M  betin<lliclien.  auf  ilassellie  lierabNehenileii  Punkte  erflrb«>int. 

Wir  beirinnen  mit  der  Metrachtun);  zweier  Kr.iftepaare  und  ihreH  resultircii- 
^  l'aares  für  den  Fall,  davs  die  Kbeno  der  ilrei  Paare  durch  denNelbeii  Punkt  O 
'^(t  sind  und  sie  nich  alrt«!  in  dernelbcn  (ieraden  OA  nehneideu  Tiir.  P.Hi.\ 
^  einen  beliebigen  Punkt  .1/  in  der  Kbene  de*«  Parallelo^rammn  OKOI*  i-t  itie 
**Bie  der  Moment«;  lier  Kräfte  Cn  uini  AV;  ^|,  irh  dnu  .Momente  ihrer  Ketiil 
««•■  ßO^   d.  b.        Mrn  +    •   MKO  ^    ■'    Man  nud   ^cnn  mau  A  als   ^'i-uifin- 


572  T)ar  Moment  eines  Kräftesystems  aU  Pyramidensnmme.  V.  Capi 

schaftlichc  Spitze  dreier  über  diesen  Dreiecken  stehender  Pyramiden  anaielit: 
MCOA  +  MEOA  =  MGOA,  oder  da  nach  Grösse  und  Sinn  COA  —  OAB, 
EOA  =  OAD,  OOA^OAF  ist,  MOAB  +  MOAD^MOAF,  welche  Pyramiden 
man  aber  auch  so  ansehen  kann,  dass  M  ihre  gemeinsame  Spitze  ist,  während  ihre 

Grnndflädien  die  halben  Momente  der  Paare  {AB^  CO),  {AD^  E0\ 
{AF,  GO)   sind.     Da  Paare  sich  in  ihrer  Ebene  verlegen  lassen, 
so  ist  die  Annahme  des  Punktes  M  in  der  Ebene  OEGC  keine  be- 
schränkende, dieser  Punkt  vielmehr  ein  beliebiger  des  Banmes.  Man 
kann  diese  Retraclitung  sofort  auf  beliebig  viele  Paare  aasdehnen, 
deren  tibenen  sich  in  einem  Punkte  0  schneiden,  mögen  ihre  Ebenen 
/>    sich  übrigens  in  derselben  Geraden  schneiden  oder  nicht.    DrSckea 
w^.^!^/       ^^**r  nämlich   eine  Pyramide,   deren  Spitze  M  ist  and  deren  Balis 
^     4—  y,  das  halbe  Moment  vi  eines  Paares  ist,  kurz  darch  Mm  aas,  so  be* 

stehen  für  ein  Aßrgregat  von  Paaren,  denen  m,  m',  »",  m*^  ... 
angehören,  wenn  r  das  lialbe  Moment  des  aus  m  und  m',  r*  das  halbe  Moment 
des  aus  m  und  r  oder  aus  m,  m,  m'  resultirenden  Paares  n.  s.  f.,  R  das  des 
rcsultirenden  Paares  aller  ist,  die  Gleichungen: 

Mm  +  Mm  =  Mr 
Mr  +  Mm''=  Mr 
Mr  +  3//«  "=»  Mr\ 

■ 

durch  deren  Addition  erhalten  wird: 

2  Mm  =  MR, 
d.  h.  für  ein  System  von  Kräftepaaren  im  Räume,  deren  Ebenen  lieh 
in  einem  Punkte  schneiden,  ist  die  Summe  der  Pyramiden,  welche 
einen  beliebigen  Punkt  des  Raumes  zur  gemeinsamen  Spitze,  so 
Grundflächen  aber  in  den  Ebenen  der  Paare  Dreiecke  haben,  welche 
die  halben  Momente  der  Kräftepaare  nach  Grösse  und  Sinn  darstel- 
len, gleich  der  Pyramide  mit  derselben  Spitze  M  and  einer  Grund- 
fläche in  der  P2bene  des  resultirenden  Paares  gleich  dem  halben  Mo- 
mente desselben. 

Nehmen  wir  jetzt  für  ein  beliebiges  räumliches  Kräftesystem  einen  beliebigen 
Punkt  0  als  Keductiouspunkt  an  und  construiren  sämmtliche  ans  der  Redaetion 
entspringende  Kräftepaare,  so  bilden  diese  ein  System  von  Paaren,  deren  Ebenen 
sich  in  einem  Punkte  schneiden  und  wenu  wir  also  noch  einen  beliebigen  Punkt 
M  annehmen,  so  ist  nach  dem  vorigen  Satze  die  Summe  der  Pyramiden,  welche 
M  zur  gemeinschaftlichen  Spitze  und  die  Dreiecke  mit  0  als  gemeinschaftlicher 
Spitze  und  die  Kräfte  des  Systems  als  Gegenseiten,  zu  Grundflächen  besitzen, 
gleich  der  Pyramide  mit  derselben  Spitze  und  einer  Grundfläche  in  der  Ebene  des 
resultirenden  Paares  gleich  dem  halben  Momente  dieses  Paares.  Die  Pyramiden, 
welche  diese  Summe  bilden,  haben  MO  zur  gemeinschaftlichen  Kante  und  die 
Kräfte  des  Systems  sind  die  Gegenkanten  dieser. 

Für  den  Fall  des  Gleichgewichtes  ist  nun  das  Moment  des  resultirenden 
Paares  Null,  also  auch  die  ihm  entsprechende  Pyramide;  ist  das  System  anf  eine 
Kinzelresultante  reducirbar,  so  tritt  Gleichgewicht  ein,  wenn  dieselbe  in  umge- 
kehrtem Sinne  den  Kräften  des  Systems  zugefügt  wird;  in  diesem  Falle  ist  also 
mit  Kücksicht  auf  den  Sinn,  in  welchem  die  Pyramiden  genommen  werden,  die 
Pyramidensumme  gleich  der  Pyramide  der  Resultanten.  Ist  das  System  überhaupt 
einem  anderen  Systeme  äquivalent,  so  ist  die  Pyramidensnmme  desselhen  für  jede 
beliebige  Axe  MO  gleich  der  Pyraniidensumme  dieses. 

Für   eine    einzelne   Kratt  verschwindet    die  Pyramide,    sobald   MO  mit  der 
Kraft  in  eine  Ebene  fällt;   für  zwei   sich  kreuzende  Kräfte  kann  daher  die  Pyra- 
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■idenaniiune  für  keine  Axc  MO  dva  Itawmcn  v«.Trich winden.  Für  drei  nicht  iu 
einer  Ebene  licf^ende  Kri-ifte  ^ibt  es  einü  »Schaar  von  Axun,  wrlchu  alle  drei 
•chneiden  (sie  liegen  in  einem  einfachen  llypcrholoid);  für  sie  ulli-in  ist  di«'  I'yr:!- 
Biidensamme  Null.  Drei  »olchc  Kräfte  k«')nn«n  sich  ilahcr  nit*  Olrichp-wicht  hal- 
ten,  weil  für  den  Fall  di'ti  Ulficli^cwichtes  t]ii>  TyraiiiiiirnHumiiii*  viTNchwindcii 
BiSflSte  und  zwei  sich  krcuzrndc  Kräfte  Kiiiiuen,  wie  liii-raiis  ful^^t,  nie  einer  cin- 
seloen  Kraft  üqQtyalent  sein. 

Der  Inhalt  dieser  Untersuchung  kann  in  ful;;i>nilc  Sätze  /(isanimengefasst 
werden: 

nie  Summe  der  Pyramiden,  welche  eine  hell  eilige  Axe  des  Uau- 
nes  als  gemeinschaftliche  Kante  und  die  Kräfte  eines  Systems  zu 
O  e  g e  n k a D t e n  h a h e u ,  u d  e  r  das  Moment  d  e  h  S y h t  e  ni  h  ist  im  Falle  des 
Oleichge  wicht  es  Null  für  jede  Axe  do:9  Kaum  es;  ist  das  System  nicht 
im  i*  I e i c h g 0 w i  c h t e ,  sondern  einem  I ' a  a r e  o tl e r  einer  Resultanten  in 
Verbindung  mit  einem  Paare,  also  überhaupt  zwei  Kräften,  oder  ist 
daescibe  einer  einzelnen  Kraft  ä(|iii  valent ,  su  ist  diese  Summe  gleich 
der  diesen  Kräften  entsprechenden  Summe. 

Ist  die  Pvramide  nsumme  oder  das  Moment  eines  Kräftesvstems 
für  jede  Aze  Null,  so  ist  das  System  im  (j  leichte  wich  tu  und  sind  ilie 
Momente  zweier  Systeme  für  jede  Axe  gleich,  so  sind  die  Systeme 
ftqairaU'nt. 

liiennit  kann  z.  R  der  §.  2.  erwälmte  Satz  von  Chasles  sehr  einfach  er- 
wiesen werden.  Sind  nämlich  A'O,  HS;  P'(j\  ll'S'  die  beiden  Kräfte,  von  ilenen 
jedes  Paar  dem  System  äiiuivalent  i»!,  so  ist 

Morn  +  MOns  ==  Mor'n'  -\-  Mnu's' 

and  wenn  man  die  Axe  MO^  welche  willkürlieh  gewählt  werden  kann,  der  Keihe 
Bacb  mit  /'(/,  /f.S',  t^fj\  U' s  zusatiimeiif allen  lä>st,  wobei  aus  iler  (ileichung  je 
eine  Pyrauiiilc   herauhf.-illt,    wi>il   ihr  Vulumcn   sieh   auf  Null  reilueirt,   so  kommt: 

/'  o  li  s  ^  /'  n  r'fj  +  /•  o  /f'.s'.      H  s  rn  ^  H  s  r'n'  +  n  s  H's\ 

i^Q'pn  4-  i'^tj/ts  ^-  r'nn's\     n'.s'rn  +  n's'iis  ^  n'sr'n'. 

Man  braucht  diehc  vier  (ÄUicIiungcn  blos  zu  siimmirrn,  um  PO  US  —■  P'tjU'^ 
KU  finden. 

Um  ileu  analvtiücbi'n  AiiHilruck  für  da*i  Moment  eines  SvMtems  zu  bilden, 
bedürft- II  wir  den  Inhalti-s  einer  Pyramiilr,  dureli  die  Cuortlinaten  ilirer  Kekpniikte 
dargestellt.     Ovrsulbe  ist,  wenn  die  Coonlinaten  ib-r  Keken  j,,  //,,  z,;  j^,  z/^,  z^; 

'i*  ^it  -ii  '4t  ^4*  «4  eiud: 


Ji     .Vi 

•1 

1 

^i     ."i 

•2 

1 

•'  i     .Vj 

-1 

1 

•'I      .V| 

*l 

1 

Man  kann  zu  dieiier  Formel  dureli  nin  ^'i-umetriäehe  Hetracbttingen  ful- 
^ndermassen  gi-laiigen.  I)»««  Viduuiiii  'iner  l'yniiniiii;  än<liTl  sich  nicht,  wenn 
bei  Kettbnltung  einer  Kanti-  ilie  Gr<frnkante  iu  ibn-r  Ikii-btiiii;:  belii-bi;,' ver-iclnibrn 
winl.  Nun  seii-n  /f//,  Af\  Alt  *\'\v  Seiten  und  Iti.-i^'nii  i!<'  t-iiiiN  Piiratb'lo^'rauMiiH, 
MS  aber  irgend  i  ine  Stricke  im  ICaumr,  jto  i^i  l/.V.I//  -|*  M^A^'  -^  y/ ^  .t /f. 
I>enB  wenn  man  .1/.\  in  M>iner  Uichtuiig  vrri*cliir)t,  bis  .\  in  dir  Kbeui-  tlcM  l'.i 
rallelogramms  nach  .V,  gelangt,  mo  ist  ilann  .V,.-|//  -{-  .Vj.M'  ^  .V,  .1/i  inul  fol^ 
lieh,  w^nn  .V,  die  verämlerte   Lage  von   M  bidi-utrt, 

^t^^^A/^  +  .i/,.v,wr  -    .1/,  .v,.r//, 
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woraus  nach  der  eben  gemachten  Bemerkung  auch  MN AB  '\-  MN AC^  M2i AD 
folgt.  Man  dehnt  diesen  Satz  sofort  auf  das  Parallelepiped  aas,  dessen  Kanten 
und  Diagonale  AB^  AC,  A  E  und  AF  sind.  Denn  für  das  Parallelogramm  AB  FE 
hat  man  ebenso  M^ AD  -f-  M N AE  =  MN AF  und  wenn  man  diese  Oleichang  mit 
der  vorigen  verbindet,  so  kommt  MS  AB  +  MNAC+  MS  Aß  «-  MNAF, 
d.  h.  die  Summe  der  Pyramiden,  welche  eine  Strecke  MN  mit  den 
Eckkanten  eines  Parallelepipeds  a  Is  Gegenkanten  bildet,  ist  gleich 
der  Pyramide,  welche  sie  mit  dessen  Diagonale  bildet.  Von  diesem 
Satze  machen  wir  jetzt  Gebmuch,  um  das  V^olumen  einer  Pyramide  xu  finden, 
deren  Gegenkanten  M N  und  AB  heissen  mögen.  Durch  M  legen  wir  drei  recht- 
winklige Axen  und  construircn  das  Parallelepiped,  dessen  Diagonale  MN  ist  and 
dessen  Eckkanten  die  Projoctionen  i>/iV|,  J/iV,,  JfA's  von  MN  auf  diese  Aien 
sind.  Dann  ist  MNAB  =  MS^AB  +  M^\AB  +  MN^AB,  Nun  construiren 
wir  ein  zweites  Parallelepiped  in  A  von  denselben  Axenrichtungen ,  dessen  Dil* 
gonalo  AB  und  dessen  Eckkanten  AB^^  AB2,  AB^  den  Projectionen  von  AB 
auf  die  Axen  gleich  sind.  Dann  ist  MN^  Aß^  J/A',  ABi  +  MN^  AB^-^-  MN^  AB^ 
oder  da  MN^AB^  =  0  ist,  weil  die  Gegeokanten  MNi^  AB^  dieser  Pyramide  in 
einer  Ebene  liegen,  MS^AB  =>  MN^AB^  +  MN^AB^,     Ebenso  ist 

Mi\\AB  =  Mh\ABy  +  MS^AB^ 

""*^  M S\ AB  ^  M .Vj Aßi  +  M N^ A Ä, . 

Führt  man  die  so  gewonnenen  Ausdrücke  für  MJS^AB^  MN^^^  ^i^d  MNiAB 
in  die  Gleichung  für  MS  AB  ein,  so  ergibt  sich  zunächst 

M NAB=-  M A', AB2  +  M N^ AB^-\-  M ;V, AB,-\-  M .V, AB^+  iW.V, AB^^  MS^ AB^ 

MN AB  =  { J/A, ^ /?!  +  J/Aj AB,)  +  {MS^  AB^^  MN^  AB^)  +  (MN^  AB^  +  MN^ AB^). 

l)ie  beiden  Pyramiden  in  je  einer  Klammer  bleiben  ihrem  Volumen  nach  ange- 
ändert, wenn  man  Aßij  AB^i  AB^  in  ihren  Richtungen  bis  zum  Durchschnitt 
mit  den  Seitenebenen  des  Parallelepipeds  M N  verschiebt.  Sie  haben  entgegen- 
gesetzten Sinn  und  wenn  in  Bezug  auf  M  als  Coordinatenursprung^  die  Punkte 
Ny  A,  B  die  Coordinatcn  |,,  i],,  fj;  J,,  i^,,  {,;  Jj,  ly,,  fj  besitzen,  so  erhält  man 

MN^AB,  +  MN.AB,  =  i  (,?,t,  ~  ^,f,)  (£,  -  {,) 
MN.AB^  +  MN.AB^  =  Jft  g,  -  f,  J,)  (i,,  -  i,,) 
MNyAB,  +  MN.AB,  ==  ^(S.ij,  -  J.iy,)  (fi,  -    f,). 


mithin 

MNAB  =  i 


£1  Vi   ii 

ii     Vi     ti 

Ss     ^3     S3 

und  wenn  in  Bezug  auf  ein  anderes,  dem  bisherigen  paralleles  Coordinatensystem 
;)/,  iV,  A^  B  die  Coordinaten  j',,  y,,  z, ;  jt,,  »/g,  :,;  j-,,  .y,,  r,;  0:4,  .V4,  z^  haben, 
so  wird 


Sl            "^2            •*!> 

»?l  —  ^2         !/iy 

*i » 

52          •''3          ^'1 » 

Vt  =  //3  —  i/n 

?2  =  *a 

=  1» 

und  folglich 

Ss            ^4            ^I » 

';3  =  yi      i/n 

fa  =  VI 
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Ui        l/\    '2  -    =1 
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Nun  Heien  die  Coordinatcn  von  M  gleich  o?!,  yi,  Z|;  die  von  O  aber  jp|  -}-  er. 
^1  +  ß'  =1  +  y»  sodass  a,  ß,  y  die  Projectionen  der  Strecke  MO  auf  die  Axen 
bedeuten;   ferner  seien  .r,  y,  z  die  Coordinaten  des  Angriffspunktes  der  Kraft  P 


I 

i 


1 

J-I 

.Vi 

-1 

1 

1 

a 

ß 

«> 

/ 

o 

1 

.!■ 

li 

1 

1 

A' 

y 

/ 

o 

V.  Cup.  Das  Moment  einos  KrüftcKystems  als  TyrAinuleiiaiiminc.  f)75 

DDd  alflo,  wenn  A',  i',  Z  ihro  (Vniponciitvn  niinl:  .r  -f-  -^'<  y  "V  i'i  z  -}-  Z  <Iio 
Coordiiiateo  des  Kmlpuiiktcd  der  Strecke,  wi-Irlic  P  darittfilt.  Mit  Hülfe  der  eben 
entwickelten  Formel  ist  dann  das  Moment  der  Kraft  /'  in  lieziifr  auf  die  Axe  (ßm 

•'I  .V|  =1 

•Ti  +  «   //i  +  ß   =1  +  y   1 

X  .1/  : 

.r   +  \     .V   +    i-     :  +  / 

Vi'/         r  /  /      *^  V  /  V         /  A  /  ^  '  V  v  y         v,  i',  / 

liaher  erhalten  wir,  wenn  wir  wie  friilier  :iltkiir/i.-iiil  Kctzeii: 

j:x  =  ^,    ij-  =  //,    2/  =  /• 

2:'yZ  —  zD  —  A,      2:(:\  -  x/    »=  .»/.      J'U  /'  —  //A^  =-  A 

für  die  teelinfMehe  Summe  der  I'vramiden  odvr  d.iH  Moment  //  de«  S\>teinB  in 
HeiDg  auf  .}tO  al«  Axc: 

U  ^  a\L^  (y.r         :,/y;]  +  (5[.V  -  (:,.^  -  a.r  J  +  y|A  -  (.r, //  -  .v,.4;]  . 

Aus  dicflcr  Gleivliung  erhält  man  alle  Kiiizelhcitm  den  ^.  fi.  wiedtT.  Im  Falle 
dea  Gleicher wivhtes  miiss  //  für  alle  Axen,  d.  h.  für  alle  Werthi'  a,  ^,  y;  j*,,  f/|.  Zj 
Tersch winden.     Dies  liefert  die  Heehs  friihenii   Hedin;;nii^en: 

,4  =.  //  =  r  =  0,         A  =  .1/  =  .V  =  o 

nnd  da,  wenn  sie  erfüllt  »Iml,  auch  ji-denfall<<  //  für  jt-de  Axe  Null  i^t,  so  ertriht 
sich,  dass  sie  nii'ht  nur  die  notliwcndi^cn,  sundern  auch  die  liinreifheitili'U  IliMlin- 
fun^n  lies  (ileichßcwi>  htes  sind.  lat  das  Syntcni  nicht  im  (ileicliifcwichte,  so  ist 
c«  Äquivalent  zweien  Kiilften  nnd  wenn  A't«  i'i,  /|;  A,,  i'^,  /,  deren  Coni|io- 
ncDlcn,  f|,  y|.  :,:  Xf,  j/^,  r,  die  Coonlinaten  ihrer  Aii^ritrNpiinkto  sind,  so  ist 
diese  Acqiiivalenz  au>«peiiriickt  durch  die  sech»  (ileichun^ea  zwischen  den  ehen 
^nannten  zwölf  GniNsen: 

A  =-  A,  +  Aj,  L  =  //,/,  —  :,i",  -f-  if/fZj  —  Sfi*,) 
//  ^  i"i  +  I",,  >/  --—  :,A,  -  .r//i  -\-  ':tA,  ■  -  .r,/ '' 
''   =    Z,   -J-    Z.^,      A    .=     .r,i',  —  .V,A|)   -j-    .r,i'a      -    v,  A,l. 

Ka  hlcib«-u  aUu  sechn  dieser  Cfii"isHen  nnhcMtimnit  und  k<>nnen  dieselben  im  All 
femeinru  willkürlich  angenommen  werden.  I)ic:^e  Willkürliihkeit  ist  aher  insnfern 
beachräiikt,  aU  die  hccIih  ('iim|Mnienteii  ilurch  die  ilrei  eritfU  <i!etchun);en  :iuf 
eine  iMutimnitc,  auf  die  wiliklirliihe  Aniiehmliarkeit  iniliiiien<li-  .\rt  iiutirt>iuaniler 
TerkDii|ift  ^ind  iiml  «'lienHii  zwiiichen  den  Neehü  ('oiir«liuatrn  die  ftd^ende  iCel.ition 
besteht.  Man  cimihinirt  n.imlich  ilie  drei  letzten  lilcichiinireii  leicht  .in,  ilari!« 
ttimn  hat 

/..r,   +    .W.v,   -f    A:,    -  ■'     ■'         ,  .\-  '       •      I-,     t  '  /, 


•« 


'■i  -'i     'i  l'i     fh 


Aj-,  +  .Vv,  -1-   .V:,   -=  --      ■'    ■  /     A,    I         '       '      ;,    f  /,, 

woraus  durch  Suhtraeti«>n  fidirt: 

>iininit  man  nun  j-, ,  i/,,  r,  wiilLiiriieli  an.  h«i  i-^t  die.i  i!ii>  (i|i>icliiin^  ein- r  l'.hene 
in  'i*  ^|.  1%  »nil  da  man  dii-  Kr;ift  \,.  /  .,  /^  hhiH  in  ihier  Kichtun:;  Vi-rleireu 
kann,  also  hloR  I'unkte  ihrer  Kii-litmit;  An^Tirf-oiniiikte  der<iellieii  ^ein  k"niiiii.  ah 
Altt   sie  selbst  in  die^e   Kbene.      PicHi-lhc   ^'eht  durch  den  Tunkt   .i|.  .'/|.  :,       Im 
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gekehrt,  nimmt  man  die  Kraft  (Xj,  ^tt  ^2)  '^^  irgend  einer  Ebene  — ^  -(-  -v^  -| — '•«  1 

fft         Af        <■» 

an,   80  liefert  die  Vergleichung  der  Gleichung  dieser  Ebene  mit  der  Tontebenden 

Lxi  +  ^Wyi  +  A'=i  ==  fl,  U^  +  Bz^  —  Cy.) 
Lx^  +  .%t  +  :Vz,  =  ^2(3/+  Cxj  —  Az^ 
^1  +  ^%i  +  ^'i  =  ^t  (^V  +  Ay^  —  Aar,) , 
wodurch  die  Coordinaten  jr^,  y,,  Z|  der  anderen  Kraft  bestimmt  sind.    Das  Sjitem 
der  Paare  von  je  zwei  Kräften,  welche  einem  gegebenen  Kräftesysteme  ftquivaleat 
sind,   ist  also  der  Art,   dass  dem  Angriffspunkt  der  einen   eine  Ebene  entspricht, 
in  welcher  die  andere  liegt  und  allen  Kbenen,  welche  durch  die  eine  gehen,  Pnokte 
in  der  Richtung  der  anderen.     Es  werden  dadurch   also  zwei  reciproke  rSnmIicbe 
Systeme  begründet,   deren  conjugirte  Geraden  die  zusammengehörigen  Kraftricli- 
tungen  sind.     Mübius  hat  diesen  Gegenstand   ausführlicher  behandelt  (vgl.  desiea 
Lehrbuch  der  Statik  I.  Tbl.,  Cap.  VI,  sowie  Crelle*s  Journal  Bd.  X,  p.  317  f.)- 
Daselbst  ist  auch  die  Theorie  der  Momente  weiter  ausgeführt  and  sind  eine  Ifeii^ 
der  interessantesten  und  für  die  Ausbildung  der  Statik  höchst  wichtigen  Metbodei 
behufs  der  Auffindung    des  Momentes  eines  Kräftesjstems   mit  Hülfe  gegebensr 
Bedingungen  entwickelt. 


VI.  Capitel. 

Mittelpunkt  der  Kräfte,  QleioligewiohtBaxen  xind  Sicherheit  des  GUioh^ 

gewichtes  am  unveränderlichen  System. 

§.  1.  Wenn  das  Punktsystem,  auf  welches  ein  gegebenes  Krlft»* 
System  einwirkt,  eine  Aondcrung  seiner  Lage  erleidet,  dabei  aber  ^^ 
Kräfte  ihre  Intensität  und  Richtung  beibehalten  und  an  denselben  Fqo^' 
ten  des  Systems  angreifen,  so  entsteht  die  Frage,  welche  AendemoS 
in  der  Wirkung  der  Kräfte  dadurch  eintritt.  Eine  Translation  bewiAl 
offenbar  keine  Aenderung  und  bleibt  also  blos  der  Einfluss  der  RotiüoB 
zu  prüfen;  dies  ist  aber  auch  nur  für  Axen  nöthig,  die  sich  in  eio6S 
Punkte  schneiden,  da  jede  Rotation  um  eine  andere  Axe  in  eine  Trwtf* 
lation  und  eine  Rotation  um  eine  durch  jenen  Punkt  gehende  Axe  10'' 
fällt.  Dabei  ist  es  aber  offenbar  auch  einerlei,  ob  man  das  System  V* 
eine  Axe  dreht  oder  die  Kräfte  im  umgekehrten  Sinne  um  Axen,  ö** 
dieser  parallel  sind  und  durch  die  Angriffspunkte  derselben  gehen  xio» 
zwar  um  denselben  Winkel  rotiren  lässt;  in  beiden  Fällen  ist  nloli«" 
die  Aeudorung  der  relativen  Lage  des  Systems  und  der  Kräfte,  auf  di« 
es  hier  allein  ankommt,  dieselbe. 

Wenn  das  Kräftesystem  nun  ursprünglich  einer  Einzelresultant* 
äquivalent  war,  wenn  dies  nach  einer  beliebigen  Drehung  des  Systeo* 
ebenfalls  immer  der  Fall  bleibt  und  dabei  die  Resultante  stets  dutch 
einen  bestimmten  Punkt  des  Systems  hindurchgeht,  so  heisst  ein  solcher 
Punkt  Mittelpunkt  der  Kräfte.  Wenn  überhaupt  ein  solcher  esiitirti 
80  k.inn  es   nur   einen   einzigen  geben.     Denn  im  Falle,   dass  noch  ei& 
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'itor  möglich  wäro,  inüsstn  ilio  ]{osiiltniitr  für  jodi«  I)r('1iun;j;  clrr  Kriifli^ 
eil  hcMilo  liinihirchgf'lion,  also  «lirKcIlM*  fcsti*  La«;«*  l>('1iaii]itoii,  was  nicht 
;lii:1i  ist.  Hringt  man  im  Mittcljninktü  der  Kriift«*  cino  der  Uosul- 
len    gleiche    und    cntp'j;<'ngrHOtzto   Kraft    an,    s<»   tritt    für  joilf    Laj;i' 

SystoniK  (floicligo wicht  ein. 

§.  'J.  Wir  wullon  zunäclist  d(*n  Mittcljnnikt  der  Taral  le  Ikriifti^ 
Pi>uc)ien.  Das  Svftem  zweier  Parallrlkräfti»  /',  o  von  ih'mselhen 
r  «'ntgogongesrtztem  Sinm*,  hat  oincMi  Mittelpunkt,  sidiald  nur  ihn* 
ultanto  /'  -|-  O  nicht  Null  ist,  sit*  also  kein  Paar  hihli'n.  DiMin  dir 
ultante  tlieilt  dio  \Vrhindun«7slinio  ihrer  An^^ritVspunkte  ./,  //  nach 
I.  IV,   ^.  .').  im  um;r('kehrten  Verhältnisse  der  KrHfte,  alsn  unabhän^i«; 

ihrer    Uichtun«^   und    ^«^lit    alsn   für  jede   Dndiun;;  derselheii,    widiei 

parallel  hleilien,   durch   denselben  'riieilpunkt    //  virn  .-1 /f.     Die   Lage 

seH    I^inktps    ist    durch    die    (ih'ichuiig    .///:  ///»  ==   (>  :  P  hestimmt, 

lei  dif*  Stellung  der   nuchstahen    den   Sinn  der   Linien  ausdriickt  und 

nd  'J  ihrem  Sinne  nach  als   pnHitiv  «»der   ne|^ativ  hetrachtet  werden.  — ■ 

drei    l*arallelkr:itten   /',   O,   A*,  an   «leu    l'unktrn    ./,    /',   ^'  angreifend, 

//  der    Kräftf*niittfd]Minkt    für    /'  un«l   O;    dann    ist    der    l'unkt   J  auf 

',    welcher   ///'  in    dem   Veihältnihse    NJ.jr  =■-   /?:(/•  +   n)    theilt, 

Mittidiiunkt  für  /',  C>,  //.  Tni  ihn  zu  findm,  kann  man  auch  .W 
rift  im   Veihültniss   li  :  /'  theilen    n.  s.   w.      liride  CtniHtructionen  und 

anahige  dritti*  füliren  zu  deniselhen  l*unkte,  ila  nur  ein  einziger 
«lirt.  Der  Mittel|Minkt  y  der  drei  Kräfte  1ii«gl  in  der  Kheiie  .1  fiC  der 
i   AngritT8|innkte  mi,   dass  die   Dreiecke  J .U»\  .1  iil\  jr.i,   welche  er 

ih-nHelhen  paarweise  hildft,  «len  Kräften  ]>riip(irti(>nal  sind,  welche 
ch  dfU  jedt'Hiiial  ührig  hleihenden   dritten  Punkt  gehen.     Ks  ist  näiiilicli 

/•:0        ///;:.///        Hin  '.   tnr  ■. .  hhj.ahj 
iUiii    -    uhJ^,^^lr         tiiJ,        Jitr.jrA 

l   ehenMi   M  :  H   --   JCt  :  .///.',    .1.   li.: 

/•:  o  :  /;  :  (/'  -j  n  -j-  /o  .  .  j  nr  -.  Ji.l  :  .///;:  .////•. 
Indem  man  Im'i  vier  Krät'tiMi  /*,  (',  A',  N  mit  «Im  .\ngritVspunkten 
Ti,  i\  //  in  .'ihnlichcr  W«'isi'  v^rfälirt ,  «Tgibt  sirli,  dass  «ler  Mitt«-! 
>kl  A  di-r  Kraft«'  so  lifgt .  dass  die  rvrami«Ii'n ,  \i«dche  er  mit  den 
eifckm  .1 /.''',  /n/t^  '  /'  /,  /'  "•'  hihlW.  ilm  durcli  dir  jrde.smal 
ri|;  hleiliendi'ii  viirlrn  Punkt«*  g«'ln  iid«  ii  l\rält*ii  pri*pi>itional  sind, 
Qilirli  «laus 

l'://:.S:  ./•+  O  +  //  -}    N  A' /r//:  A ////:  A  ////.':  A'  r /.'/:   r /.V/' 

rd. —  Durch  Fnrt-ii-tzung  diesi-r  Schlii>>e  ^ri-langt  man  y.ii  «li'iii  Salz«', 
■  I  jfileH  SvHtiMn  viin  l'a  ral  li'lk  rä  t  tf  n  .  il«T»ii  Summe  uicli! 
mch  windet,  eiii«*n  K  rä  Tt  «•  mi  tt  «-1  punkt  lM'>it/. !.  Di»*  rmir- 
n%trn    x, ,    r/, ,    r,    «l«'ss«'lhen    \vurd«'n     lM'r«*its    (':ip.    \l.    ij.     *. 

fanden,  niimlich  .i ,  ^       ,    .v,  ^.^,    ,     :|  ^.^.   ■ 

S    hrll      Thriiiir  il.   Im«,  ii.   •!.    ki  illi*.  i>  I 
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Ist  die  Resultante  des  Systems  der  Panillelkräfte,  d.  b.  ihre  Samaie 
Null,  so  zerlege  man  das  System  in  zwei  Systeme,  was  anf  unendlich 
viele  Arten  möglich  ist.  Ist  R  die  Resultante  des  einen  Partialsjetems, 
80  ist  —  B  die  des  anderen.  Jedes  von  ihnen  hat  einen  Kräftemittel- 
punkt;  mr  R  sei  er  A/,  für  —  E  sei  er  iV.  Das  Paar  (Ä,  —  Ä),  wel- 
chem das  Gcsanmitsystem  äquivalent  ist,  ändert  mit  der  Lage  des  System» 
sein  Moment,  indem  sein  Arm,  die  Projcction  der  Strecke  MN  auf  eine 
zur  Richtung  der  Kräfte  senkrechte  Ebene,  sich  ändert.  Für  zwei  Lagen 
verschwindet  dies  Paar,  nämlich  sobald  31 N  parallel  den  Kräften  wird; 
dann  tritt  Gleichgewicht  ein.  Fallen  M  und  N  zusammen,  so  bestellt 
für  alle  Lagen  Gleichgewicht. 

§.  3.  Ein  ebenes  Kräftesystem,  welches  einer  Einzel resnltante 
äquivalent  ist,  besitzt  gleichfalls  einen  Kräftemittelpnnkt.  Sind  znniicltft 
P  und  Q  zwei  in  einer  Ebene  an  den  Punkten  A,  B  angreifende  Kräfte 
und  ist  R  ihre  Resultante  (Fig.  197.),  so  geht  letztere  durch  den  Durch- 
schnitt C  von  P  und  Q,  Dreht  man  nun  P  und  Q  um  ihre  AngriiEi* 
Fi(»^lü7.  punkte  so,    dass  sie  ihre  relative  Lage  nicht  in- 

f!  dem,  sodass  also  der  Winkel  ACB  constant  bleibt, 


^''Vx 


/ 


SO    bewegt    sich    C   auf   einem    durch    Ä  und  B 
j  gehenden    Kreise    und    da    die   Intensitäten  der 

'\^  V  Kräfte   unverändert    bleiben,    so    folgt   an»  den 

^7  "~:~        /\  ■     •    Satze    vom   Parallelogramm   der   Kräfte,   dl«  Ä 
/'        ##r    ■  •  ™>*^   ^  ^^^   0  constante  Winkel   bildet  und  wie 

/  ^         auch    immer  die   Kräfte   gedreht   werden  mögeni 

/  den  Bogen  AR  in  demselben  Verhältnisse  tbeilt) 

R  d.    h.   stets   durch   ein    und   denselben  Fankt  B 

jenes  Kreises  hindurchgeht.  //  ist  daher  der  Mittelpunkt  der  Krift« 
/*,  ö,  entsprechend  einer  Drehung  derselben  um  ihre  Angriffspunkt«! 
oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  einer  entgegengesetzten  DreboB^ 
des  Systems.  Die  Winkel  des  Dreiecks  -//?//,  nämlich  HAB^  BB^ 
und  AffR  sind  gleich  ITCR,  IICA  und  tt  ---  ACR,  woraus  mit  Hfiifr 
des  Parallelogramnia  der  Kräfte  gemäss    Cap.  III,  §.  8.  folgt: 

P:  Q  :  f{  =  sin  HAB  :  sin  MRA  :  sin  ACR  =  HB  :  I/A :  AB, 
d.  h.  der  Mittelpunkt  zweier  Kräfte  in  der  Ebene  bildet^" 
den  Angriffspunkten  dieser  ein  Dreieck,  dessen  Seiten  d" 
durch  die  Gegenecken  gehenden  Kräften  proportional  >>■** 
AVerden  die  Kräfte  P  und  0  gleich,   so  fällt  IT  in    die  Mitte  dw  eiB*  |^^ 
der   beiden  Bogen  AR-,    werden   sie    parallel,    so  geht   der  Kreifl  i»  *"^ 
(verade  AR  über,   in  welche  R  hineinfällt;   sind  sie  parallel  und  ^**  mk. 
so  ftillt  7/  in    die  Mitte    der  Strecke  AR  oder   in    den   unendlich  fti** 
Punkt  dieser  Geraden,  je   nachdem  sie  gleichen  oder  entgegengesctit» 
Sinnes  sind. 

Um    für    drei   Kräfte  P,   (>,   R   in    einer  Ebene   den   Mittelpunkt»* 


»■  I 


■»«> 
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inden,  bostiminc  uinit  «len  Mitto1]iniikt  //  für  /'  und  0  iiml  rucIir  zu 
hier  in  JI  aiijsrcifi'mlen  UcKultantiMi  und  H  den  Mittripunkt  J;  or  iht 
l^r  Mittelpunkt  der  droi  Krafto,  1)h  das  Systoni  nur  einen  Mittelpunkt 
»enitzen  kiinn,  su  ist  die  Onhiun^^,  in  weleiier  innn  liierliei  die  Kräfte 
vülih,  willkürlicli.  AeimlieheN  ^ilt  für  vier  und  nielir  Kräfte  und  man 
;elanßt  auf  dienern  AVep»  /u  dem  Satze ,  d  a  ss  j  e d  r 8  e  l»  e  n  e  K  rii f t  e  - 
ysteui,  welches  einer  Kinzelresultau  t  en  ä([uivalent  iht, 
'inen   Kräftemittelpunkt  besitzt. 

Im  dm  Mitttdpunkt  der  Kraft«*  iles  elieneii  Systems  aualy tisch  zu 
iphtinimeu,  wollen  wir  zunächst  dm  Fall  l)etracht«'n,  dass  «las  Kräfte- 
ysteni  bich  vtir  der  Drehung  im  (ili'ich^ewichte  hetiude  un«l  die  He- 
lingun^^  aufstelleUf  dass  das  (ilcich;;«* wicht  aucii  nach  der  Dridiun^  ftut- 
Imucre.  Von  'IVanslationen  des  Systems  kann  nach  ij.  1.  abgesehen 
rerden,  auch  ist  die  Axe  der  Drehun;;  ;{leic1i<;iilti<^,  wimim  sie  nur  zur 
■Ibone  des  Systems  senkrecht  ist.  In  Ih>zuj^  auf  ein  (Nxirdtnatensystem 
Irr  jr,   i/  in  «ler  Kbene  der  Kräfte  sind   nun 

.1  ==  2:.V  =  o,      li  =    V)-  =  (),     A  =  £(xy  —  //.V)  =  0 

lie  Bedingungen  des  (il«ich;;ewirhtes.  Wird  das  Punktsystem  und  mit 
hm  das  (Koordinatensystem  um  eine  durch  den  Ursprung  gehende  Axe 
im  di*n  Wink«*!  er  gedreht,  so  hat  man  fiir  die  geänderten  (Niordinaten 
r',  y'  der  Systempunkte  be/.iiglich  «1er  ursprünglichen  Lage  «les  f'nor- 
linatensvstems 

j:'  =  .r  Cfts  a  —    i/  sin  (t ,       //'  --^   w  sin  f(   -{-  y  sin  a 

nnd  sind,   da   die  Kräfte  sich   paialh-l  bh-iben, 

-l'.V  =-  n,     ^'}-  ----  ti,      Vi.i')*  —  y'.V.  (» 

die    Iiedingiiiig«*n     des    (ib*ichgewichtes    fiir    die    m-ne    Lage;    mithin    ist 

^{x'i  -  ]i X )  ■■=■  <>  «lie  Ib'ilinguiig  fiir  «li«*  Kiirt«lauer  dess«dben.  Di«* 
Entvirkelung  der  (irirssc  ^'i'.i')'  ^ -V)   gibt   ab«'r 

^  x'Y  —  .7   V" )   ---=   rus  «  •  A'  i.r}'  i/.V)  sin  a  •  A'  i'.r.V  ~\     tfV} 

^      .Y  ms  et  siti  (t  •  A'  {.r.V  -j     r/  }"  i  /i  sin  a, 

^•'nn  2,'i.r.V  -\-  »/)')  -=  /«  gi's«'t/.t  wir«L  Die  Kfilingung  für  «li«*  K«»rt- 
•*Äii»-r  «Ii»s   f  fb*ich''ewiclil«*s   i.st   s\]si\  h  —~  tL 

l)if  (iriissc  2.*i.>')'  V  ■\  )  stellt  4'in  Ktüflipaar  dar  uinl  >i('ht  man. 
••»•,  w«-nn  ursprünglich  <ih'irlig«'wi«*ht  iM'stautl,  dassidb»-  im  Allgemeinen 
^•th  «lie  1  Drehung  gi'slnrt  m  ir«I  und  zwar  si>.  «lass  «11«'  Kräfte  «les 
"yMeniM  einem  von  ib'm  |)r(hnng«>winkt'l  «  abhängigen  Taare  h  sin  u 
*<l«ivalent     wonb'ii.       Pies     l'j^ar    «•rri'iclit     «biher     fiir    ««  i     1  ^    ^•'*" 

**xinium  -I-  A  und  ver.-ch\iiinbt  fiir  «  =  -  *»  «nler  «  -     t.     I'iir  u      -  ■      \rt 
P^ti\  j-  und  y  in     -    //  un«l  .i,   alsn   ^'(.i  )"     -  y\  \   in         A"  .« .V  -j     t/)  ) 

Iit  das  Kräftesyst«"m  nrsprüiit:li«  h  «'ineni  Taait"  A  .niuivalmt,  si«  ist 
£X 'm  n,     i'}'«=  «»,     A' (.»')'  y.V'     -=    A     iiinl     bat     man     nach     «Icv 
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Drohung  um    den    Winkel   «:     ^(.r'J'  —  ijX)  =  N  cos  a  —  h  Sinti. 

Man  sieht  daraus,    dass  dies  Paar  durch  die  Drehung  verschwindet,  so- 

N 
hald   tg  a  =    -    wird.      Es    gibt    daher    zwei    Lagen ,    in    welchen    du 

System   ins  Gleichgewicht   gelangt;   dieselben    sind   einander   direct  ent- 
gegengesetzt. 

Ist  das  System  einer  Einzelresultante  (A'j ,  F,)  äquivalent  und  bringt 
mau  dieselbe  in  entgegengesetztem  Sinne  am  Kriiftemittelpunkt  (arp  y^  ad, 
so  besteht  für  jeden  Winkel  et  Gleichgewicht.    Daher  hat  man  insbesondere 

A  —  T,   =0,     B  —   1\  =0,      iV  —  (a:,r,  —  y^X^)  =  0, 

-  Ä  +  (avl\  +  y,l\)  =  0. 
Eliminirt  man  nun  Xj,  F,,  so  folgen  die  Gleichungen:    Bx^  —  Ay^  =  ^V, 
Ax^  4~   ^^y\  =  ^'»    welche   für   die  Coordinaten    des  Kräftemittel puuktes 
liefern : 

Jii.x^  =  Ah  +   BN,     R'^ .  y^  =  Bh  —  AN,     B}  =  Al^  +  B\ 

Für  den  Fall  der  Parallelkräfte  in  der  Ebene  hat  man  A  =  coslUPt 
B  =  sifi  X  27',  N  =  sin  XZxP  —  cos  X  ZyP,  h  =  cos  l  ZxP  +  sin  IZ^P, 
wenn  X  den  ursprünglichen  Neigungswinkel  der  Kräfte  gegen  die  d'-Ai« 
bedeutet;  mau  findet  daher,  wie  früher: 

2:/>.,r,   =  2:.vP,     ZP-y^  =  EyP. 

§.  4.  Eine  Gerade,  um  welche  ein  Punktsystem,  an  welchem  ein 
im  Gleichgewicht  befindliches  Kräftesystem  angreift,  rotiren  darf,  ohne 
dass  das  Gleichgewicht  gestört  wird,  heisst  eine  Glcichgcwichtsase. 
Alle  mit  einer  solchen  parallele  Geraden  sind  ebenfalls  Gleichgewichtf- 
axen. Um  die  Bedingungen  aufzufinden,  unter  welchen  eine  Axe  f 
Gleichgewichtsaxe  ist,  zerlcgf^n  wir  alle  Kräfte  -P,  deren  Angriffspunkte 
-/  seien,  in  Componeuten  Z,  parallel  ft,  und  Componenten  0,  senkrecht 
zu  fi,  projiciren  das  ganze  Punktsystem  <iuf  eine  zu  ju  senkrechte  Ebene  £ 
und  bringen  in  den  Projectioncn  a  der  Angritlspunkte -•!  zwei  der  Kraft 
0  paralh'le  und  entgegengesetzt  gleiche  Kräfte  (>,  —  0  an.  Das  gnnic 
Kräftesystem  ist  dann  äquivalent  dem  ebenen  in  E  an  den  Punkten  « 
angreifenden  System  (O),  dem  System  (Z)  der  der  Axe  ft  parallelen 
Kräfte  und  dem  System  (F)  der  Kräftepaare  ((),  —  {>),  deren  Seiten- 
kräfte in  A  und  a  angreifcMi.  Nun  seien  ursprünglich  das  Kräftesystem 
und  mithin  auch  die  drei  ihm  äquivalenten  Systeme  (P),  {Z),  (V)  iw 
(Gleichgewicht.  Das  ebene  System  ((>)  ist  einer  Einzelkraft  oder  einen 
Paare,  (/)  und  (F)  zusammen  sind  einer  Einzelkraft  parallel  ^  oder 
einem  Paare  äquivalent,  dessen  Ebene  mit  fi  parallel  ist  und  da  (l'^ 
mit  diesen  Einzelkräften  oder  Paaren  nicht  im  Gleichgewichte  sein  kann, 
so  müssen  (JJ)  für  sich  und  {Z)  und  ( F)  zusammen  im  Gleichgewichte 
sein,  d.  h.  es  muss  (Z)  und  iV)  jedes  besonders  im  Gleichgewichte  sein 
o<ler  beide  müss<*n  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Paare  bilden. 
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Drplit  man  nun  das  Piinktsystoin  um  die  A\c  m,  wiilirenil  die  KrMfto 
fn  Systems  ihre  Kiclitun^on  lii'ilu*lialton,  so  ist  zum  Fortbestehen  des 
Ieicli{;ewichtes  erforderlicli,  dnss  (o)  fiir  sicli  im  (■Ieicli«;cwiclit(*,  bleilie; 
')  rrleidet  keine  Acnderung,  ausser  dass,  wenn  es  sich  auf  ein  mit 
')  Glcicli^^cwiclit  haltendes  Paar  reducirte,  die  Ebene  dieses  Paares 
n  den  Kotationswinkel  des  Systems  «x^'dreht  wird.  (T)  aber  ändert 
:h  wegen  des  fortdauernden  1'nrallelismus  seiner  Kräfte  gar  nicht; 
ir  OB  also  im  Gleichgewichte  oder  reducirte  es  sich  auf  ein  Paar,  so 
steht  sein  Oleichgewicht  fort  und  bleibt  das  Paar  sich  selbst  iiqui- 
leut.  I>:is  Paar  (/)  kann  bei  der  Drehung  mit  dem  unveränderlichen 
karo  [V)  nicht  fortwährend  (ileichgewiclit  halten;  daher  muss  (Z)  fiir 
li  im  Gleichgowiehte  sein  und  da  dies  das  Gleichgewicht  von  (T) 
eh  sich  zieht,  so  ergibt  sich,  dass  eine  Axe  jü  eine  Gleich- 
wie h  t  s  a  x  e  ist,  wenn  die  P  r  o  j  e  c  t  i  o  n  des  K  r  ä  f  t  e  s  y  s  t  e  m  s 
.  t'  eine  zu  /i  senkrechte  K b e n  c  und  das  System  der  zu  ft 
»rallelen  Componenten  der  Kräfte  des  8yst4*ms  jedes  für 
ch   ungeaciitet  der  Drehung  im  (i  leichgewichte  bleiben. 

Xehrarn  wir  /x  zur  :-Axe  und  die  Kbene  A"  zur  j*y- Ebene  eines 
:litw]nklig(>n  C'oordinatensystcms,  so  sind  die  Uudingungen  des  Gleich - 
«riclites  vor  der  Drehung: 

r  =  2: )  =  -l'Z  =  (»,     Zf.f/Z       j  )  )  =  2-(  r.V  —  jcZ)  =  X{x  Y  —  i/.V)  =  0 

«1  f*s  knnitiKMi  als  Bedingungen  der  Fortdauer  desselben  hinzu  1.  die 
ilin;rnngeii  ilrs  (ileichg^wichtes  von  (/),  nämlich  £7.  =  0,  2\r/  =  O, 
fZ  =  <K  vcm  denen  dio  rrste  bereits  vermügo  des  ursprünglichen  Gleich- 
wiehte»  erfüllt  \>\.  und  J.  tlie  Bedingung  des  Fortbestehens  des  (ilcich- 
wiclites  \u\\  (i's  nriinlich   2*{.r.\'  -|-  yl')  ==  0. 

Vs^  hiiid  demnarb  iiiierhaupt  die  iiin/utretenden  Bedingungen,  d.  h. 
f   Bedinguiijjfen  il.itiir,  dass  yi  eint^  Gleichgewichtsaxe  ist: 

Zj'/.   -=  (I,     2*7/  =  i),     2;(.r-V  +  yV)  ^  O. 

Allgemeiner  i-rliält  man  die  Bedingungen,  ilass  eini»  Axe  /«,  welelie 
l  dri'i  feMeii  A\en  die  Winkel  7,  j;,  i|'  bihlet,  eine  (»leichgewirbtsaxe 
i,   fidgeiiderma.»i>eij.      1  )ii'   Beilingungen   des   Gleichgewichtes  sind 

1=-- i*}'-- 2/  1»,  IhjZ  -:)",=-  y.r.V-  .1/)  ----l'(.il'--i/.V)--0. 
ir<l  nun  dasi  Sy.strm  uui  die  durrh  den  (JiMinlinatenur-^prung  gelegte 
Ke  f<  gfdn-bt.  Ml  niH^i'M  die  anfangs  mit  tlen  A\en  zusannnenfallenden 
rradeii  in  Bezug  .'lut  ilie^e  narh  lier  Diehnng  di(^  Uichtungscosinubse 
/#,  /•;  n\  f»\  «• :  ii'\  f>'\  I- '  be.sitzen,  .sndass  ein  Punkt,  w«'lciier  Vi»r 
r   I»rehnng  •lii*   ('«M.rdinalen   .1  .   //.    :   hatte,    nacii    derselben    durch    die 

Hirdinaten 

.1'  '/.i"     1-    Ulf    -(-    *i" : 

//  '*•'    4"    ''.V    ■}     '•   - 

;'  CA      f-    r  ff    -\-    r'z 
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bestimmt  ist.  Das  Gleichgewicht  nach  der  Drehung  erfordert,  da  £e 
Krftfte  sich  parallel  bleiben,  die  Erfüllung  der  Bedingungen: 

£X  =  ZY  =  £Z  =  0,       i:(j^'Z  —  zY)  =  0, 
2;  {zX  —  xZ)  =  0,      Z{xY  —  y'X)  =  0. 

Die  drei  ersten  sind  bereits  erfüllt,  die  Entwickelung  der  drei  letzteren, 
welche  die  Bedingungen  des  Fortbcstehens  des  Gleichgewichtes  aus- 
sprechen, gibt,  wenn 

ZyZ  =  ZzY  =  F        ZxX  =  / 

ZzX  =  ZxZ  =  G         ZyY  =  m 

ZxY=  2yX  =  H        ZzZ  =  n 
gesetzt  wird: 

(ft'  _  c'')  F  +   bC    —  cH  —  cm  +  h"n  =  0 
(c"—  a)  G    +  cB  —  aF  —  a'n  +  c/     =  0 
\a  —  V)  H  +  ö"^  —  ft"G^  —  fr'    —  fl'm  =  0 . 
Diese  Gleichungen  liefern  aber,  indem  man  successive  /,  m,  n  eliminiit 
und  die  Formeln  (4)  S.  146  für  /i  =s  -^  l  zu  Hülfe  nimmt,  nach  leich- 
ter Ueduction,  wobei  je  eine  der  Grössen  F^  G,  H  ausß&llt: 

([,  ^  a')G  +  («"—  c)H  +  (6"—  c)  (m  +  /i)  =  0 
(c'  -  6")  ^  +  ((^  —  a')  ^  +  (c  —  a")  (n  +  /)  =  0 
(a"_  c)  /-    +  (c  —  T)  G+  {a—  b)    (/    +  m)  =  0. 

Hierin   kann    man   die    Cosinusdifferenzen    {b  —  a'),    (a" —  c)    u.  s.  w. 
leicht   durch   cos  (p,    cos  x^   cos  tp   ausdrücken   und   gelangt   hierdurch  in 
den  drei   folgenden  Gleichungen,   welche  auf  die  einfachste  Weise  die 
Bedingungen  dafür  aussprechen,  dass  fi  eine  Gleichgewichtsaze  ist: 
—  fcosg>-^Hcosx-\-Gcos'tlJ  =  0  f  =  m  -\-  n  =  £(yY^  zZ) 

II  cosq>  —  g  cos  X  -\-  F  cosilf  =  0  ,  worin  h=  l  -\-m  =  £{xX^  yT) 
G  cos  g>  -{-  F  cos  X  —  h  cos  tp  =^  0  g  =  n  -{-  l  =  Z{zZ  +  xX). 

Setzt  man  nämlich  c  —  b"=^  X  •  r,  a" —  c  =^  ^k»  ry  h  —  a'a=  yr, 
so  folgt  mit  Hülfe  der  Formeln  (4)  S.  146: 

a  (r'  —  ft")  +  b  (a"—  c)  -\-  c{b  —  a") 
=  ac   —  ac  +  fr«' —  fr"«  =  c  —  ft"=  {al  -|-  ^^  -|.  cv)r, 

und  indem  man  auf  gleiche  Weise  mit  a\  b\  c  \  a\  b'\  c"  multiplicitt 
und  addirt,  findet  sich  zusammen: 

a\  -f-  frf*  "f"  ^"^  =  i 
a\  +  fr'f*  •\'  cv  =  (i 
a'k  -|-   b'^^i  -f-  c'v  =  r, 

sodass,  wenn  man  die  noch  willkürliche  Grösse  r  so  bestimmt,  dtss 
r^-  =  (c'  -  by  +  («"—  c)2  +  (6  —  ay  wird,  die  Grössen  A.  ^,  r 
durch  die  Gleichung  V  +  fi*  -(-  r^  =  1  verbunden  sind  und  mithin 
Eichtungscosinusso  einer  gewissen  Linie  bedeuten.    Da  aber 

aA  +  ft^  +  c>/,     aX  +  6>  +  cv,     a'k  +  6>  +  c'V 
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die  CosiuusHO  der  Winkel  zwisclion  iloii  Kiclituiigon  (Afir)  und  {abc)\ 
(Ifiv)  und  (*t'f/c*)\  (A^ii')  und  {a"h"r"\  licdtMiten  und  diPM'  Cirüflsen  Htdbsl 
gleicli  k,  li,  I'  !»ind,  8o  folgt,  dnss  durch  Drehung  um  die  (iorado  (Ajcii) 
da«  Conrdinatpn8yätoni  iu  die  ver.'iiidorto  Lage  geLingo.n  kann  und  dass 
mithiu  A,  ii,  v  niclits  anderen  sind,  als  rnstfy  fos  x^  ras  ^f  uml  Adglich 
r    —  fr"  «=s   r  cos  gi,    «"  -  -    r  ==  r  vns  ;|r,    b   —   a   =^  r  ctis  %». 

'  Damit   die  Axe  ft  eine  Gleichgewichtsaxc  Kei,    müSBOn  9?,  i/^,  x    '^'i'* 

den    obigen    drei  Gleichungen  he>itimnibar  sein.     Da    »ic  linear  sind,   so 

l      ist  dazu  die  Bedingung  nötliig: 

—  f      n      1; 

H  —if         F      =2  F(;n  +   F'f  +  ir-ij  +  //»/i  —  fgh  =  0. 
G         F    —  h 

Ohne  dass  sie  erfüllt  ist,  besitzt  das  System  keine  GleicligewichtMxe. 

Besitzt  das  System  zwei  (ileichgewichtsaxcn  (7,  x^  ^) 
and  \ff\  x^  ^'^*  ^^  ^^^  jc^de  ihrer  Kbene  parallele  Axe  ebcnt'alli 
eine  Oleiehgewichtsaxe.  Denn  nacli  Elimination  der  Winkel  aua 
don   Bedingungen 

^  r»i.«  ^  -\-  F  ras  X     -  f*  ras  i.'»  =  0         //  ro*  tp  -(-  /'  ro5  ;|['    -  //  ms  t/»'=  n 

bleiben  nur  die  drei  Gleichungen  fF  -j-  '///  =  C>,  *jU  -(-  //F  =  0. 
k  ii  -\~   Ff*  =^  o   als    die  Bedingungm   für  die  Cnexistenz  beider  Axen. 

Eliniinirt  man  mit  ihrer  Hülfe  ans  den  beiden  (ileichungssystemen  /*,  //,  A, 

.•       .  .    rtts  q         rns  y        /-/».v  i.«  ,       ras  w     ,    cus  y'   .    rtis  lif* 

^f.  ergibt  hieb     ^/  +     ^/  +      ^^     :=- o  oder     ^/   +     ^ /  +     ^^     =n 

al«  die  (rleichung.  weloiie  vnn  beiden  Axen  erfüllt  wird.  Diese  einzige 
Ctlrichun^    I:js.tt    :i)m'|-    dii'  Axen    unbi'stimnit    und    genügt    ihr  jede   Axe. 

welche  der  Kliene    '      -|-    ".    -|-     *     angehört.      Ist    nämlich  .r.  //,   c    ein 

r  ff  II 

Punkt  irgend  einer  ihr  genii-^enden  Axe,  a  .sein  Abstand  vnm  Irsprung, 
9'*  niuhiplicin-  man  mit  a  und  .setze  n  rt,s  rf  =  .r,  o  nts  x  ^=  .7,  9  ras  1/»  ==  r, 
w(t<iurch  die  (ilcichnn;:  dieser  Kbene  erhalten  wird,  in  welche  also  die 
Paukte  aller  htdcln-r   Axen   fallen. 

II  nt  das  System  drei  niclit  in  einer  Kl»ene  liegende 
<  1 1  r*  i  «•  b  g  e  w  i  (■  h  t  >  a  x  e  n  u  ,  h  ^  t\  m>  ist  je  d  e  Axe  «/  eine  ( J 1  e  i  c  h  ■ 
^1«  wicht.sax  e.  Denn  .si-bneiden  sich  unter  der  genügenden  Voraus- 
setzung, dash  Alle  Axen  durch  di'nselben  Punkt  gezogen  werden,  dii* 
F^bcnen  vun  '/,  /«  und  v«iti  f.  //  in  der  (leiatb'u  *',  so  i>t  *'  eine  (rleich 
li;f>iricbtsaxe.  weil  sii-  in  diT  Kbene  ti  h  liegt  uml  da  »■  eine  sidcbe  Axe 
ist,    ist  es  auch   r/.    tla   J  in  die  KJiene   '-'-    füllt.  Da   m:in  jede   beliehige 

li«*fregung  de.s  Sy.sti'Uis  in  ]{«itatiiin  und  'i'ransbitidn  anfliisen  kann  uml 
jt-tzter«*  hier  von  keinem  Kinliuss  ist,  sn  kann  der  Sat/.  .'UU'h  so  uu>- 
l^eif proeben    wi-rden  :      W  e  n  n    d  a  s    G  1  e  i  c  h  g  e  w  i  c  b  t     eines    K  r  H  f  t  e  ■ 
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Systems  durch  drei  Verschiebungen  des  Punktsjfltems,  an 
welchem  es  angreift,  nicht  gestört  wird,  so  besteht  es  bei 
jeder  Verschiebung  fort.  Ist  also  das  System  in  vier  Lagen 
im  Gleichgewichte,  so  ist  es  auch  in  jeder  früheren  im 
Gleichgewichte. 

§.  5.  Nicht  jodos  im  Gleichgewichte  befindliche  System  bpsitxt 
eine  Gleichgewichtsaxc;  allein  wenn  die  hierzu  nöthige  Bedingung 
2FGn  +  F^f  +  G'^g  +  H^h  —  fgh  =  0  nicht  erfüllt  ist,  so  kann 
man  dem  Systeme  zwei  sich  Gleichgewicht  haltende  Kräfte  P|,  P^^  welche 
also  längs  der  Verbindungslinie  ^j,  A2  ihrer  Angriffspunkte  A^  (X|,  y,,  C|) 
und  '-/2(^2;  ^21  ^2)  ^'^  entgegengesetztem  Sinne  wirken,  sufügen,  sodastf 
eine  bestimmte  Axe  fi  {(p,  Xi  ^0  Gleichgewichtsaxe  wird.  Bei  der  Drehnng 
des  Systems  treten  nämlich  alsdann  P^  und  P.^  aus  der  Linie  A^^  A^ 
heraus  und  bilden  ein  Paar,  welches  die  Gleichgewichtsaxe  bestimmt 
Nennen  wir  F\  G\  If\  /",  g\  li  das,  was  aus  F^  C,  E^  f^  gr,  h  des  ge- 
gebenen Kräftesystems  wird,  wenn  die  Kräfte  P|,  P^  noch  hinzutreten, 
so  müssen  für  gegebene  9,  %,  tp  die  Gleichungen 

—  f  cos  q>  -\-  H'  cos  X  -{-  (^'  ^0«  rjß  =  0 
H '  cos  g>  —  g'  cos  %  -\-  F'  cos  ip  =  0 
G'  cos  q>  -^  F'  cos  %  —  ä'  cos  1/;  =  0 

erfüllt  werden.  Sind  nun  Ä\^  F),  Zj ;  JTji  ^2«  ^3  ^'^  Componenten 
der  zuzufügenden  Kräfte,  ist  A^A.^  =  r  und  setzt  man  0:2  —  x^  =  r  co$l^ 
y-i  —  y^  =  r  cos  ^y  2,  —  2:.,  =  r  cos  v,  sodass  (Aftv)  die  Richtung  (^^i^}) 
bedeutet,  so  erhält  man 

F'=^  F  +  y^Zy  +  2/.^Z^  =  F+  (y,  —  y,)  Z.,  =  i^  +  rP,  cos  (i  cos  v, 

da  Zi  -]-  Z.t  =  Oy  Zj  =  P^  ^o»v  V  ist;  oder  wenn  rP.^  =  Q  gesetzt 
und  in  gleicher  Weise  G\  11'  gebildet  werden: 

F'=  F -{- Qcosiicosvy    G'=  G+  Qcosvcosky   H'^^B-^QcoslcosfL. 

Weiter  ist  /*  =  /  +  (y,  Y,  +  :,  Z,)  +  (y,!'^  +  z.Z.)  =  /•  +  (y^  -  y^)  r, 

+  (22  —  *i)  ^2  =^  /*  "f"  i^  ('-'^^^  f*  ~f"  ^^'^^  '0  ^^'  s.  w.,  also 

/^  =  /*  +    ()  (c'OÄ^  jlA   +    cos^  v) 

g  =  y  -f-  Ö  (coy*^  V  -\-  cos*  A) 
//  =  //  4-   J?  (co5-  A  -(-  C052  (l) . 

Substituirt  mau  nun  diese  AVerthc  für  F\  G\  //',  /^,  //',  /i'  in  die  obigen 
Gleichungen,  so  gehen  sie,  indem  man 

cos  l  cos  q>  -f-  cos  fi  cos  X  -j-  cos  V  cos  tp  =  cos  X 

setzt,  wo  K  der  AVinkel  zwisclien  der  Gleichgewichtsaxe  (/*)  und  der  Linie 
A^  A.,  ist,   über  in: 

—  f  cos  cp  -\-  H  cos  X  -\r  ^  ^^^  ^  =  0  {cos  (p  —  cos  k  cos  l) 
H  cos  tp  —  g  cos  X  -{-  F  cos  ij)  =  Q  {cos  x  —  cos  x  cos  fi) 
G  cos  q)  -{-  F  cos  X  —  /'  cos  1/;  =  f)  (^cos  rjf  —  cos  x  cos  v) . 
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In  diesen  Gleichungoii  hat  man  über  /'.,.  r,  A,  fi^  v  so  zu  vorfUgoii, 
dau  ihnen  gonilgt  wird.  Ks  ibt  tlalicr  ilio  ].ri8uiig  der  Aufgaho  auf 
unendlich  viele  Arten  möglich.  Man  setze  nun  abkürzend  dir  bekann- 
ten Grössen 

—  f  ms  (p  -^    1/  ros  1   -|-    /;  r-o.v  \\t   --=:    />  ras  « 

ff  cos  (p  —    ff  ms  X  -\-   ^'  ^">'  'i'  --   /^  '*"■"  1^ 
(f  ms  <p  -\-   F  rtts  1  —    h  rns  i}'    --   If  rtts  y, 

wobei  /^  nnd  die  Richtung  (aßy)  clureh  die  Diagonale  eineH  l'arallele- 
pipeds  gefunden  werden,  welches  über  den  auf  der  (.uordinatenaxe  aU 
Lungen  aufgetragenen  0 rossen  —  f  ras  g>  -{'  JI  rtis  %  +  '•  «'"-■*  ^  "•  «•  w. 
eonstmirt  werden  kann.  Die  Hedingnngi»gleichungen  der  Aufgabe  hinten 
dann  einfacher  nebst  den  nöthigen  Nebcngleicliungen : 

i^COSti^=Q\raSfp — ro.« X  fo.v  A)  ,   rtis*k  -|-  ros'u  -|-  ras- v  =  I 

iß  cos  ß  =  Ql^rus  X  —  ms  TU,  msu) ,   rnsk  msrp  -\-  msn  nts^  -\-  rasvrus^f  =  rnsK 

D  cos  Y  ^  O  {cos  ^  —  ms  x  ms  v) , 

woraus   i,  ^,   i',  x,  0   zu    bestimmen    sind.      Hieraus    er^ilit    sich    sofort 

nach  Multiplication  mit  ms(p^  *'t»^  Xi  f*»ii^  und  Addition: 

ff  [ms  a  ms  tp  -(-  cos  ß  ms  jr  -|-  ms  y  ms  i/»)  =  Q  sin'^  x . 

EbenHo  nach  der  Multiplication  mit  ras  X^  ms  ti,  ms  v  und  Addition, 
da  />  nicht  verfcchwindet,  weil  sonst  die  Hedingungrn,  dass  (u)  eine 
Gleichgewichtsaxe,  bereits  erfüllt  waren, 

CiiS  a  rus  k   -{-   ros  |i  «v»,v  ii    -|-   ras  y  ms  v  =  O, 
d.    h.    die   ^»'suchte    Richtung   vnn   ./, ./..  ist   henkr(H-lit    zur    Richtung    tler 
lliagonale  />.     Kndlich    liefert    dii*   Multiplicatinn   mit  rns  n,    rns  /i,  ms  y 
und  Additi(»n 

/;  =   fj  (roÄ  ff  rns  tf    -j-    ms  ß  ms  ^    ~\-    t'ns  y  **ii.v  t/») . 

Iiie.Hr   eben   entwickelten   (ilficliuiigen  geben  j«'t/t: 

//  n 

rns  u  rns  7    -\-    rtis  ß  rns  ^   -j-    '*">"  y  '*">'■  ».*'  '"">  '  /'•   1") 

w'/i"  X    ==-     rns  a  rns  7    -j-    rns  ß   rns  y    -j-    ms  y   rns  !.'■)*  rns*  {ff^  11), 

rtts  tj     -  -    rns  i(  m'h  z 


!•»»>  /. 


rns  A    -  - 

ms   X  rnS  ß     SIN    Y. 


rits  i( 


CS  I'    =  - 


rtis  X 


f'ii.v  I."   ---   rns  y  stn  x 


rns  y. 
llurch  diesi'  (flrichun^cn  winl  bhis  iHr  KicIituDg  t\r\  (leraden  .l,  ./, 
lH*i»tiinint,  di«*  Lage  dersfrlbrn  im  IkauuH*  iht  bi-lirlij;;,  lÜi*  briilcn  Tunkte 
-I, ,  .4,  auf  ihr  und  «lie  Intensit.-it  der  j^leirlim  Kiiifii'  /*, ,  /\  >»inil  es 
f;l«-ichfal!s.  Ziehen  wir  tlie  ICichtun^^on  tu)  imhI  f,  f .  liurrh  den  ris|iriiiig, 
dorch  welchen  /'  bereits  geht,  so  /.ei;^t  Nii'ii.  da.ss  alb*  drei  in  eine  Mbene 
fallen.     Ks  ist  nämlich 
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COS  {A^  ^2'»  M)  =  ^^*  ^  ^^'*  V  +  ^^'*  f^  <'^*  Z  4"  ^«^^  "  ^ö*  ^  =  ^ö'  *i 
C05  (/>,  ft)  =  cfßS  «  rr)5  gj  +  cos  ß  cos  X  +  ^ö*  y  C05  -^  =  sin  x, 
CO*  (7>,  -^,  A.f)  =  cos  a  r«s  X  -|-  ros  |3  cos  ft  +  ^ös  y  cos  v  =■=  0 

und  sind  A^  A,^  und  D  einerseits  unter  einem  rechten  Winkel  gegen- 
einander geneigt,  während  andererseits  (<i)  mit  ^j  ^2  ^^^  mit  D  Comple- 
mentwinkel  bilden.  Um  also  A^A^  zu  finden,  braucht  man  nur  in  der 
durch  D  und  ft  bestimmten  Ebene  eine  Senkrechte  auf  D  zu  errichten. 
Q  findet  man,  indem  man  durch  die  Endpunkte  von  D  eine  Parallele 
KU  A^A.^  zieht,  sie  schneiden  auf  ^  ein  Stück  gleich  Q  =  D  $cc  (D,  fi)  ab. 

Die  Untersuchung  zeigt  zugleich,  dass  wenn  ein  im  Gleich- 
gewichte befindliches  System  um  eine  Axe  gedreht  wird, 
das  System  einem  Kräftepaare  äquivalent  wird,  falls  die 
Angriffspunkte,  Intensitäten  und  Richtungen  sämmtlicher 
Kräfte  dieselben  bleiben. 

§.  6.  Wenn  das  System  nicht  im  Gleichgewichte  befindlich  ist,  so 
kann  man  immer  auf  verschiedene  Arten  zwei  Kräfte  P^ ,  P^  finden, 
welche  Gleichgewicht  hervorbringen  und  dieselben  ausserdem  noch  so 
bestimmen,  dass  das  Gleichgewicht  nicht  gestört  wird,  wenn  das  System 
sich  um  eine  bestimmte  Axe  ft  (9,  %^  ij>)  umdreht.     Setzt  man  wie  oben 

ZX  =  A     £yZ  =  F    2:{yY  +  zZ)  =  f  ZzY  =  F' 

ZY  =  B    ZzX  =  Cr     Z(2Z   +  xX)  =  g    und    HxZ  =   C' 
ZZ  =  C    ZxY==  11     Z{xX  +  fjY)  =  h  ZyX  =  H\ 

so  sind  die  sechs  Gleichungen  des  Gleichgewichtes,  wenn  X^^  Ki,  2«; 
JTj»  ^2?  ^'i  die  Componcuten  der  zugefügten  Kräfte  Pj ,  i>,,  sowie 
.r, ,  y, ,  Cj ;  .Tj,  y^^  ^2  d^®  Coordinaten  ihrer  Angriffspunkte  -fi, ,  A»  be- 
deuten : 

A  +  X,+  X\  =  0  F+  II,  Z,  +  y.,7..,  =  F'  +  z,  r,  +  :^r^  =  F" 
B  +  F,  +  I'j  =  0  a  +  J-,  A-,  +  z,.\\  =  Q-  +  .r,  Z,  +  x.  Z,  =  <;" 
C  +   Z,  +    Zj  =  0    77+  ..•,  1',  +  ;r,r,  =  7/'+  y,.r,  +  y3A','=  Ä", 

wo  F'\  G'\  11"  zur  Abkürzung  eingeführt  sind.  Zu  diesen  treten  aU 
Ausdruck  für  das  Fortbestehen  des  Gleichgewichtes  hinzu 

—  f  cos  (p  -f-  11"  cos  X  -f"  G^cos  t/^  =  0 
H  'cos  (p  —  (j  cos  X  -\-  F'cus  !/;  =  () 
G"  Cos  (f  -|~  ^'   ^'^'^  X  —    /*'  <*''*  V  =  ^  1 

/^^=   /^  +  ,Vi^i   +  -i'^i   +   2/2^2  +  -2^'i 

Ä'=  /<  -f-  .r,A\  +  //,]',   +  .rwl'o  +  ^2^2- 
Diese    neun    Gleichungen    bestimmen    die    zwölf  Grössen    A'j ,    1',,  Zy} 
A'2,    1*2,  ^2»  '^n  ^17  '1?    ^2»  //2'  ^2   nicht  vollständig,   vielmehr  bleiben 
drei  derselben  willkürlich   annehmbar.     Führt   man  wieder  die  Bichtung 
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(l^v)   für  die  Verbindungslinie  y^^A.,  ^-  r  iIit  Anr^ifTsiuinkto  von  /*, ,  P., 
ein  und  eliiniiiirt   .V,,    ]', ,  /, ,  sn  sind  die  (Jrnssrn 

/'"  =    F   —    ^/^f'  +    /•/..  rns  u    - -.    F'         :,/»    +    /']',  ms  i» 
f<"  ='.":,./  +   r.V.j  ms  v  ~-   /,"'  .r,  /     -|-    rZ,  #■/»>  A 

//"=//      -   .*■,//  +   rJ'..  riix  k   ^-   11' -~   //,  J    -|-    r.V..  f  ojf  fi 

r  =  f  —  .Vi^  —  -1^'  +  f'y-i  '•">■  f*  +  '•/-.i  '•"-*  »' 
*/'  =  //  -  ;|<'  -—  .*■,./  -j-  /■/,  ro.v  r  -(-  r.V.,  r/<.v  A 
A'  =  /i  -       a'|.'/  --   V, />  -(-   rX,  ro.v  A   -|-    r  J'.,  ro.v  fi 

in  die  Bedingungsj;h>iclnni<j^on  für  dit*  Fortdauer  des  (.■leiehgcwicliteH 
einzuführen.  Wäldt  m:ni  nun  zur  writercMi  Vt^roinfacliung  die  Axe 
^  (9»  2»  VO  znr  :-Ax(»,  sodane  (;p  ==  jr  =  .^  t,  i/»  =  i»  wird,  so  ergibt 
Bich   da8  GloicliungsKystom 

r;"=  0     r  —  V,  r  +  /■/,  ms  n  =  o 

/'"==  0       /"-      :,//   -\-    rl,  ms  i    =--     O 
/i'  ==  0      <;-;,.•!    +   r.V..  /«x  r  ^  n 

'."'      •  j-jT  -|-   r/.,  t'ns  A  ■=   0 

//  —   ,r^fi  -\-   r]'.^  rns  k  =   //'  —   9/ .1  -\-  r.\\  ms  ft 

h       -  j',./  —   if^li  -(-   rX,  ri».«  k   -\-   rV.,  rus  {i   ■- ■■   0 

nnd    itus   ilnn  orliält  man   nach   Kliniination  von  .V,,    J'.>,  /.. : 

*  •  m 

1  #;  —  Tj  --ii  tm.v  A  -(- '  A'      ?]/>'■  '■»•>■  .'i       '  /'  -     .1*,./  --  vi'O  ^'*''  >'  =  0. 

I.>i«   Kliniination  von  A,  u,  i'  iiiMVrt  als  gooinot rischon   Ort  i'iir  don  Punkt 
.4,    die   FUche  zweiter  Onlnung 

F  —  y^t\     /;'     -  .r,r,     (» 

F'    ~    r,  A?,      /;  :,./.      //'         //  4    .!,/>'  ;/,  .^  o. 

ii  r,  .■^.     r,/.'  /•■'.     .ij./    j-   »/,/»'     -■  // 

Ilprselhen   ^onli^i'n   auch   dir   CiHirdinattMi 

X,  =  j',  -f"  '■  '■"■^'  ^»  v«     V,  -{  '■  ^">"  ;* .  '..  ~   '1  ^-  '*  '*'•■''' "' 

aud  zwar  für  j«'di's  r,  \wil  hii*  «Iimj  (iU*ic1inii(;('n,  ans  welclion  dir 
Ol^ichuiij?  drr  Fliirhi»  lu»rv<ir^iii^,  tiir  j«'i]i',s  ;•  ^iMiii^^iM!.  Uahrr  liogt 
niclit  Mos  .f,  srindotn  aiidi  ./.  und  /.wiir  tür  jiMlm  Al'stand  r  von  ./, 
Auf  d<*rsi'1bon  Fl:iclii'.  ])ips<'  ist  d:iht'r  rin  rinfachrs  Hv[i<'r1iidi>id.  Man 
kann  also  einem  nicht  im  ( ■  I  c i r h  l: «'  w  j c li  t  1* i'  t'i n  d  1  i c h o  n  Syst t» ni 
zir^i  finlclic  Kräftr  /,  tit'ii^cn.  d.i.Hs  in  \\v/.xi\:  :111t  ilii*  I>rehnng 
Jr*  System!*  um  cini'  «r  «■;;•' h  i' n  <*  A  x  <•  dauciiid  *•  1  cic  h«;r  w  ic  h  t 
eintritt  o  d  «*  r  man  kann  z  \v  1*  i  d  1.'  m  S  y  >  1 1'  m  .1  (pi  i  v  a  1 1*  n  t  o  Kr  ä  t't  e 
so  finden,  das»  h i r  trotz,  il p r  I >  r e h n  n  ;;  A\*s  S y  k 1 1* m s  u m  e i n  t* 
gegebene  Axe  ihm  äi|uiva1rnt  MeihiMi.  Mio  A  n^r  i  rf.s|iunkti* 
d  e  r  K  r  A  f  1 1*  k  o  n  n  e  n  b  o  1  i  r  li  i ;:  a  u  I'  r  i  11  c  r  F.  r  /.  c  uzenden  tl  o  r  o  i  11  e  n 
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Schaar  von  Geraden  eines  gewissen  einfachen  Hyperboloids 
angenommen  werden. 

Die  weitere  Ausführung  der  hier  entwickelten  Theorien  mfissen 
wir  unterlassen  und  uns  begnügen,  auf  die  Quellen  hierfür  in  ver- 
weisen: Möbius,  Lehrbuch  der  Statik  I.  Tbl.,  Cap.  8.  und  Minding, 
Handbuch  der  theoretischen  Mechanik  §.  29  ff.,  sowie  dessen  Ahhand- 
lung  in  Crelle's  Journal  für  reine  und  angew.  Mathematik,  Bd.  15, 
S.  80  u.  s.  w.  In  diesen  Schriften,  deren  ersterer  sich  die  hier  gege- 
benen Darstellung  anschlicsst,  wird  die  Theorie  der  Haaptaxen  der 
KrftfteJiquivalcnz,  der  Centrallinie  und  Centralebeno  eines  Systems  aus* 
führlich  entwickelt  und  werden  folgende  Hauptsätze  erwiesen: 

Wenn  ein  Kräftesystem  einer  Einzelresultanten  äqni- 1 
valent  ist,  so  gibt  es  in  der  Richtung  derselben  zwei  Punkte 
und  gehen  durch  diese  Punkte  zwei  solche  Axen,  dass  bei 
der  Drehung  des  Punktsystems  um  eine  derselben  die  Resul- 
tante ihrer  Lage  und  Intensität  nach  fortwährend  dieselbe 
und  dem  System  als  solche  allein  äquivalent  bleibt  nnd  wenn 
das  Punktsystem  mit  einem  solchen  Punkte  befestigt  wird, 
das  Gleichgewicht  durch  die  Drehung  um  die  durch  ihn  hin- 
durchgehende Axe  nicht  gestört  wird. 

Das  Punktsystem  kann  auf  unzählige  Arten  in  solche 
Stellungen  gebracht  werden,  dass  die  sich  parallel  bleiben- 
den Kräfte  einer  Eiuzelresultante  äquivalent  werden;  die 
Richtung  dieser  Resultante  schneidet  in  allen  Fällen  eine 
Ellipse  und  eine  Hyperbel  von  gemeinschaftlichem  Mittel- 
punkt, deren  Ebenen  aufeinander  senkrecht  stehen  und  so 
mit  einander  verbunden  sind,  dass  die  Scheitel  der  einen 
in  die  Brennpunkte  der  anderen   fallen. 

§.  7.  Aus  den  Untersuchungen  der  letzten  §§.  erhellt,  dass  in 
Folge  der  Lagenänderung  eines  unveränderliclien  Punktsystems,  an 
welchem  ein  im  Gleichgewicht  bciiiidliches  Kräftesystem  angreift,  wenn 
die  Angriffspunkte,  Intensitäten  und  Richtungen  der  Kräfte  unverändert 
bleiben,  das  Gleichgewicht  im  Allgemeinen  aufliört  und  die  Kräfte  einem 
Paare  äquivalent  werden.  Bei  diesen  Lagenänderungen  brauchen  nur 
Rotationen  berücksichtigt  zu  werden.  Wenn  nun  nach  der  Drehung 
des  Systems  um  eine  Axe  um  einen  auch  noch  so  kleinen  Winkel  die 
Kräfte  dasselbe  in  die  Gleichgewichtslage  zurückzuführen  streben,  so 
heisst  das  Gleichgewicht  sicher  oder  stabil  in  Bezug  auf  diese  Axe; 
tritt  aber  durch  die  Einwirkung  der  Kräfte  eine  weitere  Entfemung 
von  der  Gleichgewichtslage  ein,  so  heisst  es  unsicher  oder  labil  in 
Bezug  auf  jene  Axe.  Von  der  Beschaflcnhcit  der  nach  der  Drehung 
eintretenden  Bewegung  des  Sy^5tems,  welche  im  ersten  Falle  in  Oscilla* 
tionen  um  die  Gleichgewichtslage,  ähnlich  denen  eines  Pendels,  besteht. 


VI.  Cap.  Sichfrlii'it  iiml  l'iisiclirrlii-it  ilfs  riluii-lipi'wiflitii.  f^SU 

»Micii  wir   liiiT  al»  iiihI   wollrii   wir   Mus  ilir   ]ioi1iii<;iiii«;pii   ili^r  Siclii*rhoit 

und   Uusiclicrlicit  t\vs   (ilrirligewiclitcs  nn   sicli   iiiitorKiicIifMi. 

Es  M'ioii  (tV  r.M.j  /♦,,  /'.,   /woi    Kr;iftf\   niif  wMflii«   sicli   ila»  KriitlP- 

sybtciu  roiliioiroii    liisKt    iiiid   hcsichc   (;iritli;rrwiilit,    sodass    iUoko   Kräi'to 

oiitgo^'on;rt»sotzt  gleicli  8inil  iiiul  l.-injrs  ilrr  Vril.iiiilun^rsUMi«*  ./,,   ./.  ihrer 

Alignffüliuiikti*    wirken.     Dies    ist    auf 

xwei  ArtiMi   imi^lioli,    n;iiiilii*1i   su,   ilasH 

ilio  KräfK*    du*  KntiVriiung   ilin-r  An-        **  /'»  ^?     ' 

griffsiiunklt'    zu    vor;;rMssi»rii     mirr   so,     -!••     ^'^  ..       -  .1^    v 

ilass  hie  dioselhc   zu   vi'rklfiMrni   strr-  ,/•.  \    ^  < 

Im'h.     Dri'ht  mau   nun   «las  Svstnn   um  ''      j.       ^.  .6.    /; 

irgona  f»inc  Axo,  ho  liiMi'ii  «lir  Kräfte    -'i'     %  I   '  '       ' 

'  f         I         ' 
nin   Paar  i/',,  P.,)  und  wenn  wir  \n'uh'       A        ^z  (f         •  •  ' 

nach    il«T    Kiohtun^    .1,  ./.,    und     senk-         ' 

rocht  auf  dir  K'iihtnn^  der  Kriill«'  sidlist  zt'rle^rtMi,  so  i»r;;i.d)i»n  sich  zwei 
Kriit'te  o, ,  O.,,  wfU'ho  l;in;rs  -'i  '.•  **»^'^»  (Mrichj;»- wicht  halton  nnd  zwri 
Ander«*  >, ,  .V,,  wch-hr  die  Tunkte  ./,  ,  ./.  scnkrerht  zu  tien  <irenzlinien 
fflrs  l'aralli'l.streifrns  < /'| /\  ■  liesrlilciini^en  und  deinzufol^r  den  Ann  ilea 
l'aari'M  < /*, ,  /'j  oilrr  di«*  l^reite  des  ParalUdstreifeuH  im  ersteren  Falle 
zu  vrrkh'inern .  im  zweiten  Falle  zu  ver;riÖNSfrn  streln^n.  Im  ersten 
FaUi*  surhen  alsi>  die  Kräfte  das  Svsteni  in  eine  Kap>  zu  bringen,  in 
welcher  /',  und  /',  wifdi*r  in  eine  (icraile  fallen,  d.  h.  sie  strehen  daH 
SvNtfni  in  rlie  nrs|iriin^llehe  (ili'ii-h^ri'wii'htsl.'i};«'  zurürkzufiihn'n ;  im  zwei- 
tcMi  Falh'  entfernen  sie  tlas.sellie  noch  mein  von  derselhen.  Das  (ileii-h- 
2r«'wicht  ist  daher  im  ersten  I':it1e  sicher ,  im  zweiten  unsicher  für  die 
liftrelVende  I)r«'hun;r-*ii\e.  ]ii\  ausser  <len  {genannten  heiden  Arten  des 
If leich^ewichts  keine  dritte  e\istiiT,  so  kann  nian  liehau|iten,  das»  das 
I  i  leieli  ;;e  w  ic  h  t  /\\eier  Ki.iftf  :i  n  einem  n  n  v  e  rii  n  d  i*  rlic  hen 
Svsti'm  sicher  oilcr  unsichfr  ist,  je  nacliiieni  die  Kräfte  die 
Kntfernun^  ihrer  A  n  ^  ri  I  l's  p  n  n  k  t  e  zu  v  e  r;:  röss  er  ii  oder  zu 
vi*rkleinern  streiten  u  n  il  z\«ar  für  jed«*  .\\e,  durch  Mrehung 
n  ni  w  e  Idi  e  die  K  r;i  f  t  e  ei  n  ent  Ta  a  i  •■  h*\  \\  i  v  ale  n  t  w  e  i  d  e  n.  ]>re  li  t 
man  ilas  S\steni  um  die  V  r  rhi  n  il  u  n  ;;s  1  i  n  ie  .t^  .t,  der  An- 
;;ri  i'i'i*  |in  n  k  t  e  se  jlis  t .  n  li  e  r  e  r  t  h  e  i  1 1  nia  n  d  eni  se  Um*  n  e  i  n  e  Tran  s 
lation.  SM  ilauert  das  1  ■  1 1- i  r  h  i:i' w  i  c  h  t  f^rt.  Fallen  die  An- 
;^r  i  f  f  ^|>  u  n  k  t  e  in  eini-n  /  u  s  :i  mm  e  n  ,  so  h  r  >  t  (*  h  t  das  <ileicli 
gfwicht    liir   all»*    A\en    fort      il  a  ii  er  n  d  t-.s    ( i  I  e  i  c  h  ;:  e  w  ic  h  t  V 

Im  Falle  ilrs  sicheren  ( ileich;^!'»  ichtes  stimmt  iler  Sinn  von  1,./. 
mit  dem  Sinn*-  vnii  /'.  nnil  iIit  Sinn  vnn  .'.  I^  t«d^Hch  mit  ilem  Sinnt* 
von  /',  idieii'in:  im  l'alle  de>  niisiclieren  ( ileii-h;^ewit  htes  hahen  'j  -f,. 
iiml  /'..  snwii*  .1  ./,  nnd  /',  i'nt^e;:i'n;_'i'set/ten  Sinn.  I>alii'r  ist  iIan 
<f  leidige  w  ic  ht  sichiM*  oijfi'  nnsichi'r.  je  nachdem  das  Pro- 
dukt   'f| -',.  '  /';    "der    das     ^  le  i  c  h  hed  e  u  t  e  n  i1  e    Produkt     .7,.f|-/'| 
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positiv  oder  negativ  ist.    Das  Verschwinden  desselben  dev-   | 
tet  auf  die  Dauer  des  Gleichgewichtes  hin.  | 

Für  ein  System  von  Parallelkräften,  welches  im  Gleichgewichte 
befindlich  ist,  denke  man  sich  zwei  Gruppen  von  Kräften  gebildet,  die 
eine  enthalte  alle  Kräfte  P  der  Richtung  {^^y)^  die  andere  alle  Kräfte 
P"  der  Richtung  ( — cf,  — j3,  — y).  Dann  sind  die  Coordiuaten  der 
Mittelpunkte  A^^  A,^  beider  Gruppen: 

_  LP'x  _  ZP'y  _   ZP'z 

**!  —   ^p'   '     '^'  £P'   '*     **  —     JS!P* 


//        ff  r^    »»"       "  «T    ■>»'        »' 


_  2:P'x"  _  ZP  y  _   £P  z 

•'^\'  —     27>''    '    ^2  ""     ZP"    '    '2  —     ^y 
und  wird 

A^A,^  =  (a\,  —  x^)  cos  a  +  {t/.,  —  yi)  cos  ß  +  (t.^  —  ;,)  co5  y;  . 

/>,  =  -Ei>',     P,  =  ZP'\ 

wobei  wegen  des  Gleichgewichtes  ZP'  =  —  ZP''  ist.     Man    hat  daher: 

A^  A.^  .  />o  =  ^i  ^o  •  ZP" 

=  (2'i>'V'+  2;/>V)  c«>*'«  +  {ZPY+  ZPy)cosß  +  (2:/>"2''+  SP'z')  cosj. 

Je  nachdem  daher  2^  {jcX  -f-  !/-!  4"  *^)  positiv,  negativ  oder  Nnll  ist, 
besteht  im  System  sicheres,  unsicheres  oder  dauerndes  Gleichgewicht 
Da  A^  A.j  •  P.2  von  der  Lage  des  Coordinatensystems  unabhängig  ist,  so 
gilt  dies  auch  von  der  Grösse  Z  (a:A'  -{-  yY  -{-  zZ).  Nimmt  man  die 
Richtung   der-  Kräfte   zur  Richtung   der  z-Axe,   so  wird    die  Bedingang 

für  die  drei  Arten  des  Gleichgewichtes  ZzZ  ^  0. 

Ein  ebenes  im  Gleichgewichte  befindliches  Kräflesystem  wird  dvreh 
die  Drehung  um  Axcn,  welche  zur  Ebene  senkrecht  sind,    einem  Paare 
äquivalent,  dessen  Moment  —  h  sht  cc  ist,  wenn  h  =^  Z  {xX  -|-  yF)  nad 
cc  den   Drehungs Winkel   bedeutet.      Sind    P^^  P^   die   Kräfte,   welche  an 
A^^  A.t   wirkend    dies  Paar   darstellen,    so   wird   —  -^1-^2  '-^2  '"*  **  •*'" 
Moment,  also  A^A^  '  P-y  =  /*  und  mithin  ist  das  Gleichgewicht  sicher,  un- 
sicher oder  dauernd,  je  nachdem  Z{xX  -\-  yl')  positiv,  negativ  oder  Null  ist 
Pi     j,^  g.  S.    In  Bezug  auf  die  Sicherheit  eines  rünni- 

I  liehen    Kräftesystems    au    einem    unveränderlichen 

^',  ^^  Punktsystem  besteht  folgender  Satz: 

*^  Das    (J  leichgewicht    eines    räumlichen 

^'      p\'-'"  Kräftesystems  an  einem  unveränderlichen 

".  Punktsystem    ist    in    Bezug    auf    eine  Axe 

^         ,  sicher  oder  unsicher,  je  nachdem  diePro- 

^.^-yT    '  jection    des   Kräftesystems    auf    eine    sni 

^  Axe  senkrechte  Ebene  in  Bezng  auf  diese 

"~  '  Axe  ist,  sich  im  sicheren  oder  unsicheren 

Gleichgewichte  befindet.     Ist  nämlich  (Fig.  199.)  a  die  Drehungs- 

axe,   K  die   Projectionsebene,   so   zerlegen  wir  jede   Kraft  PQ  in  iwei 
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Komponenten,  PS  panillrl  zu  //  nutl  I'Ji  |iara1Ii*l  /u  A'  und  orKOtzon 
sngli'icli  J'Ii  (liircli  ihre  rrojoctioii  Tl-  «iiif  A'  und  das  Paar  (/'//,  7'^^), 
dessen  Kbono  pnrnllol  u  i.st.  Alle  Pnarc  wi<»  (i'Ft^  TU)  Mfihon  hei 
der  Dndiuiig  inn  n  sii-li  iii|iiivali*iit,  k<">inion  pnralUd  mit  sii'li  so  ver- 
legt *nTden.  dass  ilirr  KWiCt«*  au  -awv'x  l'uuktcu  -/,  /•*  \Y'v^.  'JOO.)  der 
Axe  fi  augreitVn  und  1ii'f'<>i'u  dalirr  znsauinn'u  i>iu  iliucu  ai|uivaIiMites 
l'aar  \At\  B Ih  uiit  dcui  Armr  AU.  Has  (i(>haniuitki:irti'.syst«-ui  [!*{*)  zer- 
fallt  di'uinaL'ii   in   das  elxMu*   Kiätti'systi'Ui  <  //) 

J  iir    ''"Ml. 

«1er   Kriitte  Tl\  das  Systrui  \V)  diT   raralltd- 

kräfto  l'S  uutl  das   Paar  (./^',   /•'/';.    Vornn'ij;** 

de»  (ileii-ii^owicIiteH  des  (.lesauinitsystruis  niUHS      L^       %K 

nun   (//»   Vnr  d«*r  Hrtdiun;;   uui  n  für  hirh    im      ^*       ;* 

<ileifhi;ewiclile  si'iu ;  tIas.si'Dii'   winl  liurcli   dir  i        *• 

t     .  .  .     ,  4J/      Qg 

Drehung  riu«'m   I'aarr    —  h  sin  u  ä(|uivalent.       HAT 
widclies   iu   der  Khcut»    A'  »»iuo   hfdii'lii«ro   Laj^i'  ^       ^ 

und  <ir('»>si*  der  StMirnkraftr  hahcn  kann.    Man 

kann  dicH  I^nar  hu  1(*^'i'U  ,  iln^s  ./  der  An*;i'itVh])Uukt  der  einen  Seiten- 
krat'l  AK  =~  Af  und  iiin*  Richtung  der  Kiclituu*;  vou  A('  entgegen- 
gesetzt i.st.  l>«'r  Au<;i-itV>j»unkt  ./,  (h'r  anddru  Sritenkrart  A^K^  ergibt 
üich  hierzu  leicht  duri'h  dii*  I^cilin^^un«:,  dass  —  /r  shi  «  dem  MouK'Ute 
der  Krätt«^  Tf  l'iutwähri'iid  ^rh'ii'h  M'iii  mn.ss.  Zu  Anfang  der  Drehung 
fallen  vt^rmii^i*  df.s  (ilcii'h^i'uiolits  AH  und  ./|  A.'t  in  (due  Gerade  und 
«la  Af  und  AK  sirli  aui'li  w.-ihrcnii  der  Dridiuii;:  til^^rn,  so  folgt,  da88 
da6  l'aar  ».f,/.", ,  /-'/'i  l'nrtwähn'nd  dfu  frühi-rru  l'aarcn  </'//,  TO)  äqui- 
valent ist.  Dir  rarallflkialtc  des  Systems  {l')  müs.scn  daher  sieh  auf 
ein  Paar  rrducirni,  widclns  mit  di'ui  Paare  (./,  A', ,  /i/f)  anfangs  im 
Itleichtri'wiehn«  i.st.  Dii-  KluMir  di«'.si's  Paan-s  muss  daher  der  Ebene 
A  K  A^  ]iaiallid  .sriii  uml  da  ilii-.s  Paar  durch  ilie  Dr«diun^  nicht  alterirt 
winl,  hf>  kann  v>  durrh  fiii  Paar  \A^lly  //A*  iTsi't/t  werden,  ilesNon 
Seitenkrättf  au  ./|.  /•'  aii^M'ilcn  und  der  Am'  '/  paralltd  sind.  Nun 
lielVrn  ahrr  ./j  A',  iiinl  ./,  //  limT^i'iis,  /.' /'  und  /.*/i  amlrrersrits  die 
tiarallc'lcu  imuI  ;:Ifiili<'ii  iir.sultanti'ii  .f,7,  A' /. ,  uididi«'  wi>>;i*u  destihdch- 
gpwichti'.s  vm  ilrr  Drrhini;r  «'ui^<*;;rnL'<'s«'i/t  sein  nin>Mi-n.  Mas  (Ileicli- 
;:cwi«'ht  dt's  (ii'.samml>vsti'iii.s  i.si  daln-r  ."iidirr  «»diT  unhidirr,  w  nadiilcm 
.-!,/'  -  l'i'  ]in>itiv  iiilt'r   n«';:ativ   i.st,    mithin  aui'h   j«'  uaclidcui 

/,  /■•  ■   /.'/.  ■  rt,s'  I  /;./j  ./. 
iidrr   A^A-  AK  |Hi.sLtiv    oiltT   ui';zativ    ist,    d.    h.    ic    iiaididi-iii    tias    (ihdch- 
gewicht    lies   «d)i'iii'ii    Systems    ( // 1    sirher   ««der    unsicher   i>t. 

Das  (ileirllLTew  irllt  de.s  elieiieii  S\  >tenis  //  ueht  in  ejn  daucmdefi 
'für  jede  zu  K  M-nkreihtf  .\\e  sirliere?«  mImt.  wenn  l^  I  VerM'liu  iudet 
und  mithin  AK  und  f,  A',  sich  fii-tuähnnil  til::en.  Tiitt  lÜeser  Fall 
ein,  NO  kann  das  (lesaninit.svstiin  nicht  nudn  als  .sicher  ndrr  unsichi'r 
bezeichnet    wenleu.      Denn     \ieiin    der     Punkt      1^     sich    dem    Punkte    A 
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niihert  und  über  ihn  hinweg  auf  die  andere  Seite  in  die  Linie  J^A 
rückt,  so  wechselt  ^^A  •  AE  das  Zeichen  und  gebt  das  sichere  Gleich- 
gewicht von  //  in  das  unsichere  über.  Der  diesem  Darchgange  ent- 
sprechende Gleichgewichtszustand  des  Systems  kann  daher  nur  als  eine 
Art  neutralen  Gleichgewichtes  bezeichnet  werden.  Die  Sicherheit 
des  Gleichgewichtes  könnte  in  diesem  Falle  nur  durch  zwei  unendlich 
grosse  mit  der  Axe  a  parallele,  in  verschwindendem  Abstände  AA^  wir- 
kende  Kräfte  BL^  A^J  erhalten  werden,  wie  sich  aus  der  Figur  ergibt 
§.  9.  Man  kann  leicht  eine  Function  S  der  Kräfte  und  der  Rich- 
lungscosinusse  der  Axe  aufstellen,  um  durch  ihre  Werthe  die  Sicherheit, 
Unsicherheit  oder  die  Neutralität  des  Gleichgewichtes  zu  entscheiden. 
Aus  §.  5.  ist  ersichtlich ,  dass  der  Werth  des  Produktes  —  -^x^t'  ^2» 
gebildet  aus  dem  Abstände  der  Angriffspunkte  der  beiden  dem  System 
äquivalenten  Kräfte  und  der  Intensität  der  zweiten  derselben  durch 

J   j  .  I»  z=. rP  = 0  =  _      -   1      

*    "^      *  *  f'o.s*  a  cos  q>  -f-  '■<>*  p  cos  %  -f-  cos  y  cos  f 

—  Jf  {cos  a  cos  (p  -}"  '*''»''  ß  cos  1  -f-  cos  y  cos  yp) 
angegeben  wird,  worin 

/>*•  =  (      f  cos  qp  —  //  cos  1  —  G  cos  if')' 
-f-  ( —  ^^  ^'>''  T  "1"  !/  cos  X  —  F  cos  ^)' 
-j-  ( —  d'  cos  q>  —    /'  cos  X  -{-  h  cos  Tj;)'^ 
nur   im   Falle,    dass    die  Axe   der   Drehung   eine   Glcichgo.wiclitsaxe   ist, 
verschwinden  kann.    Der  Nenner  des  Ikuchs  ist  die  Function  S,  welche 
das  Criterium   für   die  Beschaffenheit   des    Gleichgewichtes    liefert.     Ent- 
wickelt man  ihn,  so  erhält  man  daher  zunächst  den  Satz: 

Das  Gleichgewicht  eines  Kraft  es  ystems,  welches  an 
einem  unveränderlichen  Punktsystem  wirkt,  ist  in  Bezug 
auf  eine  Axe  a  von  der  Richtung  {(px^lf)  gegen  die  Cpordi- 
natenaxen  sicher  oder  unsicher,  je  nachdem  der  Werth  der 
Function 

S  =  (       /'  cos  (f  —  //  cos  X  —  (,'  cos  il')  cos  q>  f  COS'  (p  —  2  F  cos  %  cos  if 

+  ( —  /^  cosq>  +  (j  ros  x        F  n,sip)  cosx  =  +  (f  cos'x  —  2  C  cos^  costp 
+  ( —  (;  cos  q>  —  Fcos  X  -\-  h  cos  f)  cos i/^       +  h  cos^'i^j  —  2  H  cosq}  cosi^ 
worin  ^.  ^  2:(^r  +   zZ)  F  =  llyZ  =  2zY 

fj  =  Z  {z  Z  +  xX)         /;  =  £zX  =  £xZ 
h  =  21  {xX  4-  yy)         ff  =  2^aY=  ZyX, 
jiositiv  oder  negativ  ist. 

Für  q)  =  X  =  {n,  i/;  =  0  wird  S  =  h  =  E  {xX  -f  yT)  und 
erhält  man   den  Satz  des  §.  8.  wieder. 

Denkt  man  sich  alle  in  Frage  kommenden  Axen^  durch  den  Coor- 
dinatenurspning  gezogen,  so  bilden  sie  ein  Stralcnbündel ,  welches  im 
Allgemeinen   in   drei  Gruppen    von    Stralen    zerföUt.     Alle    Stralen,   für 


VI.  Cap.  Siclii'rhrit  uikI  l'nnii-hfrlioit  iIi'n  Gii'ich^iwiolitJi.  lA)]\ 

welche  S  versehe iiidt't,  Iioj;on  »uf  dvu\  Ki'^^ol  zw(*.itcii  rjrndos  X  =  o. 
oder  in   rPC'litwiiik1i{;i*ii   Coonlinatt'ii 

/>'  +  i/!r  +  /'-'•  —  -  ^>     -  -^^'•.»'  --  -'  fi-^y  =  <>. 

Für  StraltM»  ilioser  Art  winl  —  ./,  J.,  •  /'.,  =  o  =^_  -v,  alän  witiIcmi  d'w 
Keiden  Kriittr,  wolcho  tlfin  SystoniL'  liri  (l(*r  Drelniii^  äi|uival<Mit  »iiifl, 
uneniUich  gniKH  und  sind  dir^e  Stralrn  Aximi  d(*s  nciitiali'n  (ileicli- 
(;ewac1iU.  l>ie  Kc^tdilärlio  troinit  don  Uaiiin  in  %wfi  Sclicitclräumis  Hir 
deren  cinon  aIIcmi  Straten  ein  pcisitivos  X  ents])nclit,  wahriMid  der  andore 
nur  Stralon  onthiilt,  für  wciclic  N  ne«^ativ  ausOillt.  *]vuv  niiul  dio  A\on 
des  sicheren,  dioKC  dio  A\<-n  d(*8  nnhirliorcn  (Jh*ieh;^owichti'8.  Widcher 
von  beiden  Uäuni(-n  die  Axen  d<>r  einen  oder  di*r  anderen  Art  enthalt, 
bedarf  einer  specielloriMi  l'ntcrsni'hnn«;.  Kehrt  man  den  Sinn  siiiunit- 
licher  Kräfte  um,  wodurch  das  lilficligcwicht  nicht  alterirt  winl,  su 
bleibt  die  (Heichun*;  N  ==  0,  also  auch  die  Krgeltläche  der  neutralen 
Axcii,  unj^cäuflcrt,  indem  /',  «/,  /§,  F.  <;,  II  »änimtlich  das  Zeichen  wecli- 
sein;  die  beiden  Scheittdräunie  aber  veitauFchen  ilire  Rollen,  inih'm  fiir 
die  Axen  des  einen,  für  weicht  n  N  vorher  positiv  war,  N  jetzt  negativ 
wird  und  um^^ekelirt.  Intlem  man  die  Ilanptaxen  dieses  Kegels  zu  (Nior- 
dinatenaxen  wühlt,  kann  man  N  als  ein  Aggregat  von  drei  iiuad  rat  Ischen 
Cfliedern  darsteUen,  nändicii  N  ---  li' ms' tf' -{-  K"  c«ts'' %  -{^  f<'*'*»^*x\ 
vo    ff,    li\   H"  die   \Vur/.idn   der  cnlii.*iclien   <r1eichung 

R        /      J  //  L>  ^■ 

0  =_         2  //       H  V        -J  F 

1  /;       -j  F     n       h 
=  ir  -■(/■+  i,  +  h)  H'  -f  (///  +  .ih  +  hf       F-     -  r,"^  -    11')  n 

ifltfi  -'  1  FUN  -     //■•  ijil-       -  h/r) 

and  q\  x*  *''  *^*''  Winkel  siiul,  welche  die  A\o  der  Dreliung  mit  den 
llau|»t.i\en  bildet.  Ist  eine  Wur/el  dieser  (ileicliung  gleicli  Ntdl ,  so 
xerfMlit  der  Kegel   in   zwei   KIkmioh.      |)ie   Bedingung  hierfür  ist 

fF-  +  t/t;'  +  ////■   f  j  /V.7/       f,jh  .:.  n, 

welche  nach  ^.  .  ausdrückt,  dass  das  Ki:irtesy>tem  eine  (i leidige wichts- 
axe  besitzt  nlie  Schnittlinie  hiider  Kltruem ;  sind  /.wei  Wurzeln  gleich 
XoU,  Ml  fallen  diese  Klu'iien  in  eine  /Jisaiinnen  nnil  diese  Khene  ent- 
hält nur  (ileicligewichtsaxen,  N*  liat  nur  ein  i|iiailr:itisi-lM'.s  (ilie<l.  kann 
daM  Zeiclien  nicht  win-hsidn  uimI  ist  dalier  das  (Gleichgewicht  für  alle 
anderen  Axen,  entwedi*r  siclii'r  «ulei-  unsicher,  je  n:o-h  der  jmsitiven 
od^r  negativen   Heschatl'enlieit  vi>n   N. 

Nähere   l>etails  nl»er  den    vi»rlieg«*nilen   (icgi-nstainl   •».   lu'i   Miiliius, 
Lolirbuch   der  Statik    I.   Tlii  ,   Cap.    I\. 


Ii •  I  ■ .  Um  •■#••-  -1.  i:- w    II   il.  Kiiii'' 
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VIT.  Capitel. 

Bedingungen  des  Gleichgewichtes  eines  Kräftesystems,  w^elches  an  einem 
beliebigen  unveränderlichen  oder  veränderlichen  Punktsystem  angreift 

Frincip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten. 

§.  1.  Wenn  KrJifto  an  irgend  einem  Systeme  zur  Zeit  /  im  Gleich- 
gewicht sind,  so  tilgen  sich  die  Beschleunigungen  gegenseitig,  welche 
sie  hervorrufen  und  üben  sie  mithin  keinen  Einflnss  auf  den  Goschwin* 
digkeitszustand  des  Systems  aus.  Welches  auch  immer  dieser  Geschwin- 
digkeitszustand  sein  mag,  ist  für  das  Gleichgewicht  der  Kräfte  völlig 
gleichgültig;  es  ist  das  Gleichgewicht  eine  Eigenschaft  des  Kräftesystemi. 
welche  unabhängig  hiervon  besteht.  Man  wird  daher  die  Bedingungen 
des  Gleichgewichtes  auch  so  darstellen  können,  dass  in  denselben  diese 
Unabhängigkeit  von  dem  Geschwindigkeitszustand  ausgesprochen  wird 
und  eine  oder  mehrere  Relationen  sich  ergeben,  welche  fortbestehest 
welche  Elementarbewegung  man  auch  inmier  dem  System  beilegen  möge. 
Der  betreffende  Satz,  welcher  diesen  Gedanken  ausdrückt,  fuhrt  dea 
Xamen  „Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten"  und  wnide 
liereits  vor  Galilei  von  (Juido  Ubaldi  am  Flebel,  von  Galilei  sdiA 
an  der  schiefen  Ebene  und  einigen  anderen  einfachen  Maschinen  be* 
merkt  {Dt'Ua  scirnza  mcccuftira:  Opere  di  Galileo  Galilei  t.  7,  p.  ^ 
Bologna  1G55),  in  seinem  vollen  Umfange  aber  erst  von  Job.  Ber- 
noulli  in  einem  Briefe  an  Varignon  (Basel,  20.  Jan.  1717)  an^ 
sprochen  und  von  Lagrange.  zum  Fundamente  seiner  ^^ Mecanique ant 
lytique'"  erhoben.  Wir  werden  diesen  Satz  zuerst  für  das  freie  ow 
das  beschrankt  bewegliche  unveränderliche  System  beweisen  und  sodtoi 
den  Beweis  auf  das  beliebig  veränderliche.  System  mit  beliebigen  B** 
Wegungsbeschränkungen  ausdehnen. 

§.  2.  Nach  Oap.  V,  S-  H-  »«t  zum  (Jleichgewicht  der  Kriftel*' 
l*\  P\  .  .  .  am  unveränderlichen  System  erforderlich  und  hinreichei"*» 
dass  die  Summe  der  Pyramiden,  welche  eine  im  Räume  beliebig***"* 
bare  Strecke  zur  gemeinschaftlichen  Kante  und  die  Kräfte  selW  *" 
(iegenkanton  haben,  verschwinde.  Nach  Tbl.  I,  Cap.  V,  §.  4.  ist  fert^' 
die  Elementirbewegung  eines  unveränderlichen  Systems  äquivalent  o^" 
Klemontarrotationen  um  zwei  conjngirte  Axen  und  also  der  Gesch*'*'' 
iligkeitszustand  äquivalent  den  AVinkelgeschwindigkeiten  um  diese.  *^ 
.seien  nun  r/,  fi'  irgend  zwei  conjngirte  Axen  für  einen  beliebigen  b*' 
Hchwindigkeitszustand  dos  Systems,  Sl,  ii'  die  Winkelgeschwindigk^^^'* 
um  sie.  und  seien  letztere  als  Längen  auf  den  Axen  aufgctrageu.  ffp^fl^ 
man  den  eben  citirten  Satz  auf  Sl  und  Sl\  als  die  beliebig  väliH'*''^ 
Strecken,  an  und  bezeichnet  allgemein  das  Volumen  einer  Pyram^**'^ 
welche   a  und  ß  zu  Gegenkanten  hat,    durch  \(iß\,    so  bestehen  flir  d>* 


?ap.       Princii»  iUt  virl.  (tfHchwimlifrkiitLMi  liir  ilim  iiiiveiäiulrrl.  Sybtnii.       59ri 

ihgowicht  (lio  (ilficliiiii};cii  2.^'  Pil]  =^  n,  ^  i*Sl'^.  =^  u  nml  wmn 
briilo  addirt: 

Iiilinlt  d(*r  ]'vraiiii«irii  I /'..^i ;  iiml  /'i-2'  ^ini  nun  mit  Uiili\>  ilf*r 
?.stpn  AbMiinilo  i/,  */  il«*r  li'u'htini^  von  /*  von  i1«mi  .\xi-n  «,  *r  nntl 
kViiikoIn  »,  er'.   wrU'lit*   /'  mit  iliosrn  Axcn   liil'ict,   ilurcli   «li(>  Furmcin 

iileii  (s.  S.  71);  wir  Ciilin'n  nluT  in  ili«'s«i  Ftirmeln  liolirr  ili<»  Ali- 
••  r,  /'  lU's  AiigriiVspunktf'N    .V   der    Kriif't    /*   von    il«'ii    Axfii    #i,  #i 

Inilcm  wir  mit  iliräon  (iröss«'!!  muItipIicirtMi  und  tlivitliifn  nud 
iikrn .  d.'iNs  Sir  und  Sir  dli*  (iosrliwindi;;ki*it<*H  fi,  m'  lii'dfuti'n, 
le    d«»r    I'nnkt   .)/  v«'rmti|jjt»    drr   \Vink«'lj;«'»i-hwindi^kc'it«'n  ii,  ii    !»•'• 

ntdiinpn  tlio  bi'iflcu   (ilficlningcn  xun.'ii'list   dio   Furm  an: 

l/'ii     --    ;  I'u  •   '     *///  «,       i'Sl]    =^   /  /'*/•   '.    sin  u. 

I  /' 

kann   alier  Iriclit   ^*"/.(*i(;t    werden,   dass         sih  a  iinil      ,  sin  a    nicIitN 

res  bind,  als  tlic  ('osinussi'  drr  AVink»-!  I^,  i^,  woIcIh»  dir  CI«. 
indi^kritcn    f/,   f/'    mit    diT    Kichtnn^    di>r    Kiai't   /'  ^,     .„, 

II.     I««*{;t  man  nämlidi  duri-li  ii«'n  Fnss]innkt  If  doH  - 

'ht«Mi  Ali?.tandrs  */  auf  /*  i  Fi;:.  lI'H.)  rini*  rarallcli*  ' 

Vx<*  *i.    s<»    httdit  #/  anf   lit-r    diui'li    >ii'    nnd   /*  Im»-  ■      ■ 

it«*ii    Khrn«'    .sfiikrcidit    nnd    .s!«IIt    tid'iru'Ii         don  /  -^  , 

r  4^  "; 

ins  fli's  Winkols  Ä   ilar,   \vi'li-ln'n   /•  nni]   (/  mit   rin-  ,.'"    '- 

r   Idiilon.      I'(*;;t    man    sodann    durch    .)/  >;1('ii'ii falls  i 

Parallolo  /n  a ,    ko  liildt't   dii'sr    mit   diMi    K*irlitun- 
'iin  /'  nnd  n   im   rnnktr    1/  i'inr  dn-illärhi;;:!'  Kck«'  ^ 

.  in   wrlidiiT  di«*   Sriti'   iTOi  .',  t   i^l ,   wi'il   dir  i  jr, 

liwiiidi^rkrit    h    /nr  Axi'nriclitnn;^    «/    si'nkn'clit    ist.  |. 

Iji'iilt'ii      andcrrn     Seiten     .sind     i  t' f')  {>     nnd  ^ 

--   ('.    wiilircnil    der   Fl.'it'JHMnx  inkcl    /''J  /  /.    ist.    %ii>il   die   Klirni' 

Ulf  tl  uiiil    dii'    KlM-ni'    f  fj  auf  r  M'nkri*rlit    stidit.      Au>    dem    dii'si-r 

zii^tdii)ri(;<Mi    sjiliiiri.srlo'n    lhii»ik    l'tjt    rr^ilil    .sjrli    ilalo'i" 


l'nS    i>  »ii.S    Ä    A//I   f(  .si/i  u. 

r 


iiiit  i-rlialtiii   %iir   i«'t/.t,   inili'm   \wr   dirsrlln'    lirtr.'u'litun''   mudinials   in 
):  auf  dii'    A\t*  if    anstflirn  : 

w«'il    ili»»    Snnnni*    u  »"u.v  I»     i     i/   •*.*  I'     als   Sinuiio'   iii*r   l*ri»it'i*tiiini'n 

M'M'liwiiidi^kcitfii    u,    II    :\\i\     die     IkirlitiiUL'    lii'r    l\r:itt    /'  >:l>'ii'li    dtT 

'ction    t  ('«iv  I /'«  .  iliM    ans    ilint'ii  n'suliin-niit'n  <  i«  .sidiMindiL:k»'it   i    di-s 


1»' 
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Punktes  M  auf  die  Richtung  von  P  ist,  [PSl]  +  [PSl"]  =  ^  Pp  cos  (Pf). 
Daher  geht  die  obige  Gleichgcwichtsbedingung  jetzt  über  in 

ZPv  cos  (Pv)  =0 
und  liefert  den  Satz: 

Zum  Gleichgewichte  von  Kräften  an  einem  unveränder- 
lichen, frei  beweglichen  System  ist  erforderlicb  und  hin- 
reichend, dass  für  jeden  beliebigen  Gesch  w  indigkcitsfo- 
stand  des  Systems  die  Summe  aller  Kräfte,  jede  multipli- 
cirt  mit  der  Projection  der  Geschwindigkeit  ihres  Angriffs- 
punktes auf  die  Richtung  der  Kraft,  oder  was  hiermit 
gleichbedeutend  ist,  dass  die  Summe  der  Geschwindig- 
keiten aller  Punkte,  jede  multiplicirt  mit  der  Projection 
der  an  ihnen  angreifenden  Kräfte  auf  die  Richtung  dtr 
Geschwindigkeit,  verschwinde. 

Der  Satz  führt  den  Namen  des  Princip s  der  virtuellen  Ge- 
schwindigkeiten, weil  die  in  ihm  auftretenden  Geschwindigkeitefl 
nicht  die  dem  wirklich  vorhandenen  Bowegungszustande  de^  System, 
sondern  nur  einem  beliebig  angenommenen  oder  als  möglich  gedaditea 
anzugehören  brauchen.  Bereits  S.  206  wurde  das  Wort  „virtuell" 
in  diesem  Sinne  erläutert.  ! 

Man  gibt  dem  Satze  in  der  Regel  eine  etwas  andere  Fassung,  ik 
hier  geschehen.  Ist  nämlich  ds  der  Elementarweg,  welchen  der  Angrifif- 
punkt  der  Kraft  P  in  Folge  dos  willkürlich  angenommenen  Geschvia- 
digkcitszustandes   im   folgenden   Zeitclemento  (//  beschreiben  würde,  m 

^'•^'        1                   •*      •     j       T»    j  1*              /n  \        ils^mjH 
und  wenn  weiter  m  dem  Produkte  v  cos  {Pv)  == j — 

die  Projection  ds  cos  {Pv)  des  Elcmentarwegs  auf  die  Richtung  derfiift 
mit  dp  bezeichnet  wird,  so  nimmt  die  Gleichung  des  Princips  die  Ge- 
stalt ZP  '^  =0  oder  nach  Multiplication  mit  dt  die  Form  HP^^^ 

an ,  in  welcher  man  noch  an  die  Stelle  des  Differentialzeichens  ^i  "' 
etwaigen  Verwechselungen  des  beliebig  gedachten  dp  mit  dem  dem  *ü»' 
liehen  Bcwoguiigszustando  des  Systems  entsprechenden  dp  das  VarittiöD*' 
zeichen  d  setzt  und  also  die  Gleichung  so  schreibt: 

2:Pöp  =  0. 

Einem  etwas  abnormen  Sprachgebrauche  zufolge  nennt  man  die  He***" 
tarwegc  der  Punkte,  welche  ihren  virtuellen  Geschwindigkeiten  ftoj^ 
tional  sind,  die  virtuellen  Geschwindigkeiten  selbst  (besser  „virt»*'* 
Verschiebungen*').  Die  Grössen  Pöp  sind  gemäss  Tbl.  III,  ftp- ^^ 
8.  10.  die  virtuellen  Arbeiten  der  Kräfte,  werden  aber  auch** 
virtuellen  Momente  derselben  genannt.  Alles,  was  dort  über  '* 
positive  und  negative  BoschalYonhoit  dieser  Grössen  gesagt  ist,  kom* 
liiov   in    Betracht.     Ein    virtuelles   Moment    P(ip   ist  Null,    wenn   /*  =  ^ 


ist  V  =    , 
dt 


[.  Cftp.       rriiitii|i  ilur  virt.  GuHchwiiuli^^ki-ilrii  für  dtiü  iiiivoriliiilurl.  Systum.       [}\yj 

yr  i'/j  ^  0;  im  lotztorcii  Falk»  it>t  ontwodor  die  virtucllo  Vcnicliirbuiig 
II  iidor  .soiikrrelit  zur  Hiclitun(|:  von  /'.  Unter  Anwendung;  diebcr  No- 
iiclatur  licisbt  der  Satz: 

Zum  (tleichgewi eilte  eincH  IvräftesystemH  an  einem  un- 
rund er  liehen  frei  l)ewe{^1  iclien  l'unktHyHtem  ist  er  für  der- 
h  und  Iiinrcieliend,  dasH  für  joden  l>e  lieh  igen  virtuellen 
weguugs zustand  des  Systems  die  Summe  der  virtuellen 
lieiten  (Momente)  aller  Kräfte  verschwinde. 

§.  l\.  Ist  das  Kraftesystem  nieht  im  (ileichgewieht,  so  ist  es  äc|ui- 
ent  einer  Kinzelre8ultanten,  einem  Paare  oder  zwei  sich  kreuzenden 
iften.  Aus  dem  Satze  Cap.  V,  §.  11.  über  die  Pyramidensumme 
ilit  sich  ganz  ebenso,  wie  ij.  "2,  für  das  Gleichgewicht,  dass  die 
ni  in  e  der  virtuellen  Arbeiten  eines  K  r  ii  f  t  e  s  y  s  t  (mu  s ,  w  e  1  - 
CM  au  einem  un  verä  ntler  liehen  freien  Punktsystem  an- 
eift,  überhaupt  gleieii  der  virtuellen  Arbeit  seiner  Ko- 
ltante n ,  si  e  i  n  e  s  r  e  s  u  1 1  i  r  e  n  d  e  n  Paares  oder  der  beiden  i  h  m 
u  i  V  a  1  e  n  t  e  n  K  r  ii  f  t  e  oder  jedes  a  n  d  e  r  (mi  i  h  m  ii  i|  u  i  v  a  1  e  n  t  e  n 
Sterns    für  jeden  beliebi^ren  <■  escli  wind  igkeitszust and  ist. 

g.  I.  Ist  da«  unveränderliche  System  nicht  fn-i,  sondern  an  ge- 
iM*  Pedingungen  gebunden,    welche    seine  Ib'weglichkeit  beschränken, 

binil  zwei  Fälle  zu  unterscheiden;  entweder  sind  diese  Bedingungen 
r  Art,  dass  sie  durch  gewisse  Kräfte  vertreten  werden  können,  wclcln^ 
I  System  n«ithigen,  diesellxMi  zu  erfüllen,  oder  es  ist  dies  nicht  mög- 
Ii.  Im  ersten  FüIK*  kommt  das  tlli'icbgewicht  des  Kräftesystems  nur 
rch  Mitwirkung  der  Kräfte,  welche  die  Bedingungen  ersetzen,  zu 
uide.  I>a  iliese  Kräfte,  die  HetÜngungen  vollkommen  vertreten,  so 
Ich  letztere  dm  eh  ihre  Kinfiilirniig  als  erfüllt  hinweg  und  besteht  da.s 
iNrligev^ icht  an  dem  ( jesnnimtkräftesystem  wie  an  eint*m  freien  System, 
^ilt    daher    aueh    hier    dns   Priiicip    der  virtuellen   tieschwindigkeiten, 

)i.  es  besteht  der  Satz: 

Zum  <vleichge\\  icbt  eines  Kräftesystems/',/*',  /*",  ....  wel- 
9s  a n  ei n e m  u n v (* r ä n d e r  1  i c h e n  1' u n k t s y s t e m  wirkt,  dessen 

diii*;ungen  der  Pe wegl ic li k ei t  ilurcli  Kräfte  darstellbar 
^il.  ist  erforderlich  und  hinreichend,  dass  für  jeden  be* 
'  h  i }:  e  n  ( •  e  ^  r  h  w  i  n  d  i  g  k  e  i  t ;« %  u  s  t  m  n  d  d  i  e  S  u  m  m  e   d  e  r  v  i  r  t  u  e  1 1  e  n 

Leiten   aller   Kräfte    ili-s   gegebenen   Kräftesystems,    »«iwie 
r  Itedingungskrä  ft  e   versrli  wi  n  ile.      Siml   al>i»   -Y,    .V,    .Y  ,  .  . 
p   Hed  i  n  gu  ngskrä  ft  e    uml    «Wi,   «Wi ,   iW< ",  .  .  .   die    P  roject  i«»nen 

r  virtuellen  Ve  rsclii  ebmige  n  ilin-r  A  n  gri  ff.i  p  u  nkt  e  :inf 
c  Kicbtungen  lier  .V,  so  besteht  für  j«*«le  virtuelii'  Lagen- 
ifierun;;   des   Svsti  ins   die   <ileicliung: 


I 
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Fälle   der   zweiten  Art   erfordern    eine    aparte   Behandlung    und    lasten 
wir  dieselben   ansser    unsere^  Betrachtung.     Zu   der   ersten  Art  gehören 
die  Bewegungsbeschränkungen,  welche  bereits  Cap.     ,  §.       .  anfgefBhrt 
wurden,  nämlich:    1.  das  System  besitzt  einen  festen  Punkt,  d.  h.  einen 
solchen,  in  welchem  die  durch  die  Kräfte  hervorgerufene  Beschleunignng 
vernichtet  wird,  2.  es  besitzt  eine  feste  Axe,  3.  es  hat  eine  feste  Axen-    ' 
richtung,  4.  gewisse  Punkte  sind  genöthigt,  auf  bestimmten  Cnrven  oder    . 
Flächen  zu  bleiben,    5.    eine  Fläche   des  Systems   soll  fortwährend  eine    i 
oder    mehrere    gegebene   Flächen   berühren    u.  dgl.  m.      Die   Festigkeit 
eines  Punktos  ist  immer  ersetzbar  durch  einen  Widerstand,  welcher  die    j 
dem  Punkte  ertheilte  Beschleunigung  tilgt,  die  Festigkeit  der  Axe  kann     ' 
durch  Widerstände  in  zweien  beliebigen  ihrer  Punkte  vertreten  werden;     , 
ein   Punkt   kann   durch   einen   Normal  widerstand    auf    eine   Curve  oder    ^ 
Fläche  gezwungen  werden,  die  Berührung  von  Flächen  des  Systems  mit 
gegebenen  Flächen  wird  gleichfalls  durch  Kräfte  ausgedrückt,  welche* Ubgi 
den  gemeinschaftlichen  Normalen  der  sich  berührenden  Flächen  wirken. 

Unter  den  unendlich  vielen  virtuellen  Elementarbewegungen  dei 
Systems  gibt  es  nun  gewisse,  für  welche  die  Summe  £Nin  der  viitnel- 
Icn  Arbeiten  der  Bedingungskräfte  für  sich  verschwindet.  Man  nennt 
dieselben  die  mit  den  Bedingungen  des  Systems  verträglichen 
K lerne ntarbcwegun gen.  Bei  den  eben  angeführten  Fällen  sind  sie 
nämlich  diejenigen,  wodurch  die  Bedingungen  nicht  alterirt  werden. 
Denn  wird  das  System  um  den  festen  Punkt  gedreht,  so  ist  für  diesen  j 
ön  ==  0,  also  auch  die  virtuelle  Arbeit  NSn  des  Widerstandes  Nnll,  j 
der  seiner  Festigkeit  äquivalent  ist.  Rotirt  das  System  nm  die  feite 
Axe,  so  sind  die  virtuellen  Verschiebungen  der  Angriffspunkte  ihrer 
Widerstände  gleichfalls  Null,  macht  es  eine  Schraubenbewegung  um  die 
Axe  von  fester  Richtung,  so  sind  die  virtuellen  Verschiebungen  der 
Geraden,  welche  in  der  Axe  gleitet,  normal  zu  den  Axcn widerständen, 
also  werden  ihre  Projectionen  An  gleich  Null  und  dasselbe  ereignet  sich, 
wenn  das  System  so  verschoben  wird,  dass  bestimmte  Punkte  in  vor- 
geschriebenen Bahnen  oder  auf  vorgeschriebenen  Flächen  sich  bewein; 
denn  die  Elenientarwege  fallen  in  die  Tangenten  oder  Tangenten  ebenen 
und  die  Bedingungskräfte  sind  Xornialkräfte. 

Handelt  es  sich  nun  blos  um  die  Aufstellung  der  von  dem  ge- 
gebenen Kräftesystem  zu  erfüllenden  Gleichgewichtsbedingungcn,  ohne 
dass  mau  über  die  Natur  der  Bedingungskräfte  Auskunft  erhalten  will 
so  genügt  es,  die  mit  den  Bedingungen  des  Systems  verträglichen  Elc- 
mentarbewegungen  mit  Hintansetzung  aller  übrigen  zu  betrachten.  Wir 
müssen  hierfür  aber  unseren  Satz  in  zwei  Theile  spalten.  Zunächst 
kann  man  nämlich  in  Folge  der  eben  gemachten  Bemerkungen  nur.be- 
haupten : 

Wenn  ein  Kräftesystem  an  einem  unveränderlichen,  ge- 


J 
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i 8 8 e II  H P di  n  ;:!: II 11 }: v  n  ,  w  i>  I  e li  c  K  r ä ft <mi  ü i|  u i  v  :i  1  «mi t  b i  u  il ,  ii  ii  t <* r  • 
or  feil  eil  Syst  Olli  im  (■  1  (Meli  ^o  wicht  Mich  iMifi  ii  d  ot ,  8u  Ist  für 
.  1  e  mit  (1  r.  11  H  o  d  i n  <; ii  n <; o  ii  v  i> r t  r .-i ^ I  i  r  li i*  Kl o in c u t  ii r I> e  w  c* ;; ii  ii  • 
i*n  des  Syst  (MUS  die  Suiiuik»  tlrr  virtiK^lIcii  Arbeiten  nllor 
riifto  d(*r  Null   g1(Mcli. 

l>(»r    zweite   Tlicil    des    Satzes,     ilie?    l'iiikehrun^    des    (djcii    ausge- 
TfK'hciien ,   luuss   liesoiiders   erwiesen   werden.      Nämlich: 

W  V  n  n  d  i  e  S  n  nun  e  der  virtuelle  n  A  r  h  e  i  t  e  u  eines  Kr  ii  f  t  e  - 
r  6 1  e  UM ,  welches  n  ii  eine  in  u  n  v  e  r  il  n  d  e  r  1  i  e  h  e  n ,  g  r  w  i  8  s  e  n  Jt  e  - 
n  g u n i;; e  n ,  welche  Kr äft e ii  n (|  u i v a  1  (mi t  sind,  unterworfenen 
y*  st  ein  angreift,  für  alle  mit  den  Hedingungeii  vertritglieheii 
lomentarbewegungen  verschwindet,  so  ist  das  Kraft  es  ystoni 
1   0  leichge  wi  cht. 

Uenn  fände  nicht  Gleichgewicht  statt,  sd  würden  die  KrHfte  das 
rütein  in  einer  mit  den  Bedingungen  verträglichen  Weise  heschleu- 
ßon.  nies  kMiint(>  man  dadurch  himlern ,  dass  man  an  den  einzelnen 
inkfen  des  Systems  Kräfte  wirken  liesse,  welche  die  Beschleunigungen 
Ti^elhen  tilgten.  Miese  Kräfte  würden  in  die  liichtungen  jener  iie- 
Uleunigungcn  fallen  und  würden  ilinen  dein  Sinne  nach  entgegen 
iiotzt  sein.  Wählen  wir  nun  die  durch  ilie  gegehenen  Kräfte  erlol- 
n«!e  Klementarhew<'gniig  zu  der  virtuellen  Bewegung  und  bezeichnen 
p  anendlirh  kleinen  Wi'g«*,  welche  die  Tunkte  hierbei  h(*schreiben 
inleii.  mit  ('7.  »^7'.  ^^7  ',  .  .  .  und  ihre  l'n»jectioiieii  auf  die  Hichtungeii 
r  Kriitte  /'  wieiliT  mit  t^ft,  'V',  'V  '  •••»  '"'  wäre  2II*^ft  die  virtuelle, 
•heit  de>  gegebenen  Kräftesystem.s,  —  ^tjtS/f  aber  die  virtuelle  Arbeil 
r  hinilugefügti'ii  Kräfte,  Diese  letztere  ist  negativ,  weil  die  Kräfte 
mit  d<ii  Wegen  'V/  Winkel  :t  bilden.  Wegen  des  snijaun  eintretenden 
oirhgewichtes  w  iinle  ilie  (Ileichuiig  ^Pt^p  -  -^'('(^7  =-  <'  bestehen. 
•Ic-he    hicii    aut  ^'("^7       -   <>    reducirt.     ila     iwnli    der    Viiraussetziiiig 

f'tSp  =  (»  ist.  l>iese  (■MeicIiUMg  kann  aber  nicht  bestehen,  da  ihre 
kr   Seite   nicht   vi-rsehwindi't. 

%i.  'k  ilinsichtllrh  ih'i-  die  Hewe^rliclikeit  iles  Sv.stem*i  beschränkenden 
dingungen  i.**t  nnih  «»ine  Njieciellere  riiterMirlning  iTfi>rderlicli.  Wenn 
I  l'unkt  uiibediii;;t  gezwungi'ii  i^t,  >ich  aul  einer  gi'gi'brnen  Fläche  zu 
u  egeii .  Ml  kann  ei  in  ilei  Wichtung  tjer  Nniiiialen  weder  nach  der 
if"ii,  liHch  nach  ijer  aipiiTi'H  Seite  .'iiisweirlien  Die  Fläclii>  leistet 
Mobl.  wenn  ilie  Kiätti-  ilen  l'unkt  an  die  Fl-iilie  firesM-n .  als  auch. 
iin  >ii'  d«"iiMdb«'n  Vi»n  iler  Flüche  weg/li-hi-n .  i-inen  Widei>tand,  der 
tt  eine  wie  das  amli-n'  hindt'it.  Man  kann  siili  liie.s  materiell  ilaiinrcli 
rpTe^tellt  denken,  lla^s  man  ilie  FImiIh'  al.s  aus  zwei  unen<llirli  nahen 
IiaIoii  bentehenil  aiinimmt .  zwisi-hi-n  di-iien  nIcIi  der  Tiinkt  betindei 
fiiieii  Falb"  y\\i*\  ei  ;;i"gin  di»'  tim-  Srliab-  geiliiukt  iiiul  b'i.sli't  ilie».!- 
fiitgegengt-M-l/trn    Sinm     Wideistanil ,    im    andeien    l'alle    timlet    «lii-* 
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bei  der  anderen  Schale  statt.  Es  kann  aber  auch  der  Fall  eintreten, 
dass  die  Kräfte  den  Punkt  an  die  Fläche  anpressen  und  der  Wider- 
stand derselben  blos  das  Eindringen  hindert,  während  der  Beweglicli- 
keit  im  entgegengesetzten  Sinn  kein  llinderniss  im  Wege  steht;  so  i.  B. 
wenn  der  Punkt  sich  auf  der  Oberfläche  eines  festen  Körpers  befindet, 
in  welchen  es  nicht  eindringen,  von  welchem  es  aber  wohl  hinwef- 
geführt  werden  kann.  Die  Fläche  ist  dann  nur  als  eine  einzige  Schale 
zu  denken  und  leistet  nur  einseitigen  Widerstand.  Ebenso  kann  die 
Beweglichkeit  des  Punktes  in  der  Tangentenebenc  der  Fläche  nach  der 
einen  oder  der  anderen  llichtung  beschränkt  sein,  während  sie  in  ent- 
gegengesetztem Sinne  kein  Hinderniss  ßndet.  Achnliches  kann  bei  der 
Bewegung  des  Punktes  auf  einer  gegebenen  Curve  eintreten,  indem 
dieselbe  in  dem  einen  Sinne  gehindert  ist,  im  entgegengesetzten  nicht; 
desgleichen  bei  der  llutation  um  eine  gegebene  Axe  n.  s.  w. 

Bei  der  Entwickelung  des  Princips  der  virtuellen  Geschwindigkeitei 
unter  der  Form,  in  welcher  di(^  Bedingungskräfte  nicht  in  den  Ansdrack 
derselben  eintreten,  wurde  nun  angenommen,  dass  die  Bedingnngskrlfte 
die  Beschränkungen  der  Beweglichkeit   absolut  erfüllen^   sodass  also  die 
Flächen  doppelseitigen  Widerstand  leisten,  dass  aber  in  der  Tangenteo- 
ebcno  nach  jeder  Richtung  in  beiderlei  Sinn  und  in  der  Tangente  einer 
Curve  gleichfalls  in  beiderlei  Sinn  Beweglichkeit  stattfinde.    Finden  dw 
Bewegungshindernisse  aber  nur  einseitig  statt,  so  braucht  die  Gleichoog 
£Pöp  =  0   nicht  mehr  für  alle  verträglichen  Verschiebungen  erfSlÜ  i« 
sein.    Denn  fuhrt  man  die  Bewegungshindernisse  als  Kräfte  A,  iV',  iV^.■. 
ein,  so  ist  überhaupt  nach  §.  t\,  wegen  des  Gleichgewichtes 

2:P()p  +  ZAön  =  0. 
Für  alle  Verschiebungsarten,  bei  welchen  nun  die  betrefifeuden  Punkt» 
auf  die  Hindernisse  stossen,  sind  die  Grössen  dn  Null,  also  9iaA 
£]ydtt  =  0  und  folglich  ist  für  diese  £Pöp  =  0.  Für  die  entgf>ge»- 
gesetzten  und  alle  übrigen  verträglichen  Verschiebungen  sind  aber  iB* 
Nön  oder  wenigstens  einige  von  ihnen  positiv,  weil  A'  und  6n  entgegW" 
gesetzten  Sinn  besitzen,  daher  kann  für  sie  ZPöp  nicht  mehr  NoUi 
sondern  muss  negativ  sein.  Wir  erhalten  daher  das  Piincip  der  ^ 
tuellen  Geschwindigkeiten  jetzt  in  folgender  allgemeinerer  Fassung: 

Zum  Gleichgewicht  eines  Kräftesystems,  welches*'* 
einem  unveränderlichen,  gewissen,  durch  Kräfte  darsteÜ' 
baren  Bedingungen  unterworfenen  Punktsystem  angrei^i 
ist,  wenn  die  Beweglichkeit  des  Systems  durch  diese  B«' 
dingungen  nicht  absolut,  sondern  nur  einseitig  oder  n»*" 
gewissen  Richtungen  beschränkt  wird,  erforderlich  nnd 
hinreichend,  dass  für  alle  verträglichen  Verschiebung*' 
arten  die  Summe  der  v irtu eilen  Arbeiten  des  KräftcsystcO* 
nicht  poiritiv,  dass  vielmehr  2JPöp  <;  0  sei. 
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§.  G.  Von  tlem  l'riucip  der  virtiioIltMi  (■eHcliwiiidi^kfitoii  maelit 
D  ^'orzuj^sweiHe  Ooliinucli  zur  H<'aiit\viii-tiiii;;:  fiil^oiider  Frn;;t'ii:    1.  Kind<?t 

rineiu  gogclioiu'ii ,  f^cwissni  HtMliii^^iin^cii  «Kt  ISowcj^licIikrit  unter- 
rfonon   PiinktsyHtcni  (Moiclijjowiclit  zwibclnMi   den  Kräften  «talt,  wolclii» 

ihncMi  Angreifen  t)der  nielit  und  welche  sind  die  Wid«'rHt;ind(*.  etc., 
Iclie  die  Hodingungen  vertreten  kennen V  *i.  Wenn  nicht  Olpicligc- 
:lit  stattfindet,  wie  findet  man  Kräfte,  weldie  dasHell>e  lierheizufUhren 
signet  sind  uml  zugleich  nocli  nalier  zu  hexeicliuenden  Forderungen 
lügen V   3.  Wclcliob  bind  die  Lagen  des  Systenjs,   für  weh'he  die  Kräfte 

Glcichgcwiclit  gehingen,  inshesondoro  welche  Lagen  nehmen  hierbei 
!  in  ihrer  Hewegung  beschränkten  l'unklo  auf  den  ihnen  vorgoschrie- 
irn  Cur%*en  oder  Fh'ichen  ein?  I.  Weh'h<'s  sind  die  beschränkenden 
dingungen  der  lieweglichkoit  de»  Punktsystems  nälier  zu  bezeichnen- 
r  Gattung,    unter  welchen    ein    gegelienes   Kräftesysteni  an  demselben 

Gleichgewicht  gelangt,  z.  li.  auf  welcher  riäclie  befindet  sich  ein 
^benen  Kräften  unterworfener  Punkt  in  allen  Lagen  im  Gleich- 
sieht V  r>.  Wenn  (ileichgewicht  stattfindet,  in  welchen  Fällen  ist  es 
her,  unsicher  oder  neutral?  -  Wir  wollen  zunächst  an  einigen  ein- 
:hcn  Beispielen  zeigen,  wit*  man  die.  verschied<'nen  virtuellen  Bewe- 
Dgen  de!«  Systems  benutzt,    um  einige  dieser  Fragen   zu  beantworten. 

1.    Kill  lioiiio^^riier  !« rli  w  f  r  c  r  (\\)iiiilir     l''i«;.  ÜO'J.)  vtjii  ilrin  (tcwivlitu 

*\vr    It'iiui'v   '2/  lim!   il  c  in    Ikndins   r   sfiiirs    (/iiithcIi  iii 1 1 k   riilit   hei    .4 

f  vitMT  liuri  7.1111t  nli*  II  ihm!  Ii-liiit  Nirli  l>ii  // nii  «'irii'  Vfrtikiili'  Klifiif, 

da » K  il  i  !■  K  r  /.  L* II  c  II  n  u' » I  i  ti  i  i-  .'  /»   -■«  i-  ii  k  r i-  c  h  t  /.  ii  r  S  r  li  ii  i 1 1 1  i  ii  i e  O   ti c i i! u  r 

»dipfi  i.Hi;  lii'i  s-l  iiiiil  //  liinli't   L' i' i  Im  ii;;  1 1{  i' i  liiiii  {TKCiief  t'ic  ic  ii  ten  fi,  fi') 

1 1 1.       \V •■ !  L* li f  M    s i  in!     il i !•    ii n  *:  x r  r h  1 1* ii    L a  t;  i* ii ,     I' ü  r    w «•  1  r lio    z  w  i h c Ii  v ii 

ni     liüM  irhi  I.'     II  ml     drii      lM-ii!iii     Ik  I- ili  II II  <ririi     mM:li     (i  li'iclif;  e  wiclit 

rr*ciit/       ]U>-    !>i'.srlir:tiik<-iMl(*ii    l'>i'-IiiiL''iiii-'i*ii    i1i*s    Sv>iti-iii*^.    (I:ixm    iiäinlii'li    di«' 

nkttf  .f,   /;  in    ili-ii  lii-iiii  II   I.Imiuii   i>!tilii'ii   ^ullni,    siml  iliiirli  liii-  N<iriii:ilMi<lt<r 

O'lf   .V.    .\'  di'Htr    IHh-iiiii    ir>.i  t/.li.ir.      I>ii-i'    iiiul    dir  NN*in!»il    ».•.    \>i-lrIiiMi    lür 

^    *\v*   ('\  !iiii!i-r4    mit    ili-r    linri/iiiitalcliriii'    im 

■laniii>  ilfs  (t|i'ir|i/<-ii'ii-iiti->«  liiMit,  sin»!  «lit-  l'ii 

(^nnti-ri  ilf«  rri»!il*iii«»,  /.ii  dfiiii  Antiiii-lnii.'  wir  .., 

'   Vi-rsrliintriif,    l«!-!!!],-!!!    /ji    wlihl- iii|i-    \ii(iii||i-   /'."  '  ~    •■• 

■Vi|*illiircli  iUiwiMmIiii  witIi-ii.     I  >.».s  I\  t.  i  I ! « ■  -  \    t  •' iii 

't«?!»l   nun  (J  :iiii   SiliwrriiuiiLti-    s'  •li- -  r\|iii.I.r^      \.'i" 

**kiil  AliM.irtN,    V  in   ./  v- itiL.iI   ;iiil'\\.irts.   A'  in  .* 

i      .  _  ■•■/"' 

'*"ruont;il  \%irki'ii<I,    -ii\>ir  ili-n   li'i  iliiiM::i-n  ii  V,  /  , 

'  I  Wi'!cli.»  ilt-n  j'-tli'sinrilii*«  n   \  •  iti.i-'lii-lnii   N"i'r-      ..  '     '       _.* 

■•■t'iin^fii  ili-r  ruiil.t«'   ./.   //  I  iiTj   ■/.  n   j.i  iihi.! 

'*-    llrt)ii*ilt  iiiaii  iiuii  /.iin.it-li.^t    ii<  m  >\.'>tiMi  i  ir.-     iiin  h  lli>  li   l%!>  iiH     !f>itatiuii  iiiii 

"ir  Ktifiif  dl".  Kl  il'ti  .'>\  .-r- iif   -i  nKi.'ilirr.     "i;!.  !.    .!;in   M-m  ■  i.i  ,i:ii  ntniiii   f  t\t% 

di««i  r  Llum«    (••■\\i  jÜi  In  II    I'imLl*\  ^?i  111-,    i.  iili.  Ii    '1i  ii    >i  liiiitti'Miikt   ilir    Nur 

••"B    III    ./   Ulli!    /»    ;.-«  liiM|i!i'    .\\r    isM    >iiiiii-    fliT   I 'lii  .'.■  i.'ri  !••  w  i";''!!!:: .   *•**   hrsrliri  iVt 

'innu    IHK  iiillii  h    kliiiK  II    lviii-liiiL'<  Il    MiiKi-ilit    /n    ''s  •/    nii'l    «Jii-i.r    l»iltltt 

^  ilir  V<  rtiknU-ii  •li-n-«.  IImm  WniLi).   wI-Imii  t   n  uii'i  ilii-   lliiii/.xnt.ilc  O.f  l>ili|i|)-, 

f  l'oiiiuM  dii.auN   WiiikiN  i>l     ■'  .'.j»  i;«         »  >i     ?;•    .  »/  iiii>t  da  ilio  Iji  iiiiiit.-ir.iiitp\'|. 
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Iff  !/;,  =  '^;  ,      tffjh  =  -  -^     -j:  '^ ; 

(1  +  M«*')    ,    +  -1^  a  +  f*^')    -^ 2fi 

?/;,  ist  der  kleinste,  tp^  der  pfrösstc  fJrcnzwcrth  von  ip. 

2,    Kill  Winkolhcbel  .-/O/?  (Fig.  203.),  dessen  Schenkel  den  Winkel 
^bilden,  istuni  seinen  Scheitel  Oiii  einer  V^ertikalcbciie  drehbar;  der 

eine    Schenkel    0  7?  =t   h    ist    verhftltniss- 
iif.2tM.  iiiHssij,'    Ncliwer   und    sein    Gewicht    gleich 

^, .     (>;    das    Ende    A    des    anderen    Schenkel« 

■  ^ ''  0-^^  ^'"^  ^^  "  trUjift  eine  Schale  oder  einen  Ht- 

H.-^^  \  1      kcn  vom   Gewichte    oT  und    eine    Last  rom 

\\  .  ...'  '  y       Gewichte  /'.     In  welcher  Lage    dieses  Sr- 

^  !     i  ,     I    j      Sterns    findet    Gleichgewicht    der    Krifte 

>     ^  ,         statt?   (Zoigerwaage.) 

f*^  Es   bilde   in  der  Gleichgewichtslage  OB  mi 

der  Vertikalen   den  Winkel  qp,    also  OA  mit  der- 
selben den   Winkel   d"  —  tp.      Krtheilt    man  den 
System  eine  virtuelle  Kotation  um  0,  sodass  cp  um  dtp  zunimmt,  so  nimmt  d  — 7 
um  flq>  ab  und  haben  die  Arbeiten  der  Kräfte   P  -\-  la  und  Q  die  Werthe 

(/'  -j-  'S))  fi  fiin  {d"  —  (p)  dtp    und    —  Qh  sin  tpdtp. 


tude  der  Rotation  dipj  mithin  der  Elementarweg  von  6*  gleich  d-dip  ist,  so  itellt 

—  G  (l  cos  ri>  —  r  sin  V')  dijj  die  virtuelle  Arbeit  des  Gewichtes  G  dar.  Die  A^ 
beiten    von    AT,    y*    sind    Null,    die    von    f(A\    ^'A''    aber    —  2il\1  sin  ^dip  and 

—  211^1  cos  ipdrif.    Daher  ist 

—  [0  (/  cos  ip  — '  r  ÄiVi  tj})  -\-  2  fi  A'/  *?n  ^  +  2  fiWl  cos  xff]  djp 

die  gesammte  virtuelle  Arbeit  aller  Kräfte.  Da  die  Widerstände  nur  einseitig 
wirken,  so  besteht  also  die  Gleichgewichtsbedingung: 

—  [G  [i  cos  tjf  —  V  sin  rtf)  +  2  fi  A7  «in  ip  +  2  ft^l  cos  ^]  dtff  <^  0. 

Der  Ausdruck  links,  gleich  Null  gesetzt,  liefert  für  die  eine  Grcnzlage  des  Gleich- 
gewichtes den  Winkel  tj)  ^  tpi.  Kehren  wir  den  Sinn  der  Rotation  nm,  so  wech- 
seln dip  und  die  virtuelle  Arbeit  des  Gewichtes  das  Zeichen,  nicht  aber  die  Ar- 
beiten der  Rcibnngcn.     Die  Gleichgewichtsbedingung  ist  dann 

—  [G  (/  cos  ip  —  r  *iw  ^)  -  -  2  fi  A7  sin  ^  —  2  |*'A''/  cos  ^]  8"^  <  0 
und  indem  man  hier  den  Ausdruck  zur  Linken  gleich  Null  setzt,  erbült  man  den 
der  anderen  Grenzlage  dos  Gleichgewichtes  enteprechenden  Winkel  t^  ^'^t 
Innerhalb  des  der  Differenz  beider  Wcrthc  von  ip  entsprechenden  Spielranmes  ist 
Gleichgewicht  für  alle  Lagen  möglich.  Um  die  Widerstände  zu  finden,  ertheilen 
wir  dem  System  zwei  virtuelle  Translationen  senkrecht  za  den  beiden  Ebenes. 
Die  horizontale  Translation  dx  liefert  (A'' —  Sfi)  dx  =»  0,  die  vertikale  di/  aber 
A'  -\-  y'n' —  {G)  dy  =  0  und  aus  beiden  folgen: 

K-  ^  V'=         ''^ 

1      +     /ül*  l     +     1*^ 

Führen  wir  diese  Werthe  in  die  beiden  Grenzbedingungen 

G  (/  cos  ip  —  r  sin  ip'^  -f"  2  u,  AV  sin  tp  -{-  2  aWl  cox  ^  =s  o 

""'^  G  (/  cos  ip  -      /•  sin  %•>)  +  2  |[i  A7  sin  ip  —  2  jLt'A''/  cos  i^  =  <), 

von  denen  die  letzte  durch  einen  Zeichcnweehsel  der  Reibungscoerticienten  a,  ^ 
aus  der  ersten  entspringt,  ein,  so  ergeben  sich  die  fraglichen  beiden  Werthe  von  ^, 
nämlich : 


TII.  Cap.      Anwcnilnn^cii  des  Priiicips  i1«t  virliiolloii  firiii'liwiii4li(;keitpn.  i]/iVi 

Daher  ist  die  Kpdinpiiii<r  den  («li*icli};i*wicl>ti>H 

(/»  -j.  TS":  ri  sin  (O    —    qp;   -     'JA  xin  r^   =::  O , 
wormiR  sich  crf^ibt: 

.  /*  -|-   M  )  II  sin  {^ 
^'^    ~^  ij»  -|-   oJ;  o  tos  qp   +   fjh 

Kür  /'  £=:  O  Hndot  man  dit-  Stcllniip:,  wi-lchr  dem  Niillpiiiikt  fini'r  KrcisscHla  «'iil 
«priciit,  fiir  widclie  der  Schenkel  O  li  den  >^i'I|jri>r  träfTt,  nämlich 

7ö  ti  sin  & 

indem  miin  /'  ^^  t ,  *J,  ^{,...  Kilopmimm  unnimmt,  crliiilt  nimi  die  *\ou  SfiUtlioil- 
pankten  1,  '2,  :(,  ...  fnUprcchundcn  Winki'I  <p.  Soll  OA  Imrizuniiil  Kein  fiir  ilii; 
S^itfllani;  dpM  ZoigiTS  :iiit'  Null,  ho  nniMH  &  —  «Tu  "*  )ffi  hIsh  &  =^  \n  -{-  (yi„, 
alsu   Iff  fa  ^   ~~  f^ftg  9^   werden,    fiir   weichen    Wertli    iiii!«   dt-r   viirI>;iMi   (ileiclitin;? 

r#*j  O  ■»  —  ^  ,    f'd^^t,  welche  (ileiuhnnf;  eine  der  (Iri'msen  «,  A,  ^^,   ZT,  ^  liefert, 

«renn  die  ühri(r(*n  willkürlieh  an«;cnoninii*n  niiid.  Mit  wAchscn<I(>ni  ß'  nähert  wicli 
4er  Sclienkel  Oji  der  vertiknlon  Ln^e  und  w:iehi«t  iler  Winkel  qp ,  indtsm  er  sieh 
9  als  seiner  (irenze  nähert. —  Tür  &  =^  \  n  wird  die  l*nti'rrinehun<7  sehr  einfach: 

es   ist  dann  tgip  =^         •  P  4- 'u)!   nUo  wenn   cü   sehr  klein  ist.  »achiien  die  Tan- 

ffentcn  von  <p  nühczu  den  «iewichten  /*  proportional.  Kür  (^r<"»sserc  Lasten  /' 
BiiMS  Q  sidir  trrnss  {^ewülilt  werden,  iliimit  der  Ausi«chla^  des  V,k*\^vx%  nicht  lu 
rascli  wachse,  ila  mit  wneh>eiideni  <p  die  Thcilstrichc  immer  i'Hf^er  aneinander 
rücken.  —  Pen  Widerstand  .Y  des  l'unktert  O  und  seine  Kichtuni;  findet  man, 
in'lcni  man  ilem  System  eine  vertik.'ili-  und  eim-  horizontale  virtuelle  Tninnlation 
ert heilt.  Itildet  .V  mit  der  Vertikalen  aufivärt>i  pren'chnet  den  Winkel  2,  su  winl 
.V  rojt  X  —  ;/*  +  U)  -  n  =^  <•  und  V  sin  l  =  (i,  nl.s«i  .V  =.  /'  +  7j^  +  />  und 
1  =^  o. 

:*.     K  i  n  h  o m n  pi*  n  I'  r ,    .s  e h  w  e  r  i-  r    Kür  |» e r   v o  m    <  J «» w  i  c h  t  e    fi  ( Fijj.  204.^ 
f»e  rühre  bei  .7  fini'  ce^en  den   Ilori/oiit  unter  dem  Winkel  tt  p:e neigte 
Kbeiie    mit   Keihuni:   vom    (' oeff  ie  i  e  n  t  e  n    u\   die    Vcrhindun  gsl  iuie    AS 
ii  e  s     li  e  r  ü  h  r  u  n  i;  •(  p  u  II  k  1 1*  s    ni  i  t    il  e  m   S  e  h  w  v  r  - 
punkte  .S'  ist   jre^ren   die   Krhii'fi-    Khene    uii-  1*.  .'"i. 

f  er   dem  Winkfl  f   i^enei^t   uimI    füllt    in  <lii' 
M.^T    Schnittlinie    ili-r    •schiffen    ]-'. hi>iii-    un<l-, 
4i  e  ■     llorizonti-s    Hcnkrtrhti'    K  Iii'm-.       Man  .y       '} 


•  u 


cht   eine   unter   dem  Winki-1   ).    Lre^'i'H    •!  i  •' 


/ 


> 


nchicfe      Khene      jre rieht  et  i- ,      ihirrh      ili-n  >//J" 

l^c  h  vrei  pun  k  t  (Tfh  e  ntif  u  ml  i  u  d  i  i- s«- Ihi'  N'it-  ^         v 

tikaleheni-  fallenilf  K  r.i  ft  /'.   Mi-Irhi-  mit   '/ .        f" 
^  e  m     W  I d  e  r  ?« t  a  n  d  c     .V    il  f  r    K  Im*  n  «■     u  u  il     if  c  r  ' 
K  e  i  hunfr  ^  V  Itl  •' ich ;:«' w  ieli  t  /.  u  li.iltin  vi-riM.-ij 

l'm    die    drei    (ileie)i^«'wieht»hi' iiii;r'iii::i'ii     iÜini-.i    cIiimi-ii    Kr>ifi4'M\  nteuiN    r.u 
^tiden,    wenden  wir  dri'i  virtindli*   Ih'wil'Uiil'*  n    ilis  K<''ipi.rs  .in.     Vi-rhehii-hcn  wir 
^CBBclheti  zunürh.Ht  p.-ir.illi-l  tlfr   Heliifti-n  lihfiii-   und   /.w:ii  uiifn.-irtM  inn   ilie  unend 
lieh    klein*    Streek«*  «/.«,    hi>   •tind    •tii-  virtnidlfii   Arh«'iti  n    d<T    Krittr   /'.  //,   .V,   ii  .Y 
(|«>r   Keihe  nach   /'</«  i'i«  A,      -  thh  sin  n ,   •>,  u  \  ,/«   iiml  .ia  itt-r  Wider^talld  der 

KHeDC  oiD<»eiti^  %\irkt,   no  lif.Htelit   dir   Itfdin^un;:: 

■  /*  t  •tu  k    ■       Ii  sin  tt  11  \  )  i/j%   ■       n. 

£iaa    Verschiebung^  ilji  Ncnkreuht  zur  •^rhii-fm   lÜMMif  \  •-r:iiilH*<>i    ilii*  virtuelli-n   Ai 
beitcB  P  tin  I«/«,      -  ti  rtßs  nr/x,   \th;  «ine  virtuelle  Untjtion  uin  A  um  den  unendlich 
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1 


kleinen  Winkel  dto  endlich  gibt  die  Arbeiten  P*AS'siH{B  +  Z),  —  G-AS-eos{t  —  «), 

0,  0.    Hierdurch  erhalten  wir  die  zwei  weiteren  Bedingung8^Ieichung«n  des  Gleicb- 

gcwichtes: 

P  sin  X  --  G  cos  a  +  y  =^  0 

Psin  'S  +  i)  —   Gcott  (f  —  ß)  =.  0. 

Aus  der  ernten  von  ihnen  entnehmen  wir  .V  und  erhalten,  indem  wir  seinen  Werth 
in  die  zuerst  aufgeMtüilte  Glcich<^ewichtsbcdingung  einführen: 

cos  l  -\-  [i  sin  Jl        ' 

welche  wir  auch  dadurcli,  dass  wir  den  Ruhewinkel  q  durch  die  Formel  ig^  sc.  fi 

■  *    f       I      \ 

zu   Hülfe   rufen,   auf  die   Form    P  -<       -■    "?^-^-  -  G  bringen   können.      Für  eine 

cns  (a  —  {f)  ° 

virtuelle  Verschiebung  die  schiefe  Kbcne  hinab  würden  wir  statt  der  ersten  Reit- 

tion  gefunden   haben:    —  P  cos  X  +  ^  sin  a  —  /a.V  <  0.     Aus   ihr   erhalten  wir 

mit  Ilülfe  von  A'  analog 

'v^  sin  rt  —  ß  cos  a 

cos  X  —  fi  sin  X 
oder  in  linderer  Form  geschrieben: 

Hiermit  sind  die  Grenzwerthe  für  /'bezüglich  der  Möglichkeit  des  Gleicli^cwicbtei 

gefunden.     Zu  jedem  Werthe  von  P  innerhalb  dieses  Spielraumes  erhält  man  des 

betreffenden  Widerstand  A'  =»  G  cos  a  —  P  sin  X  und  aus  der  dritten  Relation  die 

Lage  des   Körpers»    nämlich   den  Winkel  Sy   welcher  die  Neiguug   der   Linie  AS 

angibt.     Hierfür  wird  nämlich 

P  sin  X  -{-  G  cos  a 

P  cos  X  —  0  sin  a 

4.  Kine  vertikal  stehende  Schraubenspindel  kann  in  der  znge- 
hörigen  festen  Schraubenmutter  mit  Reibung  vom  Coefficienten  ^ 
gleiten.  Am  Kopfe  A  der  Spindel  wirkt  in  einer  Horizoiitalebene 
ein  Kräftepaar  vom  Momente  J/,  am  unteren  Kndc  B  ein  Gewicht, 
welches  mit  dem  Gewichte  der  Spindel  zusammen  Q  beträgt.  5fan 
soll  für  den  Fall  des  Gleicligcwichtcs  die  Grenzwerthe  von  M  and 
den  Druck  auf  die  Schraubenmutter  bestimmen. 

Der  Cylindcr,  auf  welchem  das  Schraubengewinde  aufsitzt,  hübe  den  Radi« 
lly  das  Gewinde  sei  von  rechteckigem  Querschnitt  und  von  der  Dicke  d,  der  Dmck 

nn  einer  beliebigen  Stelle  der  Schran- 
'*'"'•  '^''-  benmuttcr  auf  die  Flächeneinheit  redo- 

cirt,  d.  h.  die  Resultante  der  Drucke 
auf  alle  Punkte  eines  Quadratmeters, 
wenn  derselbe  überall  gleich  Hern 
Drucke  an  jener  Stelle  ist,  sei  .V. 

Zunächst  ertheilon  wir  dem  Sj»teia 
eine  virtuelle  Schraubcnbcweguog  um 
seine  Axe,  wie  sie  mit  seiner  Natar 
verträglich  ist  und  zwar  so,  dasi  die 
Spindel  um  die  unendlich  kleine  H3be 
dh  (Fig.  205.)  steigt  und  um  den  Win- 
kel dd^  rotirt.  Die  Angriffspunkte  der 
Seitenkräfte  P  des  l*narcs,  dessen  Arm  p  sei,  beschreiben  Schraubenclemente  um 
die  Schraubenaxe  a^   deren  rrojectionen  auf  die  Richtung  der  Kräfte  rd9  ii»  a, 
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««[S- 
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VII.  Cap.        Aiiwcntlunt^pii  iU'H  rriiu-iiis  ilcr  virtiio1K«ii  (Ifsrhwinili^keitcn.  GOT) 

rd9  Min  u  siml.  Wi'iiii  1%  r  ilic  Abstäinli*  jfiiur  AiiirritTs])iiiikti>  vuii  tier  Aze  und 
a,  u  i\W  Winki-I  ^iinl,  wt'lrlie  dicMrllini  mit  der  Kiühtuii};  der  Kräfte  bilden.  Die 
▼  irtuelle  Arlioit  beidrr  Seitetikrät'tt*  ist  iilsu 

l*r  sin  attto  —  Pr  «in  ittlui  =  Ppdta  =ä  Mtim^ 

da  r  »in  u  —  t  xin  a  =  ;>  ist.  Die  virtuelle  Arbeit  vi»ii  fj  iwt  --  fjit/i,  die  Wider- 
stände .\iiSl,  welche  die  Si-braiibfiiniuiti'r  in  iiiren  rin/.i-Iiifn  Kl.'iebeiieleiiientuu 
iiSl  leintet,  liefern  keine  Arbeiten,  iln  sii*  Kenkreclit  zu  den  Sebrnubeneleinenten 
#/s  üintl,  weU'be  ibn*  Au;;rilf'«|innkte  benflirribeii.  die  iCiibuit^^en  u\{iSl  loiritcii 
Arlieiten  — u.\£lt/s  unil  ihre  SuiiiMie  ist  —  fi  f  .\ tl Sl tls  über  die  f;anze  Flüche  der 
Hclirniibeninutter  «iiiM^e. lehnt,  uuf  wrleher  ilii-  Spindil  ruht.  Man  erhält  deuinaeh 
die   Hedin^rnn'^  den  Gleieb«rewieht«-ri 

.Uft»         tjtih  —  ii/.Vi/.Q./»  <  0 

iidJ    indem    man    die   virtuelle   Schraubenbewe^un^   in   unif^rkehrteni   Sinne   erfol 

Iren  K-i&iit, 

-   Mil9  +  ndh  -  ufS, Ullis  <  0, 

ff'««üb1t  werden   darf,      l^ie   Orössr       .^    ist   etuistant   und   i^leieh    -  -  ,    wenn  h  die 

Höht*  de(«  S«-hranl)enzei;;ertt  betleutet.      Ist  r  der  Abstand  den  Sehraubenelenicntefl 

,1s 
gim    \ou    der   Axe,    st»   stellt    -   -     ilie   Sekante   iler   Neigung;   t  vüu  ds   |>e(;eii   Heine 

ds  f 

Iffuristtiitaliiriijectiiin   dar,    mithin    ist     «,^  =  Das    KlHchenelement   dSl    ist 

dv         vus  I 

1"  */4^  ■  tii' 
tistit'  =-^  Hiermit  wird  ilas  den  Kintiuss  der  Ueibun*;  •iarsteliende  Intej^ra! 

t'US  f 

• ds         ,  i'.\,*dr 


f  d{^  f     ros^  I 


«r«>    V   die  Anzahl  iler  Sehraubenwinduii^^en  aniribt.     .Y  und  i  sind   Kunctiiuien  viin  r, 

mb<-r    .V   ist  uiibfkannt,  wi-ilin-nd  i  mit   lliilfe  viui  /f/i  =  eliminirt  werden  kann. 

*J]rr 
ffli«*r«liirrli  wiril  dii-  <!rfn/.lM'ilin;;uii;;  fiir  .1/ 

/•■  f  i1  A'  +  J 

Ä  A- 

f*ni  A,  wmn  auch  nur  'lurch  «■iurii  Miriidwirth  liar/.untellen,  t-rthrilen  wir  dem 
S<%-Ht<.*ni  eine  bli)M  virtuelle  Kutalinu  d\f  uni  ili«*  Srhraubena\e  unil  erhalten,  iln 
tfiie     Arb«*iten    von    .1/,     \  •//>    uml    H.\dil    ilie    Wertbe     Md9,     --   .\  dSli  di^  sm  i, 

^  .\ dSli  d^  ins  I    halii'U    iin«l    tlSl    sin  i    |     u  r.is  i;   ■  -   r^dta    t;f  t   -\-  u)    i-^t ,    die 

«Bcitt-re   Cleirliirt.-viiebtitlieilin^run;: 

ti.\  .1 

»/         X  /  V;     Inni     \-  ir  dr 

9  ' 
li 

ji^jic-li  einem  bi-kannton  Sat/e  ib-r  lMlf';:raIri  ehnun;;  ist  aber  i  iu  bi-itiinuiti's  Inti'irral, 
,g g-#j*«' n     Kienieiitarraetor    innt'rlialb    ile<i    lute^^ratiiiusintirvalls    li.iü    Xvirhen    hiebt 
^ec'li*«*H«  (rb'ieh  ili-r  DitTmii/.  «b  r  (irt-n/fn,  miilii|ilii'irt  mit  i-inem  ;r«'M  i-^scn  Mittid 
^€*rth''    de^  Kb-nifiitarfaelni?«.      Kiilrutt-t    dahiT  r„  diii   Mitti-lwi-rlh  Vnn  r,    .V„  den 

von    .V,   ^n  k*nt  |>>''(>| 

1/  xil  V.r„    J  91  II  r„     I     h  M, 


-  o  . 
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lind  wenn  man  den  hieraus  fliessenden  Wcrth  A'o  an  die  Stelle  von  .V  als  NShemngs* 
werth  in  die  Grenzbedingung  für  M  einführt,  so  kommt  nach  leichter  Redaetion 


Q 


27t 


^^nti(li^  +  J'^,  +  It6  +  id*) 


<)/< 


ö-2i 


'2n!i(jV  +  ~  +  RS  +  i9*) 


(2  7t(iro  +  //)  ry  {2  «fArp  +  A)  r« 

Auch   kann  man  einen  mittleren  Näherungswcrth  A'|,  für  iV  durch  Q  ausgedruckt, 

erhalten.      Eine    virtuelle    TrunsLition    des    Systems,  parallel    der    Schranbenaxe» 
würde  die  Bedingunf^  liefern : 


woraus   A'j  = 


Q 


Hiermit  iTliiilt  man: 


wenn   f\  der   Mittelwertli  des  Argamentei  r  itL 


(2  «Ti  —  fiA)r| 


<  ^v  <  c> 


Man  kann  leicht  eine  mittlere  Schraubtinlinie  angeben,  auf  welcher  allein, 
statt  auf  der  ganzen  Fläche  der  Schraubenmutter,  Reibung  stattfinden  wfirde. 
Der  Radius  derselben  sei  r  und  der  Druck  A*  werde  jetzt  auf  die  Ltängeneinhcit 
bezogen.  Dann  stellt,  wenn  /  die  Länge  der  ganzen  Schraubenlinie  bedeatcl, 
fi  Nl  •  dft  die  Gesammtarbeit  der  Roibung  dar  und  wird  die  GrenEbedingong  für  M 

ds  r  l        dh  h 

d(o 


vermöge   der  Relationen  --=        -.  = 


d(o 


cos  I 


27r' 


2ff 


^•A-2^^''<^" 


2»  ^  2w 


und  die  virtuelle  K'otation   und  Translation   um  die  Scbraubcnaze  und  parallel  n 
ihr  liefern  weiter: 

/)/  —  Nir  {sin  I  +  /lA  coÄ  0  =  0        -     Q  +  M  {cos  i  —  ii  «tu  i)  =  0 , 

woraus  N  und  ;•  gezogen  werden  können,   da  l  sin  t  =  ä,   l  cos  i  =  2arr  ist. 

r>.   Eine  schwere  Gerade  j4 /J  (Fig.  20C.)  ruht  auf  einer  ebenen  Carve 
in  einer  Vertikalebene  und  lelint  sich  mit  dem  Ende  A  an  eine  verti- 
kale Wand;   welches   ist  die  Curve,    aaf  welcher  die 
(r  er  ade    in    jeiinr    Lage    im    (i  leidige  wicht    sich   be- 
findet? 

Ist  a  i\[o.  Entfernung  des  Schwerpunktes  S  der  Gerades 
von  A^  (a-,  i/)  ein  beliebiger  Punkt  der  Curve.  in  welchem  sie 
aufliegt,    HO    erhält    man    für    die   vertikale    Ordinate  von  S: 


Kit!.  :f<M;. 


m  . 


.R 


/ 


X 


b>: 


//i  ^  y  +  ^w.v 


-V 


X 


ds' 

t/i 


oder,  da  .1/*^  =  a  —  x    ■  -  ist: 

da: 

ds  ax 


^¥ 


und  da  das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  für  ver- 
trägliche  Verschiebungen  Pdy^^  =■  0  fordert,  wenn  P  das  Ge- 
wicht der  Geraden  bedeutet,  oder  kürzer  9y^  ■=  0,  so  ist  die 
Diil'erentialgleichung  der  Curve 


-.^^f-«, 


VII.  Cup.       Anwcniliingori  «Ii'n  l'rii]rip<4  <lir  \  iitiipllfii  (ti'srliniiiilif^kriti'ii.  (j()7 

oder.  (Ib  j-  filn  iiii.'ili}i;iti>;i^r  \'arialM-li'  <;i'\v:ili]t  M-i-nli.'ii  knnii: 

i///       .  i/a  i///  f/7/ 

d     h.-  <v 

.1  _     ■        'i  ...-'•. 


■"■    I  •  -•  crj* 


£>ii*«it*   tiliMfliUllfT  ^|)Mltt't   sli'ii    in  ilir   xivoi   t'ol;;«'ii(l(ii : 


iPff  ,  a 

---  u      iiii.l      .1  .=  0  , 


[• '  C)"]' 


von   «Uni'n  •iic  vr^Xv  ilii*  <iliMc*liiiii(f  «■iiicr  iii'r:iiii>ii  .7  =  a.t-  -{-  ^  7.11111  Inti^ifralc  hat. 
Vi>n   tlieSfT  KplIiHtvorntäiniliL'lM'n  Liisiiiii;^  aliSflifHii,  wnllt-ii  wir  «Üi-  zweite  (flcicliiing 

Wfiirr  v«'ri"«»lL'»'ii.    Srlirrilit  iiiriii  sio  in  iIit  I'wnn  (     )'     I   "^  (       )   =  Ji  «"  siebt 
■»an     *\\v     HeriTlitl^iiii^    lin,     riiii'     iifUf     V;iri;iti*     4^    mit    üüllV    ilor    (■leicliiin|^ 

(-   y  -=  eis  tf  L-iiuiil'iilirrii.     I)iiiliiri-Ii  wirti  -■  '     .:-      '    ■  (   -  W  a  coh*  9  nin  9) 

ttn<l  fiiliflicli  ilic  /.ii  iiiti-griri'tiilr  I>itVi'i«-ntial^U*ii*}Miii^  :^^  .'{ n  «i n' tt  ro«  i^,  woraus 

t/u 

f«»l^t     '         -    Uli    &   -\     r.      AllM   lifti    ImIiIiII    (ilfii:|iiiii;ri>u 


(   'V     -    ,os   {t     iiikI     '^    ---    sin'' 9    -I     r 
N  1/  /  #/ 


iit  min  iioih  {f   /u    i'Iiininiriii.      N«liiiirii  wir   zur    lifMliiiiiniin^   ilrr  ('nnRtHiit«'ii  an, 
da*»<»  ixii(«-r  il«-ii  iMi»:;Il(>lii'n   L.-i'jfii  iIit  <!ii;ii1imi  aiiili    ilir    liiirixontnlf  I«n^c  Hei  iiml 
wahlfti  wir  iIIi-hi  llir  zur  .i-A\«',  mi  i\iril.  ila  :iiM<I:iii>i  <iit:  (ii'radi;  mit  ilirnn  Schwer 
|»ankt«    auf  t\*'r  Ciirv«'    :iutlir;r<'ii    inuss.    y  ==  <i  i'iir  .1    -^  u,   li.  I1.  für   9  -•=  O  iiiul 

folglich  r  -■=  lt.     halii-r  i^l  •iii-  <I|iii'liniij:  ili-r  l:''"*"i*1«1»'»  ^'urve  (      )    -f-  (     )^  °=*  t 

an«!  «h<*  <'iirw-  fim'  A^tiniM.  vnii  wi-Irln-r  nhi-r  nur  >-in  Ast,  hestfiifii'!  aim  zwei 
l^aaiiraiit«  ri,  •!<  r  Aiif^alM-  im  .N|ii-i-ii']|i'ii  >irim'  «^i'nü^t.  IMi- i'iirvr  ixt  <lic  Knvehippc 
d«:r  Str*M-ki'   II  /«{'•«•h«'!!   *\*\\  Si-ln-nki  In  ili  *   ri-rhli'n   \\  iiikris 

««.  Kill  ii«»iM  II L' •' »  ■' I  <'>lin<i<-r  \  uii  ■!  1- r  l.iinu'«'  'i  •liin  KailiiiH  t  iiikI 
•!  e  m  <ii-wii'hlf  ti  Ii«-;:l  mit  •*  i  ii  •■  m  l'unkl«'  si-iii<''<  M  a  sii- k  r«*  i  •ii'}c  auf 
riBT  h  iiri /'Hl  (al  i-n  l.htiii-  ant.  /iiltI'  ii-h  alirr  riiiit  vr  auf  i'iiiiMii  an* 
demi  CxliiiiliT  VtiMi  Iiailiiin  #/,  \\  i>  I  •' Ii  I- r  auf  ti  fr*«  i*  jhi- 11  II  ttri /n  iita  I - 
cbcD«*  lii-^'t.  All  il  I*  II  A  II  f  I  a  ::■■  I  |i  11 II  k  t «- II  i'iiiiii-t  Ui-ihiiii;;  11,  u'i  statt; 
«eich«-«  r»iiiil  «lii'  ä  11  NHi' r  N  I  •' n  <  •  i  •<  i  i*  ii  .' •  n  ir  li  t  >1 .1  iri' 11 ,  w  •■  11  n  it  i  r  A  x  «•  11 
b  •-  i  •!  1-  r  < '  \  I  i  11  -1 1-  r  s'w\\   r  •  i-  li  t  \^  i  11  K  I  i  u'   k  r  •'  11  / 1- 11 ; 

7.  /  w  IM  t>'''^tti-  IliifiK-ii,  \vi-li-lii-  -  i  1- Il  r  I  rli  t  IV  i  II  k  1  i  LT  iit  i-ii>i'r  Imri 
(»ntAlrii  (ti'ra>l*-ii  ^i' li  11  •- i  >!  •  11  iiinl  vnii  •li-iii-n  •!  i  i-  riiii'  mit  il  •■  m  Muri 
AODt«*  ciiii-ii  \V  i  II  k  I  1  i;;  l>i!ili-1,  liiliii-n  i*  i  11  •-  K  i  it  n  i* ,  in  w  i*  I  <■  h  «■  r  ein 
« c b  w  t-  r e  r .  h o in n ;j  •■  in-  r .  ;;  1-  r a •!  •■  r  ( '  \  I  j  n  d  •■  r  mit  <■  II  i  p t  i <« «•  |i  i-  m  (^  11  «•  r i «•  ||  n  j  1 1 
«OD  «I  **  II  llAltMi\fii  •/,  f*  .<!<•  ruht,  ija*«}*  ilir  h  .1 11 ;:  ■■  na  \  •*  •Ii-.«.«!' 1  ln'n  iti-r 
boriX'iD  t  al  r  n  S  rh  n  i  1 1 1 1 11  i  •-  ]ia  r  a  I  U*  I  l:i  11  i  1  l!s  >  i  11  d  il  n*  (■  i  1-  i  r  h  1:1'  w  i  i- h  t  n- 
|a^*-li  «i  r  H  Cviindt'i^   iiiiii  d  i  1    \N  idi-r.Nt  iin!«    d  r  r   liln-iii-ii   /m   findi'ii. 

h.  Kin  riuiktwir<l  \  **\\  /  \\  i- i  (\>  11 1  r  i  s  n  a  •- h  •!  ■- m  n  m^i- k  i'li  r  ti-n  (^lui" 
drattr  iJer  Kntlrrnnii/  an  ^' !•/.■•  ^'i- 11.     A»i   w>-|«Im'i  1*1  ärh«*  111  umk  di-raelha 
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sich   befinden,    wenn  er   in   allen  Lag^cn   auf    ihr    im   Gleichgewiebte 
sein   soll? 

§.  7.  Um  Jen  aualy tischen  Ausdruck  des  Principes  der  virtuellen 
Geschwindigkeiten  zunächst  für  das  freie  an  veränderliche  System  n 
gewinnen,  seien  Ä\  F,  Z  die  Componentcn  der  Kraft  jP,  parallel  dreien 
rechtwinkligen  Coordinatonaxen,  Ss  der  virtuelle  Elementarweg  ilim 
AngriÖspunktes  (;r,  y,  c),  Sp  aher  die  Projection  von  6s  auf  die  Bich- 
tung  von  P  und  folglich  P6p  die  virtuelle  Arbeit  der  Kraft  P.  Nun 
seien  da*,  dy,  dz  die  Projection(Mi  von  ös  auf  die  Axcnrichtuugeii ;  dann 
stellen  Xöx,  Y6y^  Zdz  die  virtuellen  Arbeiten  der  Coniponenten  -T,  F,  Z 
dar  und  da  nach  Thl.  III,  Cap.  I,  §.  18.  die  Summe  der  virtuellen  At- 
bciten  der  Oomponentcn  gleich  der  virtuellen  Arbeit  ihrer  Resultanten 
ist,  so  hat  man  Pdp  =  Xöx  +  ^'^y  +  Zözy  wodurch  die  Gleicban; 
£Pdp  =  0  übergeht  in 

£  {Xöa:  +    Ydy  +  Zöz)  =  0 . 

Das  Variationszeichen  ö  ist  hierbei  nichts  Wesentliches,  es  deutet  nnr 
an,  dass  die  Verschiebungen  virtuell  sind  und  nicht  mit  den  Elementar 
wegen  der  wirklich  stattfindenden  Bewegung  zusammenzufallen  hraneben, 
wenngleich  dies  nicht  ausgesclilosscn  ist. 

Aus  der  eben  entwickelten  Gleichung  erhalten  wir  mit  Leichtigkeit 
die  sechs  Gleichgewichtsbcdingung(fn  des  freien  unveränderlichen  System 
wieder.     Legen   wir   nämlicli    dem   System    zunächst  blos   eine  vlrtoeDe 
Translation    dx   parallel    der   a:-Axo   bei,    so   sind    alle    öy  =:  dz  » 4 
da:  fällt  als  ein  gomcinscliaftlicher  Factor  aller  Glieder  aus  der  Gleichmi; 
heraus  und  wir  erhalten  die  Gleichgewichtsbedingung  £X  =»  0.    Indes 
wir   dem  System   zwei    andere  Translationen  öy^  öz   in    den  KichtnngO 
der  y-  und   z-Axen  ertheilen,  ergeben  sich  die  beiden  analogen  Bedii* 
gungcn  2Y  =  0  und  £Z  =  0.     Ertheilen  wir  ferner  dem  System  «M 
unendlich  kleine  Rotation  dd'  um  die  .r-Axc,  so  beschreibt  der  Angiifr 
punkt  (a-,  y,  z)  der  Kraft  P  eine  kleine  Linie  Jät,  deren  Frojectionen  w 
die   Axen   d.-c  =  (),    6y  =  ös  •  cos  {ös,    J'),    Öz  =  ös  •  cos  (Ss^  Z)  i»* 
Da  die  Kichtung  von  ös  aber  auf  dem  Abstände  r  des  Punktes  von  d* 
a:-Axe  senkrecht  steht,  so  bildet  sie  mit  den  Axen  der  y  nnd  z  WinkA 


Ri 


deren  Cosinusse  —  '^    und  sind,  sodass  ^y  = ös.   dx»—*' 

X  7'  X  T 

werden,  welche  Ausdrücke  aber  vcrmcige  ös  =  rdd-  in  dy  =  —  :•* 
und  öz  =  xö^^  übergehen.  Hiermit  reducirt  sich  £{Xöjr  -[-  ydy-f- W 
auf  2^  ( —  Yz  4"  y^')  ^^  ""d  da  cVO  als  gemeinsamer- Factor  hertnatiÄ 
so  ergibt  sich  die  Gleichgewiclitsbedingung  2  {yZ  —  z¥)  =  0.  In'** 
man  dem  System  in  ähnlicher  Weise  unendlich  kleine  Rotationen  ^^ 
fl&"  um  die  y-  und  r-Axe  ertheilt,  erhält  man  die  weiteren  analog  S^ 
bildeten  (^eichungen  Z  {zX  -  xZ)  =  0  und  2  {ivY  —  yX)  =  0. - 
Man   erhält   die   sechs    Gleichgewichtsbedingungon   des   nnveränderlicbea 
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'Sterns  auf  einmal  aus  der  (Jlciihun«?  2;  (Xd,r  +  Ydt/  +  Zdz)  =  (», 
iem  mau  dem  System  irgend  eine  uiiondHcli  kleine  Schraulienbewf- 
ng  ertlieilt.    Hierbei  beschreibt  dvr  Systonijtunkt  (.r,  y,  :)  daü  KIcnient 

einer  Schraubenlinie,  um  dessen  Projectiunen  dx^  dtjj  dz  auf  die  Kicli- 
igen  der  Axen  vb  sich  handelt.  Zerlogt  man  nun  diu  Schrauben- 
wegung  in  eine  Kutation  um  die  Schraubenuxc  und  eine  Translation 
rallel  derselben  und  weiter  dio  Rotation  in  drei  Kutationen  d*>,  d{f\ 
um  drei  Axen,  parallel  denen  der  ;r,  y,  r,  und  die  Translation 
drei  Transiatioueu  ()|,  <¥i/,  di  gleichfalls  parallel  denselben,  so  erscheint 

als  die  Schlusslinie  des  aus  6^,  di/,  6^,  röO,  rd{>',  r"69"  gebildeten 
lygons,  wobei  r,  r',  r"  die  Abstünde  des  Systempunktes  vou  den 
»tationsaxen  bedeuten  und  ist  mithin  die  l'rojection  von  6s  auf  jede 
*ser  Axen  gleich  der  betretenden  Trojection  dieses  l'olygons  auf  die- 
ben.     Auf  dem  hier  angedeuteten  Wege  findet  man  daher: 

dx  =  dS  +  zö^'  —  //«)»" 
dy  =  6^  -\-  xd{>"—  z6^ 
dz   =  df  +  ydO     -  x69' 

d  hiermit  die  Gleichung 

-S{-V(d5  +   rdO'—  y6\>")  +    Y  (^^  +  x6^" --  zd\>) 

+   ^  (dt  +  yd^  —   xd{Y))   =  0, 

er  besser  geordnet  und  mit  Kücksicht  darauf,  dass  d^,  di/,  dt,  dO,  dO\ 
*"  »ich  als  genieinsaiuf^  Kactoren  absondern  lassen: 

z.i .  d|  +  2'}'.  Att  +  ^y-^t 

£  (yZ    -   :  1') .  dO  -f  £  {zX  —  j-/)  .  dO '+  £  U  Y  —  i/.V)  •  dO"=  O, 

'Iche  Gleichung  wegen  der  rnabhiingigkeit  cler  Wahl  der  sechs  Ver- 
aiebnugscomponenten   in  die  früheren  sechs  (ileii'Iiungen  zerfiillt. 

Aus  diesen  Kntwickelungen  geht  zugleich  hervor,  dass  es  ausser 
n  aDgefiihrten  sechs  Cileiehgewichtsbedingnngen  flir  das  unveränderliche 
alrni  keine  weiteren  gibt,  denn  ein  solehes  System  kann  nur  Elemen- 
^hraubenbeweguiigen  und  deren  Aliarten  besitzen  und  jede  sitlche 
hrsnheubewegung  führt  auf  keine  andere  <ilelflinng,  als  die.  genannten. 
^  das  nn veränderliche  System  sind  sie  ftd^lich  xum  (ileichgewichte 
Uiwendig,  aber  auch  hinreichend ,  für  ein  lieliebig<>s  System  sind  sie 
ai  notliwendig.  aber  nicht  hinreichend,  vielmehr  müssen  zur  vtdlstän- 
gen  Bestimmung  des  (tleiehgewichts  nnrh  weitere  Bedingungen  hinzu- 
^en,  die  man  finden  kann,  imlem  man  tlem  System  andere  Verschie- 
Dgen,  als  die  bisherigen  ertheilt.  Wie  viele  und  wrlch««  ilerartige  Be- 
D^ngen  noch  aufzustellen  sind,  hängt  vnii  tier  specielleii  Natur  des 
treffenden  Systems  ab. 

§.  8.  Ist  das  unverän«lerlielie  Sy.-tem  Bedingungen  unterworfen, 
(che  seine   Beweglichkeit  bescliranken,  >u  können   dieseli»en   in  vielen 

»ckvll,  Thrurir  iL  Ik».  u.  •!.  Kullr.  «(II 
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Fällen  durch  Gleiclmngcn  zwischen  den  Coordinaten  derjenigen  Fnnkie 
dargestellt  werden,  deren  Beweglichkeit  beschränkt  wird.    Soll  z.  B.  der 
Punkt  (a-,-,  y,,  zi)  auf  einer  Fläche  unbedingt  zu  bleiben  genöthigt  sein, 
so  müssen  seine  Coordinaten  der  Gleichung  dieser  Fläche  genügen,  soll 
er  auf  einer  Curve  bleiben,  so  haben  sie  die  beiden  Gleichungen  dieser 
Curve  zu  erfüllen.     Auch  können  in  solchen  Bedingungsgleichnngen  die 
Coordinaten  mehrerer  Punkte  vorkommen,   wie  z.  B.  wenn   die  Verbin- 
dungslinie zweier  oder  die  Ebene  dreier  Systempnnkte  bestimmte  Eigen- 
schaften ihrer  Lage  gegen  feste  Punkte  behalten  soll.    Sind  die  in  ihrer 
Bewegung    beschränkten    Punkte    nicht  unbedingt   beschränkt,    sondern 
wirken  die  beschränkenden  Hindernisse  nur  einseitig,  so  können  an  die 
Stelle  von  Bedingungsgleichungen  Ungleichungen  treten.     Soll  i.  B.  ein 
Punkt  (a:,-,  y,-,  r,)  nicht  ins  Innere  der  Kugel  ä?^  +  y^  +  «*  —  a*«»0 
eindringen,  wohl  aber  von  der  Fläche  hinweggenommen  werden  können, 
so  muss  Xi^  +  y,-^  +  s<^  —  "^  ?!  ^  sein.    Nach  dem  früher  Entwickel- 
ten ist  in  solchen  Fällen  £PSp  ^  0. 

Wenn  das  System  aus  n  Punkten  (.^yz),  {^if/i  *i)  •  •  •  (j^iyiSi) •  •  •  (x«y«Sa) 
besteht,  so  muss  die  Anzahl  x  der  beschränkenden  Bedingungen  kleiner 
als  dn  sein,  wenn  überhaupt  noch  Beweglichkeit  des  Systems  möglieh 
sein  soll.  Denn  im  Falle  x  =  3  ii  würden  ans  den  »  Bedingnngsglei- 
chungen  für  die  3  n  Coordinaten  der  Punkte  feste  Werthe  folgen,  wie 
die  Beweglichkeit  des  Systems  aufheben  würde.  Für  x  =  3  ft  —  1  ist 
jeder  Punkt  auf  einer  bestimmten  Curve  zu  bleiben  genöthigt,  denn 
indem  man  aus  den  3  //  —  1  Gleichungen  die  3  ii  —  3  Coordinaten  von 
H  —  1  beliebigen  Systcinpunkten  eliminirt,  verbleiben  noch  zwei  Glei- 
chungen, denen  die  Coordinaten  des  noch  übrigen  Punktes  genfigen 
müssen;  diese  zwei  Gleichungen  sind  aber  die  Gleichungen  einer  be- 
stimmten Curve,  auf  welcher  er  allein  beweglich  ist.  Dasselbe  gilt  flr 
alle  Punkte.  Ucbrigons  kann  in  diesem  Falle  jeder  Punkt  eine  virtuelle 
Verschiebung  im  einen  und  im  anderen  Sinne  der  Tangente  erleiden. 
In  den  Fällen  x  =  3  7i  —  2,  3w  —  3,  ...  ist  weit  grösserer  Spiel- 
raum für  die  virtuellen  Verschiebungen  vorhanden. 

Es  seien  nun  X  =  0,  ;>/  =  0,  iV  =  0,  ...  die  k  Bedingnngs- 
gleichungen,  welche  die  Beweglichkeit  des  Systems  beschränken.  &■ 
thoilen  wir  demselben  eine  mit  diesen  verträgliche  virtuelle  Bewegung, 
so  besteht  zunächst  die  Hauptgleichung: 

£  (A'iöxi  +  Tidy.  +  Zidzi)  =  0, 
worin  der  besseren  Ordnung  der  weiter  hinzutretenden  Gleichungen  wegen 
der  allgemeine  Index  i  angefügt  ist.  Vermöge  der  Verträglichkeit  dieser 
Bewegung  mit  den  beschränkenden  Bedingungen  müssen  aber  sowoU 
die  Punkte  in  der  Lage  (a;,-,  y,,  :,),  als  auch  in  der  Lage  (a:,-  +  ^Xh 
Vi  +  ^Vit  *.  +  <^*/)  den  Bedingungsgleichnngen  genügen;  daher  be- 
stehen zugleich  auch  noch  die  x  linearen  Differentialgleichungen: 
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„  (?:L    .         ,      iL    .        ,     OL    ^    \ 
\e;j-.  e'i/i     •'  rr.        / 

•  ■  ■ 

•  ■  • 

•  ■  ■ 

i  X -{-  l  Gloicliungcn  zusammen  cnthalton  3n  Acndcrungcn  da,,  dt/i^ 
der  Coordiuatcn  uDd  wcun  man  mit  IlÜlfo  der  x  DilVereutialgleichun- 

aus  der  llaaptgleichuug  x  dieser  Grössen  climinirt,  so  verbleibou 
h  3  n  —  X  Aenderungen  in  ihr,  welche  vollkommen  unabhängig  von 
ftudcr  sind.  Soll  diese  Gleichung  mithin  für  jedes  System  dieser 
lationcn  bestehen  können,  so  müssen  die  Coeflicientcn  derselben  ein- 
I  verschwinden  und  es  zerfällt  hierdurch  die  Gleichung  in  3  n  —  x 
ichnngen,  welche  die  Gleichgewiehtsbedingungen  der  Kräfte  des 
tems  sind.  Diese  Eliniiuation  wird  sehr  leicht  mit  Hülfe  dt*r  La- 
.nge 'sehen  Methode  der  Multiplicatorcn  ausgeführt.  Multiplicirt  man 
dich  die  Differentialgleichungen  der  Reihe  nach  mit  den  unbestimui- 

Factorcn  1,  ^,  i',  .  .  .  addirt  sie  alle  zu  der  llauptgleichung,  wo- 
ch  man  erhält: 
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werden  hieraus  x  Variatinncii  fliiiiinirt,  indem  man  die  x  Grössen 
i,  V,  .  .  .  SC)  bestimmt,  dass  die  ('nefficitMiton  dieser  Variationen  Null 
den.  Da  hierauf  die  (^H'^iclonte^  der  nuch  iibripMi  von  einander 
bhängigen  l\n  x   Variatitinon  gh'ii'hfalls  vorM'hwiiiden  müssen,  so 

Ih  man  im  (lanzfu   clas  System  der  .'{  :i  (ih'ichun^en 


V 
f.r, 

+ 

'  .V.              ' .'/. 

r    V 

1' 
'.V. 

-I 

^  + » ;.'  + ... :"  + 

1' 

+ 

o     r./     -    I,  1»,  3,  . .  .  »0, 

■  .    =  .  (» 

denen  x  zur  liestiinuiun^   der  Miilliplicntnron    dienen,    wälirend   die 
—   X  übrigen   die   (.■leii'hgt*wiclitsbedin};un<;<'n   :ius>|irechen. 

Umgekehrt  M^i  aus  diesen  Gleielmn^eii  das  (■  leichte  wicht  des 
temsi  denn  sind  ().r, ,  <)//,,  <);,  Variationen,  welche  den  DitVerential- 
chnngen    der  liediiiguiip'ii   ^enii^eii    und    iiiuliipliL'iit    man    mit    ihnen 
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dio  vorstehenden  Gleichungen  der  Ordnung  nach,  addirt  und  snmmiit 
sie  für  alle  Indices  ?,  so  ergibt  sich  mit  Kücksicht  auf  jene  Differential- 
gleichungen £  (Xiöxi  +  Yiöt/i  -{-  Ziözf)  ==  0,  welche  Gleichung  du 
Gleichgewicht  ausdrückt. 

Es    ist    leicht,     die     dynamische    Bedeutung    der    Mnlüplicatores 

A,  jtt,  V,  .,,   zu   erkennen.     Dio   Gleichungen  JT,*  +  Ar —  +  •••  ==  0 

n.  8.  w.  würden  nämlich  ebenso  erhalten,  wenn  die  Bedingangen 
Z  =  0,  7>/  =  (),  iV  =  0,...  gar  nicht  vorhanden  wären,  statt  ihrer 
aber  zu  der  Kraft  (X/F,  Z,)  im  Punkte  (xit/iZi)  noch  hinzutreten  würden: 

1.  eine  Kraft,   deren    Componcnten   k- — ,    k- — ,    l  - —  wären,    deren 

C^^i  ^Vi  ^^i 

Intensität  also  den  Werth  kl/  (^)  +  (ö")  +  l^)    ^®****ö  ^^^ 

deren  Kichtungscosinusso    folglich   den   Grössen  - — ,    r—  ,     - —   propor- 

oXf     ^yi     vZf 

tional  wären.  Denkt  man  in  der  Bedingung  L  =' 0  blos  die  Coordinaten 
XiyiZi  veränderlich,  so  stellt  diese  Gleichung  eine  Fläche  dar,  auf  wel- 
cher der  Funkt  xtf/iZi  bleiben  muss,  weil  seine  Coordinaten  ihrer  Glei- 
chung genügen  sollen;   zu  dieser  Fläche  normal  ist  die  fragliche  Kraft. 

Ebenso  2.  eine  Kraft,  deren  Componcnten  fi  - — ,   fi  - — ,  fi    -  — ,  welche 

oxi         oyt         ozi 

also  selbst  (^J/\ ;: —  )  "H  (  >)  )  "l"  (  ;) —  )  ^^^  normal  zu  der  Fliehe 
wäre,  deren  Gleichung  J\I  =  0  ist  für  xiyiZi  als  laufende  allein  veränder- 
liche Coordinaten;  3.  eine  Kraft  v  7/  (p— )  +  (  "~)  "f"  (ö7")    n.  8.  w. 

In  ähnlicher  Weise  in  allen  Punkten,  welche  den  Bedingungen  nntep 
werfen  sind.  Die  Grössen,  welche  also  in  den  obigen  Gleichungen  n 
A'i,  y,',  Zi  addirt  sind,  stellen  die  Componcnten  einer  Gesammtkraft  dar, 
welche  den  Einüuss  der  sämmtlichon  Bedingungen  auf  den  Punkt  x^ 
y,^  Zi  zu  vertreten  im  Stande  ist.  Zugleich  erkennt  man  hieraus  die 
Uebcreinstimmung  der  §.  4.  eingeführten  Forderung,  dass  die  Bedin- 
gungen durch  Kräfte  darstellbar  seien,  mit  dem  Ausdruck  derselben  dnrch 
Gleichungen  zwischen  Coordinaten. 

Unter  die  Bedingungen  I  =  0,  il/  =  0,  . . .  sind  auch  diejenigen 
aufzunehmen,  welche  ausdrücken,  dass  die  Abstände  der  Systempunkte 
von  einander  unveränderlich  bleiben.  Ucber  dio  Anzahl  dieser  le*«" 
teren  werden  wir  bald  das  Nöthige  zufügen,  da  es  an  einer  anderen 
Stelle  ohnehin  ausführlicher  zu  besprechen  ist. 

Als  ein  einfaches  Beispiel  für  die  analytische  Behandlung  einer  Auf- 
gabe über  das  Gleichgewicht  mit  Hülfe  des  Princips  der  virtuellen  Ge- 
schwindigkeiten diene  folgendes. 


k      VII.  Cap.      Princip  der  virtnellcu  Geschwiudif^koitcn  für  bclicliifife  Systeme.       (i|:) 


FIc.  A»7. 


Aaf  einer  Kn^elflüclic  (Fij;.  207.)  vom   Rn<Iiiitf  ti  hcfiiidet   sich  ein 
Punkt  .1/,   welcher  von  den  drei   Ecken  .-1,  //,  r  cinos  K  u|*oIoctAntcn 
proportional  der  ersten  Potenz  der  Kntfcrnnnf;  nn<:czo^'cn  wird  und 
I war  sind  c,  f',  »"  die  Intensitäten  der  An zichiin (78- 
k rufte  in  der  Kiuhoit  der   Kntt'crnunjir;    welches 
•  ind  die  Gleichpewichtslagcn  dcrKelhen? 

Kür  den  Mittelpunkt  O  der  Kuprol  uls  Tritprunfr  uml 
OA,  0/7,  OC  als  Axcn  de««  Coordinatcnsystcnis  sind  die 
Kicbtangscoüinusse  der  drei  Kräfte  c-3M,  t'-  M/f^  t"-  Mr-, 

X  —  a        y  z 

X       y  —  a        s 

Mir    Sw  '  Mir 


X  y         z  —  a 

ST;'    MC*       Mr 

Hiermit  werden  die  Cumponentcn   .Y,    I',  /  der  auf  den  Punkt  M  wirkenden  Oe- 
•aiumt  kraft 

A'  3»  f  (j?  —  «)  +  fx  +  g"x  =   —  tu    +  j2.'f 

^  =  fy  +  »'  (//  —  «)  +  *"//  =-  —  »'"  +  y^f 

/  —  f  s  +   *':  +   «"  t  —  ")  =  —  f  ""  -^  z£f 
and  folglich  die  Hau|itg1eichunfi^  £{Xdx  -{-   ySy  4~  XSz)  =■  0  hier: 

l—  c#i  +  xXt)  dx  +  (-  tu  +  y2:f)  Ay  +  (-.  f",i  +  si:*)  dz  =-  n. 


..1 


+  y*  +  :'  -  "'  =-  0 


Hierzu  tritt  vcrmlige  der  einzigen  Nebenbedingung  L 

xSx  -{-  ySy  +  :ÄJ  =  0. 
IKeae  Gleichung,  mit  l  uiulti|ilieirt  und  zur  ll.-iujitgleichung  addirt,  liefert: 
(  ~  #fl  +  a  +  Xf  ^  x)  rf,r  +  (       M*  +  [X  +  lY)  y)Ay  +  (      *"«  +  (1  +  -Sf)  2)*s  --  0, 
welche  Gleichung  in 

—  #«  +  (!  +   2»  j-  =-  0,     —  f'tf  +   ijl  +   If )  ly  ==1  (I 
serTiillt.     Hieraus  folgen: 

•'*  ""  i  +  "iv '    ^  ~  Ä  +  2;* '     '  ~  Ä  +  2;* ' 

wodurch   man   in  Verbindung   mit   iler  Gleichung  .r*  4~  .V*  +  -'  "  "*  '^^'^  K"{?ol- 
fläche  6udft 


-  k'ii  +  {1+  £f) 


0 


ff 

f  n 


1  —  -  ri  ±  r2:(*»K 


:   -  -♦- 


F    «I 


/2.i 


f*i 


l>cr  Punkt  .V  bat   demniieh   zwei  f•1t•iehg•'wil?llt^1agen ,   welehr   die  Si-linittiMinkte 


der   Kugel   mit  der  (loraden 


j- 


_    iV    _. 


'.,  r*\\v\.      l)ii>    (iri'iNHrn   Xjr,  Xy,  Iz    Mind 


die  Componenten  des  Widerstandes  lUr  Kuirrltliiche.     Kr  NrlbNt  inI  fulglich 

aod  oiicb  dem  Aussen  räume  gi'riehlet. 

§.  0.  Wir  gclu'U  jt'tzl  ZUM)  IU'wcmsi»  des  Principh  «l«r  virtiirlli>ii 
GeachwindigkcitiMi  für  ein  bfliobi^os  l'uiiktsybtmi  über,  doKijrn  Punkte 
frei  and  unaMiiln^i^  vnn  oinandcT  hrweglicb  hinil.  Sull  rin  Kifift«*- 
ayatrm,  wcIcIicm  an  (MniMii  sulchcn  I'iinkt.Hy.stein  singieift,  hieb  iiu  (rlcicb- 
l^ewicbt  befinden,  sn  darf  diiti.seliir  ;iiif  ilen  (iesebwindigkeitszuNtaml 
keine«  Systenipunktos  ein^n  Kinfin.ss  üben.  hicM'n  (fehcbwindi^kiits 
sofftand    künueu    aber   nur  Kriit'te  becintluhben ,    deren   Kiclitungcn  dnir\i 
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diesen  Punkt  hindurchgehen  und   entweder  an  ihm  selbst  oder  wenige 
stens  an  einem  mit  ihm  unveränderlich  verbundenen  Punkte  ihrer  Bieh- 
tung  angreifen.    Demnach  muss  an  jedem  Systompunkte  einseln  Gleich- 
gewicht herrschen.     Daher  ist  die  Summe  der  yirtuellen  Arbeiten  aller 
auf  denselben  Systempunkt  wirkenden  Kräfte   für  jede    beliebige  vir- 
tuelle  Verschiebung    dieses    Punktes   Null.     Da    dies    für    alle    Punkte 
gilt,   so  folgt  durch  Summation  aller  virtuellen  Arbeiten,   dass,  wenn 
Kräfte    an    einem    beliebig    veränderlichen     freien    Punkt- 
system   im    Gleichgewicht    sind,     die    Gesammtsnmme    aller 
ihrer  virtuellen  Arbeiten    für  jede    beliebige  virtuelle  Be- 
wegung   des     Systems    vorschwindet.       Umgekehrt    wollen    wir 
annehmen,    es  sei    für  ein   solches   System    die  Summe    der   Tirtnellen 
Arbeiten    aller   Kräfte    Null    für    jede    beliebige    virtuelle    Bewegong. 
Ertheilen  wir  nun   dem  System   eine  virtuelle  Bewegung,   bei  wekher 
nur  ein  einziger  Punkt  eine  Verschiebung  erleidet,   alle  anderen  niehl^ 
so  erhalten  wir  auch  nur  von  den  auf  diesen  Punkt  wirkenden  Kräften 
virtuelle  Arbeiten,  während  die  virtuellen  Arbeiten  aller  anderen  Kräfte 
Null  sind.     Da  nun   die  Gesammtsnmme  aller  virtuellen  Arbeiten  NiU 
ist,  so  folgt,   dass   die   Summe  der  virtuellen  Arbeiten  aller  an  jenen 
Punkte  angreifenden  Kräfte  für  sich  Null  betragen  muss.     Diese  Be- 
dingung ist  aber  die  Bedingung  des  Gleichgewichtes   für  diesen  Ponkt 
Das   nämliche  lässt  sich   für  alle   Systempunkte   behaupten;    daher  in 
Satz:    Ist  die  Summe  der  virtuellen  Arbeiten  aller  an  einem 
freien  veränderlichen  Punktsystem  wirkenden  Kräfte  Nnll»     j 
so   sind   die  Kräfte   im   Gleichgewicht.     Beide  Sätze,   dieser  nnd 
der  vorige,  zusammeugcfasst  liefern  den  einen: 

Zum  Gleichgewichte  eines  Kräftesystems,  welches  tn 
einem  freien,  beliebig  veränderlichen  Punktsystem  angreift, 
ist  erforderlich  und  hinreichend,  dass  die  Summe  der  vir- 
tuellen Arbeiten  aller  Kräfte  für  jede  beliebige  virtuelle 
Bewegung  des  Systems  vorschwinde. 

Der  Satz  ist  anwendbar  auf  das  ganze  Punktsystem,  wie  auf  einen 
beliebigen  abgetrennten  Theil  desselben,  nur  müssen  im  letzteren  Falle 
alle  Kräfte  in  Hcclinung  gezogen  werden,  welche  an  einem  solchen 
Theilo  angreifen. 

Unter  den  virtuellen  Bewegungen  eines  freien  veränderlichen  Systems 
sind  aber  auch  alle  diejenigen,  bei  welchen  die  Systempunkte  ihre  geg^* 
seitige  Lage  nicht  ändern,  für  welche  das  System  also  ein  unverSnder 
liches  bleibt.  Hieraus  folgt,  dass  für  jedes  freie  veränderliche 
Punktsystem  oder  einen  Theil  desselben  die  sechs  Gleich- 
gewichtsbedingungen  eines  freien  unveränderlichen  Systemi 
nothwendig  erfüllt  sind,  oder  anders  ausgedrückt,  dass  das  Gleich- 
gewicht eines  solchen  Systems  nicht  aufhört,  wenn  man  dai* 
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selbe  ganz  oder  zum  Thcil   unvorfindcrlic|li  werden  (z.  B.  er- 
starren) Iftsst. 

§.  10.  Ilinsiolitlick  der  Kräfte  ain  vcrüiulorlichcn  Punktsystem 
antcrscheidet  man  innere  und  .Husserc  Kräfte.  Innen;  Kräi\e  sind 
solche,  deren  liiclitungeu  von  den  Systompunkten ,  an  welchen  sie  an- 
greifen, nach  anderen  Syätempunkten  gerichtet  bind  und  ihn*r  Grösse 
nach  von  der  Entfernung  der  AngritVspunkte  von  K'tztereu  abhängen, 
Insscre  Kräfte  solche,  deren  Grösse  und  Kichtung  nicht  von  der  Lage 
der  Systempunkte  untereinander,  wohl  aber  von  ihrer  Lage  gegen  äussere, 
dem  System  nicht  angehürige  Punkte  abliängen.  Zur  ersten  Art  gehören 
Anziebungs-  und  Abstossungskräfte  zwischen  den  Massenpunkten  des 
Systems,  zu  den  letzteren  Anziehungen  von  festen  Centren.  Dieser 
Unterschied  betrifft  übrigens  nicht  die  innere  Natur  der  Kräfte,  sondern 
nur  die  Ueschaflcnheit  des  Systems.  Es  kann  <lieselbe  Kraft  unter  Um- 
ständen die  Kollo  einer  äusseren,  unter  anderen  die  einer  inneren 
spielen.  Für  die  Erde  als  bewegliches  System  z.  I).  sind  die  Anziehun- 
fren  der  Sonne  und  der  Planeten  äussere  Kräfte,  so  gut  wie  die  An- 
Biehnngen  der  Fix.sterne;  für  das  Sonnensystem  als  (Sanzes  sind  sie 
innere  und  jene  nach  wie  vur  äussere  Kräfte.  Innere  Kräfte  sind  meist 
paarweise  gleich  und  entgegengesetzt,  in  der  Verbindungslinie  der  Punkte 
wirkend,  welche  sie  afticiren.  Wenn  nämlich  vun  sswei  Punkten  jeder 
den  anderen  in  der  Kichtung  n:u-h  sich  hin  oder  auch  im  entgegen- 
gesetzten Sinno  beschleunigt  nntl  beidtt  dii'  Masseni'inhoit  enthalten,  su 
sind  beide  Kräfte  gleich.  Wird  aber  die  Masse  des  einen  das  m  fache 
der  Masseneinheit,  so  wird  sie  auch  die  m  fache  Heschleunigung  von 
dem  anderen  erfahren  und  wenn  dessen  Mas.*>e  auf  das  »i' fache  steigt, 
so  wird  diese  m  fache  Heschleunigung  nochmals  7// fach  werden.  Daher 
wird  an  jedem  Punkte  eine  Kraft  angreifen,  welch<>  das  mm' fache  der 
Kraft  ist,  mit  welcher  /.wei  Masseneinlieiten  einander  beschleunigen. 
Ist  diese  Beschleunigung;  vim  iler  Entfernung  r  tlersclben  a)iliängig  nntl 
durch  f  (r)  ausgedrückt,  st»  stellt  mni'/'lr)  die  gemeinsame  Intensität 
der  beiden  Kräfte  dar,  mit  welchen  die  Punkte  von  den  Massen  m,  m' 
in  entgegengesetztem  Sinne  längs  ihrer  Vorbimlungslinie  afticirt  werden. 
Kür  Attractiiinen  von  festen  (*entren  und  für  innere  Krät'te  der  eben 
Angeführten  Art  ist  es  li>icbt,  die  virtuelle  Arbeit  zu  bilden.  Für  beide 
besteht  nämlich  eine  Krättetunction,  deren  partielle  I>iiVerentialf|Uiitien- 
ttn  nach  den  Coordinaten  des  afticirten  Punktes  genunnnen,  die  (Kom- 
ponenten der  Kraft  angeben.  Ist  nändich  H  die  Kraft,  mit  welcher 
das  Centrnm  {n,  /i,  r;  ilen  Punkt  m,  //,  :)  liescbh'Unigt ,  i  die  Hntfer- 
niing  beider  und  ^ind  it,  |i,  ;■  die   Kiclituug.s^Mukid    der   Kraft,    so  wird 

r'  =  ■   i.f  '/V'   -j-   17  h]'     }     c  ■       r\', 

rr  X   -      II  f  r  tf         f>  •  /  :         *• 
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folglich 


Rir 


und  wenn  lRdr  =  P  gesetzt  wird,  wodurch  Ä  =  -—-  und  R8r  =  -—trssslp 
'  dr  dr 

wird,   so   folgt  -YJa:  +   YSy  -{-  Zöz  =  —  6P,     Ebenso  sind,  wenn  E 

die   Anziehung    zweier    Funkte    (o:,   y^   z)   und    (X|,  y|,    z,)    bedeutet, 


R 


dr 


dx' 


R 


i?  — ,    —  R  ^-    die  Componenten  derselben  am  eineii, 


dr 


R 


dr 


am  anderen  Funkte.     Der  Bestandtheil  der  vx- 


dx^  '         ^y\ '    "  dz^ 
tuellen  Arbeit,  welcher  von  beiden  zusammen  herrührt,  ist  daher 

Xdx  +   YSy  +  ZSz  =  —  R  ^  dx  —  R  ^  iy  --  R^it 

ox  oy  dz 

oder  da  aus  r'^  =  (x  —  XyY  +  (y  —  yiY  +  (2  —  «1)'  folgt: 

dr  dr  x  —  Xi 

dx  dx^ 

dr  dr 

dy  dyi  r 

dr  dr  z  — 

d^  ^  ^ 


r 

y  —  y±_ 


wodurch 


dz, 


dr 


dr 


r 

X    """■    X* 


-Ä-:;-fe+  Äf-do:, Ä-  _Jlla(;,_,,) 


dx^ 


dx 
dr 

dy 


dy\ 


-  Ä  |-  dz  +  7?  |-  8z,  =  —  R 

^^  dz,       * 


-^1 


i{z-  ^i) 


wird,  mit  Zuhülfcnahmc  von  {x  —  X\)8  (^'  —  ^1)  +  (y  —  yi)'!?"^^' 
+  (z  —  Zj)  8  (z  —  Zj)  =  r6ri 

Xöx  +    Yöy  -^  Zöz  =  —  Rör, 

Wird  also   wieder  fRdr  =  P  gesetzt,    so    ist   dieser   Ausdruck  g^ 


—  8P. 


Bestehen  nun  zwischen  je  zwei  Punkten  des  Systems  ähnliebe  r^' 
Ziehungen,   so   tritt   an   die   Stelle  von  P  nur   SP  und   wird  — l\p^ 
die   virtuelle   Arbeit   dieser    inneren   Kräfte.     Im  Falle   der  AbstoBflfl^ 
ändert  R  und  damit  P  Sinn  und  Zeichen.    Auch  kann  man  auf  geome- 
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ischem  Wege  leicht  za  dem  Ausdruck  der  virtuellen  Arbeit  der  inneren 
rXfte  gelangen.  Sind  nämlich  (Fig.  20H.)  AA\  DB'  die  virtuellen 
erscbiebangen  der  Angriffspunkte  J,  B  dor  inneren  gleichen  Kräfte  P^ 
eiche  liiugs  AB  in  entgegengesetztem  Sinne  wirken  und  sind  Aa\  Bli 
c  Pn»jectionen  von  AA\  BB'  auf  AB^  so  stellt 

p.  Aa  —  PBb'=  P  {An  —  ////) 
ie  Summe  der  virtuellen  Arbeiten  dieser  beiden  Kräfte  dar.    Zieht  man 
in   durch  A'  die   Linie  A'ß  parallel   und   gleich    mit  AB  und   nennt  ß^ 
e   Projection  von   ß  auf  AB^   so   wird  ri».  »«- 

6'  =  Bß'  +  ß'h\      Vermöge    des    Pa-  p\-B' 

Uelogramms  AA'ßB  ist  aber  Bß' =  Aa       ■(!  "— ^^      * 

id    da  A'ß   und   A'B^   einen    unendlich     ^  ^        ;  ",■   ^ 

einen  Winkel  mit  einander  bilden  und  '  ^      Mf  y 

.0  SU  Äß  in  ß  senkrechte  projicirende  Ebene  auf  ÄB^  einen  Punkt  ß!' 
ettimmt.  sodass  ß!'B^  =  ß'U  =  AB' —  AB  =  r  —  r  =  6r  wird,  wenn 
B  ms  r  gesetzt  wird,  so  ergibt  sich  —  PSr  für  die  Summe  der  vir- 
lellcn  Arbeiten  der  Kräfte  y^  Die  Aendening  6r  der  Entfernung  r 
t  dabei  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  AB  bei  der  virtuellen  Ver- 
ihiebnng  des  Systems  wächst  oder  abnimmt  und  die  virtuelle  Arbeit 
idert  das  Zeichen,  wenn  die  Kräfte  ihren  Sinn  wechseln. 

§.11.  Die  Ausdehnung  des  Priucips  der  virtuellen  Geschwindig- 
■tcn  für  den  Fall,  dass  das  Punktsystem  beliebig  veränderlich  und 
S'leich  irgend  welchen  Uedingungeu,  welche  seine  Beweglichkeit  ho- 
ii'itnken,  unterworfen  s(m.  maclit  einigt;  Erörterungen  nöthig,  welche 
ik  mit  dem  Hegriffc  des  (ileichgewicbtes,  theiis  mit  der  Natur  des 
Steins  und  der  Verbindung  seiner  TheiU*  untereinander  im  Zusammen- 
tue stehen. 

Wenn    ein   Kräftesystem  an   einem    irgendwie  veränder- 

lion    Punktsystem    im    (ileichgewichte    ist,    so    wird    das 

^Eichgewicht   nicht    gestört,    wenn    das    Punktsystem    ganz 

<^  r  zum  Theil    un  veräuil  er  lieh    wird.     Denn    das  (ilcichgewicht 

Kräfte  muss  unabhängig  von  dem  Hcwcgungszustande  des  Systems 
tcben.  Durch  die  zugefügte  Bedingung  der  l'n Veränderlichkeit  wird 
'v*  nur  die  Bewe;;lichkeit  bosciiränkt  und  werden  Bi*wi>gnngKzu.stände, 
L^hp  vorher  miiglich  waren,  ausgeschlu.säen.  (ralt  das  (r  leidige  wicht 
*^  fiir  alle  niöglicht>n  Bewegungszubtände,  sn  gilt  et»  auch  für  die 
^Vj  jetzt  übrigen. 

Das  Gleichgewicht  b(*hteht  ebensu  t'tirt,  wenn  Theile 
-  *  Punktsystems  unbeweglich  werden. 

Enthält  das  Punktsystem,  an  welchem  ein  Kraft  esynt  eni 
**b  im  iileichgewichte  befindet,  unbeweglich»*  Theili',  hn 
'*nn  man  immer  an  den  u  übe  weglicheii  Tb  ei  len  -«olcbt*  Kräf  t  e 
•Bfügon,  das  8,  wenn  die.se  Theilt'  aU  br  weglich  an  (;ennmnio  ii 
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werden,  das  Gleichgewicht  des  Kräftesystems  in  Verbin- 
dung mit  diesen,  die  Unbeweglichkeit  vertretenden  Kräf- 
ten fortbesteht.  Denn  die  Beschleunigung,  welche  ein  Punkt,  der 
unbeweglich  war,  durch  das  Kräftosystem  erlangt,  sobald  er  beweglidi 
wird,   kann  immer  durch  eine  entgegengesetzte  Kraft  getilgt  werden. 

Um  die  Glcichgewichtsbedingungen  eines  veränderlichen  Systems 
mit  Bedingungen,  welche  die  Beweglichkeit  beschränken,  aofzusteUen, 
ist  es  nothwendig  zu  zeigen,  dass  diese  Beschränkungen  dnrch  Kräfte 
ersetzbar  sind.  In  Fällen,  für  welche  dies  nicht  erwiesen  werden  kann, 
erleiden  die  Bedingungen  des  Gleichgewichts  nicht  ohne  Weiteres  An- 
wendung, vielmehr  sind  hierfür  Spccialuutcrsuchungen  erforderlich. 

Die  innere  Constitution  der  veränderlichen  Systeme  kann  sehr  mannig- 
fach sein.  Ein  sehr  allgemeiner  Fall  ist  der,  dass  das  System  ans  nnver 
änderlichen  Systemen  zusammengesetzt  ist,  deren  Beweglichkeit  dadnrdi 
beschränkt  wird,  dass  Flächen,  welche  ihnen  angehören,  in  Berührang 
bleiben  müssen.  Es  wird  gezeigt  worden,  dass  diese  Bedingung  an 
jeder  Stelle  durch  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Normalkräfte  anagedröckt 
werden  kann.  Um  jedoch  diesen  Satz  sorgfältig  zu  erweisen,  dienen 
folgende  Betrachtungen. 

Das  veränderliche  System  bestehe  aus  zwei  unveränderlichen  Syste- 
men,   welche  mit  zwei  Flächen   sich   in   einem  Punkte  berühren.    Msn 
reducire  nun  die  Kräfte,  welche  au  dem  einen,  als  auch  die,  welche  so 
dem  anderen  angreifen,   auf  Kesultante   uud  resultirendes  Paar  ftr  die 
Centralaxen.     Da  das  Gleichgewicht  fortbestehen  muss,  wenn  beide  Sy- 
steme zu   einem   einzigen    unveränderlichen   System  verbunden  gedsdit 
werden,  so  müssen  die  beiden  Kcsultanten  und  die  beiden  resultirendn 
Paare   sich   unabhängig  von  einander   tilgen.     Ersteres   ist  nur  mögücb, 
wenn  die  Richtungen  der  Kcsultanten  zusammenfallen  und  sie  selbst  est- 
gegengesetzt  gleich  sind.    Die  Kräfte  beider  Systeme  müssen  mithin  ein^ 
gemeinschaftliche   Ccntralaxe  besitzen.     Damit    aber  beide   Kesnltanten- 
die  Systeme,  wenn  sie  unverbanden  gedacht  werden,  nicht  trennen  od«* 
gegeneinander  verschieben,  muss  ihre  gemeinsame  Kichtung  dieselben  i*^ 
Berührungspunkte  aneinander  drücken,  also  jedenfalls  durch  diesen  3^' 
rührungspuukt  hindurchgehen.     Sie   muss  aber  zugleich  in  die  Kichta**^ 
dtf  gemeinschaftlichen  Normale  der  beiden  sich  dort  berührenden  Fläcb^^ 
fallen,   denn   stände   diese   Kichtung  schief  auf  der    gemeinschaftlich^^ 
Tangentenebene,  so  würden  die  Componenten  beider  Kcsultanten,  welcl** 
in   diese  Taugentenebeue   fallen,   die   im   Berührungspunkte   vereinigt^^ 
Punkte  beider  Systeme  trennen  können.    Die  beiden  Paare  aber  mfisi^^ 
einzeln  verschwinden.     Dies  folgt  sofort,   wenn   man    das  eine  oder  i^      i 
andere  System  unbeweglich  macht,   für  welchen  Fall  das  Gleichgewicb'      1 
dennoch   fortbestehen   muss.     Dass   diese   Bedingungen   aber  nicht  ntf 
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»thweiidig,  sondern  auch  hiureichcnci  sind,   d.  1i.  dnss  wenn  sie  orfüllt 
id,  Cileichge wicht  besteht,  louchtet  sofort  ein.     Dnhcr: 

Zum  Gloich  gewichte  der  KrJCfte  eines  vt>  runder  liehen 
jrstenis,  welches  aus  zwei  unveriinderlichon,  sich  mit  zwei 
lachen  in  einem  Punkte  berührenden  Systemen  besteht, 
t  erforderlich  und  hinreichend,  dass  die  Krilfto  beider 
^stomc  sich  auf  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Hesultanten 
ine  Kr fifte paare  reduciren,  deren  Kiehtung  in  die  gemein- 
ime  Normale  des  Berührungspunktes  beider  FlAchen  füllt 
id  dasB  BIO  diese  Flüchen  in  jenem  Punkte  aneinander 
rücken. 

iJie  beiden  Kesultnntcn  seien  P,  P\  Entfernt  man  das  zweite 
rstem  und  bringt  in  dem  Dcriihrungspunkto  eine  Normalkraft  iV  =  P' 
1  ersten  System  an,  so  besteht  das  Gleichgewicht  des  ersten  Systems 
r  sich  fort;  entfernt  man  das  erste  und  bringt  in  ähnlicher  Weise  eine 
ralt  iV  =  /'  am  zweiten  an,  so  gilt  dasselbe  von  diesem  System. 
ingt  man  daher  beide  entgegengesetzt  gleiche  Kräfte  A,  A'*  längs  der 
meinschaft liehen  Nurmale  an,  so  kann  man  das  Gleichgewiclit  beider 
'Sterne  gesondert  untersuchen  und  bestellt  zugleich  das  Gleichgewicht . 
■fl  Gesammtsystems  ungestört  fort.  Die  Kräfte  iV,  .V  sind  die  Normal- 
iderstände  der  sich  berührenden  l'^lächen  und  geben  in  umgekehrtem 
nnc  genommenen  den  Druck  an,  welchen  diese  erleiden. 

Es  bestehe  jetzt  das  veränderliche  System  aus  einer  Keihe  unver- 
aderliclier  Systeme  £\  2.'",  2^'",  ...,  welche  tiich  mit  irgend  welchen 
lachen  in  Punkten  berühren.  Das  (ileichgewicht  des  Ciesammtsystenis 
ird  nicht  gestnrt,  wenn  man  all«^  Partialsysteme,  ausser  X'  zu  einem 
ozigen  unveränderlichen  Systeme  verbunden  denkt.  Dann  hat  man 
(*r  den  vorigen  Kall  und  erkennt,  dass  d'ii*  Bedingung  der  Berührung 
^  £'  und  £'  durch  zwei  NormahviilrrstäMdc  ausgedrückt  werden  kann, 
tturlbe  gilt  für  alle  niirigfn  Ilen'ihriiugsstellen.  Nach  Einführung  aller 
-Sier  Uedinginigskrätte  ki»nnen  die  einzelnen  Systeme  als  von  einainler 
l.»hängig  betrachtet  und  kann  das  <ileichgewicht  Jrdes  einzelnen  für 
i  erürtert  werden.  In  älinliclier  Weise,  eikennt  man  auch  in  dem 
K«,  dass,  wenn  mehrere  Sybtenit;  eines  vnn  ilinen  zngleidi  oder  zwei 
^  eine  einander  in  m«'hreren  Punkten  beriihren,  gleichfalls  an  jedem 
C^hrungBpunkte  Nurmalkräfte  einzufiihren  ^ind. 

Werden  einzelne  vi<ii   den  Systemen  als  fest  angenouniien,  sn  ta]h<n 

Kräfte,  welche  an  ihnen  wirken,  liinweg,  weil  sie  durch  ilie  He- 
^iping  der  Systeme  getilgt  werden;  ilie  Uetlinjrungskräfte  .V,  .V',... 
^kcn  Widerstand  und  Druck  aus,  welclien  di»»  testen  Klädien  lösten 
*   erleiden. 

iJ&sst  man  Vüh  den  sidi   benilireuden  KlüchiMi  einzelne   in  vei.scliwiu- 
^^J   kleine  Kugeltlächen    mler   Punkte   zusannuenschrnmpten,    so  erliiili 
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man  die  Fälle,  dass  Funkte  des  veränderlichen  Systemfl  anf  festen  oder 
beweglichen  Flächen  bleiben,  oder  dass  Flächen  dnrch  feste  oder  beweg- 
liche Funkte  hindurchgehen  müssen.  Die  Berührung  von  FlSehen  Ungi 
Curven  oder  in  flächenartiger  Ausdehnung  kommt  gleichfalls  auf  die 
eben  behandelten  Fälle  zurück. 

§.  12.  Da  die  Bedingungskräfte  N  die  Richtung  der  gemeinschaft- 
lichen Normalen  der  sich  berührenden  Flächen  haben,  so  kann  bei  be- 
sonderen Arten  der  Berührung  ihre  Richtung  unbestimmt  werden.  Wenn 
z.  B.  die  eine  Fläche  eine  scharfe  Kante  besitzt,  längs  welcher  die  Tui- 
gentenebene  unbestimmt  ist  und  mit  ihr  die  andere  Fläche  berfihrt, 
welche  eine  derartige  Eigen thümlichkeit  nicht  besitzt,  so  bestinunt  die 
Normale  der  letzteren  die  Richtung  der  Kräfte  N  zwar  vollständig; 
ebenso  wenn  die  eine  Fläche  mit  einer  Spitze  die  andere  bertthit,  niclit 
minder,  wenn  die  Flächen  mit  zwei  Kanten  oder  zwei  Spitzen  zusammen- 
treffen, indem  die  im  Kreuzungspunkte  durch  ihre  Tangenten  bestimmte 
Ebene  die  gemeinschaftliche  Normale  bezeichnet;  wenn  aber  eine  Spitie 
und  eine  Kante  oder  zwei  Spitzen  zusammentreffen,  so  bleibt  die  Rich- 
tung der  Kräfte  iV  unbestimmt. 

Auch  die  Intensität  dieser  Kräfte  kann  in  gewissen  Fällen  unbe- 
stimmt bleiben.  Nehmen  wir  z.  B.  an,  zwei  unveränderliche  Systeme 
berühren  sich  in  n  Funkten  und  das  eine  von  ihnen  sei  fest,  oder  ein 
unveränderliches  System  soll  durch  n  feste  Funkte  gehen,  so  mfisien 
die  n  an  diesen  Funkten  einzuführenden  Kräfte  iVj,  JV,,  . . .  iV«  mit 
sämmtlichen  am  beweglichen  System  angreifenden  Kräften  im  Gleieb- 
gewicht  sein.  Dies  Gleichgewicht  erfordert  die  Erfüllung  von  secb 
Bedingungen ;  ist  also  ;)  <^  G ,  so  können  die  Intensitäten  dieser  Erifte 
bestimmt  werden,  da  ihre  Richtung  ohnehin  bekannt  ist.  Ist  sber 
n  >  6,  so  können  die  Intensitäten  von  n  —  6  Kräften  willkfiifid 
angenommen  und  dann  mit  ihrer  Uülfe  die  der  sechs  übrigen  bestinat 
werden. 

In  den  Fällen  n  >  G  herrscht  stets  Gleichgewicht,  welches  9sA 
immer  die  am  System  angreifenden  Kräfte  sein  mögen;  welche  KiiA^ 
man  immer  an  demselben  anbringen  möge,  sie  können  keinen  EiBtaü 
auf  den  Bewegungszustaud  des  Systems  ausüben,  das  System  ist  nnb^ 
weglich.  Daher:  Wenn  ein  unveränderliches  System  mit  ein*' 
ihm  angehörenden  Fläche  durch  sechs  feste  Funkte  in  geb** 
oder  mit  ihr  sechs  feste  Flächen  zu  berühren  gezwungen i*^ 
so  ist  dasselbe  unbeweglich.  In  den  Fällen  n  <  6  sind  jwiieb* 
den  gegebenen  Kräften  6  —  n  Bedingungen  zu  erfüllen,  daher  henH** 
bei  beliebig  gegebenen  Kräften  hier  nicht  immer  Gleichgewicht  nnd  ** 
die  Beweglichkeit  des  Systems  also  nicht  völlig  unmÖgH*"' 
wenn  die  Fläche  durch  weniger  als  sechs  feste  Punkte  gebei 
oder  weniger  als  sechs  feste  Flächen  berühren  soll.    In  fp*" 
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eilen  Fälleu  könucii  hiorvon  Ausnaliinoii  eintreten,  indem  die  Bedin- 
tngsglcicbnngeu  in  Folge  der  Natur  der  Fläche  unaldiiingig  von  den 
rftAen  S  erfüllt  werden  können.  Su  kann  bei  noch  mehr  als  sechs 
Bten  Punkten  Beweglichkeit  der  Fb'lchc  und  mit  ihr  deK  Systems  statt- 
iden,  wenn  diese  Punkte  auf  einer  Ebene,  einer  Ku^(*I  oiler  Knta- 
mstläche  überhaupt  oder  einer  SchrnubenHiiehe  liegen  und  die  Fh'iche, 
siehe  durch  sie  hindurchgelien  soll,  selbst  eine  Ebene  oder  Kugel, 
)tationsflaclie  oder  Seh  raube  niiftche  ist,  welche  in  jeder  Lage  mit  der 
ilche,  auf  welcher  die  Punkte  Hegen,  in  (Jon^ruenz  sich  beiindet. 

§.  13.  Die  Bedingung,  dass  unveränderliche  Theile  des  veründcr- 
ihen  Systems  miteinander  in  Berührung  bleiben  soHen,  ist  nach  dem 
^rigen  durch  KrJifte  ersetzbar  und  umfasst  zugleich  eine  grosse  Zahl 
iderer  Bedingungen,  welche  sich  auf  die  Berührung  von  Flächen  zurück- 
hreu  lassen.  Dass  Systempunkte  von  einander  constanten  Abstand 
halten  sollen  oder  also  Systemtheile  den  Charakter  des  unveränder- 
:hen  Systems  besitzen  sollen,  kann  gleiclifalls  auf  folgende  Art  durch 
riftc  dargestellt  werden.  Sind  y/,  fi  zwei  Punkte,  deren  Abstand  con- 
int  bleiben  soll,  so  drücke  man  die  Bedingungen,  welchen  sie,  ausser 
ir  des  constantcu  Abstände»  AP^  unterworfen  sind,  durch  Kräfte  aus 
id  füge  sie  den  an  ihnen  angreifenden  Kräften  zu.  Das  unveränder- 
iie  System  der  beiden  Punkte  muss  dann,  für  sich  betrachtet,  im 
leichgewichte  sein.  Daher  müssen  die  Resultanten  aller  Kräfte  an  A 
id  aller  Kräfte  an  H  gleich  und  entgegengesetzt  sein,  mithin  in  die 
ichtung  •'!//  fallen.  Lässt  man  also  die  unveränderliche  Verbindungs* 
nie  hinweg  oder  denkt  sie  sich  durchschnitten,  so  gi;nügen  zwei  diesen 
•esaltanten  entgegengesetzte  und  ihnen,  also  auch  unter  nich  gleiche 
Lr&fte  .V,  .V,  um  das  (ileich'^ewicht  in  derselben  Weise  zu  erhalten, 
ri«  es  vermöge  der  l.'nveräuderlichkeit  der  Linie  All  vorher  erhalten 
'nrde.  Diese  Kräfte  drücken  die  Spannung  aus,  welche  die  Linie  AB 
rlcidet. 

§.  11.  Nach  Einführung  der  Bodingungskräfte  besteht  an  jedem 
nvoränderlichen  Partinisystem  für  sich  (ileichgewicht  und  gilt  daher 
i''  dasselbe  das  Princip  der  virtuellen  (Geschwindigkeiten,  wie  in  §.  5. 
'^Ut  man  für  sännntliche  Bestnndtheile  des  (lesammtsystems  die  (ilei- 
'^ii{;en  anf,  welche  dies  Princip  für  dieselben  .'lu^sprecllen  and  addirt 
B  ftäramtlich.  so  erhidt  man  dasselhi>  t'ür  das  veränderlidie  System  gleich- 
'w.  In  dem  Ausdrucke  dafilr  konnnou  zunächst  die  virtuellen  Arbeiten 
ilcr  Bedingungskräfte  vor.  Man  kann  aber  leicht  z(>igen,  dass  die 
'^i&mc  der  virtuellen  Arbeiten  je  zweier  der  Normulkräfte,  welche  an 
K&  Bertihningbst eilen  eingeführt  werden,  Null  beträgt.  In  diMu  Beruh- 
Vllfipankte  C  zweier  Flächen  or,  ß  treten  nämlich  zwei  Punkte  .-I,  /i  der- 
idben  susammen.  Bei  einer  virtuellen  Verschiebung  entfernen  sich  dio- 
idben  im  Allgemeinen  unendlich   Hi>nig  vou   einander  und  befinden  sii'li 
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etwa  in  Ä^  j^,  während  in  dem  neuen  Bertüirnngspunkte  (f  swei  anden 
Punkte  beider  Flächen  zusammenfallen.  Der  Punkt  Ä  liegt  aber  h 
der  Tangentenebeno  von  tt  und  der  Punkt  ß  in  der  Tangentenebene 
von  /3  im  Punkte  C  und  daher  steht  die  Verbindungslinie  AS  senk- 
recht auf  der  gemeinsamen  Normale  beider  Flächen  in  C.  Diese  No^ 
male  bildet  aber  mit  der  Normalen  des  anfänglichen  Berührnngsponktei 
C  einen  unendlich  kleinen  Winkel  und  daher  weicht  auch  der  Winkd, 
den  ÄB^  mit  dieser  Normalen  bildet,  nur  um  ein  Ünendlichkleines  von 
\n  ab.  Projiciren  wir  daher  das  Dreieck  AÄß  auf  die  Normale  in  Qy 
so  verschwindet  die  Projcction  von  Äß  und  folgt,  dass  die  Projeetio- 
nen  ^»,  ^n  der  virtuellen  Verschiebungen  AÄ^  Bff  der  Punkte  A^  S^ 
in  welchen  die  entgegengesetzt  gleichen  Normalbedingungskrftfte  iV,  iV 
angreifen,  einander  gleich  sind.     Daher  ist  Ndn  —  IiTSn  ^^  0. 

In  gleicher  Weise  ergibt  sich,  dass  die  virtuelle  Arbeitssnmme  je 
zweier  entgegengesetzt  gleicher  Spannungskräfte,  welche  den  Abstand 
zweier  Punkte  A^  B  des  Systems  unveränderlich  erhalten,  Nnll  ist.  Nach 
§.  10.  ist  dieselbe  nämlich  4-  -^^''i  wenn  N  die  gemeinschaftliche  Inten- 
sität beider  Kräfte,  8r  aber  die  virtuelle  Aenderung  der  Länge  AB  h^r 
zeichnet.  Da  letztere  Linie  unveränderlich  sein  soll,  so  ist  6r  also  aneb 
+  Nor  =  0. 

F(ir   die  Widerstände  von   festen  Flächen  und  Curven  ist  die  nr- 
tuelle  Arbeit   für  die  mit   den   Bedingungen  des   Systems   verträgUehen 
Verschiebungen,  nämlich  für  Verschiebungen  in  der  Tangente  oder  Tu* 
gentenebene  Null.     Man   kann   daher  jetzt  allgemein    das   Princip  der 
virtuellen  Geschwindigkeiten  so  aufstellen: 

Zum  Grlcicligcwicht  der  Kräfte  an  einem  beliebigen  ver*  M^ 
ändcrlichen  System,  welches  Bedingungen  unterworfen  iiti 
dass  gewisse  Punkte  feste  oder  bewegliche  Flächen  oder 
Curven  nicht  verlassen,  dass  gewisse  Systemparthieen  vb- 
veränderlich  bleiben,  dass  unveränderliche  Systemtheil« 
einander  berühren  sollen  und  dergl.,  ist  erforderlich  ns« 
hinreichend,  dass  die  Summe  der  virtuellen  Arbeiten  dei 
gegebenen  Kräftesystems  für  alle  mit  den  Bedingung^* 
verträglichen  Verschiebungsarten  Null  oder  negativ  ici. 

Die  Bedingungen,  welchen  das  System  unterworfen  ist,  köntt* 
durch  Gleichungen  zwischen  den  Ooordinaten  der  Systempnnkte  eiü" 
gedrückt  werden;  daher  gilt  auch  hier  jetzt  die  Form  der  OleichnngCB 
des  Gleichgewichts,  wie  sie  §.  8.  aufgestellt  wurden. 

Das  Princip   ist  nicht  blos   auf  das  Gesammtsystem ,   sondern  itfk  ' 
auf  jeden  abgetrennten  Tlieil  desselben  anwendbar,  wenn  nur  die  V«f 
bindung,  durch  welche  derselbe  mit  den  übrigen  Systomtheilen  susanuneft' 
hängt,  durch  Kräfto,  rosp.  durch  Gleichungen  ausgesprochen  wird. 
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§.  15.  Als  Anwendung  wollen  wir  dio  Glcichgcwichtsbcdingungen 
aes  nnverAndorlichon  Systems  von  n  Punkten  mit  Hülle  dos  l'riucips 
\t  virtuellen  Gcscliwindigkciten  darstellen.  Damit  drei  Punkte  unver- 
iderlicbe  Abstände  von  einander  baben,  »iind  drei  Bedingungen  von 
T  Form  L  =  {x.  —  a«,)'^  +  {y,  -  -  //;>•  +  (:.  —  :,)'  ~  Cnnst,  =  O 

fordcrlicb;  jeder  folgende  der  ti  —  ü  übrigen  erfordert  für  beine  un- 
ränderlicho  Verbindung  drei  weitere  derartige  Gleiobungen,  welcbe 
«sagen,  dass  er  constnnten  Abstand  von  jenen  drei  Systompunkten 
sitze.  Dies  gibt  im  (ianzen  3  (IJ «  IV)  +  «^  =  iJ  w  —  <»  IJedin- 
ngen.      Dabcr    sind    die    Gleicbungen     des    (ileicligewichtes    vermöge 

> 

'    =  2  {x.  —  .r^)    etc. : 

=  -4'.  +  *(*.—  -^-f)  +  I*  (a-,  —  *,)  +  •  •  •  • 

=    r.  +  A  (y.  _  y J  +   ^  (y,  -   ,,;)  +  . .  .  .     (,  =   1.  L»,  3 „). 

=   Z.  +  l  (.-.  -   .,)  +  ,,{z,-  z,)  +  ■■■' 

Aus  diesen  3 /j  Gleichungen  sind  die  [\  n  —  G  Grössen  A,  fi,  v  zu 
iminiren,  um  die  sechs  Gleichgewichtsbedingungen  ssu  linden.  Addirt 
tu  nun  alle  den  verschiedenen  Werthen  von  i  entsprechenden  Glci- 
lungcn,  welche  sich  auf  die  :-Axe  beziehen,  so  liefern  je  zwei  Glieder 
(x  —  Xf)  und  A  (j-^  —  x)\  fi  (.r.  —  .r^)  und  ii  (x^  -    x^) ,  .  . . . ,  welche 

n  i'**"  und  A ''",  am  i*'"  und  /'"  u.  s.  w.  l'uukte  vorkommen,  zur  Summe 
all.  Es  bleibt  daher  als  Keeultat  bloK  dio  Gleichung  2.V,  =^  0. 
üerza  kommen  noch  die  beiden  analogen  (ileichungen  £1',  =^  0,  £Z,  =  0. 
^nltiplicirt  man  ferner  die  zweite  Gleichung  mit  .r,,  die  erste  mit  i/i, 
ibtrahirt  »ic  und  summirt  hierauf  iiaeh  dem  Index  i,  m»  erhält  man  als 
ofangsglied  des  Kesultates  A'(.r,  ]',  --  y,.\',},  Kodann  finden  sich  aber 
den  Verbindungen  wie  A  .r^(//^       //,)  —  //,  (^.r,       x^)]  =  *  • //, .'\  — - //^ — .r  ) 

eil  die  entgegengesetzten  AK.r^^v^  -  y)      y,J.»\       'Vl^-"    ^^y.-***".'/**'".) 

^   und  tilgen  f«ich  dieHelben  aLsn  paarweise,  sodass  bloss  die  Gleichung 

.«ar,  r, —  y,.V,)  =  0  resultirt,    wuzii  in  ähnlicher  Weise  sich  dio  beiden 

leren  ^  y,Z,        :,}',)==»)   und    ^'(:,.V,        .r,if,i^=n    ergeben,     llier- 

^clj  sind  aber  tlie  fraglichen  sechs  (tleirh^ewichtslM'dingniigen   des  un- 

'Hiidcrlichen  Systems  gefunden. 

§.   lii.     lieis]iiele: 

1.  IK-hufB  der  Liisiiiii;  *\*-r  Aui^nln'  in  (.'np  V,  f>.  lit ,  Nr.  t,  S.  ritV.i  würdr 
^  dem  Svittcm  uiin-  virtiu-lli-  VtTscliii  Itiint;  «rtlii-ili-n,  uubri  C'  um  Atif  .'iliiiiiiiml; 
^Qrch  beschreibt  iU>r  I'iiiiKt  -S'  iliii  Klviiu  n  Kri.>iMbit|/on  ^</C'.  wcliln-r  hriikri>i-lit 
'  ^S  ist  und  folglich  mit  «Iit  Kii-Iituii^'  vmi  /'  ili-ii  Wiiikil  [  rt  '\-  U*  billigt.  IMo 
'vcii  von  /'  iüt  iils«!  —  Ph  sin  C^U'.  Oiü  Arbeit  vnn  *J  iili.ilt  man,  wi-iin  ninn 
•^nkt,  dMH  l»ci  der  virtiielb'n  Vrrrfcbii  biin^  diT  An^rritV^pnnk!  .'/  \<mi  n  iini  dii- 
*ftikAlprojccti«in  dt>s  J{u«:fni*Ionii-uti'it  fis  dinkt;  di<  .«•■  I'rMJt'ftiiin  i-t  A  \i  rv*.%  0\ 
■kcr  tjS  [g  eoa  4^)  die  Arbeit   vt^n  fj.     Oii«   rriiK-ip  ^ibt   lulLrlieli  die  (ib'ielitiii^: 

-  -   /V.  Mu  CH''  -\-   'JA  (i>  r.v  0;     -    <». 
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Um  ^  zu  eliminiren,  hat  man  aus  dem  Dreieck  ABC: 

(/  —  ^)«  ==.  A«  -}-  4  fl*  —  4  ah  cos  ^ 

und  hieraus  weiter: 

—  {l  ^  q)  dg  =  2  ah  sin  ipdip  ^ 

und  indem  man  den  hieraus  folgenden  Werth  von  sin  ipd^  in  die  Gfeichgewiefct 

hedingung  einsetzt,  nimmt  sie  dieselbe  Form  an  wie  a.  a.  O. 

Für  eine  rein  analytische  Behandlung  der  Aufgabe  wurde  man  mit  der  Han|il 

gleichung 

Q  cos  ^Sq  —  Qq  sin  Sd^  —  Pb  sin  'tpdfp  ==  0 

die  Differentialgleichungen  der  Bedingungen 

p  _  /•(^)  =  0    und    {/  —  q)*  —  (««  +  A«  —  2  öA  CO»  ^)  —  0 

verbinden,  von  denen  die  erste  ausdrückt,  dass  der  Punkt  ill  (p,  ^)  anf  der  Bod 
unbekannten  Cure  p  = /*('&■)  Hegen  soll,  letztere,  dass  BC-^-CM  constant,  ;(ciel 
l  ist.     Diese  Gleichungen  sind 

dg  —  /'(-O-)  69"  ^  0    und    (/  —  q)  *e  +  «*  **»  V»*^  "■  0. 
Indem  man  die  erste re  von  denselben  mit  X,  die  zweite  mit  f»  maltiplieirt,  m 
beide  zur  Ilauptgleichung  addirt  und  die  Coefficienten  von   l  and  fi  gleich  ViO 
setzt,  orgeben  sich: 

Ü  cos  »  +  X  +  II  {l  —  q)  =>  0,      ÜQsin^  +  X^=^  0,      Pb  —  i^ak  -  0, 
wobei  nur  -~  statt  /^(9)  geschrieben  ist.     Die  Elimination  von  l  und  fi  f&krtfl  ^ 

der  Differentialgleichung  Qd  (g  cos  9)  —  ^  -,-  (/  —  g)  dg  =^  0,  wie  S.  670. 

2.  Die  vorige  Aufgabe  werde  dahin  abgoänderty  dass  vom  Pasktt   i 
B  aus  eine  starre,  um  B  drehbare  Linie  von  der  Länge  /  zum  Pnokt* 
M  führe,  in  welchem  das  Gewicht  Q  wirkt.    Welches  ist  dieCarre^c'   | 
Gleichgewichtes,  auf  welcher  M  laufen  muss? 

Für  x^  y  als  rechtwinklige,  horizontale  und  vertikale  Coordinateo  toi  ' 
für  A  als  Ursprung  ist  alsdann  —  Pb  ros  tpdip  +  ö^y  =*  0  und  besteht  die  Bf 
dingung:  /*  =  «•  +  x^  +  y*  +  2  fl  (a;  cos  ^  +  y  sin  ^).  Die  Inte^ratioi  •* 
ersten  Gleichung  gibt  Qy  «=  Ph  sin  rff  -\-  C,  wobei  C  so  bestimmt  werden  kiA 
dass  die  Curve  durch  den  Punkt  C  (o,  h)  geht.  Entnimmt  man  bierani  «mf' 
hierzu  aus  der  zweiten  Gleichung  cos  ip ,  so  führt  die  Quadratsamme  beider  i* 
Gleichung  der  gesuchten  Curvc. 

3.  Ein  homogener  schwerer  8tab  vom  Gewichte  G  nnd  der  LS>M 
2/  ist  an  beiden  Enden  A  und  B  mittelst  zweier  gl  ei  oh  langer  Fi''* 
an  zwei  Punkten  a,  h  im  Abstände  2/  aufgehangen.  An  A  UBil^*"' 
ken  senkrecht  zum  Stnb  und  horizontal  die  beiden  Kräfte  /*  ei>'' 
Paares  2/'/.  In  welcher  Lage  findet  Gleichgewicht  statt?  (Bifil*'^ 
AufhUngung.) 

Weitere  Aufgaben  s.  Jullion,  Prohlemes  de  mecaniquc  rationelle^  T.  I,  Chip-'*' 
8.  170. 

Wirken  an  dem  System  keine  anderen  Kräfte,  als  die  Schwere,  »  ni^ 
die  Ilauptgleichung  des  Princips  der  virtuellen  Geschwindigkeiten,  wenn  die  Bi^ 
tung  der  Schwere  als  2-Axc  angenommen  wird,  die  Gestalt  SPdz  ^0^  ^ 
9ZPz  «=  0  an  und  da  21  Pz  =  z^ZP  ist,  auch  die  Form  9z^  «-  0,  wo  Zi  die  O*" 
dinate  des  Schwerpunktes  bedeutet.  Für  alle  virtuellen  verträglichen  VeneU^ 
bungou  darf  also  der  Schwerpunkt  des  ganzen  Systems  dieselbe  Horizontalebell 
nicht  verlassen.     Bei  Aufgaben,  wie  Nr.   1   und  2,   bei   welchen  unendlich  vidi 


Cnp.  HciUiigiiiiifon  ilvr  Iti'wi'irlichki'it  iiiitl  l'iilK'Wi'^'Hi-likfit.  (j^fi 

b|rcwic)itslii(;en  inri^^lich  Niml ,  t'iihrt  difMc  ItiMiKTkiiii;:  /.ii  i*iii<-r  '^raphisclioii 
nietifiii  (lur  ^cüUi'lili'ii  (.'iirvi'ii. 

iS.  17.  Kino  liesniiilrrc  l'iiti'rMiii'Imii;^  vri«Ii<'iit  ilii-  FratTi*,  unti-r  wt-li-lp-ii  l^ni- 
iu  bei  (Miiciii  vrritiiilrrliehvii  Svhtciii  virtiirIK*,  iriit  «Irr  Natnr  ■hs  Systmiü 
Iplichc  lU'wc^iiii(ft*it  iilM'rhaiipt  iinoli  inii^'lirh  siiiil  iiml  wann  <1ir  I{cwr<;}h-Ii- 
[cssolbon  nnfhürt.  Wir  wnllm  hierfür  annifiinii-n.  ilas  System  besti-lie  :uin  » 
anilorlii'ben  Systeiurn,  wt-Ii'bc  sirh  mit  irr^i-bfiion,  ihni-n  an'^i-lb'iri;«rn  Fläulten 
rt*n .    Villi    ilenun    iihvr    ji-tirs    für    sirli    frei    bi'W(*^lirlt    M'i.       M.ui    ^flan;;t    bei 

«o]ehi-ii  S_Mtti'ni  7.n  ili-ii  (■ltfii'b^i'\vicbtNbi'ilinf^nn<ri-ii  «b-s  Kr:ii'ii*-,\  ti-iiii.  wenn 
fiir  jnlfS  I'artialsystoni  H|»]iart  «lie  sii-b«;  (ib'irb«.'fWii"litsbiMlin;;un:ren  aiifKtfllt 
lie  WiibTfltiindc  uns  ibMn  System  alb'r  (>  u  sub-lier  (ileirlinntri'ii  oliminirt.  Je 
(Ii*r  Anzabl  der  Iierübriin;rsHte]b'n  bleilien  uielir  oilcr  \\i'Mi<;i*r  (ileieliifirwiclits* 
i;ini(;cn  iiTiri|;;  dio  );eriii>;rfte  /abl  nlii>r  ist  (i;  denn  es  niuss  atudi  (ias  (te- 
taxütcni  den  Fteilinf^nmren  eines  nnveriinderliebi'H  SysteinN  ;;i.>nri^en.    Itei  nur 

Uleieb^ewii  Iitsbedin<;un};en  eines  vrränderlieben  Systemti  tritt  alier  l'nbu- 
cbkeit,  res|).  riiveräiiderliebkeit  ein.      Dieseilie  limlit  niimlieli  ntTenbar  Htntt, 

man  naebwfiHun  kann,  ilass  brliidiii^e,  dfin  KriiftcMy.'«teni  weiter  bin/.n^ffii;;ti; 
c  keine  Wirkung  äussern.      Fiif^i'u  wir   nun   »«debe   bin/ii,    s<i  lasiten  •<Ic'b  bei 

(fb-icbunj^en  immer  zwei  Kräfte  so  liestininieii,  ilass  das  ilnreh  ilie  llinzn- 
(?  ji'iter  Kriiftc  etwa  prestürti;  (Meielij^ewieht  wieder  ber^e:>tellt  wird.  Oies 
r  hfr^ostcllte  (ileich^ewiclit  ninss  aber  fortln-iitelien,  wenn  niHU  den  System 

an  Mtdcbein  iliu  beiden  corri;^ireiiden  Kriifle  an^fbraelit  wurden,  befegtif^t. 
rcb  wird  iibcr  die  Wirkun«;  ibr  an  ibiii  tbiiti^en  Kräfte  vernitbtet.  Da  die 
ü^'len  Kräfte  bidii-bip'  waren,  sn  fol^t,  d.iss  ibis  (iesaninitsystein  der  Art  i^l. 
das  an  ibm  wirkentb-  Kräftesystfin  Iteliebi;;  verändert  werden  kann,  uhne 
dmi  lileieb^ewiebt  aufbort;  es  sind  mitbin  die  Sy>temtbeilc  untereinander 
ive>rlicb. 

Wi-nn  /i  die  Anzabl  der  dureb  die  Wiilerstänili-  an  tlen  neriibruu^stelleu  Vi-r- 
!«ti*n  I'nbekannti-n  ist,  no  ist  *'*  n  /i  ilie  «^erin^rsti'  Anzahl  fileieb^ewiebts- 
ipin^iii,  widtrhe  cxi.^tiri-n,  imleni  au>  dm  (i  ;i  (ileiclnin^'-i'n  /i  (iriidhen  eliniiuirt 
L'O.  IIa  aber  aneb  \iin  d<n  <ir<'.<ssi'n  ;i  i-ini^e  vuii  >elb>t  bi'rauäi allen  kiiiinen, 
rd  im  All^^emrinen  ilii-  .\n/ab]  dir  Cibiebjjrwielitsbedin^rnn^jen  «i /i  —  /'  ~l"  V 
wo  ijf  (iiiAitiv  tranz  udi-r  Null  i.«»t.  I>t  mm  iWj  —  p -^  if  z^  i;,  il.li.  li  n  -  ■  1)  -|-  7  -  ;#. 
idcl  l'nbewi'trlieliki'it  «b-r  Systenitluib-  unter  Nieli  "tatt,  ist  «'»  n  -  I)  -{-  y  1> /», 
lM'iti(;i'  Ib'wet^Iirbkt'it.  Süll  aUn  •:e^rn>^fitii;e  I'nbi-\%e;jlii  bkrit  Htatttiuili-n, 
i*-  ;i  ^'  li  ;h  ■--  I  sein,  "bin:  ila.-s  man  inbirl»  liidi.-iii|i1i-n  kann,  dass  ilii-Hi- 
ijfunc  zur  l*nbcw<-^liebki-it  liiiiri-icbi*.  !•■  i  di  1  Kt'riibnni;:  \**u  Fläelu-n  mb-r 
»•n  mit  Fläeben  mler  Kn-u/uii;:  vnn  Cnrv«  n  i«»t  ili«-  Kielitun^r  d«'-»  Wiilerstanilit 
t»  dureb  ilie  Kiebtnn/  d<  r  N^iniialen  bestinnnt ,  daher  i>t  /i  dii-  Anzabl  ib-r 
^nincn-  oder  Kri'uzun;:sstrlliii  Mi-riiliriii  si<-li  als<i  i\'ir  Systi  nithi-ile  an 
7' r    ;ili  *'•  ,ri   —    1;   Strll-ii,   •^n   lindi-t   imni<r   lb-we;;lieliki  it   statt,   b«  i   !■  'n  \) 

nti  hl    I{eriibruni:s>t<-Ili  n    im    .\lli!i  iiirini-n    aber   iiiebt    iiu-lir.      Sn    /..   II.   wenn 
KiHrb«'   dureb    si-elis    Funkte    ir'bt.    «hIi  r    eiui-    l'urvi-    i-ini     Fl.ieln-    mit   s.  ib^ 
ti-n  In  rulirt,  ndi-r  z^vi-i  Furvi-n  sieb   in  sei-b-i   Funkten  '»ebnei>Ien,  wi-b  be  zum 
auch    eusammenfalleii    ki'iiiuen.    smla«»-^    di"-    t'uriiii    «'i-nif iuMliaftliebi-    'l'an 
D,  ScbmicL'un^sebi'Uen    u.   s.    w.   eibaltiU.      In  iliesiii   F.ill.ii   {-»t   ein-  \irtii(lle 
fpinfr   «dihe    Trirnnun;;    <ler    Systtnitliiili-    mli-r    Aul'bebuM^'-    ibr    luiiiu'keit    di-r 
Unuf  nieht  mehr  mi'Lrlteb.     Ai  bnlirlns  timbt   ntatt,  wenn  /.wii  S\  ••l.  ine  ibireh 
(icradc  von  ei>nstantir  Län/e  verbuipli  n  sin«l;  •  "  "ind  •l.uin  <lii    ^iibs  Span 
in   lili*s    ihrer    Intensität    naeb    -di^   den    ziv<di'   (tleieh:/' wi<')>txb<  ilinijiiUi^en    «u 
nircn,  ilu  die  liiehtun;:iii  iler^elbeii  in  di*    tii-raiien  l.ilbii.    Iit*>r>liireb  l>l>il>*-ii 
hrll.    Throne  d.  Im«,  u.  >l.  Ktj:i>-.  IW 
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aber  sechs  Gleielmngen  übrig,  wie  für  das  unveränderliche  System  und  findet  aIm 
nur  die  Rcweglichkcit  wie  bei  diesem,  nicht  aber  Beweglichkeit  der  Systemtheile 
unter  sich  statt. 

Die    gegenseitige    Unbowegliclikcit    zweier    unveränderlicher    Systeme,   von 
welchen  das  eine   mit  sechs  Punkten  .^,  B,  C,  Z>,  Et  F  an  einer   Fläche /*  dei 
anderen    gleiten  soll,    erhellt  auch   aus    folgenden   rein    geometrischen   Grandes. 
Winl  A  in  /*  beliebig  angenommen,    so  ist  B  auf  den  Durchschnitt  t  einer  am  A 
mit  Äff  als  Radius  beschriebenen  Kugel   und  der  Fläche  f  beschränkt,   C  ktsa 
dann  nur   einer  der  Schnittpunkte   von  s  mit  einer  weiteren  um  B  mit  ßC  be- 
schriebenen Kugel  sein.     Durch  die  Bewegung  dreier  Punkte   ist   aber  die  Bewe' 
gung  eines  unveränderlichen  Systems  bestimmt.     Hält  man   also  A  fest  and  laut 
B  und  C  auf  f  gleiten,  so  boschreibt  der  Funkt  D  eine  gewisse  Curve  und  gelang;! 
auf  /*,  sobald  er  in  einen  der  Schnittpunkte  dieser  Curve  mit  f  eintritt.    Für  jede 
Lage  von  A  auf  f  gibt  es  also  eine  oder  mehrere  Lagen  von  By  C,  B  auf  f.   Be- 
schreibt nun  A  auf  f  irgend  eine  (hirve,    so  gelangt  E  auf  diese  Fläche,  BobiM 
es  in  einen    Schnittpunkt  seiner  Bahn  mit  f  gelangt     Für  jede   Curye,  welche 
A  auf  f  beschreibt,   ergeben  sich  also   eine  oder  mehrere  Lagen  des  beweglichen 
Systems,   für  welche   die   fünf  Punkte  A,  B,  C,  />,  E  auf/*  liegen.     Denkt  mia 
sich  nun  f  als  den  Ort  einer  Curvcnschaar,   welche  diese  Fläche  erfüllt,  so  be- 
stimmen  die  verschiedenen  continuirlich   aufeinander  folgenden   Lag^n  von  A  mf 
derselben  eine   Curve  /  und  wenn   A   diese   Curve   beschreibt,    so   tritt  F  in  die 
l'^läche   ein,    sobald  /*  in  einen   Schnittpunkt    seiner  Bahn    mit  f  gelangt.     Diel 
findet  aber  nur  für  eine  oder  einige  Lagen  von  A  auf  i  statt.     £b  ist  milhin  dtf 
Lage  der  sechs   Punkte  auf  /'  in  Nichts   mehr  willkürlich,  mithin  auch  die  Lage 
des  Systems   eine   feste  und   hört  somit  die  Beweglichkeit  desselben  auf,  sobild 
A,  B,  C,  B,  Et  F  auf  /*  liegen. 

Ans  dieser  Betrachtung  folgert  man  leicht,  dass  ein  unveränderliches  Syitem 
unbeweglich  ist,  a)  wenn  von  dreien  seiner  Punkte  einer  fest,  ein  zweiter  tof 
eine  Curve,  der  dritte  auf  eine  Flüche  beschränkt  ist  oder  wenn  die  drei  Pankte 
auf  drei  Curvcn  gezwungen  sind;  b)  wenn  von  vier  Punkten  des  Systems  einer 
fest,  die  drei  übrigen  auf  gegebenen  Flächen,  oder  wenn  zwei  Punkte  auflege* 
benen  Curvcn,  die  beiden  anderen  auf  gegebenen  Flächen  bleiben  sollen  nod 
c)  wenn  von  vier  Systempunkten  einer  fest  ist,  die  vier  anderen  aber  auf  gtp' 
bene  Flächen  beschränkt  sind. 

Soll   im  Gesammtsystem  von  n  unveränderlichen  sich   berührenden  Systesi^^ 
Unbewcglichkeit  stattiinden,   so   müsHcn   dieselben   sich   mindestens  an  6  (x  "  ^' 
Stellen  berühren.    Ob  diese  Bedinüfunj»  aber  zur  Unbeweglichkeit  hinreicht,  erg*'" 
sich  im  Allgemeinen   er^t   aus  der  Anzalil   der   nach  Elimination  der  WiderstSii^^ 
übrig  bleibenden  Gleichgewichtsbcdingungon.     Sind  deren  sechs,   so  findet  ünt?*' 
wegliehkeit  statt,   sind   ihrer   mehr,    nicht.      Bei   drei   Systemen   z.  B.  sind  vk'^ 
Berührungsstellen   erforderlich  und  wenn  das  erste  und  zweite  sich  an  sechs,  d-^ 
zweite   und  dritte   sich  gleichfalls   an  sechs  Stellen   berühren,   ist  das  Gesamr***' 
System  unveränderlicli,  nicht  mehr  aber,   wenn  die  beiden  ersten  sich  an  sieb^^ 
die  beiden  letzten  an  fünf  Stellen   berühren.     Berühren  sich  je  zwei  der  Systef^ 
in  m  Punkten,   so  ist  die  Anzahl   aller  Berührungsstellen  \mn  (n  —  1)  und  we***^ 
diese  Zahl  <*  6  (/i  —  1).  also  mn  >  12  ist,  darf  man  auf  Unveränderlichkcit  i**^ 
Verbindung  der  Systeme  untereinander  rechnen.     So  z.  B.  wenn  von  zwölf  8y»**' 
men  je  zwei  »ich  in  einem,  von  sechs  je  zwei  sich  in  zwei,  von  vier  je  zwei  li^" 
in  drei,   von  drei  je  zwei  sich  in  vier  und   zwei  sich  in  sechs  Punkten  berühieJ*' 

Für  71  ebene   unveränderliche,    durch  p  Berührungen  von   Curyen  so  eine* 
in  derselben  Ebene  liegenden  veränderlichen  Gesammtsystem  verbundenen  Partiil* 


/^ 


V'II.  Cup.      Kifrenflclinftcii  il.  (iIiml-Iii^cu.  liiiniiclitt.  il.  Maxiiniiiiix  ii.  Miijiiiiiiiiis.      Ii27 

Rvatemc  bestehen  'An  CiK-icht^i^wicIititliriiinfi^uiipcn  mit  /«  \Vil!l•r^>t:ill(ll•Il.  lai  '.\n  —  />^'i, 
h\ia  p  ^  11  n  —  l)f  NU  liixiL-t  l{u«\i>^lii:hlii-it  statt,  hvi  /«  ^'  .i.ii  1,  im  .Alltri'iiufiiicii 
Unbfweplit'likfit.  Itrrührcii  sich  jt;  zwei  CurvtMi  in  m  riinktfn,  sn  i^t  riiKowei;- 
licfakcit,  wunn  {mn  \^n  —  l]  ^'  W  («  -  I,  i1.  h.  l'iir  wi«  ^""  6.  Wi-nn  al^w  in  einer 
Kbenc  von  sochü  Curvvn  je  zwei  sich  in  t-iniin,  udor  von  ilni  Ciirvoii  \\\  zwei 
■ich  in  zwei,  oder  wenn  zwei  Curvi'.ii  nich  in  dn-i  rnnktcn  horühri'n,  no  xtA.  Me- 
woglirhkcit  uline  Auf{r''lion  dos  Inni^keitsf^rudes  der  Merülinni;:  nicht  ini'»|rlich. 
Speciflle  Ciirven^rnttun^on,  /..  It.  der  KrciH,  ^'«'statten  AiiNnahim-n  hiiTvun. 

§.  IS.  Ks  wiiri!e  Cap.  VI,  §.  ä.  ;:t'zei{;t,  llH^»s  man  t'ür  i>in  im  (ilcirli^ewicht 
befiDillichos  Krat'tesystrm,  welches  an  einem  iinverändiTlicIn-n  I'iniktHvritfin  wirkt, 
wi*nn  eü  um  eine  A\e  ireiireht  wird,  inimfr  zwei  Kräfte  an^rehfii  ktinne,  welche 
ilaa  durch  die  Dr^Jinng  i;eKtiirte  <ileich|^ewirht  jeden  Aiijj^enhliek  erlialten.  Hii^se 
KrUftv,  — /', ,  — 7|,  an  ilen  Punkten  .-I,  (.r,^|:,)  uml  --'t  (•'*t^«*>'  wirkend,  sind  iu 
der  iirspriingliehcn  Gleieh^ewiehtslaf^e  ent^ref^reni^esetzt  i^liieh  und  treten  biu  der 
hrchnn^  zu  einem  l'Barc  auMeinamh-r.  Hie  iSetlin;;iin;;en.  welchen  diese  Kräfte 
;eiiii;ren  müssen,  waren,  wi-nn  wir  ihre  ('om]itinenten         .V| ,   ~     i',,  —  /j;   —  .Y^, 

—  i',.  —  /|  unter  die  Summen  mit  aufgenitmmen  dcnki-n: 

—  fcnt^  +  Gcmji9  +  //r«.V2  =  •►,  /' =  i  yi*+  -^^^  ^'  =  ^U'^'  =*  ^^-^ 
(S  CUM  if  -  fi  rus  }p  -\-  h'  ros  jj  =  <|,  //  =  -1  .:Z  ^■  JcX  ,  fi  ■-=  i'i.Y  =  S.rZ 
U  Cut  9?  -j-   y  cm  p  —   ij  cos  Z  ==■"  '*■    ^'  ^^  —(•r.Y  -|-  ^i"',    //  =  i'.ii'  =  ^jy-Y, 

worin  (72^)  '1^^*  Richtung  iler  lAxe  ist,  um  welche  daa  System  jredreht  wird. 
Bei  iliti.'ter  Iirehunf:  hleihen  die  Intt-nsitäten  und  Kielitimt'en  der  Kräfte  eonstant. 
MiiUi|dicirt  man  diest*  Gliirliun^en  mit  rri.«q,  cos  xff,  ''"■«' Z  ""'^  adilirt  hie,  so  fol>:t 

£  'A  X  +  .yi '+  z/'    =^  cox'  tp  ■  X.vX  +  cns-'  2  ■  —.V  '    "h  <*"^*  C»  ■  £z'/ 

^  ^'  ;_j  COM  <p  -4"  ,v  '""■*  z  "f  •  "'*  V*^  ■  ^  '■"*'  0"  ~l    ''  '■"■*  z  "f  '^  «■''*'/•  !■ 

l*cr  AuddrtK-k  rr-cht«  vnm  (tleiehli«  its/eielun  Muiht  nun  wi-iliren>l  der  nreliun^ 
constsnt.  Weil  qr-,  z*  ^'>  '^^''  Conip^'Uenteii  der  Kräfte  unil  die  I'rojeetiunen 
j  Cum  f^  -\-  if  VHS  z  ~i~  -  '*^^  ^''  *'*'''  l^'iuirn,  weiche  ileu  (.'ounlinati'uuriipruni?  mit  ilen 
'*bnkten  j\  y^  :  Vir)iiii>len,  auf  dii-  Kichtnn«;  der  I)rehun{;*«axe,  «-lui.stant  bleihen. 
Uahrr  lileiht  JL'  .1  X  -\  */)'  -\  :/),  imIit  wenn  wir  dif  liiNtamllhfile,  welche  die 
^oai|iunenten  drr  zu^i-fii^rtfn  lM-i>lin  Kr.iftf  rntlialten,  ari-i  dt  r  Siimuic  .'iUsscheidin, 

-i'  xX  +  If}'  +  zZ]  —  :  ,i,\,  -I-  //,>",  +  :,/,'  +  i.i,A,  -[■  //.^i',  +  :,/,  ' 

*''>^snt.  Ks  mÜHHi'n  f(d;;Iii'h  hi-ide  ('li«'der  diesi-r  DitYi-ri  n/.  /ri^'h-iih  ihre  M.ixinia 
'  ^liitiina  i-rreii'hi-n.  I>er  Suhtrahi ml  l.isHt  siih  aluT.  ila  ilir  Kriifti-  /',.  •  /*, 
'      Ä  '»»r  hüllen.  aU'«    V,  -=^   -      .Y^,    J",  -      -      J'^,   /,    -  /^  i-^l.   amh  .•(ehreili»n : 

X,     \,  -|-     .V,   —    i/i     )'i  -\-     Zj  -       :,     /,   niid    heih  iitet,   da   .» ,    -     .1,,  y^   -      i/|, 

-  :,.  durch  ilt-n  AI»«!.-!!!!!  *\*y  ViiLirin'sjinnkri'  ./,,  ./j  liii  /ii;.'i'fiijrti'n  Kräfte 
*-*-«irl,  dii'  *  ■".■♦inussf  i|.r  Nfii:'»"-  di-r  I.ini«-  ./| -'^  -«».''"  du-  Conrilinati'naxen 
'*  «■ben^ii  A'i,  i',,  /..  •Iiiieli  /*^  divi'Iiit  ilie  ( 'i.siniiH,r  iji  r  Nil^ruiij:  \»u  l\  >rejr«n 
•     -"Vii-n   ».ifl:  .-1,  ./^  ■  l\fs    .1^1-/1.    /',  .      l»ii'H.'  (iroHMi     1  iiiiil.t   iIji    Maxiiiiuiii 

^*"  Miiiiitium,  wiiin  r  •<«  1  f|  /^.  /'^i  -■  f  1,  <l.  l>.  ImIiii  .sich>M  11  >iiid  !■<  im  iin- 
*"  *^  reu   lili  icliiTi-wieliti-.      haliir   .-il-n    ihr  >jit/: 

l'ati-r  allen  Lairrn.  wrli-lie  das  n  n  \  ■•  r:i  ml  >•  1  I  i  i-ji  r  Syntriu  ilureh 
J*^\aun(r  um  ir^:'  nd  •  im-  Ax<-   anninmii,   winl  'Ii--   I' n  n  e  t  in  n 

^  jX    t    .'/>      i     :/ 
(Bf     die    Lmpr    de^    üiclit-ren    (■  Ii- i  e  )i  •ri'w  i  e  li  t  ■' »    1- i  n    M  .1  \  im  ii  iii ,    tut     ilas 
n**ich«re  (i  I  eich  j*  e  w  i  e  ht    i-in   M  i  n  i  ni  n  m    iiinl    iiiii:;>  ki  Int.     >■  nui-n  wir    f/ 
d«B  bfliebifr   wählhari-n    ri>iir>iiii:itiiiiti  siiniii::,    A    .1.  v.  :     •!<  n    An^Ti'.V^ininKt    -Ii-t 
Krtfl/'  \.  i', /l.  SU  if*t  di«-  Hl  de '.tun  K'  di.ser  ruiicti..ii.  2.|0,|    /*.  ri%  '^/,/'       . 


G28     Eigenschaften  d.  Glcichgcw.  hinsichtl.  d.  Maximums  u.  MinimnmB.     VII.  Cap. 

(1.  h.  BIO  bedeutet  die  Summe  der  Produkte  aus  den  von  einem  belie- 
bigem Punkte  der  Drebungsaze  nach  den  Angriffspunkten  der  KrÜfte 
gezogenen  Radien vectoren  und  den  Projectionen  der  Kräfte  auf  sie 
oder  auch  die  »Summe  der  Produkte  der  Kräfte  und  der  Projectionen 
dieser  RadiuKvectoren  auf  die  Richtung  der  Kräfte. 

Erleidet  nun  das  System  eine  beliebige  virtuelle  Verschiebung  ans  der  Lage 
des  Crleicligcwichts,  so  ist  diese  immer  den  Rotationen  um  zwei  conjugirte  Axen 
är|uiva1cnt.  Durch  diese  erleidet  aber  2J  [xX  -f-  yi'  -|-  zZ)  keine  Aendernng, 
folglich  muss  62:  (.r.V  +  //i'  +  zZ)  =  2.'  (Xdx  +  VSy  +  Z9z)  =  0  sein,  da 
die  Kräfte  selbst  keine  Aenderung  erleiden.  Da  diese  Eigenschaft  im  Allgemeinen 
das  Maximum  oder  Minimum  jener  Function  andeutet,  so  wird  das  Critcrium  def 
Maximums  und  Minimums,  wrlches  durch  die  unendlich  kleine  ^endemng  zweiter 
Ordnung  gegeben  wird,  auf  diu  früher  gefundene  Bedingung  der  Sicherheit  oder 
Unsicherheit  des  Gleichgewichtes  hinführen.  Nun  ergab  sich  für  die  virtuelle 
Sehraubenbcwegung  um  irgend  eine  Axe  Cap.  VI,  §.  7.: 

2;  (A'd.r  +   idV/  +  Z6z)  =  ZX  ■  rf£  +  SV-  Sri  +  ZZ  •  df 

+  Z(j/Z  —  zF)  .  d»  +  Z{zX  —  .»•/)  ■  itd^  +  £{xr  —  yX]  '  S9" 

und  daher  wird  mit  ivücksicht  auf  die  sechs  Oieichgowichtsbcdingungen 

ZX  =  Zr  =  ZZ  =  0,       Z  (///  —  z}')  =^  Z  {zX  -  xZ)  =  Z  {xr  —  yX)  =  0 

und  die  Bedeutung  der  Grössen  /*,  //,  h,  t\  G»  II  die  fragliche  Aendernng  zweiter 

Ordnung : 

2;(Xd«^  +  Vbhi  +  Ztf's)  ==  —  /-d-^«  —  ^d*'«  —  Äd^"« 

+  2  /'dO''d^"+  2  G9%^'li^  +  2  119909^, 

Da  aber,  wenn  öfi  die  unendlich  kleine  virtuelle  Drehung  um  die  Axe  und  {ipit) 
die  Richtung  der  Axe  ist,  90"  =  dG •  cos  cp,  99"'=^  9S-co8  %^  99""=  9S'eosip 
ist,  so  wird  dieser  Ausdruck 

—  [fcos^  <P  +  i/  ^05*  3J  +  /<  cos"^  iff  —  2  /'  cos  X  cos  V  —  2  ö  cos  rfj  cos  (p  —  2  //  costp  cosx]  ^^ 

und  folglich  der  Inhalt  der  Klammer  positiv  für  ein  Maximum,  negativ  für  ein 
Minimum,  Redingungen,  welche  mit  den  früher  gefundenen  Bedingungen  der 
Sicherheit  und  Unsicherheit  des  (üleichgewichtcs  identisch  sind. 

Die  vorstellenden  Betrachtungen  hissen  sich  leicht  für  das  vcrTinderliche 
System  erweitern.  Man  zerlege  dasselbe  in  unveränderliche  Partialsystcme, 
welche  sich  nüthigenfalls  selbst  auf  einzelne  Punkte  reduciren  können.  Die  vir- 
tuelle JSewcgung,  welche  ein  Partialsystem  in  Folge  einer  virtuellen  Bewegung 
des  Gesammtsystcms  erleidet,  kann  stets  als  eine  Sehraubenbcwegung  fSr  sich 
oder  als  eine  Folge  von  Rotatiunen  um  cunjugirte  Axen  angesehen  werden. 
Mithin  ist  der  sich  auf  das  Partialsystem  beziehende  Bestandthcil  der  Function 
Z{,vX  +  y^'+  zZ)  ein  Maximum  oder  Minimum  und  der  entsprechende  Besltnd- 
theil  in  Z{Xd.t:  -j-  1' Sif  +  Zdz)  für  sieh  Null.  Indessen  kann  hieraus  nicht  auf 
ein  Mcaximnm  oder  Minimum  der  sieh  auf  das  ganze  System  beziehenden  Function, 
ebenso  wenig  alno  auch  auf  die  Sicherheit  oder  Unsicherheit  des  Gleichgewichts 
dieses  geschlossen  werden.  J)eun  es  können  sich  Minima  gewisser  Partialsystene 
mit  Maximis  anderer  coniiiinircn  und  können  einzelne  Partialsystcme  in  sicherem, 
andere  in  unsicherem  Gleichgewichte  bich  befinden,  bei  welchen  Combinationen 
ein  Schluss  auf  die  BeschafTcnheit  des  Gesammtgleichgewichtes  nicht  stttt- 
linden  kann. 

Die  Eigenschaft  des  Maximums  und  Minimums  der  Function  £(ajX +yl''-|-:Z/, 
von  welclK*.r  hiur  die  Rede  ist,  bezieht  sieh  auf  L agon ander ungen  do8  Systems, 
bei  welchen  die  lutensität  inul  Rklit'iiig  der  Kräfte  sich  nicht  ändert  Die« 
Function   ist    mit   Uüeksicht    hierauf  das    Inttgral    \\y\\    Z  {Xdx  -f-   I'tfy  +  Zäz]. 


VII.  Cap.     Eif^envfliaftcii  H.  Glciclijruw-  hiiiüiclitl.  d.  Miixiimniis  11.  Miiiiniiiins.     Ct'M 

Wenn  oiu  System  in  Dcwc^iin);  hofrriiTcn  iNt  uml  diu  Kräl'te  nach  IiitcnHität  und 
Kichtiinf?  Fiiiictioncu  blos  vun  den  CuurdiiiiitüH  der  AntirifTspiinktc  Hind,  ho  knnn 
das  Integral  dicsun  l>iflfcrentialüasdruck!)  .-iIht  uucIi  in  Itfzu);  .'uif  ilii*  wUlircud  diT 
Ikiwi'gnnff  tfintri'tcnden  La^itnünduruiij^i-n  und  Acndirriin«;on  drr  Krüfti'  rin  Maii- 
miim  oder  Minimum  werden,  sobiild  das  System  i-inu  I^a^i-  erreicht,  in  welcher 
die  Kräfte  im  (iloichgewichto  sind.  Iliurzn  wird  iTiurdert,  dasa  der  DitTerentiuI- 
aojidruck  die  iSedingungen  der  Inte^vrabilität  erfüllt,  d.  li.  dus8  eine  Kräfte i'iinction 
ezistire. 

§.  19.  OaUHS  bat  ein  neues  Prinei]!  autVestellt,  welches  f^Ieirli  wichti);  ist 
fiir  die  ndiandliinfr  der  I'ruhlcme  der  Hewe^tinpf  di-r  Systfuie  und  für  J'robleme 
des  Gleichpcwichtes  von  KrüftfU  un  ihnen.  Kr  nennt  vh  das  Prineifi  des  klein- 
sten Zwanges  (Crellc^s  Journal  Hd.  IV.  S.  2:t2,  1S2U);  dem  statischen  Theile 
dieses  Princips,  den  wir  hier  allein  entwickeln,  hat  Miil>ius  ilun  Namen  ilcs 
Frincips  der  kleinsten  (Quadrate  ge^rohen.  SttrIIt  man  nämlicli  diu  Kräfte 
des  System;«  durch  LUnf^en  dar  uml  bezeichnet  die  (.'nurdinaten  des  Kndpunktes 
einer  solchen  Läuf^o  /*,  welche  die  am  Punkti?  [j*,  ;/,  z^  an;;reifenile  Kraft  dar- 
stellt, mit  £,  I},  C,  so  ixt  A'  =^  £  —  .r,  }'  =^  ^  ■  f/^  /  =*  f  ~  :  und  lautet 
das  Priucip  der  virtuellen  (f(^Hcliwindi|;keitcn  in  Heiner  llauptgleichun^: 

£\{i  -  .»■:.  Ajt  +  iq  -  if)  fi,,  +  ;;:-:.  6z\  -  u. 

IlenKen  wir  uns  nun  ilic  Punkte  ff,  17.  ^}  fest,  das  SyMeui  aber  b(rwe{;lieli|  wtdiei 
die  Längen  /'  sieh  ändern,  su  stellt  der  Ausdruck  links 

«■li-|;i  -  ■'•''  +  (';    -  .'/•  +  '!:  -  --'1 

dar  und  die  fileichun):^  drückt  dm  Satz  aus: 

Wurden  die  Knil punkte  A*  iler  Strecken,  welche  die  Kräfte  dar« 
«teilen,  f  usti^cha  Iten,  walireml  das  Sy>tfm  iler  Angriffspunkte  A  hn- 
li^bijr«'  Verseil  i  el)Un;reii  eili  iili't,  so  wird  fiir  •!  i  e  Iia^e  iles  (ileicli- 
l^ewiclits  die  C^uad  ratsn  in  in  i-  iler  Ah  stand  •>  ./ A\  n:inili<'h  D  (.-!/'')  ein 
Maximum  ml  er  Minimum,  uml  uni;:eKehrt :  Vrrhindet  man  d.is  Syst^Mi 
der  Punkte  .1  mit  einem  /.weiten  System  vun  fc^tfu  l'nnkt«-n  /'durch 
ätreckeii  .-f/'uml  brin^^t  ilas  System  in  liiii*  La^e,  fiir  welche  riick- 
siclitlich  iler  Naehhnrla^en  l.\J  l-'^)  ein  Maximum  oder  Minimum  wiril, 
SU  halten  sieh  die  Kräfte  am  Sv^teMl  ./-,  wi-lehi'  nacii  ileii  l^inii-n  .4  A' 
wirken  und  difsm  Strecken  prn|iiirt  ioiial   situl,  (S  !•' i  eli  ^e  w  ieli  t. 

Ob  ein  Mixininm  mlrr  i-in   Mininuim  von  ^[.If*     ^lattfimlit.  i-riribt  si<-h  aus 

«TU  .\,  i',  /  wieder  !"ür  §  — J",  1^  //,  J  ■  :  ^''•'-'«i'biii'bi-n  -iii«!.  Für  da»  ^ichl■^l.• 
üleichpewiebt  i-.!  ^  XA'.r  -I  ItVi,  \  Zf\-':  mu'iiiv  (?;.  i:,.).  al.^.p  »>■  ;  v..!/"»., 
positiv  uii'l  2t*  .'ly)  ein  Mliiimun);  für  ila-«  niisiclure  tili-ii  Ii^i-mii-IiI  ain-r  'i>\ 
£(XiS*x*  -f"  ■  1  pMsitiv  unil  kann  luitiiin  ü-  J  L  !/•'*)  |M'>itiv  o.Iir  ni-LT-Hiv  je 
■ach  drr  Versehii'biin<^Mart  ib  s  Sy-ttem-<  aiiNfillcn.  IiiiliN'«cn  Kum  man  •lii-  I.inii-n 
/*  unendlich    klein    ucliuien    nini    liann    iällt    L*  ^Xd'.r  -j-  aU    \*ni   Air   iliitt'-n 

€>rdDUD|;  K*'*''«-'"  —  J^i-i'  •)-  <*.'/'  -f-  <^:''  i'«il  und  /•■ijt  -»iili  i\'  J  1.' ■  z^"''  |iu*«itit. 
Verbindet  man  tiabri  ilic  l'nnkii-  '.I  i-iiii.»  be  u  1  ;;  1 1 1- In  n  S\.stiins  mit 
den  Punkten  /'cinis  nnciid  1  ich  nahen  i'i.-ten  S\>.|i  hin  nnij  I  i.s>t  auf 
das    ersten*    Kräfte    wir  km,    i\i  liii«-    ilen    StiiM-krn    .}  A'    p  r '•]>  m  ( inti.il 

sind   uni|  die  Kieh  t  nnpeu  llie^t■r  Sti<>ck<-|]   li.ibi-n.    1  m  m  t   divSumiiii- 

der  f^uadrate  ^  \A  t'*\  für    j  e>l  •    V  •  1  1  lic  k  u  n  „'    d<  s    b  >  u  •  /l  i  >  li  •  m    S  y  >t  em  s 
aus     der    (f  leichpe  wii  b  t  ^l  a;;i-    /u.      J  >a    r)     ^    .If-i"   -     2.    A.t*    \    «V« '  ■\-  *^: 
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Vin.  Cmp. 


bis  auf  UnendlichkleiDCs  höherer  Ordnunj;^  wird,  so  folgt,  dass  wenn  die  Punkte 
A  durch  die  Verschiebung  in  die  Lagen  B  gelangen: 

d.  h.  die  Quadratsiimnic  der  Entfernungen  nimmt  um  die  Qnadrat- 
summe  der  virtuellen  Wege  zu,  welche  die  Punkte  des  Systems  bei 
der  Verschiebung  beschreiben. 


Vm.  Capitel. 

G-leiohgewicht  von  Kräften  an  einigen  veränderlichen  Systemen. 

§.   1.     An   den    Koken   eines  Vierecks   ABCD  (Fig.  209.)   im  Räume, 
dessen  Seiten  constantc  Länge  haben,  dessen  Winkel  aber  veränder- 
lich  sind,   greifen   vier  Kräfte  P,   0,   /},  S  an;  ei 
sind   die   Bedingungen   des  Gleichgewichts  der- 
selben aufzustellen. 

Schneidet  man  die  Seiten  AB,  BC^  CD,  DA  durch 
und  führt  längs  ihnen  die  Spannungen  (PresBangen)  7, 
7^,  7'",  T"'  ein,  so  erfordert  das  Gleichgewicht  der  Kr&fto 
r'\  y,  P  am  Punkte  A;  7,  T\  Q  an  B-,  T\  r\  Ä  an  C; 
T'\  T"\  S  an  />,  dass  P  in  die  Ebene  DAB,  Q  in  ABC, 
R  in  BCDy  S  in  CDA  falle  und  ergeben  sich  nach  Cap. 
III,  §.  8.  die  Gleichungen: 

sin  PA I)        »in  l) AB 


.Hl 


Hin  PAH 

T  _ 

sinQJiC 

r 

sin  HC D 

ryr" 

sin  SDA 


j, sin  PÄD  ^      itin  QBC 
sin  DA B        ^  sin  ABC 


r_ 

sin  QBA 

T" 

sin  HC B 

xiHüDC 


sin  ABC     oder 

R 
sin  ff  CD 

S 
sin  C  T)Ä 


-^  sin  ABC  sinBCD 


sinBCD 
,„,., ^  sin  SDC 


sin  SDA 
sin  CDA 

sin  PAB 


sin  CDA  sin  D AB 

Durch  MultipHcntion  des  Gleichunc^ssystems  rechts  ergibt  sich  für  die  Richtangen 
der  Kräfte  P,  (J,  R,  S  die  Hedinj,nuig: 

sin  PAB     sin  QBC     sin  RCI)     sin  SDA  __ 
sin  PÄD  '  sinQ/G  '  sin  liCB  '  sinSDC  ~      * 

geeignete  Conibinationen  der  Gleichungen  dieses  Systems  liefern  die  VerhältniiM 
der  Kräfte;  die  letzte  liefert  S  :  P\  die  MuUiplication  der  beiden  letsten  R:Pt 
der  drei  letzten  Q  :  P  u.  s.  w. 

Ist  die  Gestalt  des  Viereck»  und  sind  die  Riehtungen  dreier  Kräfte  P,  Oi  ^ 
in  den  Ebenen  DAB,  ABC,  BCD  gegeben,  so  kann  mit  Hülfe  der  Üediugung»- 
gleichung  die  l^iclitung  der  vierten  Kraft  S  bestimmt  und  können  die  VerhUltnisK 
der  Intensitäten  der  vier  KWiftu  gefunden  werden.  Dasselbe  leistet  auch  folgende 
Constriiction.  Man  nehme  die  Intensität  von  P  in  der  Riehtung  AP  willkarlicli 
an;  da  —  /'  die  Kcsultanto  von  T'"  und  T  sein  muss,  so  liefert  die  ZerlcgoDg 
dieser  Kraft  mit  Hülfe  eines  Parallelogramms  nach  den  Seiten  AD,  AB  die  Span- 
nungen 7'"',  T'.  Du  —  Q  die  Resultante  von  T  und  T'  ist,  so  liefert  ein  weiteres 
rarnllelo;j;ramni   die  Intensitäten  vuu  Q  und  T'\  hieran   reiht  sich  ein  dritteSi  an* 


/^ 
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welchen  li  iiml  T  sich  erfrohcii.  Ann  T  iiikI  7'  niii  rmiktc  />  folf^t  ilanii  .S 
nnch  Kichtiii));  und  InteUNitHt. 

Man  kniiu  übiif^rnn  ilin  Ru-)itnii{^  ilcr  viortuii  Kraft  aiit-h  iiiinl>h:in^i;r  von 
der  IntenHität  einer  ilur  ühri^on  lu'stinimon.  Weil  i1;i>«  (Jlcich|;ewicht  «lor  Kräfte 
fort  bestehen  mnss,  wrnn  anrh  «Ihh  System  iinvrränilrrlirli  winl,  m»  im!  uncU  Cnp.  V, 
$.11  lue  Summe  der  I'yramidcn,  widehe  >\o  mit  ir^^i-ml  <>iiii>r  Linie  des  Kuiimeti 
hihleu,  Nnll.  Zieht  man  nun  eine  Cjerade  A  mo,  i1a>s  sie  dii*  KichtnnfTi'n  von  /', 
(/,  //  iichneiilet,  so  vemchwinden  die  Volumina  iler  I'yraniiili-n  l/'AJ,  ['j/'ji  [HL] 
nnd  ist  foljrüeh  auch  das  Volumen  von  [S L]  Null.  Daher  lif^t  L  mit  .S'  in  einer 
Kbene  und  sehueidet  also  .S.  Sueht  man  daher  den  I)iir(-hsehnittM|Minkt  S  von  A 
mit  der  Khene  i" I) A ^  in  weleher  S  liefen  muK.s,  ho  ist  tiS  die  ICiehtun};  der 
Kraft  .V.  —  Da  eine  heliehipfe  (Jerude  A,  welche  drei  der  Kiehtiin;;en  von  T*,  O, 
U,  S  schneidet,  auch  die  vierte  sehneiden  iiiuss,  so  sind  die  Kiehtuni^en  von 
vier  Kräften,  welche  in  den  Keken  eines  veränderlichen  Vierecks 
sich  Gleichere  wicht  halten,  stets  vier  Krzeu^un;rslinicn  ilcrsclhrn 
Sckaar  eines  einfachen  Ilyperhuloid.'«.  Die  sämmtlielien  Geraden,  welche 
drei  dersellien  /',  (J^  H  schneiden,  hihlen  die  andere  Seliaar  Krzeu^unffsHnien  und 
da  sie  auch  die  vierte  S  schneiden  müssen,  so  tretTen  sie  die  Khene  ('DA  in 
Pankten  von  V.  Die  beiden  Diagonalen  A(.\  /f H  <;eli('iren  der  zweiten 
Sc  haar  an:  ^^^  werden  ilalier  von  den  vier  K  rüfteri  eh  tunf^en  nach 
denselhen  I>oppeI  verhältninsen  *)  |;esehnitten.  sodass,  wenn  ^^Tin  fjS 
TOD  Of  •**'  und  /f D  in  /*(/  von  /',  (J  j^etrolFen  werden, 

AfJ      AS  _  ///'      HH 
nr  '  SC   ~"  J*/f  '  U!t  ' 

Will  man  die  projectivineho  Tlieilun^  der  Kr/.eiiifiin<;Nlinien  des  llyperltohdds 
nicht  als  bekannt  zu  Hülfe  rufen,  so  crp^iYit  sieh  diese  (ileieliunipT  auch  aus  den 
Dreiecken  PAH  und  rAn\  tjlir  imd  n!iA\  fSC/t  nnd  /tCH.  .s" /U' und  SOA. 
Man  hat  nämlich: 

tin  PAii  :  iin  PÄD  =  ^^'  :  '*^'  ,  sin  O  H  r  :  sin  niiA  — 

«in  um  :  «in  liVH  =  |'^)  :  ^^|'  •  ■««  •*»'^'^':  ■""  ^ ^^  ■*  = 

and  wenn  man  iliese  (rleiehutip'n  mi!ein;LniIer  miiltiplieirt  und  die  ob<Mi  entwickelt!* 
Hedin^uiif;(i(;leirhun<;  für  die  i;iehtitn;;eii  «ler  vier  Kräfte  beiiieksichti^rt ,  sn  er;ribt 
•ich  dasselbe  Kesnltat. 

Man  kann  die  Verliältnisse  der  Kr.it'tr  b-ieht  •Inrcli  di--  Ab-ehnitie  ausdriicken, 
welche  ilieitelhen  auf  lU'U  beiibn  Diii^ini.-ilen  besiiinini  n.  /iinüih-t  liat  man  aus 
den  i;anz  zu  Anfani;  aufgestellten  (lUieliuii^'n: 

•  lUldet  man  aun  vier  in  ;,'•!. i'Iir  I.inii-  ii;;i  inlwie  pi-i^i  iifiii-iiMl>i  Ip  „imlin 
Pnnkten  A^  H,  ''.  /'  zwi-i  I'jtare,  /.  W.  AH  und  <7/,  l-ibbt  firn.  i  ilai  Verhältni«*'» 
d^'r   Abstände    dos    ersten  l'nnktrs  ''  •ii--«    /.wi-iti-ii   Taares  v>*n  lii  ii    bi-idfn   l'unKieii 

des   ersten  I'aurcs,  niinilieh   '-     ,   wnbei  flji-  >ti-!lnn.;  <b'r   l(M<-li'>t:ilH  u  /.ii^'b  iili  den 

tfinn  der  Streeken    antb-ntrt,   sudann    ebi-UMi    in   Ib/n;;  auf   den   /iviiii  n  Tunkt    h 

Af>  .  / '  ■      .  I  /' 

dea    «weiten   J'aares    das    anab*':«:    Virlj.ihui?.'.   '    ,. ,    mi   liiis-,1  :   '        il.is   ibr 

/tH  t  H      /'/• 

Ordnnnt;  AH^f'H  entspiiM-ln  mli'   l>ii]i]ii|\erli:i!ini>  -  «b  r  \itr   riiid\t'-      l*.i  /ui*i(b«n 

vier  Punkten  drei   Paar^*  nii>^lii-li   -«iiid.   ij.-i  dii>.xc    ibri-  AntVinaitd- i  :->I,:''    al*«  •-i*<fi*-« 

mod    zweites  wechseln    und    in    [eibni    Tiare    ilii*    Tiinkri*    i)im>    T1  .t/.<-    \  •  i  t.ui-i  In  n 

k<**nBen,  so  ßibt  es  bei  viei   Tiinktcn  21   ]>ii}>|>>l\i  rli  litni"-'' 


rn 

• 

QA 

Hr  ■ 

AH 

rs 

SA 

rn  ' 

AH 

1 


f)n2 
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Nim  ist  aber 

sin  DAß  isin  PAP  = 
mithin: 


A/f 


sinDAIi       sin  ABC 
sin  PÄD    '    sinQDC 

sin  ABC  i  sin  QBC 


PD 
AP' 


AC 
AB 


QC 


4P  Jl^ 

QC 


Auf  Uhnliehe  Weise  ergeben  sich  die  übrigen  VerhältnisBO. 

Schneiden  sich  die  beiden  in  zwei  Gegenecken  B^  D  angreifenden  Kräfte  QnM  S 
auf  der  Diagonale  AC^  so  fällt  der  Punkt  S  mit  Q  zusammen  und  lÖBt  sich  die  Glei- 
chung  o6''^""^^'^  ^"""^  '"  AQ:QC^AS:SC  und  BPiPD^SRzRD; 

aus  letzterer  Gleichung  folgt,  dass  auch  Ji  und  D  zusammenfallen  und  die  Kiifte 
R  und  D  sich  auf  der  Diagonale  BD  schneiden. 

Ist  das  Viereck  eben,  so  gestaltet  sich  der  Satz  über  die  hyperboloidiache 
Lage  der  Krilfte  und  die  daran  geknüpfte  Construction  folgendermasseo  vir. 
Sondern  wir  die  beiden  Ecken  A,  B  (Fig.  210.)  mit  der  sie  verbindenden  Seite 
AB  Skh,  so  lialten  sich  an  ihr  die  Kräfte  T"\  P,  Q,  T'  Gleichgewicht,  da  die 
beiden  Kräfte    T  längs  AB   sicli    tilgen.      Ks   sind   daher   die    Resultanten  tob 

/',  Q  einerseits  und  von  T"\  T'  andererseits  ent- 
gegengesetzt gleich  und  fallen  mithin  in  die  Veriiin- 
dungslinie  der  {Schnittpunkte  A,  S  der  Kichtnngea 
von  /',  Q  und  2'"\  7''.  Nun  halten  sich  aber  anch 
Py  Q,  Rf  S  Gleichgewicht,  also  moss  die  Resnltute 
von  Rj  S  der  Ucsultantcn  von  P,  Q  eutgegeng^esetst 
gleich  sein  und  der  Schnittpunkt  Sl'  der  Richtungen 
von  R,  S  in  die  Gerade  Sl  2  fallen.  Wenn  also  die 
Uichtuiigen  von  /',  (>,  l{  gegeben  sind,  die  von  S  aber 
gesuclit  wird,  so  hat  man  nur  von  D  nach  dem  Schnitt- 
punktu  von  H  mit  der  Linie  SIS  eine  Gerade  la 
ziehen.  Suclit  man  noch  den  Schnittpunkt  H'  tob 
CD  und  BAj  80  ergibt  sich  ebenso,  dass  die  Schnitt- 
punkte ^y  ^'  von  P,  S  und  R^  Q  mit  S'  in  gerader  Linie  liegen.  Ans  dieMr 
Hetraclitnng  erhält  man  den  Satz  : 

Wenn  vier  Kräfte  7',  Q,  R,  S  an  den  Ecken  A,  B,  C.  ß  eines  ein- 
fachen ebenen  Viereckn  A/iCD  im  Gleicligewicht  sind,  so  bilden 
ihre  liichtungen  ein  jenem  umschriebenes  einfaches  Vicrseit  PQRS 
und  gehen  die  beiden  Dia^onali^n  des  letzteren,  welche  die  gegen- 
üherlicffonden  Ecken  verbinden,  durch  die  beiden  Punkte,  in  wel- 
chen sich  di(;  gegenüberliegenden  Seiten  des  erstcrcn  schneiden, 
hindurch.*) 


*)  n  Punkte  in  der  Ebene  heissen  ein  vullständiges  »Eck,  die  4 "  (*  ~ '] 
Geraden,  welche  durch  sie  bestimmt  werden,  seine  Seiten;  7t  Gerade  in  der  Ebene 
hcissen  ein  vullständiges  7iSeit,  die  ^  n  [u  —  1)  Punkte,  in  welchen  sie  sidi 
schneiden,  seine  Ecken,  n  Punkte  in  einer  bestimmten  Aufeinanderfolge  genom- 
men heissen  ein  einfaches  v  Eck  und  die  n  Goraden,  welche  in  dieser  Ordnosg 
die  Punkte  aufeinanderfolgend  verbinden,  seine  Seiten;  /i  Gerade  in  bestimmter 
Aufeinanderfolge  heissen  ein  einfaches  /i  Seit  und  die  n  Punkte,  in  welchen  iie 
sieh  in  dieser  Ordnung  aufeinanderfulgend  schneiden,  seine  Ecken.  Das  voll- 
ständige  Viereck   hat  sechs   Seiten,    dns   vollständige    Vierscit    sechs   Ecken;   das 
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§.  2.  Vier  Krilftu  /»,  0|  ''i  •*>  ffri'ifeii  an  «lüii  ruiiktcii  K  G,  //,  ./ 
•Icr  Sititen  eines  Vi^rcckö  AUrjt  .Fip.  211.)  un,  ile^at'n  Suiten  iinver- 
ander  Hell,  dedBcn  Winkel  abor  viTiinderlich  »in«!;  man  hoU  ilie  Uü- 
din(;ungen  dert  Gleichpfi'wichta  aufN teilen. 

Löst  man  die  VrrhiniUinjj  iler  Seiten  in  A,  ho  sind  Hlutt  dessen  zwei  ent- 
l»eeenge.'<>eUt  gleiehc  Pressunpen  T  länjrs  einer  pe wis- 
sen Uiehtnnt;  .VA"  einzuführen;  älmlicli  nn  //,  T,  /> 
solche  Kräfte  'r,  7",  7""  liLnp»  A  A,  A.)/.  .»/.V.  An 
der  Seitn  A  li  müssen  dann  y,  T\  P  im  Oloieligewiehte 
sein  und  daher  A'  .Y  und  A  L  sich  auf  di>r  Kiehtnn^r  von 
P  schneiden.  Kbcnnu  fulpt,  dass  die  Sehnittpunkte  A 
JW,  .V  in  die  Kiehtunpcn  der  Kraft  Q,  A.  S  fallen  niÜHdcii. 

Zum  Gleich^rewichte  der  vier  Kräfte  wird 
also  erfordert,  dafiH  es  mriplicli  sei,  f  in  Vi erseit 
KLMX  SU  construiren,  welelien  dem  Viereck 
AfiCO  umschrieben  und  dem  Vii-rheit  der  Kräfte  zugleich  einge- 
schrieben sei,  d  f  8  H  e  n  S  c  i  t e  n  a  1  s  u  d  u  r  e  h  die  K  e  k  c  n  d  o  m  c  rs  t  c  r c  u  gehen 
and  dessen  Keken  in  den  Seilen  de4  letzteren  liefen. 

Diese  Aufj^ahc,  sowie  die  allprcmcinere  für  das  Vieleck  wurde  zuerst  von 
Servais,  O  er  gönne  und  Lhuilier  (in  <ierironne's  Annafra  de  mathemntiques^ 
T.  1I.\  später  vun  Steiner  [S.vstematisehu  Kntwickelung  der  Abhängigkeit  ^oo- 
■etrischer  Gestalten  vun  einamlrr,  S.  \\\)  mit  Hülfe  vun  prujcctividchen  Punkt 
reihen  gelüst.  I>ie  Lösung  hän^^t  vun  den  I Doppelpunkten  zwi>icr  vereinigter  pn» 
jectivisvher  I'iinktreihen  ah  und  ist  eine  duppelte  uder  einfache  uder  unmüglich, 
ja  nachdem  diene  Keihen  zwei,  eiui'U  odtT  keinen  Duppidpunkt  bi^sitzen. 

I>ie  Pressungen  T  crgi-ben  sieh,  imlem  man  /',  O,  /'.  S  an  dm  Keken  A,  A, 
Jf,  .V  nach  den  Seiten  di's  iimsehrichenen  Vierecks  xcrlrgt.  Da  dieselben  sieh 
paarwelsr  tilgen,  hu  folgt,  dass  diu  Kräfti-  /',  O,  /f,  .S'  an  dem  Vierecke 
A'A.V.V  im  (■  leieiigcwie  h  tt'  sein  müssen,  Wfiin  d  us.se  n  Sviti'u  unver- 
änderlich, «liu   Winkel  abi-r  vcräml  i>  rl  ich  gedacht  werden. 

it.  ;i.  Wirken  an  ilcin  Virri'ck  A/if'H  iTig.  *J12.)  nur  die  beiileii 
Kräfte  /',  //  in  den  Punkten  /■',  II  /.  weirr  (f  egi;nse  iten,  d.  h.  sind  O  und 
S  Null,  !«>«  halten  die  Pres.snngen  7',  /'"  nn  />  sieh  allein  (fleieYigewicht,  sind 
also  entgegengesetzt  gleich  iiiid  fallen  in  ilie  Rielitiing  ili-r  Seit" 
l^.-l.  Kbeusii  T\  T"  längs  II (\  Daher  niiiss  sownhl  /',  weleheH 
mal  7*,  7"  an  A  li  ^  als  auch  /i',  wi-li-lics  tnii  7",  T"  an  ''/i 
Cflleichtrewicht  hiilt.  dunli  den  SehiiittpunUt  ^  vi>n  Ah  iiihI  ('II 
peben  /'  und  U  müssen  aber  aui'li  am  ViiTi-ek.  wie  an  einer 
anveränilerlichen  Figur  <ili-iehgewietit  halti-n,  uisn  entgegen 
fesetst  gleich  Kfin.  Daher  irelit  die  Verbindiinirsliiiie  ili-r  An 
^riffdpunktr  l\  II  durch  ^'.     Da^  Viereek  mus.s  mitliin  i-)>eii  hfjn. 

Ist  f* h  feht  und  wirkt  blns  /',  hn  hil^'1,  il:isn  nur  dann 
C#lrichgi-wicht  besteht,  wi-nii  lias  Viereck  eben  iüt  und  die  Kicb- 
tnng  Vun  /'  ilurch  den  Scliinttpunkt  ^  der  beivetrliehen  Seiten 
iSr/',  hA  himlurebgidit.  Die  iMiiiktf  .1.  /•'  >iii«I  in  der  Kbeiif 
anf  Kn-i«en  um   h  nml  ('  bew-i-irlieli    uml    besehreibt   h'  eini-  Sehleit'i-nlinie  niil    1, 

ctnfarhe  Viereek  bat  vier  Seiten,  ilas  einfache  \'ierseit  sech«  Ki  Ken.     Heim  voll 
■tändigen  n  Kek  heisseii  N'ebenscbeitel  tlii-  SehnittpunKfe  der  Siitrii,  wt-b-be  nicht 
Ecken  sind,  beim  vullst.-iniligeii  'i  Seil  »ind   Dia;;<iM:ileii  «lie  Verbiiiiluiiunlinicn  ili'r 
Ecken,  welche  nicht  Sfiteu  siml.    Das  vidNt.iitilige  Vii-reck  b  it  ilrei  Nebennilu  tiit, 
4aa   rollständige  Vierspjt  drei  Diagonalen. 
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Cap.  III,  §.  8.},  2ä  ist  das  MomeiitanccDtrum  für  die  Beweglichkeit  des  Sjetemi, 
^F  ist  die  Normale  der  Schicifenlinic.  Die  ßodingniig  des  Gleichgewichts  des 
Vierecks  kommt  also  überein  mit  der  Bedingung,  dass  der  Punkt  F  auf  der 
Schleifencurve  im  Gleichgewichte  sein  soll. 

Sind  HO,  DA  parallel  (Fig.  213.)>  so  müssen  auch  FH^  die  Verbindungs- 
linie der  Angriffspunkte  der  Kräfte  P,  li  und  diese  selbst  mit  ihnen  parallel  sein. 

Zwei  andere  Kräfte  P\  R\  welche  längs  einer  weiteren  Parallelen 
„/         F'H*  zu  BC  wirken  und  P,  R  entgegengesetzt  gleich  sind,  halten 
\  j»   ebenfalls   Gleichgewicht.     Daher   sind    auch   die   Paare    (P.  F\ 
(/{,  li)   im  Gleichgewicht.     Das  Paar  (P,  P')   ist  mit  den  beiden 
Pressungen   in   A  und   B   im  Gleichgewicht   und    bleibt   es  nach 
einer  beliebigen  Lagenänderung  in  seiner  Ebene;   ebenso  [R,  f(\ 
Hieraus  folgt,  dass  an  einem  Trapeze  mit  constanten  Seiten,  aber 
veränderlichen   Winkeln   zwei   Kraftepaare   sich   unter   denselben 
^1  ^    Bedingungen  wie  an  einem  unveränderlichen  System  Gleichgewielit 
halten. 

§.  4.  Eine  Ecke  D  eines  veränderlichen  Vierecks  ABCD  (Flg.  814.] 
von  constanten  Seiten,  aber  veränderlichen  Winkeln  ist  fest;  anf 
die  Punkte  F,  G  der  ihr  nicht  anliegenden  Seiten  AB^  BC  wirken  dis 
Kräfte  P,  Q\  man  soll  die  Bedingungen  ihres  Gleichgewichts  anf- 
stellen. 

Trennt  man  die  Seiten  dos  Vierecks  in  den  Ecken  von  einander  ab,  so  mis- 
sen, da  an  DA  keine  weitere  Kraft  wirkt,  die  Pressungen  der  Linie  DA  im  B 
und  A  sich  Gleichgewicht  halten,    also   längs  DA  entgegengesetzt  gleich  isin. 

Daher  fällt    auch  die  Pressouff  in  A 
^"'  für   AB  in   DA,     Sie,    die   Presnsf 

für  AB  in  B  und  die  Kraft  P  hiltts 
sich    an    AB    Gleichgewicht;    dihcr 
schneiden  sich  die  beiden  letzteres  ii 
einem  Punkte  M  auf  DA.    Die  Fw- 
sung  in  B  für  BC  fUUt  mithin  in  M 
die  Pressung  in  C  aber  fällt  in  /'^ 
weil  die   Pressungen  in  D  und  C  i* 
-^^X    DC  in  DC  fallen.     Es  müssen  d»h» 
die  Pressungen    der    Linie  BC  in  ^ 
und  C  mit  Q  Gleichgewicht  haiton  und  sich  also  alle  drei  Kräfte  in  dem  Sehnitt- 
])unkto  iV  von  BM  mit  DC  treffen.     Hieraus  folgen  als  Gleichgewichtsbedisg»^' 
gen,  dass  das  Viereck  eben  sein  muss,   dass  Pund  (^  in  seine  EbeO* 
fallen   und   ihre  Schnittpunkte  M^  -V  mit   den   dem   festen  Punkte»"' 
liegenden  Seiten  und  die   ihm   gegenüberliegende  Ecke  B  in  gsrs^^' 
Linie   liegen   müssen.     Ist   die  Gestalt  dos  Vierecks  und  die  Richtung  von  ' 
gegeben,  so  ergibt  sich  die  Richtung  von  Q;  kennt  man  die  Intensität  von  P,^ 
ergibt  sich  die  von  Q,  indem   mau  P  nach  MA  und  MB,   Q  nach   NB  und  Ci* 
xerlcgt  denkt;   die  in  MB  fallenden   Compoucnten  müssen  sich   tilgen.    Sind  fi 
—  T  diese  beiden  Kräfte,  so  hat  man: 


ir^-s:: 


AB 

P:  T  ^  sin  AMB  i'sin  AMF  =  -— 

B  M 


Q:{—  7")  =  sin  BNC  :  sin  GSC 


mitbin 


BC 
BN 


AF 
FM 
CG 
GN 


\BM     FmJ  '  \BN  '  Gn) 


III.  Cap.  Kütto  und  8ei]poly(;uu.  fj,')r> 

Sclincidcn  su>li  /?6\  i) A  iii  f';    AH,  PC  in  .\   um!    tretTcn   «Ho  Knifte  /'  und 
die  Seiten  /y^*,  A /i  in  K,   /!',  so  liat  man  in  :lhnlicli('r  Wein«' 

'  ■  *  Vi//y  '  /M//  ■  \/;.v  •  II  sf 

\t  (Iah  raral!oloj;ramm  rücken  i'  und  A*  ins  rnumHiclii'  und  roiiiK'irt  sich  Wf^vn 
B  :  l  r  =  1,    X/f:  Xtr  =»  1  difso  CJloicIiuuK^  auf 

■  -  M/i  '  .v/y 

Lllt  .)/  in  Ü,  d.  h.  geht  die  rini;  Krut't  /'  liiiri:!!  'Irn  t't'riti.'n  l*unkt,  so  fällt  aut'li 
in  /)  und  geht  auch  die  amloro  Knift  O  ilurch  donsflhi'n  IMinkt.  Ist  das  Viereck 
{gleich  ein  rarallclitKrAnini,  so  blei]»t 

/>:()  =  —  r/;:  un 

i<l  da  Dr  :  DC  ^  xin  C:  xin  f\    Uli' :  !)  A  =  .vi»  A  :  sin  lf\  »o  wird 

P-  JfC  sin  :/'.  HC)  +  Q  ■  A /I  ai«  ('.  ^ P)  —  0. 
§.  .V  ]>ie  Kottr.  F.iii  System  von  K<»rpern,  vim  dcm-n  in  bestimmter  Ord- 
ID{?  jeder  mit  dem  fid^'cndcn  verhiimlen  ist,  rdine  dans  dio  Howe^livhkeit  der 
meinen  aiil't^ehoben  ist,  heisst  eine  Kette:  <lie  Kürper,  wuleliu  sie  bihlen,  sind  ihre 
lieder.  lue  Kette  ist  (geschlossen,  wenn  der  letzti*  Kiirper  mit  dem  ersten  ver- 
inden  ist.  Pie  bisher  botraeliteton  Vii-b'cke  sind  Ki-tten;  ein  speeieller  Fall, 
elrhrr  im  Nachfol^t'n'li'n  bi-soiidere  lU-handlun;;  erfaliren  wird,  ist  der,  dass 
LmDitliehe  Glieder  ib-r  Kette  ver>ehwin<]end  kloin  und  ihre  AnsEnhl  uucndlieh 
roti  ani^enommcn  wird;  die   Kette  hrisst  ilann   ein  biegsamer  Failen. 

Kinc  Kette  bestehe  aus  n  (iliedern  ''i .  ^ifv  •  •  •  ^'„>  welehe  endliehc  Dimcnsio- 
•rn  besitzen  und  aut'einandort'ul^reiid  Mos  in  je  einem  IMinkti*  berührend  niit- 
ibandi'r  verbunden  sind,  wie  x  I!.  Yprj  ciniT  •^ewi'ihnliehen  aus  Kinnen  pfcbildeten 
letti«  An  6*1  unil  ft\^  wirken  zwei  Klüfte  /*  und  fj,  es  sidien  die  01i'ieb^owiebts> 
'diBjfiinjren  an^'^ebm  wi-nlen.  Sin<l  //,.  /i,,  /»,,  ...  /'„  _.  |  die  nerührun^spunktü 
*'  ^■Ued*-r,  7*1,  7',,  T^.  .  . .  J„..\  die  Inti-nsttateii  der  in  tien  lieriilirun^spunkten 
iXQ bringenden  Spannun-^en  o-br  I'r»  ««•inn'ren.  mi  lialten  /' uuil    -  /*|,    7',  und  —  T,. 

Und  —  T'j.... —  7^  und  '.M;|eii'b;:e\vielit,  siuil   ful^'Iieh  ent;recri  i»;:eset/.t  i;leicb. 
'Taus    f«il;;t,    dass    /um   (>  1 1*  ich  ;re\\  ie  ht    t- rfunlerl  i  eh   unil    hinreiehend 

•  da'is  sii  mint  lic  li'-  Iiit  <i  h  ru  n  tr^]>u  n  k  t  e  in  ^or.'nler  Linie  lip!.''en  und 
••  /'und  fJ  i<inundi-r  #■  nf  l'«*:^  •■«;;•• -«i*t /,l  ;;Ieiib  sind.  I»ie  Npannun^en 
'*  alb-  einaniler  ;;Ieiih  und  «^'leieli  /*  n-b-r 'j.  N.ieli  l'aj».  VI.  ^.  7.  ist  tlux  <ileieh- 
'•'•clii  Micber  udi-r  unsirln-r.  ji?  naeKdrin  ilii-  Kr.ifte  /*  innl  fJ  /ii  hen«l  ndi-r  driiekend 
^^en.  Iiii;  l'nsielierlit'it  ij«  •*  <ili  itli;ri"W  ii-lits  int  uni  hn  ;:r«i-M'r,  je  mehr  (Slieder 
^  Ki-ttr  bat,  wt-il  iIuh  An'^i'b'iti  n  i-iiicN  i-in/elnen  iilii'drN  /iir  Miirnn^  iiersi-It>en 
*Trirht.  iJei  eini-iii  bie^rsmin-n  l':i"b'M  k-inn  übi-rYiaupt  nur  ln'i  /.ULfkrüften  fflt-ieb 
sticht  iM-Hti-hi-n,   es  kann  nur  »ieher  sein.      IIit  Mi-::same  Failen  liijilet  im 

■n«  ili'S  («je  ie  hjf  e  w  i  L- hl  s  i*  i  n  e  «ii-radi*,    in  wilehe    ilii-   Kn<lkr:ilte  fnl- 
•  &  nnd  xif'hend  wirken,     l'ie  Sp:i  ii  nu  ii ;:  i|>-s  Finli-n-s  ist  in  allen  1*  nnk 
icn  irleich  uml  ^'leicli  den   I!  nd  k  r:i  1 1  e  n. 

i,^  I>as  >ei|  pii!  \  ;:ii  n.  r.iii'-  v>.>llkiimmen  bieirsaim-,  nii-ht  •li-hnb.-ire  Linit* 
FA<i>-ii,  Seil  ,  an  wilehem  in  Ite.stiinniti  n  l'unkti-ii  A",,  A,.  A,.  .  .  .  A"  Kräfti> 
^i,  7*1,  /'j,  ...  /*„  wirkt-n  Fi«/.  -I'»  ,  hei-Ni  rin  Siilp.ilv^'nri  nnil  ilif  l'nnktf  A 
ind  Peine  Knoti-n.  \Vi*nn  ilii's  Sv*<teiii  nnler  l-ünvvn  kmi,:  •!•  r  Ki  iiti-  •  Ini-  <tli'iib 
evichtalikrur  annimmt,  die  im  reiirii;en,  je  nsieb  ji' «elL-illi  nlteit  di-r  Krifti-.  idu-n 
ler  »ihdsubief  ht-in  kann,  .«••  ist  jeijf  S^-iti'  ^e«|i:innt   und  wvnw  «io  dun-lütehnitti  n 
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wird,  HO  sind  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Kräfte  erorderlich,  nm  das  gestSrli 
Gleichgewicht  herzustellen.  Nach  Einführung  dieser  Spannungen  besteht  an  jedem 
Knoten  A'  zwischen  der  Kraft  P  und  den  beiden  Spannungen  Oleiehgewiekt 
Diese  Spannungen  seien  ihrer  Intensität  nach  zwischen  K^  und  Äf  gleich  T^ 
zwischen  A',,  A'3  gleich  ^3, ...,  an  A'^  gleich  T^  längs  der  SchlossBoite  K^K^a^ 
und  an  A,  längs  der  Anfangsseite  A]A'o  ^^^  Polygons  wirkend,    gleich   7*. 

Flff.  215. 


Das  Gleichgewicht  der  Kraft  P^  am  Knoten  K-  und  der  Spannungen  "  f).] 
und  T^  längs  den  SoilHtückcn  K.K._^  und  KfK^,^  erfordert  nun,  dass  dis  Kraft 
P^  in  die  Ebene  dieser  beiden  Seiten  falle  und  dass  jede  der  drei  Kriftfl  ^ 
Sinus  dos  von  den  beiden  anderen  eingeschlossenen  Winkels  proportionsl  kl  b 
Folge  dessen  bestehen  die  Gleichungen 

T  r, 


Pt 


sin  P^  A',  A", 


sin  P^K^K^ 

Tt 

sin  AA\Ä'. 


»-  1 


sin  /',  A'j  A'q 

sin  A^A'iAt 

7' 

■'2                

«in  /^gAjA', 

Pt 
sinK^K^K^ 

sin  P^K^K, 

P, 
sin  KfK^K^ 

^n 

Pn 

sin  P^  K^  K„  ,  I 


*"'   Ph  ^n  ^n  -  1 


*'«*'«- l^'^A'^^j 


Aus  diesen  (irlciehungeu  crliUlt  man,  indem  man  sie  gruppenweise  miteiniBB*' 
verbindet,  die  Verhältnisse  der  Spannungen  T  und  der  Kräfte  P.  Ist  das  Polyf^ 
geschlossen,  so  ist  7'^  =  —  T  und  tritt  zu  den  Gleichungen  noch  die  WöW* 
hinzu,  welche  für  die  Winkcisumme  des  Polygons  besteht.  Ist  das  Polygon  ottii 
so  spielen  die  Enrltupannungcn  dieselbe  Rolle,  wie  Kräfte  P. 

Ist  ausser  den  Kräften  P  und  ihren  Uichtungen  noch  dio  Endspannun;  I^ 
ihre   Richtung  gegeben ,    so   kann    die   Gleichgewichtsform    des   Polygons,  d**** 
Seitenlangen  gleichfalls  hierbei  als  bestimmt  vorausgesetzt  werden,  durch  folgend 
Construction  gefunden  werden.     Man  ziehe  dio  Richtung  von   7'  und  nehme  & 
Lage  des  ersten  Knotens  A'i  auf  ihr  willkürlich   an,   trage  die  Kraft  P^  an  AiA 
ihrer  Richtung  an  und  suche  die  Resultante  von  T  und  P;  sie  gibt  die  Biehtsif 
der  Seite  A'j  A,  und  liiermit  ist  die  Lage  des  zweiten  Knotens  gefunden  nebst  dtf 
Spannung  —  T^,   die  an  ihm  im  Sinne  A'j^i  wirkt.     Aus  7",  und  der  Kraft  ?|  >■ 
A\,  suche  man  die  Resultante  72,  hierdurch  ergibt  sich  die  Lage  des  dritten  Kdo- 
tens   A'j  nebst  der  längs   A'^A",   wirkenden   Spannung  —  T^  u.  s.  f.  —  Die  Coo- 
struL'tion  wird  wesentlich  erleichtert,  indem  man  sich  von  irgend  einem  Punkte  0 
des  Raumes  au8  das  Kräftepolygon  [P)  construirt,  nämlich  so  das«  man  von  0  aU 
in  der  gegebenen  Richtung  die  Endkraft  T  aufträgt,   daran  die  Kraft  P|  in  ihtcr 
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ifft,  hieran  /'s,  (Unii  /',  ii.  s.  f.  IHo  vmi  O  iiacli  ilon  Kinlpiiiikten  von 
,  . . .  /'^  hlnfiihriMifli'n  l)i:L^oii:iU:n  Htisllcn  nnrli  (iriinRi*  und  Kirlitnn^  «lit* 

I  von  7".  /*,  (»iliT  '/',;  von  7',,  l\  odi-r  /',;  von  7',,  l\  mAvt  /',,  n.  ».  f., 
licliu  S|i.innunfi^(>n  ilar.     Mnn  brauflit  nUo  nur  raninrllinicn  mit   7',  7'|, 

II  zicIiL'U  und  auf  ihnen  die  hcBtiiiinitun  Si'iti'nl.-inf*iii  A|  A.,,  A',  A'^,  n.  k.  f. 
I,  um  div  (ilcich^cwichtsform  des  Polv^ons  zu  urh.nltcn.  Dan  KrüfU*- 
t^t  zuf^U'icIi.  da.««!«  Hämmtlicho  Kräfte  /'  ni'brit  den  Kndkrät'tt>n  7",  T^  an 
t  verh>i;t  »icli  (ih*ich(r(;wic]it  haitun  niiisHcn. 

ilir  KrUrtti  /*  die  Winkel  TKiK^^  KiK^Kr^^  hfhyh\,...  «h'S  l'olvf^onü 
•I  werden  ilie  Spaninin<^eii  Rämnitlieh  ^'K-ieh  und  ^»leieli  tleii  KiidHpnn- 
I  den  uhi};eii  Cleieliiin^en  werden^nlinilirh  die  Winkel  /',  A'|  7'  —  /',  A,  A'f, 
/',A'.A':i,  /'jA'sA',  =-  /'■,A'jA',,  n.  h.  f.,  nänilieh  ^Iuii:ii  dun  »Su|iplemcnttin 

Tolygunwinkul   7'A',A',,  A'iA'^A'jf Daher  erhält  man  noch  vermöge 

3  Hin  /*,  A',  A'f  =  sin  \  TK^K^,  sin  /'(A'^A',  ^^  sin  /^A'^A'^  =^  jvi;i  ^  A',A'(A's,  ... 

__  '»  __  '3  ~..=i 

fc" j)  tax  \  [hl  A',  A'j '         »viÄ  \  { A',  A',  A i }  ros  J ,; A'^_  j  A'^  A'^  .  |) 

iÜK!<en    ilie    Kri'ifti:    di;n   CusinuMseii   der    halhtii    INdy;:onwink«*l   propor- 

iräftc  /'  nebst  dun  Kndiipannun^ün  T^  T^  inüsiiün  dio  Itedinfruni^en  Je« 
chtM,  wie  au  einem  unvcrärnlvrlichen  S^ystem  erfüllen;  wenn  man  viu 
irpenil  einen  Punkt  reihicirt,  ho  mus»  ihre  HnRultante  und  ihr  resnl- 
mr  vemchwimlon.  Dadscibe  p^ilt  für  jode  hcliuhifi^u  al)gfGtrcnnte  Partiiic 
IIS.  Schneiden  dieii  nun  die  Ktelitun^^en  der  Kndflpannnn^'cn  einer  xol- 
1«^  (oder  nueh   den  j^nnzen  l*oly;:onH]    in   einem   Tunkte   und  wählt   man 

Ikediietionnpunkte,  Mu  flieht  man,  dans  die  hetretTendcn  Mni!i<pannunf:i-n 
lultunten  aller  Kräfte  /'der  ah{;etrennten  l'arthie  den  Systems  an  jenem 
Meh;;e wicht  halten  mÜMAeii.  Nimmt  man  daher  diexc  Kesiiltunte  in  cnt- 
ztem  Sinni*  und  zerlegt  sie  nach  den  Kiehtiin^^en  der  Knilnpannun{;en, 
lan  ilit'Se  nelhst;  iiinheHondere  kann  man  dieHi>  Methodi;  henntz«-n,  wenn 
nnun);en  dnr<'h  fente  Punkte  ersetzt  werden  sidleii,  um  die  Wiilerstänile 
welrhe  iliene   leisten   niüs.Kou. 

'ei  Kräfte,    welehe  an  einem  Punkte  im  (fh-ii'h};ewielit(-  nind,  immer  in 
le    lieffen.    ho    fol^t,    ilass,    wenn    die     Kiehtuii^^en    il<r    Kräfte    /' 
h  einer  Kl»  e  n  e  p  a  r  a  11  e  I  s  i  n  il , 
I^itn    eben    ist.       Dien    timiet 

de  re    Ht  att.    w  (.' nn   li  ie    K  räi  ti*  /  i 

;l    Ninil.       rni'let    NJeli    in    dii-seiii  hT^  ■ 

Ptdy;r«»nKeiti-  vor.    wi-Ielie    /n  «ler  /^ 

er  Krifte  Henkreeht   ist,  sn  larisen  T» 

•nnnun^i-n  lie.sundrn«   i'infaeh  ans  ,    '  *^ 

Int   A   A"    .  ,     l-V  all-.,     die   Seite,  Xä      *.*.  «, '  i 

ae  lii^'ensehafi   heNÜzt   niid  /',  ihn-    :-#i  ^'  f  i 

■  I  *  *  I 

hu  lirin);e    man    hi«-    mil  «I'T  Seite  |J^^  , 

ilenn    Spannung'     7,    man    suehf,    |  |-  ^ 

isehnitt    unil    branehe    iliesen    7.inn    ' 
punkte  fß  der    Krätti«.     Ik!    l\  «lie  , 

der    Kräfte    /*  vim    A ,  .  ,   his  A',, 

/•.  +  !  +  /'.+,+   ■•+''..    '*"    »"- 

ral]el>>;rrannn  ih-r  Kralle  7',*  —  7'^'  -\  l' J  iiml  für  die  Nei^run;:  q-,  «ler 
,^,    .^'..jren    A',A._,-    h,  h       -      y.' 


•>?ü 
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T\. 


/O 


-^ 


X 


X 


I 
I 
I 


I 
i 
i 
i 
I 
I 
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Wir  wollen  den  speciellen  Fall  der  Parallelkräfte  am  Seilpolygon  weiter 
verfolgen,  dnss  alle  Pnrallclkräftc  einander  gleich  sind  und  ihre  Richtungen  a1l^ 
einanderfolgend  gleichen  Normalabstand  haben.  Das  Polygon  der  Kräfte  Fig.  215. 
geht  in  diesem  Falle  in  eine  Dreiecksform  über,  auf  deren  einer,  dem  Reductions- 

punkt  0  gegenüberliegender   Seite 
y  Figr.  217.  die  Kräfte  P  sich  aummiren,  wlh- 

'  rcnd  die  beiden  anderen  Seiten  die 

Endspannungen  darstellen.  Sä  mint- 
liehe  Ecken  des  Polygons  lie- 
N^       I  gen  in  diesem  Falle  auf  einer 

Parabel.     Nehmen    wir    auf  der 
^.      ^-_  ^    ^.  Richtung  der  Endspannung  7*  (Fig. 

217.)  den  Punkt  A  so  an,  dass  eine 
durch  ihn  zu  der  Richtung  der 
Kräfte  parallel  gelegte  Gerade  von 
der  Richtung  der  ersten  Kraft  nm 
den  halben  Normalabstand  entfernt 
sei.  Diese  Gerade  sei  die  V-kit 
•^  und  die  Richtung  von  7*  die  A  Axe, 
positiv  im*  Sinne  Kyk^  genommen, 
parallel  su  welcher  Linien  aof 
den  Kraftrichtungen  die  Punkte  1^ 
A's,  k^^  ...  bestimmen.  Die  Figur 
OTPiP^  .  ..  des  Kräftepolygoni 
schneiden  wir  mit  einer  Geraden  parallel  T P^P^  ...  in  einem  Abstände  , von  0 
gleich  dem  Nurmalabstandc  der  Kräfte.  Dieselbe  liefert  die  Dreiecke  Ol/|,  0/t|, 
Ott^,  ...,  welche  den  Dreiecken  K^k^K^^  K^k^K^,  K^k^K^^  ...  congment  sind. 
Wird  AK^  =  \0t  =  ff,  »owic  tt^  =■  h  gesetzt,  wodurch  tt^  =  2&,  £/g  =b36,.-. 
wird,  so  erhält  man  für  die  Abscisscn  der  Ecken  des  Polygons  K^K^K^^  ., , 

a\  =  {a,     j.«j  =  ^  fl  ,    0-3  =  4/7, a;,.  -=  -l  (2  i  —  1)  11, 

sowie  für  die  Ordinaton  derselben 

Vi  ="  0,  y,  =  h,  2/5  =  3Ä,  ^4  =  6*- . .  y/  =  6  +  2Ä  H f-  («  —  1)  *  ="  4«  W  -  ^^' 

Eliminirt  man  nun  aus  den  Coordinatcn  eines  beliebigen  Punktes  K^^  nämlich 

:r,  =  i(2t~l)«,     y,^\i{i^  \)b 
den  Index  t,   so   erhält  man   die  Cflcichuiig,   welche   für  alle  g^lt,    in  x,-,  y,-,  d.  h. 
die  Gleichung    der   Curve,    auf   welcher   ullo    liegen.     Sind  x,  y  laufende  Coor- 


dinaten   dieser    Curve,    so  ist    die  Gleichung    derselben: 

Für  a?  =s  0  wird  y  =»  —      -.    Verschiebt  mau  daher  den  Ursprung  A  in  der  Rich- 


tung der  negativen  i/  um    ~,  so  winl  die  Gleichung  x^ 

o 


Sie  druckt  eine 


Parabel  aus,  bezogen  auf  die  Tangente  im  Ursprünge  und  die  Richtung  der  Haupt- 
aze,  welche  durch  ihn  hindurchgeht.  Demnach  liegen  sänimt liehe  Ecken 
des  Polygons  auf  einer  Parabel,  deren  Ilauptaxe  der  Richtung  der 
Kräfte  parallel  ist.  Ist  unter  den  Suiten  eine  zur  Kraftrichtung  normal,  so 
geht  die  Ilauptaxe  der  Parabel  durch  deren  Mitte. 

Für  ein  Seilpolygon  (Fig.  218.)  mit  mittlerer  horizontaler  Seite,  in  dessen 
Knoten  gleiche  Gewichte  P  in  gleichen  Abständen  angreifen,  sei  h  die  Höhe  00 
des  halben  Bogens,  2  6  die  Spannweite  2'O'A  und  2  n  -|~  1  ^'^  Anzahl  der  Sei- 
ten, sodass  auf  jeder  Seite  des  Mittelgliedes  deren  n  liegen.  Wird  der  Abstand 
der  Kraftrichtungen  zur  Abkürzung   gleich  a  gesetzt,    so  ist   (2  n  -|~  1)(Z""2&. 
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Es  sollen  nun  p^cfunUcn  wonlcn:  für  00'  und  O.V  nls  Axcn  der  x,  y  die  Coor- 
dinateu  j-^  «=■  ^rS»  .V»  ="  'S-^i  •^^''  Knuten,  dii?  N\'i};nn^cu  9,-  =»  h^.^h^}'  der 
Glieder  ^ej^on  die  Horizontale,  die  LHiif^on  f-  =•  h-K^,^  dc>r  (ilicdLT,  die  Huri- 
soBtalspannung  Tq  (Spannun^r  im  horizuntalon  Mittclglk-dc],  die  Sjiunnung  T-  der 
Glieder  A,  A'^  ■  |   und   die  (ilcicliung   der  i*iirubel,   auf  wcluhor   die  Kcken   liegen* 


Man  hat  Ui  ^  {a,  yt=  \a  +  a,  //,  =  ^ «/  +  2  *i,  ...   y,  ==  \ti  +  ^i  —  1;  a 
oder  y,  ■"  1  (ä/  —  i)  n.      FcruiT  j-,  ==>  (i,    J",  =  "'.V7i»    *s  —  •*■»  =  tf/^9ti  ••  • 

',  —  -r,_i  =-  atgtp-_^.     Weittr  ist  ///y,  =         ,   /^y,  —  " tgip-  =  , 

wodurch    j:,  =»  «   J!  (1  +  2  +  3  +  •    •  +  (1  -  1))    oder    jr-  =»  j  i  (i  —  1)  «    f! 

wird.      KUr   t  ="  n  4~  1    wird  o«^  :=s  A  und   erhiilt  man   aUu   T*«,  auH  der  (iloichung 

A  ■■  In  ;«  +  1)  nändieh    7'.,  :^  J  w  1;«  +  1)        /',  wodurch  /^  qp,  =        "  .    ,\  * 

•  /|,  /»  « v«  "r  1)     »I 

Die  Länge  der  CJlieder  folgt  au»   /.  =»  =:=  «     l  +  f        "  •       )    '.     Die 

*         cos  (f.  L  \n  \n  +   \)      a/  j 

Spannungen   '/',  i-rgcbfu  sich  mit  lliilfi.-  vi»n 

/-/  -   y..»  +  i»/^  -  (i  n«  (n  +  1)«    IJ]    +  i»)  Z« 

Die    Lungen    und    Spunuungin    waelism    mit   i.      Aus    jr-  -^  1  1  ,1   --   \)  a  »     und 

«II 
y^  ^  ^  (fi     -   l    II   erliJilt   man   diirrli    Klimination   k\vh    liuU'x    1   die   (Hriehung   der 

Parabel  .v' =»  "  .,  "(x  +  l  '•'/•')'     '**^'  •^'"•^' ••*''*'  '^*'*  Sfh<'itrU  ist  iil?»u  .1  =-  —  J  — 

nnd  also  ilie  SrhcitelgliMchuii;:  ilrr  I'nrahrl  ^-'  : 


2 II  7", 


•r.     Kür  Fl  «»  "X.  g«'ht  dits 

/,« 
fieilpvlygon  !ielb»t  in  eint*  i'urahfl    üIht;    ihn-  (ileieliung   ist   ^v*  **/.''    ""'^    '^*''' 

tBch*Mtel  liegt  um  h  von  iler  SpHnnwfiti'  ah  unt«'r  iK-n-n  Mitte. 

Kür  ein  i^rilpolvgon  mit  mittlerer  lioii/uiitnli'r  Si-itc,  in  di-ssi'U  Knotiii  g1i>ii'lii* 

Gcwii-fate  angreifen,    di>:iNcii  Seiten  hImt  gleii'h    lang  iiml  gli'icli  u  üind,    hat  man. 

wenn    die    durch    O   ^'i-hi-nd*'    Hiiri/tHitah'    .-iIh   j**.\\i'    niiLTi  srlii-n   wiril.    .r|  s»   \  ti, 

«y   —  j,  ■■  n  roi  9|  ,  j-,    ~  j-f  --»  ti  i'us  cf  ^ *^    --  .1^       ^   ==-   ,/  r#i*  T,  _  1 1   .Vi  ■—  •^ 

Pf  ^  a  MtH  9, ,    ,vj   —   //,   :-*■   II  AiH  'H.   ■  •  ■    .V,     -  :/t      I   —   "  *"i  T,  «  I  .     niithin 

I  /» 
^    —    f  a  Ks  2^1/  rof  V, .   I  1    //,  '^  — «'  *'"  ^^'j  _  I    »nd    da    '//*f,  =-    ...    «—  !*•    Wt-nn 

■  .1 

^  I  7*0  ^  *  gesi'tzt  wird,   so  ert^iht  fiich 


41 


-    —  J  ,1  «   2: 

;  1  -f-  I  -  i»«f* 


i/.  -  -i 


j  -  - 1  f  f i 


;  I  -\- 


I .« 


1  «f 


y^  fvlft  am  der  Gleichung  A  ^  /#„_^m  =  — «  «'«  T„  +  i 
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Für  abnelimcmle  a  und  wachsende  Gliederzahl  gehl  das  Seilpolygon  in  eine 
Curve  über,  deren  Gleichung  man  folgcndcrmasscn  erhHit     Man  setzt 

Um  (l  fl  +  (i     -  1)  «)  =  Ä,      a  =  ^'i 
sodass  Ä  die  Bogenlänge,  vom  tiefsten  Punkte  der  Curve  an  gerechnet,   bedeutet; 
ferner  lim  (i  —  1)  P=  ps,  wo  p  die  Belastung  der  continuirlich  belaiteten  Linien- 
cinheit  bezeichnet,  so  wird  mit  Unterdrückung  der  Indices: 


.V  =  Hm 


■ff 


im  l  \ft 


da 


+ ( 'J- 


u 


y  =  lmS: 


und  wenn  man 


negativen  ;/  um 


T, 


0 


1 
h 


=  h  und  den  Ursprung  des  Coordinatensystems  im  Sinne  4er 
verlegt : 


hx 


=  Yx  -f  A«««  +  htt 


Da 


—  Äj 


h.v 


hy    =  ^1    +   A»««. 


f  '    :=  1  ist,  80  orgibt  sich  .iuh  dor  ersten  dieser  Gleichungen 


hx 


e  =  //l   +  A«Ät  —  hs 

und  also  mit  Kücksicht  auf  die  zweite 

als  Gleichung  der  Curvcn.  Hierzu  gesellt  sich  noch  hi  =^  \\e  —  t  J  * 
die  Kuctificatiun  derselben.  Die  Curve  lieisst  die  gemeine  Kettenlicnie.  (^r* 
Gretschel,  elementare  Ableitung  der  Haupteigenschaften  der  Kottenlinien.  Ori' 
uert*s  Archiv  Tbl.  4:^.  S.  121). 

Wir  haben  bisher  angonommcn,  dass  die  Angriffspunkte  der  Kräfte  bestiB*^ 
Punkte  des  Seiles  (Knoten)  seien.  Es  kommt  aber  vor,  dass  dieselben  Ungi«** 
Seiles  verschiebbar  sind;  dies  tritt  ein,  wenn  die  Kräfte  vermittelst  King«  ** 
demselben  wirken,  welche  auf  ihm  hingleiten  können  (Fig.  219.)-  Nehmen*)' 
den   einfaclisten  Fall,   dass   ein  Seil   von   zwei  Kräften   7",   T'  gehalten  wird  u^ 

dass    die   Kraft   P  an    dem    Hinge   wirkend  Olc>^' 
gewicht  mit  7',   V  herbeiführt.     Das  Gleichgewicht 
wird   nicht  beeinträchtigt,   wenn  die  Angriffipuktt 
der  Kräfte  7",  T'  fest  gedacht  werden.    Du  der  Bif 
K  auf  dem   Seile   gleiten   kann,   so   kann  er  wegei 
der  Undulmbarkeit  desselben  nur  solche  Lagen  ■>' 
nehmen,   für  welche  die  Summe   der  RadicDTeetom 
AK  -\-  UK    constant    bleibt;    daher    ist  A*  auf  ^ 
Fläche  eines  Rotationsellipsoids  um  AB  als  Axe  ^ 
A  und  B  als  Brennpunkten  beschränkt.    Daher  kSn- 
nen  wir  das  Seil  hinwegdenken  und  annehmen,  am  Punkte  K^  welcher  auf  dietei 
Fläche  zu  bleiben  gezwungen  sei,   wirke   eine  Kraft  P  und  befinde  sich  denelbs 
im  Gleichgewicht.     Dies  ist  nur  möglich,  wenn   die   Richtung  von   P  normal  n 


Fig.  21U. 
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11  KlHpsoiil  iflt.  Die  Nuriniilü  einer  KotationHlIiLrlic  f>cliiici(1t.>t  nlicr  imiiior  i!iu 
tationiazR,  ilalior  ist  die  Iviehtinii^  vun  P  «lie  Ntiniialo  des  c'Ili]i(iNcheii,  iliircli 
^f  führten  Mi;ridi:iiischnittc.s  und  luilhirt  ftdf^Iich  di>n  Wiiikvl  A  K  ti  der  Kadivn- 
:turen.  Hiermit«  fid^^t  .ilior.  dnsit  das  rarallclo^rriinm  fli>r  Kriit'tf  iiiiü  7',  7''  und 
/'  frehildet,  oin  IthoinliUH  iiml  folglich  7'  •—  T'  ist.  Hii*  S|i:innnii^rn  7*,  7'' der 
ilstürke  niiid  aIho  ^Iclrli  ^ros.s.  Ist  »  drr  \Viiik(.>l  der  Seil  stücke ,  ho  ist 
-    1  r  rna  l  «. 

§.  7.  I>ir  über  eine  riäelii-  liin  pfe  spannte  Kette  und  der  über  sie 
n;:i'Spannte  F:iden.  Herübreii  liie  (Slieiler  </ , ,  <f,,  ...  ft^  einer  Kette  (FiK« 
».  t  eim-  feste  Fläche  in  Punkten  .l|,  .'!,.  ...  .-1^,,  einan«1er  stdbst  in  A',.  /»,,...  //^  | 
J  v%irken   an   0,  und  fi    zwei  Kriifte  /'  uml  (J,  ho 

I.""  -t-H 

[n*vn   an  je«lein  (iliede  /fV  die   lieiden  Spannun^reii  >«.—'. 

r      ,.   7'     und    der    Widerstand    .\\    der    Flii<ln'  -            ^\   ,    -^ 

:h   (>|eiehi;cwieht    halten.      Kh    müssen   Hieb   dabi-r  '           i'''i-'j'^        ^ 

:  Nürmalen,    in  ^'  „i,  /»,»  -•',  errichtet,   in   einem  \      v"  *    ^»-#__.Tl-i^ '^•z 

inktv  A'j.  sclmviden  und  die  filviehnn^cn  des  j?.  .'i,  *  J^-'              -**/             '"'^. 

Urn,   aus   welchen    7",  :  7',,    T^  :  Tj,  ...   T,  :  7„_,  ^ 
iil  /' :  O  hieb  er;7eben.     Insbesondere  i^t 

O  #iri  A^K^I*       xin  A^K^Hi  sin  A^h'^h^  _| 

Werden   nun   die  Ketteuj^lieder  unendlich   klein,   z.  II.  unendlich   kleine  Ku- 
In,    tili    welchen   die    IMinkto    A'   die    .Mittelpunkte    sind    und    die   drei     Nornia 
i    «rieb  !»tets   Nelineiden,   ho  erscheinen  A'       .  A'  ,    A'  A'    ■  •   als  zwei  aufeinander- 

ffende  Klcniente  eines  auf  der  Fbielie  auflie<renilen  Failens,  welche  mit  der 
riiialen  iler  Fliiehe  in  A',  in  einer  Kbt>ne  lie;ren.  Die  Kbene  der  beiilen  Klemento 
Aber  diu  Scbniie^un;;scbene  iler  Fadeiieurve  und  die  NurniaU:  flerselben,  welche 
«licM-  Scbniie|;uu^>ehene  fällt,  die  llauptunrniale.  welche  die  Kiehtun;r  des  Kriini- 
in|;«iliiIbmeM!icrs  hat.  Ks  ireht  liaher  die  Scliiii  ie^unj^sebe  ne  der  Faden - 
rr*:  in  allen  Tunkten  der>el}pen  ilureb  dit*  Nurmale  der  Flilche, 
cht  iilsn  Henkreclit  auf  <Ier  Flüche  uml  fallt  mithin  ihr  Krünimiin);s- 
'llimvssor  in  die  Normale  der  Fläche.  Dies  ist  aber  nach  Tbl.  III, 
!*•  V,  j>.  :i.  die  eharakteri<itisciii;  Ki};ensrhat't  der  kürzesten  I/mie  auf  der  l'läebe, 
ni^ikten^  im  All;;em«-iiu'n.  Daher  ist  ilii;  Fadencurve  im  A II  ^'emoiu  en 
tischen  irgend  zweiüu  ihrer  Punkte  iMni;  kür/ t*ste  Linie,  d.  h.  kür- 
■v  als  alle  anderen,  ilureh  di«:sülben  Punkte  ;;elienilen,  ihr  nächst 
"•liejjanden  C'urvon. 

Die  l/iirve,  ileren  Seliniiejr"npsibene  dureh  die  .\<irmale  der  Fläche  pebt. 
**itit  lue  Kipcnschaft  iles  .Mininiuuis  nur  innerhalb  ^ewi!«s«  r  (rreiizen  Denkt 
^U  ticli  nämlich,  von  einem  Punkte  d«T  Fliiehe  an>i:;eliend.  naeh  allen  Kiehtun 
l*n  der  Tani;entcnebene  »nlcli«*  C'urven,  sd  ««ehneiileu  -«ieii  im  Allu''<'iii*'inen  je 
^ei  Aufeinanderfolgende  derselbeu  in  liinin  Puiikti'  und  bilden  alle  eini'  I'.nveloppe 
Mf  d>*r  Flache  Nur  in  ili'Ui  Pereieii«*  /wi-^chen  dem  .\iis::an&;>|iuiikti*  iiuil  ilem 
^riihnin^4punkte  mit  der  Knvi'li»ppe  i>«t  eine  sidehe  Curve  kür/eote  l.inii*  zwischen 
Weien  ihrer  Punkte,  wie  .laeuiii  j:e/ei;:t  ii:it  .Vuf  il«r  Ku;:eliricln'  >inil  die^e 
'vrv*n  t?'"i*Mt''  Kreise  uiiil  /.iebt  «ich  ilire  llnvi-bipjie  jinf  den  Cii';jr<'npuukt  ilei 
iill^anj-punkt«-s  ZMsamm*n.  Kür  aliwii-k>  Iban-  Flicii'u.  ileren  kiir/esti'  Linien 
arcb  ilic  Abwiektbin;;  der  riiile-  mit  einer  Du  in-  in  CJi-rade  nbiru''-hi-ii ,  b'irl 
ie  Kaveliippe  auf  zu  exiHtinii  uii>l  bestellt  il.-i>  Minimuiii  liii<;s  ihr  ::an/.eu  ('urvr. 
^brtfTcn«  mu«4  bemerkt  wi-rib'U,  d:ins  das  .Minirmim  sieb  nur  auf  •lie  Naebbar- 
trien  bezi«  bt,  ilasw  v<  nNo  y:\ii«rbin  zwei  piiuktiii  einer  I'l.iciie  mibren»  kiir/.este 
>rkrll,  Thffofir  il.   I:i-«.  II.  il.  Ki;inF.  4L 


*1 
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Linien  geben  kann  und  es  z.  H.  nichts  Auffallendes  hat,  wenn  zwischen  ivei 
Punkten  der  Erzeugungslinie  eines  Cylinders  sowohl  die  Schranbenlinien,  ab  die 
Krzcugiingslinien  selbst  kürzeste  Linien  sind.  Sehr  irrig  reden  aber  einige  Schrift- 
steller von  einer  lilngsteu  Linie  zwischen  zwei  Punkten  auf  einer  Fläche,  wShrend 
ein  Maximum  doch  oifcnbiir  nicht  statthaben  kann,  weil  man  durch  Auaweichaiigeii 
zur  Seite,  selbst  durch  unendlich  kleine,  immer  eine  Curve  herstellen  kann,  die 
länger  ist,  als  jede  gegebene  LUnge. 

Die  Spannung  des  Fadens  ist  in  allen  Punkten  gleich  gross;  ihn 
Richtung  ist  die  der  Tangente.     Es  ist  nämlich 

Ti :  T._^  =  sin  ^.K.K._i  :  sin  A^K^K.^^; 

die  Summe  beider  Winkel  und  des  Contingenzwinkels  dt  der  Fadencnrve  betiigt 
7c;  daher  wird  das  SinusverhUItniss  rechts  in  der  Grenze  gleich  der  Einheit,  alfo 
y;  =  T.__i.    Ebenso  folgt 

Zum  Gleichgewicht  des  Fadens  ist  daher  erforderlich,  dass  die  Componeatei 
der  Endkräfte,  welche  den  Faden  in  der  Richtung  der  Tangenten  ia 
Anfangs-  und  Endpunkte  spannen,  gleich  gross  sind  und  am  Fides 
nach  entgegengesetzten  Seiten  ziehen.  Die  Spannung  des  Fsdesi 
ist  ihnen  gleich. 

Der  Normal  widerstand  X  der  Fläche  oder  also  auch  der  Druck,  welchen  itt 
Faden  im  Punkte  A\.  auf  die  Fläche  ausübt,  halbirt  den  Winkel  der  beiden  gli- 
chen Spannungen  in  A'^.  und  es  ist  N :  T  =»  sin  K^_^K^K.i^itin  A^K.K^t^^  oto 

da  K._^KfK^^y  =  «  —  dz  ist  und   A^K.K.j^^  =  ^«  wird,  A' :  7  =>  rfr,  *I» 

N  =  Tdt. 

Ist   nun  Q  der   Krümmungshalbmesser   der  Fadencurve  und   ds  das  Bo^ 

Clement   A'^A'^- ,  j,   no  wird  ds  =  qdz^  also   iV  =  —  -  ds.     Der  Druck  infi»« 

Fläche  ist  also  umgekehrt  proportional  dem  KrümmnngshalbfflMi*' 
der  Fadencurve  und  unendlich  klein.  Bildet  der  Faden  eine  Gcrtde,  * 
ist  .V  =  0.  Für  einen  über  eine  Kugel  hingespannten  Faden  ist  der  Droek  üben* 
gleich,  da  q  constant  ist.  Auf  einem  Cylinder  mit  kreisförmigem  Qaeriekvtt 
bildet  die  Fadencurve  cinp  Schraubenlinie  und  wenn  a  ihre  Neigung  gegen  £■ 
Erzeugungslinie,   a  der  Radius  des   Querschnitts  ist,  so  hat  man  nach  ThLlUi 

Cap.  I,   §.  U,   Nr.  5:    q  sin^  a  ■=  «,  mithin  wird  A'  =  —  sin^  a.    Es  wird  iik^' 

A'  ein  Maximum  für  a=  ^jr,  d.  h.  wenn  der  Faden  längs  eines  Kreisschmtti «^ 
den  Cylinder  geschhingon  wird. 

T 

Der  Coefficicnt     -  des  Bogcnolcmentes  in  der  Formel  für  A'  ist  einer  Uta^ 

9 

T 
pretation  fähig.    Man  kann  sich    -  als  die  Resultante  von  lauter  gleichen  Pinl^ 

9 

kräftcn  denken,   welcliu   in   den  Punkten  einer  der  Linieneinheit  gleichen  LbT 

iingreifen.    Die  Resultante  aller  solcher  Elcmentarkräfte,  welche  ein  Bogenelcnc>)^ 

ds  afliciren,  würde  sich  dann  zu  jener,  wie  ds  :  1  verhalten  und  wäre  demsafolgc 

T  N 

ds.     Man  nennt  in  diesem  Sinne  oft         den   auf  die  Linieneinheit  redi- 
9  Q 

cirten  Druck. 

§.  8.  Der  Faden,  welcher  mehrere  Körper  umspannt.  Ein  g^ 
schlossenür  Faden  sei  um  drei  Körper  A',,  A',,  A'j  (Fig.  221.)  geschlungen;  « 
den  Körperu  wirken   drei  Kräfte  /',  (/,  /^     Schneiden  wir  die  Fäden  durch  ■»* 


h 

■i 


i 
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die  Spannunj^cu  ein,   8o  zol^i  mIcIi  /.iiiiriclist,  dann  nllu  S]iaiiniin}rcii  ffleich 
7.).    Kcrocr  inüäHcn  die  S|ittiiiiiiu^cii  in  dm  liritlen  I'iinkti'n,  wn  dor  Kadcn 

irpor  A'i  vcrläsüt,  mit  J*  im  (tloicli^civicht  Hein.    DabiT  füllt  /'  mit  ihnen  in 

boDc,  si'linüidct  sich  mit  ihnen  in  einem  l'iinktt;   und 

den  Winkel  der  SpjinnuD|;eii.    Die  peradlinif^fMi  I'adon-  '^''  '"  ' 

fallen  daher  in   die  Seiten  eines  Dreieeks  .4  HC,   hu-  ,'* 

' :  7'  =  sin  A  :  sin  \  A  ^^  '2  rojt  \  A  und  iilierliaupt  uIhi»  mt  y-  ,.  . 

'"      _       C/       ...       n      ^  y.  y  K*  , 

•J  et,»  \  A  2  €08  \  li  '"  '1  cox  \r  ^    '  'M  \^ 

rufte   mii<«Hen    nacli   den   Au84«-nr:iiimen   ile.s   Dreieekn  '^'  j 

,   wenn   fwleichjrewieht   bestehen   soll.     Sie    schneiden    ^|    '^  '/'         ^«        I 

Ibst  in  einem  Punkte,  weil  sie  den  Winkel  des  hreieckn  t  -    ^     i 

•       JT    1 
n    oder    auch    weil    dan    Gleieb;;cwicht    furtbentehen  T>^\'- 

wenn  das  System  unveränderlich  uird.  '  ••' 

.cbniichea   pilt  von  vier  Körpern;    das  Viereck    InI   im  ^ 

einen    windschief;    die    Kräfte,    welehe   Heinis    Winkel 

Ji,   liefen   auf  einem    ciiifAchen   ]Iy]»erliuluiil,   weil   das  (ileicb;;ewicht    fort- 

t,  wenn  das  System  unver'.inderlieh  wird  '§.  l.\    Da  sie  die  Haibirunf^slinien  iler 

I  Rind,  HO  fulpt,  dass  die   vier  Winkelhalbirenden   cineH  Viereekii   immer  mi 

,  dans  eine  Gerade,  welche  drei  vun  ihnen  Hchneidet,  auch  ilie  vierte  tiifft. 

.  lt.     Allgemeine  Theorie   der  Fadencurven.      Hin  vollknmmen  bief*- 

untlebnbarer  Kaden  (Fi^.  *J22.)   Hei    in   xwei    J 'unkten   A,  H   befeMti;:t   oder 

an  diesen  Punkten   durch  /.wei  Krilfto  festi:chalten.   auf  alle  seine  Punkte 

I  Kräfte   und   nehme  ilerselbi'    unti-r   ihrt*r  F.inwirkiiii<(   eine    ^rewisse  tileicb- 

itiforni    an;    man    soll   die    ]ietIiii;.Mni<^eii 

bichjrewicbts,   die   Spannung;   länL'«   di-r  ii«. -•-•-•. 

Ute  in  eini'Ui    bfliebi<ren  I'unkte  M  und  A 

Mitalt  der  Fadencurve  ermitteln.  'T^4T 

.   I)ie  Spannung:,  welehe  in  allm  I'uuk-        %A  ■     ^   . 

e  Kichtnn^r  des  llo^'i>nclemcntes  oder  der  '  ^  ■ 

ntc   In-nitzt,    winl   von  Punkt   zu    Punkt  mr^^^ 

'n    unil    eine   Function    der   ('o'iriliiiaten 

:   des  Punktes  M  sein.     Im  Sinii.-   MM'  |  -T  Vv* 

imen  sei  sie  7  und  seien  7\.,  'I\  ,  7'. 
'umponenten  parallel  der  .\x<  ii.  Im  ful- 
a  Punkte   1/'  ist  sie  dann  im  Sinm-  MM"  /  ^ 

r+r/ruudsin.i  7-, -j  r/y,,  r\.,ir^,    ,^ 

f/7'.  ihr«-    Ciiniptiiii-uten.     Am   I'unkli-  .1/' 

I  Kieh  nun  die  (Ti-iTebene  äu*<Ni-ri'  Kraft  unil  «lie  beiilen  Spiinnuni^'en'.  T  im 
M' M  unil  T  -f-  tIT  \\\\  >i!iui'  M' M"  (ili-irli/i-wii-lit  uo<l  man  hnl  il.ibt  r  mit 
iclil  ilaranf,   daMM  -      7',.  '/'  .  7".  <!ii*  ('••luiMiMeiilen    <Iit    iT««t;:inaniili-ii 

mn/  darstfllen,    wt-iiu    /',  ,   /,^,    /'.   t-in«ti\i>i|i-ii    ijii-  ('iitii|ii>iii-iit«-n  ib-r  äu«iH(.*ri-u 
/•bezeichnen,    .//",    -\-  t\  u,   //7.      \    f^     -   «i.    ttl .    -\    f.         n.     Die   Ifieb 

•if'r   Tancfiite    in    .)/    Iiililet    abi-r    inil    fb-n    \\<'\\    Winki-1,    ilrren    ('n^iniiNiii- 

''''''••    I  if  if         I    •  .  II 

^     .       ,      bMnl.    Wit    MM    --    tts    iil  .    \Mii|iire)i 

r 


...    '/• 

'/'/ 

'/: 

' 

7 

7' 

7        . 

1 

/ 

.r 

r/< 

V 

,  % 

■    ■ 

ih 

In   Ilrtri  IT   iler    :iiiHit'r<'n   Krait   i-t   l*i»Iu'«n"l'"'«    7»  bi-merUi-i»      S».-   \>\   iin<>ii<I 
{«"in,  Hfil  die   Masst*.  :in  uebhiT  sii>  au;:ri-ift .  is  i^t.     .Man  ileuke   sieh  nrm 
lirbf  in    ili  n  Punkt«'n  des   flipji-nrli'mrute!«  mm'  auirn  ifi  ihle   iiuHsere   Kräfte 

4!' 
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für  den  Tunkt  M'  auf  ihre  Resultante  und  ihr  resultirendes  Paar  reducirt.  Du 
letztere  verBchwimlet  gegen  die  ersterc»  da  nicht  blos  seine  Seitenkraft,  londeni 
auch  sein  Arm  unendlich  klein  ist.  Es  bleibt  also  blos  jene  Resultante.  Denkt 
man  sich  nun  die  Kiemente  der  LUngeneinhcit  alle  in  derselben  Weise  afficirt, 
wie  dSj  so  würde  die  GcsiunmtrcsuUantc  aller  dieser  Einwirkungen  eine  bestimmte 
Intensität  P  besitzen  und  die  hier  in  Frage  kommende,  in  Af  anznbringende 
Kraft  /*  würde  sich  zu  /'  verhalten,  wie  ds  :  1.  Es  ist  daher  f  =  Pds,  Bildet/ 
mit  den  Axen  die  Winkel  «,  |3,  y,  so  wird  f^,=fcosa^  f  =»fcosß,  /*,  ^safeaty^ 
oder  fj^=  P  cos  a-ds,  /*„  =  /'  cos  ß .  du,  f^=*P  cos  y  •  ds^  oder  endlich  wenn  die 
Coraponenten  von  P  mit  X,  1'^  Z  bezeichnet  werden,  wobei  man  sich  P  in  der 
Richtung  der  Kraft  f  aufgetragen  denkt,  /*^  =  Xds^  fy  =  Yds^  f.  =  Zds,  Dardi 
Einführung  dieser  Werthc,  sowie  der  Werthe  für  7*^,  7^,  T^  gehen  die  Qleick- 
gewichtsbedingungen  im  Funkte  M*  oder,  was  dasselbe  ist,  die  Gleichgcwichti- 
bedinguugen  für  das  Element  MM'  über  in 

rf.T^  +  Xds  =  0,        d'T^-^  +  Yds  =  0,        d'T^  +  ZdM  =0. 
ds  ds  ds 

2.   Integrirt  man  die  Ausdrücke   links  von  einem   beliebigen  Anfangspunkte 

0  des  Bogens  s  über  einen  beliebigen  Bogen  M^M  hinweg,  so  erhält  man: 

M 


'"  So 


S.. 


>vo  Sq  =  OJ/o  ist.  Dies  sind  aber  die  drei  Gleichungen  des  trauslatorisehen 
Gleichgewichts   des  unveränderlich  gedachten  Fadens  zwischen  der  Spannung  in 

JWü,   deren  Componenten  —  fx  -.)$    —  (^    /  )*    —  \^  fLt)*   ^^^  Spannung  in 

*y  'ii  'o 

AT,  deren  Componenten    T  i-,    T  '  -  ,    T  -'  sind  und  den  sämmtlichen  äusseres 
'  *  ds  ds  dtt 

Kräften  Pds^  welche  längs  des  Bogens  MqM^  angreifen,  deren  Componeutensammcn 
die  drei  Integrale  darstellen.  Combinirt  man  die  Gleichungen,  wie  beim  Princip 
der  Flächen,  indem  man  z.  B.  die  letzte  mit  y  multiplicirt,  von  der  vorletzten, 
mit  :  multiplicirt  abzieht,  so  ergibt  sich 

yfl.  T  ~  —  zd'  T  ^j^  +  (///  —  zY)  ds  =  0 
ds  ds 

^^^^  /  d"  du\ 

woraus  durch  Integration  über  den  Bogen  ^f^t^l  hin 

nebst  zwei  annlog  gebildeten  Gleichungen  sich  ergeben.  Diese  Gleichungen  drücken 
aus,  ihiss  auch  die  Bedingungen  des  rotatorischen  Gleicligewichts  an  dem  Faden, 
wie  an  einem  unveründerlichen  System  erfüllt  sind. 

'^.    Die   beiden  Gleichungen,   welche   man   aus   den  Gleichungen  unter  Nr.  L 
erhält,  indem  man  T  climinirt,  sind  die  Ditrerentialglcichungcn   der  Fadencurre. 


^ 
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l>ie«c  Kliniiiiatiou  kann  in  Vi-rschiodtMior  Weiitc  uii.sfri>niliit  werden.  Iiitc;;rirt  man 
fiber  di'ii  Bogen  M„M  niid  bczciclmot  mit  -  .-',  —  /^»  --  C  ubkiirzund  dio  Cuni- 
poncDten  der  Spannnn^  in  J/„,  ho  (olfft: 

-    rl   +  fXfIs  -    //   +  fj'tis  r  -f  f'Ads 

•  •  • 

ds  ii»  ils 

Die  Grüben  A,  //,  ^'  6|iiclcD  hierin  die  Kolle  von  dri-i  willkiirlielicn  Constantcn; 
die  lutej^FAtioii  dieser  zwei  Cileiehunfren  führt  nueh  xwei  weitere  ein.  Dieiie  fünf 
CoDstantcn  hcutiinnien  flieh,  suhald  zwei  Punkte  der  Kadeneurve  und  die  Itu^en- 
Ud^c  swiiichen  ihnen  ^^egobcn  Kind.  Denn  die  Cuordinaten  der  beiden  Punkte 
BÜsiien  den  beiden  cndliehen  (■leie)iuii;;eii  der  Fadencurvc  f;enii<;en,  wu<lureh  vier 
Bedin^^uni^u  tTir  dio  C\)nfltanten  erhalten  werden;  die  ^ri.g(.bene  Ho^^enlUnfre  liefert 
hicnn  die  fünfte. 

Die  voratehendo  Ki»riu  der  ])ifrerential^leiehun;;en  der  Fadenenrve  ist  nur  in 
den  Giiifachnteu  Füllen  hranehbar;  iibri^enä  kann  man  für  diese  (^irve  leieht  die 
DifTerentiulgleiehunffen  zweiter  Ordnung  erhalten.  Führt  man  nändieh  die  Diflfercn- 
liation  in  den  Ulciehunp-n  Nr.   1.  au-«!  tm  kommt 

•/>/.  ''•''  +  ''•'\/7'  +  XiU  =  0 

■  r,i  ■ ''"  +  '';'  ,iT  +  y.u  ...  0 
iti' '';  -i-  '['  fir+  AiU  ■—  u. 

Die  Kliniin&tiun  von  tIT  und  hierauf  v«»n   7'  er^fibt: 

tit  ttit  tlft  i/g  ilx  r/x  7' 

rfjf    -    *iz  */:  «/v  dz     .     t/.v  i/.r         t/z  ih-         thf  lijf     ,     d.r  dt 

iE  ■  ~~  ti  '  tt  •  tl  •  II  '      '      —  it  • 

dM  dx  dM  ds  du  da  ds  ds  ds  ds  ds  ds 

4.    I'ni   ilie   ."^iiannmi^'    T  WXn^n    der   Taii;;eiite    des    l'unkttH  (.r^:l   zu    finden, 

■•nltiplicire  man  die  ilrei  <i|eiehMn;ren   unter  Nr.  :{.  mit      '    ,      '  /  uml  aihÜre  ^ie; 

ds        ds       tls 


IC  .i.rc,t.a„  (;;:)'+(;;:)' -hC)'-' 


#/.!■     .     tl.r     ,     dij    .    1/7      ,      i/z  ili 

#M  ds  tls  ilH  l/i  t/.\ 

***•  -  d'f  --    Xd.r  -}      r,/v  ^     /,/:. 

£ziJtirt  alHo  für  die  Kraft  /'  eine  Kräftefnneti<Mi  A',  Nt>da'«M 

.\    —         •  ,  i  ,  A       - 

t'J-  / 1/  t  Z 

wird,  60  erhalt  man,  wenn  7',  /'  pieh  auf  ileu  Funkt  '.1  .  .v,  :=  unil  7',,,  /',.  hieb 
«Bf  den  Funkt    .r..//.,:,,)  )ie/ii-hen: 

/■         7;.  -  -  ./       -  /•/. 

!■  allen  Füllen,  in  welelien  für  dio  Kraft  /'eine  K  rlift  e  f  im  r  t  itm  In-- 
steht,  int  die  Spannung  iles  Fadens  h\os  eine  Funetinn  itis  Ortes  11  ml 
aichl  Tun  der  (iebtalt  dn  Faileneiirve  .1  Mi  .1  ii^i  :r,  die  .Vciiderun^  iler 
Bpannunf;  vun  Funkt  zu  Funkt  iMt  i;Ieirh  iier  Aenilemn^'  •jt-r  Krätte- 
£aactioii  mit  eutgei^en^reaet/teu  Zeichen  ^euomnien. 
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In  dem  besonderen  Falle,  dass  die  Kraft  P  normal  zu  der  Fadencnrre 

ist,  bat  man  -- h   ö    3^  +    «    ,     =0»  also  \dx  +  Vau  +  ^dz  =*  0  und 

/•'    ds         r    ds         P  ds  1^1 

folglich  7' =s  Tq,  d.  b.  die  Spannung  ist  constant.  Dies  findet  z.  B.  statt, 
wenn  der  Faden  auf  einer  Fläche  aufliegt,  in  welchem  Falle  der  Normalwider- 
stand der  Fläche  die  Kraft  Pds  ist. 

Einen    anderen  Ausdruck    für  die   Spannung  T  findet  man,    wenn   man  di« 

dv  du  d" 

Gleichungen  in  Nr.  3.  mit  d-   .*   ,   d-    '  .   d - -r   multiplicirt  und   sie   addirt.    Der 

ds  ds  ds 

Coefficieiit  von  dT  wird  dann  Null   und  bleibt 

Es  ist  aber  nach  Tbl.  III,  Cap.  4,  §.  9.  der  Krümmungshalbmesiser  q  der  Carre  in 
Punkte  {'Tf/z): 

Hiermit  erhält  man: 

_  ^'f  =  .Vrf.!^+  Krf-t  +  Zrf.^i. 
Q^  ds  ds  ds 

Quadrirt  und  addirt  man  dieselben  obigen  Gleichungen,  so  folgt  mit  Rück- 
sicht auf  die  eben  gefundenen  Formeln  und  den  Ansdruck  für  p,  sowie  daranf, 
dass  /«  «=  X«  +   n  +  Z«  ist: 

T'        dT^ 

Q^     ^     ds* 

Für  Normalkräfte  P  ist  dT  ==^  ü,  mithin  T  =  Pg.  Der  Faden  nimmt  also 
für  Normalkräfte  P  eine  solche  Gestalt  an,  dass  der  Krümmangi- 
halbmesser  der  Kraft  P  umgekehrt  proportional  wird. 

Durch  die  vorstehende  Formel  ist  P  in  zwei  Componenten  zerlegt,  derea 
Bedeutung  leicht  zu  ermitteln  .sein  wird.  Ist  a  der  Winkel,  den  P  mit  der  Bicb- 
tung  der  Tangente  bildet,  so  liefert  die  Projection  von  P  auf  die  Tangente 

A   ,     -h   y  :■  4-  /    ^     =  P  cos  a 
ds  ds  ds 

und  mithin  ist  der  ersten  Formel  dieser  Nummer  zufolge  —     .  .  -=  P  cos  a.    Seilt 

ds 

T 

man   dies  in   die   vorstehende    Gleichung   ein,    so   folgt    —  =  /'  sin  a.     Nun  ßlH 

9 

Pds  mit  den  beiden  Spannungen  längs  den  Tangeuten,  welche  sich  im  Curreo- 
punkte  schneiden,  in  eine  Ebene.  Diese  Kbene  ist,  weil  sie  die  beiden  anfeiD- 
auderfolgendcn    Tangenten    enthält,    die    Schmiegungsebenc    der    Curve.      Daher 

T 

stellt  -      die  Componi'nte  von  P  \or,   welche  in  die   Kichtnng  der   Haaptnormale 

oder  des  Krümmungshalbmessers  fällt.  Für  Normalkräfte  P  ist  a  «^  .|«,  also 
dT  =  0.  Man  gelangt  zu  den  Ausdrücken  für  die  beiden  Componenten  von  P 
auch  unmittelbar,  indem  man  das  Gleichgewicht  der  drei  im  Cnrvenpunkte  an- 
greifenden Kräfte  dadurch  ausdrückt,  dass  man  die  Componentcusummen  in  dea 
Richtungen  der  Tangente  und  Hauptnormalen  der  Null  gleich  setzt.  Dies  liefert 
nämlich,  wenn  dr  den  Contingcnzwinkel  bedeutet: 

Pds  cos  a  —   7'  +  (r  +  dT)  cos  dx  =  0 

"°'^  Pds  sin  a  +  [T  +  dT)  sin  r/r  =  ü, 


L 
i 

\      VIII.  Cap.  AIlfTcmeiiii;  Thenriv  der  Fndciinirvon.  ^y^^ 

I 
I 

^      oder  reducirt:   Ptin  com  a  -\-  t/7'  -^  o  und  I* t/s  sin  n  -\'   Ttit  ^^  «l,   wo  für  #/r  noch 

■     SU  fütsen  iHt  u.  s.  f. 

9 

r».    Liefi^t  diT  Kadon  auf  cimT  Fläche  /*'  =  n  auf,   hu  tritt   zu  Ptis  nouli  fler 

Normal  widerstand   dor  n.'ichc   hinKH.      Ist  dieser  .V«/.v,   wn  .V  dm   auf  die  Linien - 

einhcit  reducirten  Normal wiiler.stund  heKeichnet  iiinl  Miiid    V, //,«,   .V^^f/v,   .V. f/x  seine 

Com poneu teil,  si»  bind  die  noilinf^iin^uii  de»  fileieh^rrwiehtN: 

i/-  •/•  ''''  +   \f/s  -I     .V    ,/«  O 

i/.  7-  '''^    -}-    Tr/v  -{     .V  //*    -  O 
#/.v  ^ 

WOZU  noch   kommt: 

v»  -  v,«  +  .V,;  4-  .V.»; 

:;■ " ;; " ;: '  [ey+  (:!)'+  oT 

IHeite  fili'ichf^ewichtahediiifrun^reu  unterscheiden  nieh  von  ilonen  für  di-n  freiten 
Faden  nur  dadurch,  das»  .\ -|-  .V,,  T  -|-  Y,  ,  / -|-  .V.  an  die  Stelle  von  .\ ,  i',  / 
l^treten  ^inl|.     Iiahcr  iMt 

_  rfr  =-  «\  +  .V_^-  ih     I    (;•  +  .V^^  i/^  -{'/'  +  y.)  '/:  =  .\'/.r  +  )•#///  +  /«/:, 

da  \^ti.r  +  .Y„rf//  -f-  .V.//:  -—  o  int,  weil  .V  auf  der  Klüchü  aenk recht  steht.  Die 
Resultante  von  /'r/»  und  \tf.s  t'ällt  in  die  Selnniej^uu^rsebene  der  Kadencurve. 
ist  daher  P  =^  t»,  «o  |?eht  die  Sc)iinie^un>r8ehenc  durch  ilie  Normale  der  Fläche 
und  wird  die  (*urve  eine  kürxeKte  Linie  (s.  {$.  7.).  Für  /'  =■  O,  d.  h.  .V  -=  i'  -=  /  =>  0 
iflt    T  conntant  und  nehmen  di«-  (ileiehunf^ni  des  (jleieh<;ev\ic}ils  die  Form  an: 

Tft'f'-\-\,its     -    I»,         7'il'';^    \    .V   i/^  ^  o,         /■,/''=     j     .Y.,/.,-o, 

aus  welchen  folpl: 

iV 


iV  \  \ 

•  7 


-  /• 


r/x  f/A'  r/v 


r/s'  f/.v  i/s 

aain  Beweise,  'la-.i  .V^  dir  Kielituu;;  do  Kriiinmun;;Kh.'illiiiii'5strs  drr  Fadeiieurve 
beaiUt.  .\ui«  dic.m-r  uml  der  «ihi^cu  |'r<i|Hirtitin  für  .\  ^  ,  \\  ,  .V.  rrirehen  Kieh  tlie 
I»ifferciitial;;leichun;:en  diT  Fadeiienrve,  niiinlieh 

tt\        fr  tis       *  r  tis       f  t 

«rrlchr  ilir  kurze^tt-  Linie  e)iJir.'iktfri>tiriMi.  Sti-Ilt  iii^iii  liii-  (tli  irlmii^  ijt-r  Fl.uhi* 
antcr  der  Form  /•'   --  /"  (.i-,  //'         :     -   n  «uli-r   :         /    .r.  //■  d:ir,   >••  ir«'i\inn»'n  nn« 

vcrmoee  =  =  /N  -  *      '/•  I ,  wn  /i  und  » 


Abknrsuii^en  »intl.  ilic  finfiichrre  Furui: 


II. \  *f\  tt\ 


Der  Widerstand  .Y  der  Fläche  fidi;t  :iii->  I*  sin  tt  t'iii    .\  P  sin  n  ^    n;imUch 
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T 

^  =s=       ,    ist    also   dem   Krümmungslialbmcsser    der  Fadencurve    umgekehrt  pro- 

9 

portional. 

§.  10.  Die  Fadencurve  für  Parallülkrätte.  Es  seien  die  Kräfte  Pdi, 
welche  an  der  Fadencurve  angreifen,  siiuinitlieli  parallel.  Wählt  man  ihre  Rich- 
tung zur  Kichtung  der  ^-Axe,  so  sind  X  =  Z  =  0  und  werden  die  Gleichungen 
dos  Gleichgewichts 

rf.  r  p  =  0,     d'T  '^'J  +  yds  =  0,     d'T  t  =  u 

dx  ds  '  du 

und  die  unter  Nr.  3.  des  §.  3. : 

—  JJ  +J  yds 

—  4  ^      '"  =  ~  ^  ^  _   y 

dx  df/  dz 

ds  ds  ds 

dz  dx 

Hieraus  folgt  A  '=  C  ,  also  Az  —  Cx-^  O,  d.  h.  die  Punkte  der  Faden- 
curve liegen  in  einer  mit  der  //-Axe,  also  mit  der  Kraftrichtung 
parallelen  Ebene.  Dies  ergibt  sich  bereits  aus  §.  G.,  i:^.  037,  wenn  man  die 
Fadencurve  als  ein  Infinitesimalpolygon  ansieht.  Wählt  man  die  Kbcne  der  Corre 
zur  Ebene  der  xy,  so  ist  ihvo  Gleichung  :  =  0,  mithin  C  =  />  =  Q  und  bleiben 
daher  blos  die  Gleichungen 

—  n  +  fVds 

—  -*!  ^        *..  =  _  7« 

d.v  dl/ 

ds  ds 

Die  Gleichung  der  Curve  wird,  wenn   /'  als  Function  von  .r,  7/  gegeben  ist 

s 

dx  f 

t ' 

ist  aber  die  Gestalt  der  Curve  im  Voraus  bestimmt,  so  liefert  dicsolbe  Glciclmng 
y  als  Function  von  .»■  und  1/. 

Die  Spannung  T  ergibt  sich  aus  denselben  Gleichungen.    Zunächst  nämlich  iät 


s 

T  ''■"  =  ^  =  7;.    un<l    T  ''•^  =  ~  /y  +  l'yds  =  -  A   ''^-  =»   T  . 
ds  '^  ds  '    /  da;  M 


=  —  //  +  /  yds  = 
Quadrirt  und  addirt  man  beide  Ausdrücke,  so  folgt: 

ttX 

Es  ist  aber     ,     =  sin  tb,  wenn  rb  den  Winkel  bedeutet»  welchen    die  Tanireute 
ds  ® 

der  Fadencurve  mit  der  Richtung  der  Kraft  bildet.     Der  Inhalt   dieser  Formeln 

ist  folgender: 

Die  Spannung  des  Fadens  ist  proportional  der  Oosecantc  des 
Winkels,  den  die  Taugente  der  Fadencurve  mit  der  Kraf trichtnuf^ 
))ildet,  ihre  Componente  senkrecht  zur  Kraftrichtung  ist  constant, 
ihre  Componente  parallel  zur  Kraftrichtung  ist  der  Cotangente  jenes 
Winkels  proportional.    Bringt  man  die  Richtungen  der  Tangenten  in 
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Bwei   Punkten   M  uml    .V  zum   Durchschnitt   />,    8o   wrhitltüii   Hich   flie 
8  p  a  n  u  II  n  {;  c  n  in  M  u  n  t\  .V  w  if.  d  i  c  T  ii  u  ]i  v  u  t  o  n  I  ii  u ;;  c  n  M  if  ii  ii  d   .Y  i). 

§.  11.  Die  Kottc-nlinicn.  Für  den  Fall  rinc<i  Kchwrnii  FikIimim  i.st  /'i/x 
da»  Gewicht  il«s  FMilcnoK-niiMitoM,  näinlii'h  --  «^//f/x,  wnin  «^  <lic  hjifritiMehf  MnSHf 
in  l'unkti'  (j*,»/}  hndcittct,  welche  Vi>ii  I'uiikt  zu  I'iiiikt  im  All;rcinrini*ii  variin-ii 
wirl  uuil  diu  pobitivi-  //-A\o  aiifwärt-  irtTJchtit  irit.  I)io  ]-\i<lcni'urvc  hii.<Kt  nine 
Kvttvnlinic.  Für  cinou  hoinnifi'iicu  Fadni  ist  (V  c-iint<tuiit.  In  tiicsfin  Fullr  hiM8Nt 
die  Kottenlinic  eine  (renioiuu  (Fi;r.  'J'J.'t.  .  Für  sie  ist  also  In-i  vertikal  iinfwärta 
l^vfichU'ter  ,y  -  Aic : 


/  >'i/n      -    -       /<^//7*    -— 


dtf{s  ■   s,:. 


T    '         ▼       I 


/ 


und  fol^Hich  . 

Kochucn  wir  den  Hi>;;eii  m  vuiii  tiefsten  Funkte,  doni  Scheitel,  an  iiinl  wäliK'ii  diesen 
auch   zu   dem   Fnnkto    .Y/„,   t'ür   welchen  .-/  nnd  //  ilie 
8paunnii}?Nconi|iunentrn  waren,  ho  wird  x„  =■—  u  und  da  '  ^'^ 

im   ticfatvn  Funkte     .'     mit  s  /.ii;:liich   verschwimlet.  /    . 

t/.f  / 

;  •  t 

auch  //  --^  I).     Demnach  reilucirt  Mich  die  DitVerential-  .  ,, 

rli'ichuu;;  der  Fadeiicurve  auf     *     —'s.     Darin  ist   \  /v  ■ 

tu         .1  \  I 

Sg   das   Ctü wicht   der   Laufreneinheit    di-.s   Faden»   uml       \  '/        ' 

Sg  ,  1  \  f       f^ 

•teilt     *  den  recipniken  Werth  h  r'iwv.r  I^üul^c    .dar.  "       v        *'/ 

A  h  '■•—    . 

dl«   der  Paramctrr   ihr  Kettenlinie  hei.xst.     In  kiir/.e- 

■ti-r  Form  i-^t  dii*  (ileieluni;:  also     "      —  h.\.    Sit -driiekt  «w 

f/.j  V ' 

au« ,  d  a  S II  fl  i  e  'I'  a  n ;; e  u  t  r  il  e  r  N  e  i ;;  u  ii  ir  d  I-  r  < '  II  r  V  r 
prccn  ili«'  lloriznutair  dem  ]{ii:r«'n  vom  tief- 
sten I'nnkti-   hin  /.um   Huriili  i  iiiiL's|iiiiik  ti-  prdpurt  imi  :il   i^t. 

l.'ni    ilicaeliie    ahermal>    /.'i    inti-;:rirrn    uml    /.u    iler  tilritliiiii;:    dn    Kittenlinie 
zwischen  .r  uml  ^  /.u  ;:rlaii;;i  ii ,    ividlm  wir  /un.ii  hit  .i    iiiid  //  .-ils  Funetimien  iles 

WinkfU  O  dar!«ttdlpn.     Nun   Ni  r/.r     -  t/s  ■  .sin  o.  '/v     -  '/« fi«  4*.  aNn  miti  t^f. 

Il.ihff   liefert   die    Dit)Vrential;:liiehuii;r   d«T   ('nrvr   hs     -   r..r«/  ^'»,    jiNn    wenn    man 

»itf   differcntiirt,  htla  .  „       uuil  hiermit: 

AI/r'  1^" 

A  '#.!■  ,  /l  f/f/ 

||i«rau.H  ful;:t:  '"'  '''  ^'"'  '''" 

f  *i/i  i;«  f  -J  »/i/  '  ^•'  ,  .,s  1  ^,--  f  WM  1  (,■  «'••*  ?.  C' 

L,ir;*en   wir  nun  das  ('iiiirdinatiMis\<item  .h<>.  ilas.s  für  c  '■  t  dii-  A)iHei>M-  .i     -   ii 

iui«l  die  t'rdinate  i/ -  -       .  d.  h.  •.'leieh  ilem   l'arannter  winl,  sn  versehe« iiidin  '',  ''* 
■bH  wir  erhalten: 


1 

1 
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"  ^         Äiw  rp  2  sin  ^^ij)  cos  {tp  '^      ''*^  J»-^'-' 

—  Aj-' 
Hieraus  ergibt  sich  fff  \ilf  ^=  e  und  sclilicsslich: 

,  /    A.c  -  -  A.r\  /   Aj:  —  Ajr\ 

(CD  ^  tf  \ 

und  (Eilt  *  CD -=  \{e    —  e      )  kann  man  diese  Gleichungen  auch  schreiben* 

oder  in  cyclischcu  Sinus  und  Cosinus  mit  imaginärem  Argumente: 

fty  =  cos  •  /ixif        hs  =  i  sin  •  Äarf. 
Man  gelangt  zur  Gleichung  der  Curve  leicht  auch  auf  folgende  Weise.    Die 

DifTercntialgleichung    --    =  hs  nochmals  diflferentiirt  gibt 

'••ff« 


2-«/'"+(l)'. 


oder 


<'/ 


da:*  =  k 


deren  Integral  für         -:=  />  ist:    /  (p  +  Vi  +  p*)  =  ^a?,  wozu   keiue   Constante 

(ix 

tritt,  wenn  das  Coordinatonsystem,  wie  oben,  angenommen  wird.     Hieraus  folgt 

p  +  y^  +  y  =  e'^'"' 

und  da  {p  +  /''l  -f  />*)  0'    -   /  ^  +~7>*)  =  --  1  ist,  auch 

p-yi  +  ji^  =  -.-"^ 

und  hieraus  durch  nochmalige  Integration 

Die  Gleichung  A//  =  .\  (e  '  -|-  e  j  zeigt,  dass  die  Ordinatenaxe  eine 
Syninietrieaxe  der  Kettenlinie  ist  und  dass  diese  Curve  construirt  werden  kann, 
indem  man  die  arithmotischen  Mittel  der  Ordinatcn  der  beiden  symmetrisch  gegen 

hx  —Ar 

das  Courdinutcnsystcni  liegenden  logarithmischen  Linien  hy  =^  e       und  hy  =^  e 

als  Ordinatcn  auftragt.  Die  Formel  hs  =  {\e  •  -  e  )  liefert  unmittelbar  ihre 
Rectiiication.    Aus  beiden  cr<xibt  sich  durch  Addition  und  Subtraction: 

A.r  —  A.r 

h{y  +  s)  =  c     ,         k{if  —  h)  ^  e 
und  indem  man  diese  Resultate  miteinander  multiplicirt:   /t'  {y^  —  s*)  ss  1,  oder 

/y2  .^  s"^  ^  (l,  I),  wenn   man  die  unter  dorn    Scheitel  liegende    und  von  ihm 

um  den  Parameter  abstehende  Horizontale  die  Directrix  der  Curve  nennt,  dtf 
Quadrat  des  Curvenabstandes  von  der  Directrix  ist  gleich  der  Qua- 
drats um  mc  des  Cogens  vom  Scheitel  an  bis  zum  Curvenpankte  und 
des  Parameters.     Dieser  2Satz   folgt  auch  unmittelbar  aus  der  Eigenschaft  der 


i 
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hyperbolischen  FuiictioniMi,  voriiiöj^c  welclnir  (^ej'  (o  —  ^in'  a  -=  I  i:it.  (UuImt 
die  hTpcrboUsclien  Kunetiuiicii  v;;I.  (S runnii,  Theurio  und  Anwi*u<liin^  der  hypor- 
hüliKchen  Functionen;  Dnnzi;;  ISii.'i;  odrr  Suhnkt*,  Sunnnliin;;  von  Auf^ahiiii  aus 
der  DitTcrential     und  IntcKrnlreclinun;;,  :t.  Autl.  viui   llci.s,  S.  K'». , 

Auch   für  dio  QuAilriitur   der   Ketttmliiiic    lÜNst   sirh  ein    cinfiichi'r   Satz   auf- 
»tvllen.     Km  ist  nämlich  den  o)ii;;cn  Kurnudn  7.ut'oI<;r 

.r, 

mithin    h  1  i/th-  ^=-  (jk  —  »,)',    d.    li.    ilii*    Flaclii',    ivclclie    \(»n    dt>ii    Pi-rpen- 


.r . 


d  i  k  e  1  n  ,  die  v  u  n  zwei  C  u  r  v  c  n  ji  u  n  k  t  f  n  auf  tl  i  r  I  >  i  r  c  c  t  r  i  \  •;  r  t*  ii  1 1 1  w  or- 
d «* n ,  V u n  d f. m  s w i h c k  i* n I  i t> ); «•  n d itn  Stück  der  Dir e e t r i .\  und  den  IS o - 
^trns    bc);renzt    wird,    ist    ;:lt'iuli    dem    I((*e)iteck    hun    drni    I'nrame.  tcr 

lind  dies  um  Uu{;en  stück,  alitu  dem  Hu^^en  proportional. 

tlit 
Für  die  Spannunu;   7'  i-rii^iht  Hieli    dein  vuric<^n  t$.  /.ufid^e   7    —    A    .     .    wurin 

ti.r 

.4  —  7„  dio  Spannuiifi^  im  tiefsten  I'unkte  hczeiclinrt;  sie  ist  horizontal.  Man 
kann    7'  verschiedene    Form    pelten.      Kn    wurde   der   I'arameter  dirtinirt   durch 

die  Gleicliunp   A  =     '     und  war  ferner      '     ^=  votij  Cs    wodurch 

A  ti.f 

wird,     l'ies  liefert  zunnclist 

/    .  ■  füsfr  V  I u  rus'ti-  i;i,         /„     ^  ■ 

n  h 

Ka  ist  abi'r  aueh  htf    --  toxfvri*^  mithin: 
iin«l   wenn  mau  Aa  ■=  ruttf  ^  liei  anzieht : 

l)ie  Spannung  in  ir^fUil  einem  I'unkte  ist  •ialirr  prit  purtiunal 
d<rr  See  ante  «Icr  Nfi^un^  ili-r  'Fa  n*;«' iit  e  ii^i'uru  dii  M  uri/.  «mi  tal  i* ,  vie 
■  at  auch  (gleich  dem  (ieivichie  eines  Fade  ii  th  r  il  e  n  ;:!ri(-li  dnn  Ali> 
»tamlf  des  Funk  tos  von  il^r  Pireeirix  und  •]  e  r  1' n  1 1- r.«e  h  i  od  ilires 
<^uadrateA  vuui  Ijuailrate  i|  i- r  II  ori/ o  ii  talspan  nu  n  u'  iui  Sehi-iteli  i.sl 
l^lrich  dem  <^u  ail  r  at  ••  vom  <■  i*  \v  ieli  tr  iles  hou'eUM  vom  St-hi-it«*!  hin 
Kum  Curvc  n punkte. 

In  der  letzten  ii  rnrni  lol^'t  iln  S.'iti^  iiiniiiitrilijir  nii-«  id  r  ^.  .'i..  >.  «'•  ;7  i^r^fhi-ufu 
Mrthodf  zur  Iterttiiiiniiiii;;  iIiT  Sp.-iniuiu;;.  Au-^  7'  d;iif  l'idL't ,  «lii-s  tli-r  l'adi'ii 
«'om  Seheiti'l  bis  xu  ir^eiiil  i-innii  I'unkte  1/  im  lili-ieh^»-»  ieht  erhalti-ii  wird, 
wenn  man  den-ello-n  in  M  iiliei-  iMni-  kli-iio'  K'^lle  t'iilirt  mipI  ein  Stiii-k  •li'r.Helln'n 
bii«  cur  Directrix  iiherhiin;;en  lä«.st.  Khen>ii  fol^t,  ilas.s  dii-  l'.mlrn  •iiiit  im  (ih-ieh 
|(«*wicht  betindlicheu  Failen.H,  webluT  iihi-r  zwei  nnmillieh  kliin*-  ICnIh-n  h:in);t, 
bia  zur  lÜroetrix  hinabn-iehen,  aNn  In-ii!«-  in  eiio-r  lltiri/.i>nt:ili'n  lii-^t-n;  lerner 
dftas.  «enu  ein  ^esehltiSffcM<-r  I'.iili  n  üImt  /.wii  kleim-  K'idliii  hin;r*-han<:t  winl. 
die  beiden  Kettenlinien,  die  i-r  biMi-t«  eint:  cemein^^ehuftliilo-  Pirt  i-trix  h.iln'n. 
Denn  diu  Spannun};:en  beider  Ketti'idiuien  in  ji'  i-im-in  Anth.in;re|iniikt  siml  Lrieieli, 
ftlao  wSrden  auch  die  Fadenstiieke,  widehe  ilie  Ketti  nsiüekf  im  (ileiehcewieht 
erhalten  wUrdcn,  falls  der  Faden  an  ilen  Aui'iiän^'eütrlli-n  dnrch,;o.ichnitter  würde, 
bia  la  derselben  llurizuntalon  hinahrvichen. 
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Wir  fanden  §.  10.,  Nr.  4.   für  die  Com]ionente  von  P,  welche  in  die  Rieb- 

T 

tiiug  des  Krümmungshalbmessers  fällt,  die  Formel  P  sin  a  =»  — ,   worin  a  den 

Winkel  bedeutet,  den  P  mit  der  Tangente  bildet.  Hier  ist  nun  a  =  —  (^^  _.  ^]^ 
p  z=  -^  dff  =  —  7o/*  =  —  7'A  sin  iff,  also  g  sin*  ^  =  ■— ,  welches  zu  einer  leich- 
ten Constructlun  des  Krümmungshalbmessers  der  Kettenlinie  führt.   Da  T=  T^cotecip 

7** 
ist,  so  hat  man  nucli  q  =  „,-j,  i  ^-  ^^-  ^^^^  Krümmungshalbmesser  ist  dem  Qnadrate 

der  Spannung  proportional.  Uebrigens  bemerkt  man  leicht,  dass  der  Krum- 
mungsh.ilbmesser  gleich  der  Normalen  N  ist,  letstere  vom  Curven- 
punkte  his  zur  Diroctrix  gerechnet.  Denn  da  die  Tangente  mit  der  Rich- 
tung der  //  den  Winkel  ^  bildet,  so  ist  y  =  N  sin  rff.  Nun  g^bt  aber  die  eben 
gefundene   Form    für  g  wegen    7'  =  T^ihl/  sofort  g  =  Ay*  =  hN*  sin*  fp    und  da 

g  sin*  ^  =    .    bereits  gefunden  wurde,  so  folgt  g  =>  iV.    Im  Scheitel  ist  g  gleich 

dem  Parameter. 

Wir  nehmen  jetKt  an,  an  sei  ein  schwerer  Faden  von  der  Länge  /  gegeben 
(Fig.  223.),  welcher  als  Kettenlinie  zwischen  zwei  Punkte  Aj  B  aufgehängt  weiden 
soll  und  wollen  die  Kiemente  dieser  Curvo  bestimmen. 

Nimmt  man  die  noch  unbekannte  Directrix  zur  a:-Axe  und  die  Vertikale  des 
Scheitels  S  zur  ^-Axe  und  bezeichnen  a*,  y  die  Coordin^iteu  von  A^  j;  -^  n,  y'\-h 
die  von  /?,  sodass  a,  h  die  Horizontal-  nnd  Vertikal projection  des  Bogens  AB^^^l 
darstellen,  so  hat  man  für  SA  =  8  und  SB  =  s-\-l  den  oben  entwickelten  Glei- 
chungen zufolge: 

h{i/  +  s)  z=  c\  Ä  (y  —  ,)  =.  e 

^t(i/  +  ff  +  s  +  l)  ^  e  ,      /i  (!/  +  0  —  s  —  l)  =^  c  ^     , 

worin   /t   den    reciproken    AVcrth    des    gleichfalls    noch    unbekannten    Parameters 

OS  =  liuzüichnet.  Durch  Klimination  von  t/  und  s  aus  diesen  vier  Gleichun- 
gen gelangt  man  zu  zwei,  <Uo  Unbekannten  j-,  h  bestimmenden  GleichuigeD. 
Die  ISubtraction  der  übercinunderstchenden  Gleichungen  liefert  nämlich: 

I  /  f     I     .X  hx  (  h't  \         ,   ^ ,  ,^  -  /i.r  (    ~ha  \  ~  hx      —  ha  f  kn\ 

/,{h  +  i)  =  e     [e     —  i;,     h{b-l)^e         [e        -  ij  =  e         -e         {l  —  e) 

und  weiter  liefert  die  Multiplication  dieser  Gleichungen,  wodurch  a:  eliminirt 
wird,  zur  IJestiramung  von  h  die  Gleichung: 

A.(/._6.)  =  c-'"(«*"-l)*. 

.Setzt  man  nun  «A  =  z  und  -  /^Z*  —  b*  =  o,  so  ergibt  sich  für  z  die  transcen- 
dento  Gleichung: 

r  =  -  -  l  r.»  ^    —  e    ^     J  • 

2 

Durch   sie  ist  zunächst  z  durch  a^  h^  l  auszudrücken,  wodurch  sodann   h  <»  *- 

ü 

und  hiermit  x  aus  der  Gleichung  //  (6  +  /)  =  e  '    \e  '  —  l) ,   sowie  y  mit  Hülfe 

der  Gleichung  der  Curvc  hy  =  J  (f  +  c  )  gewonnen  worden.  Die  ganie 
Schwierigkeit  beruht  also  in  der  Behandlung  der  transcendentcn  Gleichung  für  :. 
Hierzu  kann  man  sich  dreier  Methoden  bedienen:  1.  der  Entwickelang  der  rech- 
ten Seite  dieser  Gleichung  in  eine  Potenzreihe,  wodurch  man  erhält: 


VIII.  Cap.  Die  KcttcDlinie  nuf  der  Bcliicfeii  Kbcnc.  C^\ 

'•=   >   +    '.  (J:)*+    ','i  :>'  +  ••• 

S.   dor  j^ApliiBclu'ii  Du  rat  eil  II 11^,  indüin    inmi  :  iiIh  Absciaao  «lei  Ihirclischiiittii  der 

Cunre  y  s=  \\e'^'  —  e  i'j  mit  ilor  (jcnuluii  y  =^  \rz  botnichtrt,  otlrr  :i.  iiitlum 
man  sich  ein«'  Talicllf  fiit wirft,  in  wolrlicr  zu  t'iiivm  System  vimi  Wrrtlioii  r  die 
entflprt'cliODdoii  Wcrtlie  von  :  cin{;utrA;^L'n  Hiud  udtT  hus  welcher  ilieselheii  weiii^^- 

■teils  leiclit   ermittelt   werden   können.     Sctjjt  man    }(«'-+  *'~      )  =-  i   «« 

winl  wejfon  ^.^  ^    -=  Kl  +  roltf^  0^  der  Aiifldniek   \  (/-^  *    -  r     i')  —  rottf  ^  mitliin 

r  *  '    =»  rt.ttf  9  +  -^  .  ^r        =-  ^"fff    \  *    »»"<!     fuljrlirh     \z     ^   t  rntu   1  ^. 

llicnliircli  nimmt  die  zu  behandelnde  transeondentt;  Oleiehun^  die  (ieNtalt  an: 

==  tg^'i  cutg  \  9  , 

Die  Tafel  hierfür,  welche  von  Hruch  hcrochnet  wurde  und  in  Moi^^nUf  ieronx  de 
mtecanique  nnalgtiquf.  Statiffite  p. -61,  sowie  aueh  in  Duhamel.  Lchrbueh  der  ana- 
IjtUchen  Mechanik,  deutsch  von  Schlii  milch,  p.  U\'2  auf(,'cnommen  ist.  liefert  eu 

—  den  Werth  von  ^  und  cn  ergibt  sich  dann  :  durch  die  Gleiehnn;;  2  =  2/  coiy  \  9. 

Auf  der  Gleichuni;  r  =    ^    (i*^*     ■  <•""**)   lilnst  sich  noch  eine  leichte  Fol- 
gcrung  ziehen.     Der  Werth  von  r,    also  auch  :  ändert   sich  nicht,    wenn   h  =  U, 

aber  zujrleich  Vi*  —  /«'  für  /  (gesetzt  wird.     Ist  aber  />  =  (),  so  }ie{>-en  die  beiden 
Anfbäui^epunktc  in  derselben  Horizontalen.     Itei  ^^lei> 
cbem  a  haben  überhaupt  alle  die  Kettenlinien  denselben  *^'  ^*' 

Parameter,   für  welchen  /•  —  /i*  densellien  Werth  be- 
lltet.   Ist  «•  dieser  ^'enieinsame  Werth,  alsii  /'  =^  o*  +  /#* 
und   construirt  mau  (Fip.  2-4)  *"  -"'u  —  "  J»*-'  I-iuie 
A^Uq  ^  a,  Ml  eri^ibt  sich  zu  jedem  .Vufliän^epunkti*  /i     A^ 
die  Uof^enliinf^e  ali  =>  l  für  den  Kettenbop>n  AS  It. 

Kntwickclt    man    die   rechte   Seite   der   (Ileichun;; 

Ay  =a  }  (^      -j-  r        j  in  eine  Keihe,  so  er^fibt  nich  //  —        ^^  .» i  '"'''*  "t"  i  i  '*''''*  -f  '  ■ 
und   für  sehr  kleine  x,   also   in  der  Niibo   des   Scheitels,   stimmt  diese  <i!eieliuii(; 

näheninpswcise    mit    der  Gleichung   //  —         —  J  A.r'    überein,    \\elch(>    eine    I*a- 

4 
rabcl  vom  Parameter         bedeutet,      (ialilei«    welcher    zuerst    die    (lestalt    eines 

h 


kweren,  an  zwei  Punkten  auf^eiilin^ten  Fadms  zu  befttiinuion  Huclit«*,  bii-lt  ilie- 
Ibe  für  eine  Parabel.  Jae.  Ilermiulli  brhaii-lelte  dies  i'roblcni  zufr?(t  analy- 
tiach  uml  von  ihm  rührt  der  Name  ,,Kottrnlinii'**  Iht  \Actti  trmlituruin.  IJjiüiae 
16M,  p.  217,  oder  Oy^rni  T.  I,  p.  421).  .Inb.  Hernoulii,  Leibnit/.  nuil  Iluy^iienn 
gaben  1691  gleichfalls  in   di  ii  Art.  rrmlU.  Ki'irtiiii^iii. 

§.  12.  Die  Kettenlinie  auf  der  Nchii>fen  Klienu.  lün  hum'i^ener, 
acbwerer  Faden  üei  an  zwei  Punkten  einer  schiefen  Kbene  befi-^ti^'t  uml  lifj^r 
aof  der  Kbene  auf;  dieselbe  bilde  mit  der  Vertikalen  ilen  Winkil  u  uml  werde 
rar  xy-Kk«nv  gewühlt,  .lodass  in  ihr  die  .r*Axe  hori/ontal  an^MKiiiinnii  wirtl.  Dii* 
y-Axe  sei  positiv  nach  oben  (gerichtet;  die  :  Axi*,  Henkrceht  zur  .r/z-Klii'Ue,  }ie<,rt 
daan  nit  der  y-Aze  in  einer  Vertikuli-bene,  welilir  der  Nei;.Min::!4i\iiikel  u  nitbiilt. 

bat    alulann    behufs    Anwendung    der    (fKieliiinp-n    <i.   '.). ,    Nr.   fi.:     .V     -  <•, 
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y  =  —  dg  CO»  a  y  Z  =  —  dy  sin  a  und  da  iP  =  :  =  0  die  Gleichung  der  Ebene 

Oll  >^Ä'  /5A' 

de«  Fadens  ist,  ,.     =  ,    -  =  ü,     ,.     ==  1  und  demnach  A'    ==  JV    =  0,   *V_  =  JV, 
sodass  die  Gleighungcn  des  Gleichgewichts  werden: 

d  (r  ^'^)  =  0,        d  (r  ^^)  —  dg  cos  ads  =  0,         --dg  sin  ced*  +  Nd»  =>  0. 

Die  beiden  ersten  sind  die  Gleichgewichtsbedingungen  eines  freien  Fadens,  anf 
dessen  Punkte  die  Schwerkraft  nicht  mit  der  vollen  Besohl eonigung  g,  sondem 
mit  deren  Componentc  g  cos  a  wirkt;  der  Faden  bildet  daher  anf  der  Ebene 
eine  Kettenlinio  und  da  die  Bestimmung  dieser  Curve  dem  vorigen  §.  zufolge 
diese  Beschleunigung  nicht  enthält,  so  bleibt  die  Fadencurve  dieselbe, 
wenn  die  Ebene  um  die  Horizontale  beliebig  gedreht  wird  und  stimmt 
Ubcrcin  mit  der  Kcttenlinie  des  freihängenden  Fadens.  Die  letste 
Gleichung  gibt  den  Druck  auf  die  Ebene:  ^  =  dg  sin  a;  derselbe  ist  in  allen 
Punkten  der  Fadencurve  gleich,  variirt  aber  mit  dem  Winkel  a  und 
verschwindet  mit  a,  d.  h.  für  die  vertikale  Lage  des  Fadens. 

Ueber  die  Kettcnlinie  auf  der  Kugelfläche  und  auf  Rotationsflächen  über- 
haupt s.  Gudormann,  de  curuis  ctUenarüs  sphaerieis  dissertatio  anaiyiico-geowutnrü. 
Grolle,  Journ.  Bd.  33,  S.  189  und  281;  Biermann,  problemata  quaedam  mecAann 
funclionum  cllipticarum  ojie  soluta.  Berolini  1805,  p.  11.  („/)e  catenariit  in  super' 
/iciebus  curvis  nonnullis  rotalione  generalis.^*)  —  In  mehrfacher  Hinsicht  wichtig  itt 
die  Abhandlung  von  Aebsch:  „Ueber  die  Oleichgewichtsfigur  eines  biegsames 
Fadens"  (CroUe's  Journal  Bd.  57.  S.  93,  1860). 

§.  13.  Die  Kettenlinie  von  constanter  Spannung.  Ein  schwerer, 
biegsamer  Faden  sei  an  zwei  Punkten  befestigt;  er  sei  nicht  homogen ,  vielmehr 
sei  die  Masse  so  über  ihn  vcrtheilt,  dass  die  Spannung  in  jedem  Punkte  der  spe- 
ciüschcn  Masse  desselben  proportional  sei.  Man  soll  die  Gestalt  des  Fadens  und 
das  Gesetz  der  Masscnvertheilung  längs  desselben  ermitteln  (Coriolis). 

Die  Glcichgcwichtsbcdingungcn 

wozu  noch  7  =  ad  tritt,  wo  d  die  specifischo  Masse  des  Punktes  (jy)  ist^  liefern 

^    ds    "^    ^"» 

0 

wenn  wir  den  Bogen  vom   tiefsten  Punkte  au  rechnen,   in  welchem  -■'-   za.  o  ist 

da: 

Hiermit  folgt  weiter  durch  abermalige  DiAcrentiation   -i^  =  ^-  -— *  oder  vermuee 

rf.r'        7;,  dac  • 

diP- 
7*0  =  T         und  7'  =  nd  die  DiiTorentialgleichung  der  Fadencurve: 

Ho 


^t-^p'-^  l=kß-^^ 


d^y  _  /dsy_        M/y 

da''         \d;v/  ^  \tlv) 


oder  rf*y 

dx^ 


' + © 


a 


Sie  ergibt,   indem  man  den  tiefsten  Punkt  zum  Ursprung  wählt:    -■  =   arcig   -  - , 
also  nach  einer  nochmaligen  Integration: 

.V 

e      '  cos     -  ■--  1  . 
a 


J 


VIII.  Cap.  Pio  parabolische  Ki'ttc.  Oäf) 

Die  Curvc  bat  un(.'mllich  viele  coii};riieiito  Aesto,  wclcho  in  VertikalBtrcifcsii  von 
«1er  Breite  a  theils  diessi'itH.  theÜH  jcn^eitfl  der  AbsclNMi-nnxe  liefen,  die  nie  Mininit- 
lich  berühren.  Die  Grenzlinien  der  Streifen  sind  Asymptoten  der  Curve.  Für  die 
tpecitiaeko  MaMSu  d  crliiilt  man: 


8^  ?■  _  '^'.  ^»  _  7',. .  "    C'^'Y.-  '• 


it 
nnd  daher  ist: 

r  --  y;.  »ec  "'"  ■ 

7*0  kann  durch  ^u,  die  spociiischc  Müsse  des  »Seheitrls,  aiiy^^ed rückt  werden,  niim- 
lich   7„  »  A^u- 

§.  II.  Die  parabolische  Kette.  Kin  }:ewichtIoser  Faden  üoi  in  seinen 
Elcmenti-n  th  dnrch  Uewiehtc  cuutimiirlich  belastet,  welche  proportinnal  den  Pro- 
jectionen  dx  dieser  Klcmentc  auf  die  Horizontale  sind;  mau  soll  die  (jestalt  «les 
Fade  na  bestimmen. 

Ks  sei  p  die  Last,  welehe  auf  eiuen  lio^ren  fällt,  dessen  Horizontal projectiim 
die  Längeneinheit  ist,  dann  wird  —  ptLv  die  Helastun^'  von  dx  sein  uml  bestehen 
folglich  die  Gleichun}(un: 


Ana  diesen  folgt: 


d  -T    ,     =0,  d '  J     ■'   —  pd,r  --  O. 

*/*  du 

«.  d.r  dif 


wovon  die  (?rste  (fleiehunf;  aussa^rt,  dass  die  Ilorizuntalconiponente  der  Spannung 
conaiant  iMt.     Weiter  ergibt  sieh  aus  der  letzten  mit  Hülfe  der  ersten 

wenn  man   ...    =  f\  setzt;  die  uuehmalige  Integration  gibt 
*  u 

!/  -  \  r  •''  4-  '> 

and  icigt,  dass  die  gfsuchtc  Curve  eine  rarabcl  ist.  Kine  weitere  Constante 
tritt  nicht  hinzu,  wmn  einer  diT  Aufhängepuukte  als  Coordinatenursprung  gilt. 
tat  ilie  Spannweite  des  Curvenhugens  'J/i,  si»  geht  die  Curve  dunh  d«'n  I*unkt 
X  ss2#i,  y  =  0  und  erhält  man  zur  llestimmung  der  CoU'ftanteu  f'i  die  Gleieliung: 

0  ^—    «,   -'In*  -\-  '2<\fif    d.   h.    /',     -   -       -     ,     wiMlureh    die    rarahelgleiehuiig    »lii" 

Form   annimmt:    y  —    '     (j**  —  2  »/.i).     Verlegt    ni.-iu   ib-n  T'rsjirung   in    die   Mitte 

der  Sfpannweite,  so  wird  sie:    //  .i*     -  /j' .     Tm  dii-  lliirizoutaNpaiinung  T^ 

•  i» 

darch  Klemcnte  der  Curve  auszinlrüeken,  uidl«ii  wir  ilir  Länge  des  Fadens  mit 
A  beieichnen,  d.  h. 

aetien.  In  den  Anwenilungni  ist  gi-w<'iliiilielt  der  Cutersehii-d  A  '2ti  zwi'tehfii 
drr  RogenlÜngü   und   «1er   Spannweite   sehr   klein    uml    fulglieh    amli    ilie    Ordinate 

}  des  Scheitels  inier  der  IM'eil  des  Hodens    und   aNo  aueli  .telir   klein   und 

kann    man   daher   die  Wurzelgrüs^e    uml   den    LugaritlniiiiM   in    Üeiheu   entwickeln. 

afcmlich  für  ^    —  :: 


G5G     Ketteol.  const.  Spannung  bei  gl  eich  f.  horiz.  vertheiltcr  Belastungf.     VIII.  Gap. 


Vi  +  -»  =  i  +  f  • ;  +  i  • 


.1 

4 
3 

4  ' 


+ 


•  n 


5 


-  I  <l  <  +  l 


2     2  1/ 

setzen,  wodurch  A  -=  2  a  +  ^  -;r; 1-  . . .  und  folglicli  annähernd  7„  =     ■   ..     -  ~ 

'«•  V:H  —  Sä 

wird. 

§.  15.     Die  Kottcnlinio  constanter  Spannung  bei  oiner  continnir- 
lichen  Belastung,   welche   in    horizontalem  Sinne  gleio-hmüssig  ver- 
thcilt  ist.     Der   hicgsainu  Faden  sei  belastet  durch  sein  eigenes  Gewicht  ond 
ausserdem  durch  continuirlich  über  ihn  vertheilte,  den  Horizontalp rojectionen  der 
Hogenelcmcuto  proportionale  Gewichte;   welches  ist  die  Gestalt  der  Fadenenrre, 
wenn  das  Gesetz   der  Masscnverthcilung  des  Fadens  so   bestimmt  ist,    das«  die 
Spannung    in   jedem    Punkte    der    specifischen    Masse    9    desselben    proportioml 
sein  soll? 

Unter  Beibehaltung  der  früheren   Bezeichnungen  sind  die  Gleichnngen  dei 
I'roblems: 


(18 


von  denen   die   erste    7'         =  T«  liefert,   sodass  also   2'  =  Tn  t-  .     D>«  *''"*' 

ds  dx 

Gleichung  liefert  dann  mit  Rücksicht  auf  die  Bedingung  7'=  ad,  welche  7t'*'^ 

nach  sich  zieht: 

und  durch  Integration  derselben  erhält  man,  indem  man    -  -    =  y   setzt: 

da: 


oder 


'"J/^. 


^f/ 


T, 


(1  +  y')  +  P 


=  .V  +  C 


y^^g  {P  +  *ü^)  "   yp  +  9^0 


Im  tiefsten  Punkte  ist  y  =  0;  legt  man  also  die  Ordinatenaxe  durch  flu»  "■" 
durch,  80  muds  C  =  0  werden  und  erhält  man  zur  weiteren  lutegrition  ^ 
Gleichung: 

aus  welcher  sich  die  Gleichung  der  Fadcncurve,  nämlich 


/:. 


V 


cos  '     }  8^0  (p  +"  dy/7)  =  1 


ergibt,  wenn  der  tiefste  Punkt  zum  Coordinatenursprung  gewählt  wird.    Vgl. S»*'^ 
Die   hier   behandelte  Aufgabe   hat  Wichtigkeit  für  das  Problem  der  Kett**" 
brücken. 


_ ) 


ft-»7 


IX.  Capitrl. 

Roduction  der  AttractionB-  und  Ropulsionakrüfto  von  Massen, 
Agention  etc.    Thooi'ie  des  Potentials. 

§.  1.  N.icluloDi  im  V.  (.V)iiti'l  Jin  nll^oinciiic  Thoorit»  dor  Kciliictidii 
Kräften,  wolcho  an  oinciu  iinveränilorliclirn  Syhtoin  an^r<*iiVn,  ent- 
kclt  wnnltMi  ist,  ersc1it*int  es  anj^cniosson ,  diräclbo  auf  einige  In'son- 
e  Oattiingon  von  Krallen  anzuwenden.  Für  die  rarallelkräfte  ist 
i  lioreitK  ;re8clielien  und  dahei  der  be8«)ndere  Fall  ausfülirliclicr  lie- 
idelt  woril«'u,  dass  die  I^irallelkräfti*  vim  •^leiclicni  Sinne  nind  un«l 
I  l'unkten,  auf  die  sie  wirken,  ronstante,  von  der  Liiyro.  im  Ivauiiie 
ibliängige  Beschleunigung  ertheilen.  Dies  gescliali  mit  besonderer 
cksiclit  auf  die  Schwere,  w(dehe  für  gewnhnliehe  l)inM*nNionen  in  allen 
iikten  als  eine  Kraft  von  derselben  liichtung,  demselben  Sinne  und 
rbelbi'U  unveränderlichen  Ik'schleunigung  ij  angenonunen  wurde,  sodass 
l'unkt  von  <ler  .Masse  m  ilurcli  das  (iewicht  imi  in  der  Kic1itiii):r 
:h  dem  Schwerpunkte  der  Krde  aMicirt  erscheint,  l'arallelkriifte  con- 
'girru  nach  einem  unendlich  fernen  Punkte;  die  nächst  allgemeinere 
tojjorie  von  Kräften  wird  ilalier  v«»n  sulchen  gebildet,  deren  Uich- 
j;(?n  sich  in  einem  l'unkte  in  endlicher  Kntft>rnung  schneiilen  und 
'^n  Sinn  entweder  diesem  Tunkte  zugewandt  (id(>r  von  ihm  abgewandt 
Man  nennt  sie  im  erst(>n  Falle  Attractions-  oder  Anziehinigskrafte, 
h-tzteren  Kepulsions-  oder  Abstossungskräfti*,  jedoch  unti'r  iler  Ih*- 
räiikung,  dass  ilic  Beschleunigung,  weicht»  sie  einem  l'unktt*  ertlieih'n, 
:li  f'inem  bestimmten  (iesetze  von  der  Entfernung  von  jenem  1 'unkte 
1  von  ilessen  Masse  oiler  der  Menge  eines  in  ihm  beiind liehen  Agens, 
^Mlgemeinen  aber  nicht  von  d«T  lÜchtung  abhängig  ist.  .Teuer  Tunkt 
ttbt  das  Attractions-  oder  liejiulsionscentrum.  Wenn  also  i>in  System 
*r  rine  l'arthie  desselben  Attractionskräften  i'ines  (M-ntruins  /'  unter- 
ffen  ist,  so  greift  an  jt'dcm  Punkte  jV  von  der  .Mas>e  ///  i'ine  Kraft 
an,  gerichtet  längs  ilrr  (M»ra<len  .V/*,  deriMi  H(*>cblennignng  7  eine 
tiinmte  Function  der  Entfernung  .l/T^-  r  und  di-r  Masse  oder  M«Mige 
r'UB  fi  des  l'unktes  ('  ist.  Ein  sehr  a]lg(Mn<'iuer  Fall  dit'scr  Art  ist 
^^/'(r).  d.  h.  9'  ist  {>n»i>oitional  ft.  (ireifen  an  fb-n  l'nnkten  eines 
iktems  Attractionskräfte  an,  welclii»  blns  einem  i'in/igen  <'entrnm  zu- 
hören, so  sind  dieselben  als  Kräfte,  ilfren  Kirlitiingt>n  nach  «»ini'm 
nkte  convrrgiren,  stets  einer  Ein/.idri*snltanteii  ät|uivaleid,  welche  durch 
■  Ccutrum  himlurchgeht;  ist  «las«<elbe  alM-r  ib-n  .\ttractii>n«*n  vi-rscliii ■■ 
nor  Centrft,  ojicr  einer  continuirliclu-u  F»»lg<*,  oder  «'Iiht  rine  l'läche 
C[  eine  pArthie  des  Kaunn's  continnirlich  erfiilb'ndi-n  MiMige  von  Crn- 
i  Ausgesetzt,  so  lassen  sich  zwar  «li<*  Attrai-tinnskiäfti*  liir  jcd<*s  iln- 
'ne  Centruni  appart  auf  eine  Einzelkraft  ri*dni'irrii,  aber  alle  zusammen 

Sek  all,  Theorie  d.  IIpw.  u.  •!.  Ki  .itir.  \'J 
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und  mithin  auch  die  sämmtlicben  Attractionskräfte  des  ganzen  Systems, 
sind   im  Allgemeinen    nicht  "wieder  einer  blosen   Kesultanten ,    sondern 
einer  Kesultanten   in  Verbindung  mit   einem   resultirenden   Paare   äqui- 
valent.    Die  lleduction    <iuf  diese    beiden  Elemente   ist   auf    unzählig 
Arten  möglich,  insbesondere  aber  gibt  es  eine  Reduetion  für  die  Centrtl- 
axe  dieser  Kräfte,   für  welche   das  Axenmoment   des  Paares  der  Resnl- 
tanten  parallel  wird.      So   setzt  eine  sorgfältige  Theorie    der  irdischen 
Schwere  voraus,    dass  jeder  Punkt  eines  schweren  Körpers  von  Attrac- 
tionskräften   afficirt  wird,   deren   Centra  die  verschiedenen  Punkte  des 
Erdkörpers  sind;  die  Kesultante  aller  dieser  Kräfte  ist  das  Gewicht  des 
Körpers;    vermöge    der   Gestalt    des  Erdkörpers  geht    diese  Resultante 
nahezu  durch  dessen  Mittelpunkt  und  verschwindet  das  resultirende  Paar. 
Von  besonderer  Wichtigkeit  sind  diejenigen  Attractions-  und  Repa!- 
sionskräfte,  welche  wechselseitig  so  wirken,  dass  von  irgend  zwei  Pnnk- 
tcn   M^  M'  jeder  für  den   anderen   Centrum   der  Anziehung   oder  Ab- 
stossung  ist.     Die  Voraussetzung  solcher  Kräfte   liegt  der  Newton'schen 
Theorie   der  allgemeinen  Gravitation  zu  Grunde ,   von  welcher  die  der 
irdischen   Schwere   nur   ein   specieller  Fall  ist.     Es  mögen   die  beiden 
Punkte  materiell  sein,  jeder  die  Einheit  der  Masse  enthalten  und  beide 
in   der  Entfernung  gleich   der  Linieneinheit  voneinander    entfernt  sm. 
An  M  greift  dann   eine  Kraft   an,    welche   durch  M'  als  Centmm  gellt, 
an  l^t  eine  andere,   welche  durch  M  geht,   beide  seien  einander  gleich 
an  Intensität,  nämlich  gleich  £;  ihr  Sinn  ist  im  Falle,  dass  beide  Punkte 
Centra  der  Anziehung  oder  Abstossung  sind,  entgegengesetzt  und  zwar 
übereinstimmend   mit   dem   Sinne  MM'  an  M  und  M'M  an  M*  im  Fsile 
der  Anziehung,  mit  AfM  an  M  und  MM  an  M*  im  Falle  der  Abstossnng; 
ihr  Sinn  ist  derselbe,   wenn  der  eine   ein  Centrum  der  Anziehung,  der 
andere    ein    Centrum    der  Abstossung  ist.     Wird    nun    die  Masse  des 
Punktes  M  das   anfache   der  Masseneinheit,   wo  m  eine   beliebige  Zihl 
sein  kann,  so  wird  die  Knaft,  welche  M  afiicirt,  mc,  wenn  auf  jede  in 
M  befindliche   Masseneinheit    dieselbe,    durch  Bf  gehende  Kraft  wiiit 
und  die  an  M'  aDgrcifonde  Kraft  wird   gleichfalls  mf,   wenn  jede  in  M 
beßndliche   Masseneinlieit   als    ein   Centrum   der  Wirkung   auf  M'  ange- 
sehen  wird.     Aus   denselben    Gründen    wird    die   Kraft   mB    an  beiden 
Punkten  zu  mm'f,  wenn  die  Masse  von  M'  zu  m  wird.    Werden  alio 
alle  materiellen  Punkte  als  Centra  der  Anziehung  oder  Ab- 
stossung  für   einander   angesehen,    so   sind   die   Kräfte,  mit 
welchen  je  zwei   Punkte  gegenseitig  beschleunigt   werden, 
in    der   Einheit    der    Entfernung    gleich    an    Intensität  nnd 
dem   Produkte    ihrer    Massen    proportional.      Aehnliches  findet 
statt,   wenn    die  Punkte   nicht   als   materiell,    sondern   als   mit   gewissen 
Agentieii    behaftet   angesehen  werden.     'JVeten    nun    die   Punkte  M^  M' 
aus   der   Einheit   der   Entfernung   in   die    Entfernung  r  auseinander,  so 


^ 


J 


IX.  Cap.  Attractioii  eines  lionio^iMicn  Krriisbo^ons.  (j;V.) 

werden  die  bcidou  Kräfte  iinmerliiii  (Mininder  {gleich  bleiben,  ihre  go- 
meiusamc  IiitenHitHt  ^vird  «iber  vi»ii  r  abhiingeii  und  kiinn  durch  tfiim'F{r) 
dargestellt  worden.    Nach  dem  GeHCtze,  welchoü  N«;wt(in  der  iill<^enieiniMi 

Gravitati«)n8thei>rie  zu  Grunde  gelegt  Imt,  ist  F  {r)  ^-     ., ,  d.  li.  vs  ninimt 

die    Kraftintensität     mit    dem    (Quadrate     der    Kntternung    der    beiden 

Punkte  nb. 

§.  2.      Wir   wullen   zunächst   eine    Reihe   von    Attractinnspmblenien 

behandeln,    welche   mit  elementaren    Mitteln   durchtuhrhar   sind;    später 

werden  wir  die  Theorie  der  Kräftefunction  entwickeln,  von  welcher  alle 

derartige  Untersuchungen  abhängen. 

1.    Die   Punkte    des    homofi^cncn    Krcislio^ons    .4 /i   (Fi|,^   '2'2't.)    vom 

Radios    r,    zum    Contriwinkcl    Ai'li  =-'la   (r*'hi»ri^,     xiuhuii  einen   im 

Mittelpunkte  C  befind  liehen  Tunkt  vcmi  ilor  Manse  f»  mich  ileni  New- 
ton* sehen  ÜGsetXti  an;   man  ho II  ilie  Kcsul taute  H  uINt 

ABsiehnnpskräfte  bestimmen,  wenn  die  couvtantu  spe-  '^''  "'"''' 

cifische  Masse  des  IJoirens  p  ist.  j'V 

Die  Masse  dps  im  Punkte  .)/  verschwindenden  Linienelemcn-  /i    s 
MM'  ist  Q '  M M'  und   die   Kraft,   mit   welcher   dasselbe   dm 


Paakt  C  in  der  KicktUDpf  CM  aftieirt ,  ^'    '      ;   8ie   zerfällt    p:*Mr    .         j» 

In  iwei  Componenten,    eine  paraHel  der  ^!chne    .4  Ü ^   die  iinden« 

UBfS    des    Kadius    CD,      rür    AVinkcl    MCI)  -^  9    ist    lotzteie  / 

— '-^Z  -'■     cos  ^,   die  orstcre  kommt  für  die  iiihlung  der  Kesul  L 

tantcn  H  nicht  in  Itetracht.  da  je  zwei  Hvmnietrisch  ^'e(,vn  dm 
Kadios  r//  (^cle^ene  Punkte  M  rnt^i-;^cn};cHetzt  ^^h^iche  ('(iniponi'iiton  parallel  der 
Bchae  licff^m  und  sieh  dieselbcii  paarweise  til^iron.  Die  totale  Attractionnkiaft 
llat  die  Kichtunjr  von  CD  und  ist  die  Stimme  .'illi-r  Componenten  Innf^H  ilioner 
Linie.  Nuu  ist  aber  M  M'- vox  {f  diu  Projeetiitn  fjfj  des  Klemi-ntert  .1/1/'  auf  dii* 
Behae    AH,   weil   die   Tau(;ente   in   M  mit    A  fi   t^lciclifallM   den  Winkel    ^   bihlet, 

iaher  iit  Ä  —  *^.^  2:0//=  *"^ ' '^  '.    Ucnkt  man  sieh  die  Silme    lii  mit  Ma.^se 

ton   derselben    neschaiTonlieit  wie   die   diH  lUtf^*'UB    bele^^t.    sn   ist  dieselbe   q  •  .4 /l 

■nd  wenn  diese  in  den  Punkt  I)  ctmeentrirt  i;edaclit  wir<l,   ^o  zieht  />  den   i*unkt 

C  mit  derselben  Kraft  H  an.     Daher  der  Satz: 
^     .         Die  AttractionH kraft,     mit    welelier    fin    hdmoirener    KreiHbuifen 
^    fiacn    im    Mittelpunkte     lie  fiiull  ieiicn    Punkt    affieirt,     int     naeli    der 

Mitte  des  Rogenn  (gerichtet  und  ;rl*'it*li  der  A  1 1  raet  iun,  welelir  die  .«er 
'^    Mittelpankt   ausüben  würde,    wenn    in    ilini   die  Masse   iln    Seime  ver 

•  inift  würe,  letztere  von  derMelbon  s]i«-e  i  li.seb  en  M.'is-^e  );i'i|;icbl.  wie 

4ar  Bogen. 

A  H 
Da  — *  2  .«in  o  int,  sfi  kann  njiin  li  ilie   Purin  ^ntirii: 

r 

li  '   "^  sin  u. 

r 

S.     Eine    homof^ene    StreeKo    .1/»    .ri^r.    •JJti/    vnu    diT    »«pe  eif iiteheii 
Mas  St  p  sieht  einen    an»  Her   ihr   ;:ili>);i-neii    Punkt  /    vnii   ili-r   Ma-i^e  u 
■  ach  dem   New  ton*  sehen   (ieMet/e    an.    man   .hu  II    Kiilitii  iilt    um«!    Inten 
flitftt  der  Attraction  bcütimmen. 
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Attractioii  einer  homognen  Geraden. 


IX.  Cap. 


Beschreibt  ninn  um  C  einen  Kreis  Ä li' D ,  welcher  ilic  Kichtung  der  Strecke 
A  U  in  />  berührt  und  denkt  sich  den  Bogen  Ä B\  dessen  Centralprojection  Ton 
0  aus  die  Strecke  AB  ist,  von  derselben  spccifischcn  Masse ,   wie   diese  Strecke, 

so  sind  die  Attractionskrafte ,  welche  irgend  zwei  des 
Stralo  CihM  anliegende  Elemente  MM\  mm  der  Strecke 
und  des  Bogens  auf  C  ausüben, 

CM* 


Fi^^.  5ii<;. 


^ 


€ 


J'.. 


nnd 


£f*  9  •  mm 


^'/ 


-ü 


/ 

r 


Cm* 


m,     >         / 


Bildet  nun  der  Stral  CM  mit  AB  den  Winkel  ^  und 
beschreibt  man  mit  CM  als -Radius  das  Klement  Mm^f 
welches   mit  MM'  und  mm'  in  demselben   Centriwinkel 


M  Cnii  Tu'gt,  so  wird 

mm'  =  M»ii 


,    CD 

'^^CM 


Cm 
CM 


mm'cd-^^^^Wm'^-^ 

CM* 


CM* 

und  wenn  man  «lies  für  mm'  in  den  Ausdruck  der  Attractionskraft  des  Elemente« 
mm'  einführt,  so  wird  er  gleich   dem  Ausdruck  der  Kraft  des   Elementes  MM'- 
Demnach  üben  je  zwei  entsprechende  Elemente  der  Strecke  nnd  des  Bogcns  gleiche 
Attraction  auf  C  aus  und  ist  daher  auch   die  Resultante  aller  für  beide  dieielbe. 
Nach  Nr.  1.  folgt  daher  der  Satz: 

Eine  homogene  Strecke  Ali  zieht  einen  äusseren  Punkt  C  Bit 
derselben  Kraft  un,wie  der  homogene  Bogen  eines  Kreises  dcrselbei 
spccifischcn  Ma»so,  welcher  ^4/?  zur  Centralprojection  vonCansbit 
und  die  Richtung  der  Strecke  berührt.  Die  Richtung  der  Attractioni* 
kraft  halbirt   demnach   den  Winkel,   unter  welchem   die  Strecke  tob 


angezogenen  Punkte  aus  erseheint  und  ihre  Intensität  ist 


2c^0 


a 


rfil«. 


wenn  a  dieser  Winkel  und  a  der  Abstand  dos  Punktes  \on  derBiek- 
tung  der  Strecke  ist. 

Beschreibt  man  in  der  Ebene  der  Figur  eine  Üyperbel,  deren  Brennpm^^' 
//,  B  sind  und  welche  durch  den  Punkt  C  geht,  so  halbirt  die  Tangente  deiielbe* 
in  C  den  "Winkel  ACB.     Construirt  man  daher  das  ganze  System  der  fnt  A^  -^ 
confocalen  Hyperbeln,  so  gibt  für  jeden  Punkt  der  Ebene  die  Tangente  der  doie^ 
ihn  hindurL'hgehendeii  Hyperbel  die  Richtung  der  Attractionskraft  an,  welche  di^ 
Strecke  AB  auf  ihn   auMÜbt.     Diese  Hyperbeln  heissen   daher  die  Kraftlinie'' 
für  das  Attractionsproblum.     Construirt  man  durch  C  eine  Ellipse,  welche  i^i  ^ 
zu  Brennpunkten  hat,  so  ist  die  Halbirungslinie  des  Winkels  ACB  zu  ihr  noinalf 
der  Punkt  ('  beiludet  sich  daher  auf  ihr  nnter  Einflnss  der  Attraction  tob  AB 
und   des  Normal  Widerstandes   im  Gleichgewicht.     Daher  sind  die   zu  A^  B  eaah- 
calen  Ellipsen  die  Niveaulinien   des   Problems    für  die   Punkte   C  in  der  Ebene. 
Liisst  man  die  Ellipsen  um  A  U  als  Axo  rotiren,  so  erzeugen  sie  RotationsellipwiA^ 
deren  Normalen  die  Ilalbirungslinien  der  Winkel  ACB  aller  Punkte  C  des  RaviMi 
Hind.     Sie  sind  die  Niveauiläehen  der  Attraction   der  Strecke   AB  bcziiglich  dtf 
Punkte  des  Raumes. 

Nolimen  wir  an  (Fig.  '227.),  der  homogene  Stral,  welcher  von  A  nach  ieii 
Unen<llichcn  hinläuft,  stosse  den  Punkt  C  ab.  der  Stral  von  B  nach  dem  Unend- 
lichen aber  ziehe  C  mit  derselben  homogenen  Masse  an,  so  kann  atakt  dessen  der 
Bogen  ^\'U' y  dessen  Centralprojection  der  abstossondo  Stral  ist,  als  abstossend 
und    der   Bogen    //'/'',    dessen    Centralprojection    der    anziehende    Stral    int,  ib 


..  Cap.  Altractiuii  <l(;r  liuinii;:uiii>ii   Kii;;L-It1;iclii.-.  fiti] 

lielii'iul  Huhätiliiirt  WL*nK-ii.     Kür  doli  .'lIl^tllSs«■llll^li  Hu^^imi   .'/'/''  alicr  kann  innii 

II  iltiu  ruii^^ruL'iitoii,  im  i*iit*;o;;rii;;rSL>t/.tcii  SchciU'h'uuini.'  lii'^^i-iidiüi  ]{i>^t'ii  /''/f' 

I  auiivlionil  cinfülirLMi.     Dnlicr  ist  ilic*  (!r:>aiiiiiitwirkiiii;;  hciili.'r  i^tialcn.   ilofl  aii- 

»hcnili'ii  und  des  AbBtuHHoiidon 

Rainin«*D,  |;K-icli  der  Aiizicliini^  '  '^'  "*' 

4    ItitC'oiii  ////''.     Die  Attrac  '*. 


iiakr.ift  dcsscilicii  lialbirt  aber 
D  Winkfl    IfrW   und   Hteht. 
dieser   der   Nebenwinkel    zu 
*//   ist,    auf  il«»r   IIulbinini^'R-  j^ 

ie  des  K'tBtcren ,   welcher  die 

chtUD);   für   die   Attractinn   der   iSlrL-i-ku    ./ /*    angibt,   »mkrei-bt.     Ihre  Kiebtun;; 

die  Taiifrontc  der  xu  .-/,  //  ronf(»calcn.   durch  V  gehenden   Kllipse   und   ni»ruml 

der  ihr  coufocnicn  llypirrbcl.      Daher   ist  diese  KIlipHe  Kraftlinie  für  liie  Wir- 

ug  der  beiden  Stralou   und   das   Kotationshyperbidnid    um    .-/ //   als  Axe,   dessen 

ueratrix  die  Hyperbel  int,  eine  Niveaullache. 

Diese  lietraebtnug  liefert  den  Satz: 

Die  S e h  A A r  IS o t  a t  i o n s e 1 1 i p s o i d e  um  «I i e s e I b e  A  x e  ,  w i*  I e ii  e  unter 
B  a  n  d  e  r  c  o  n  f  o  c  a  I  sind  für  z  w  u  i  Punkte  A^  />  d  i  e  s  i.>  r  A  x  e  als  i  *  r  t;  n  n  • 
tnkte,  bildet  die  Niveauf  I  äehen  für  die  New  ton*  sehe  Attraetioii 
;r  homufTcnen  Streeke  A  li  ^  die  Sebaar  Von  Jf  (»tatiimsd  oppelby  pe  r- 
«loidcn  um  dieselbe  Axe,  welehe  für  diehelben  M  renn  punkte  cun- 
»cal  sind,  bildet  die  N  i  veau  fl  äehen  für  die  <i  esa  nimt  wi  rkuii ;;  ilcr 
m  .'f  nnil  //  nach  dem  l'nend liehen  verlaufenden  homu^enen  i>tralenf 
e  D n  %*  u u  ihnen  der  eine  nach  li  e  ni  N  e  w  t  u  n '  s  e  li  e  n  it  e  ü  e  t  z e  a  n  /.  i  e  h  e  n  il , 
(^  r  andere  nach  «1  e  ni  .s  e  1  b  e  n  Gesetze  a  b  s  t  o  s  s  e  n  d  wirk  t. 

3.  Attraction  einer  huniu^renen  K  u;;el  fl  liebe  \y\^.  *J2K.).  Ks  sei  f- 
r  Mittelpunkt.  H  der  Kadius  uii'l  q  die  bpeeüisehe  Mhnsi'  ilirsrlbfn,  /'  der  an- 
KO;*i-iic  ]*unkt  Vdii  der  Ma.xse  u,  //  seine  KutfiTiiuiiL'  /'^'  vom  Mittelpunkt«'  uml 
ITC  /'  zunächst  im  Au-suiiraiiuie  iKr  Ku^el.  Diin-Ii  /'  zirben  wir  einen  belitr- 
•«•n  ^?tral  /'.»/.)/',  welcher  die  Kuu-il- 
siio   in    .)/   und   M*   schneidet    und   si-i  »'i--.  -*-"*. 

'  B*  r.     Das  Flüchen el um ent  di\  in    1/  ^'   ifo' 

■  tli\ 

»t  alsdann  /'  mit  der  Kraft  fuo-     "'  '  §itl 

'  M 

Qnd  die  län^s  l*C  ^rriebtctf  Cnnipo-  ^ 

*te    derselben,*  auf   welehe    allein   i'S  *" 

-'  ankoDimt,   da  die  zu  /'^'  siiikneli-    ^'  v,-*'-    «  «  ^      H 

^»  Von   den  veraebicdi-nuii  I-Müeheiiel« - 

CBtcn  herrührenden  Cum]M»neutiii  sieh 

knnüf»«  der  Symnuflrie  ilir  l'ij;ur  paar- 

tfSl 
«üe  til^rcu,   ist   ffip  ■■  ]J-  •■'#«  *|  ,   wi;nii 

"ilikel  Mpr  ^  tf..     In  .Km  Ur.-iiek  /T  1/  tru-iii  wir  an   M  d.  n  Winkt  I  r  I/O        rf 
1  aad  erhalten    '    ^\Mh  'r.    '    i**'M,  wuhh    ili.>niii:ieb  <li<    I'riM><*it><'U  b<^t«ht: 

rtt        /,'         /;.]/ 

»raus  t'tß  ■  u  =^  Ifl  fidu't,  smlass  O  i-in  uml  iIiTm  Ibi-   Punkt   fiir  alli*  r.IrnuMitf  ,tSl 
;ibt,  uain'ieli  der  vierte  barMluni^ebl    Punkt   /u   /'   il.-^  ■bin   •  im-n  und  di-n  Dnr>  h 
lAtttcu    /'„,    /',    von    /V    mit    ibr    Kiitril    -lU    di  m     iM-Irn-ii    Pa:iii'    /ii.;iiir'lh«  l«  i 
Dktc.      Durch   den    rn»fan;r   tU"%    riirlnin  b  im  ii!i-<   7/!    b-L'»'t»    «ir    ii-rmr    \i'ii  '* 
I  ctai-u  uueudlich  sehmalen   Keirel.    Ib-rM.IlM-  ^r]iiii>i<|i  l  ans  •  imr  um  O  mit  0.\t 


gg2  Attractiun  der  homogenen  Kugelflächc.  IX.  Ca|>. 

beachriobenen  Kugcltiäche  ein  Element  //i2,  aus  und  da  die  beiden  Element«  <f£, 
dSli  mit  einander  demselben  Winkel  q>  einschliessen,  wie  die  Radien  CMvmd  031 
der  KngclflUchen,  denen  sie  angehören  und  auf  welchen  sie  senkrecht  stehen,  n 
wird  dSl  -  cos  tp  =  dSl^  und  mithin    die  Attractionscomponente  von  dSl   längs  PC 

gleich  e^(?  *     g^.      Nun   sei  dto  dass  Mass    des   körperlichen    unendlich  kleinen 

Winkels  0,  welcher  über  dSl^  steht,  d.  h.  die  Grösse  eines  Kugelflächenelementet 
vom  Radius  gleich  der  Liinj^cucinheit,  welches  von  dem  unendlich  schmalen  Kegel 
ausgeschnitten  wird;   dann  ist  dSli  ='  OM*  •  dm  und  folglich  die  fragliche  Attrae- 

tionscompononte  f  ^  ^  •     '^    •  dco.    Obiger  Proportion  zufolge  geht  dieser  Ansdrnck 

aber  über  in  f/tp  •    ,  'da.     Eine  Uhnliche  Componente  von  derselben  Siehtnog 

und  demselben  Sinne   liefert  das  Flächenelemcnt  bei  M*  und  wenn  dm'  das  Man 

iP 

dos   über  ihm    stehenden  Winkelranmes  ist,   so  ist  ihr  Ausdruck   cup*— s--Ai. 

•-*     fl» 

Legt  man  nun  von  P  aus  an  die  Kugel  den  Tangentenkegel,  so  berührt  er  die- 
selbe in  dem  Kreise,  in  welchem  sie  von  einer  in  0  auf  CP  senkrechten  Ebene 
geschnitten  wird.  Diese  Ebene  zerfällt  die  Kugclfläche  in  zwei  Thoile,  von  denen 
der  eine  die  Elemente  dSl  enthält,  welche  Punkten  3/  anliegen,  während  der 
andere  solche  enthält,  welche  Punkten  J/'  angehören.  Erstere  liefern  auf  der 
um  0  mit  dem  Radiiihi  gleich  der  Einheit  beschriebenen  Kugel  Flächenelemente 
dto^  letztere  solche  d(o.  Sumniiren  wir  jetzt  alle  Componenten  längs  PC,  welebe 
von  den  verschiedenen  Elementen  der  Kugclfläche  herrühren,  so  ergibt  sieh,  weil 
Sd(o  '^-  Jldoa  =  4:nj  nämlich  gleich  der  ganzen  Kugelfläche  vom  Radios  ISins  und 
also  das  Mass  des  vollen  Winkelraumcs  ist,  als  Gesammtcompouente  der  Attraction: 

Die  Masse  M  der  Kugeltlächc  ist  M'-ingR*  und  wenn  man  dieselbe  im  Mittel- 

mm 

punkte  f  concontrirt   denkt,   so  würde  dieser  Punkt  auf  P  die   Anziehong  -^^ 

ausüben.     Daher  der  Satz: 

Eine  homogene  Kugelfläch  e  zieht  einen  Punkt  des  Anssenranmei 
ebenso  an,  als  ob  ihre  Masse  im  Kugelmittelpunkte  vereinigt  wäre.*} 

Denkt  man  sich  den  Punkt  P  als  Spitze  eines  schmalen  Kegels,  welcher  dai 
Element  dSl  an  M  enthält,  so  schneidet  derselbe  aus  der  Kugelfläohe  bei  JU'  eia 
Element  dSl'  aus,  dessen  Ebene  {;egen  den  Stral  PMM'  dieselbe  Neigung  ^  bat, 
wie  dSl,  Man  hat  sin  xp  -=  \  Jd M' :  li.  Wird  daher  der  Winkelraum  dieses  Kegel* 
mit  rfüT  bezeichnet,  so  sind  für  PM^=rj  PM'==r   die  Grossen  r^dm"^  r'^dm  Ait 

Projectionen  von  r/ß,  dSl'  auf  Ebenen  senkrecht  zu  r  und  folglich  r* (?"«'==  ~--  dSL, 

^        .1/3/ 
r^duy  =^  \j'..    dSl\  woraus  dSl  :  dSl'^=^  r*  :  r'*  folgt.    Es  war  ferner 

M     /i 

dSl  fi^ 

daher  ist 


,    COH  tp  —       -    d(o , 
.1  ^^i 


dlo  ^      ^    .  -         -  dto. 
2  «*  cos  q> 

*)  Die  hier  gegebene  Ableitung  dieses  Satzes  verdanke  ich  einer  freondliekea 
Bemerkung  meine»  Collegeu,  Hrn.  Prof.  Lüroth,  die  Behandlung  desselben  Satzes 
bei  Thomson  and  Tait  {Treafise  on  natural  phUosophy^   T.  I,   p.  349)   betreffend. 
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«ISO    ^^  =   ■  .Pas  zu  aSl   goiinripr  flm  orcitit  mcIi  verm<<L'i-  der  KolHtioii 

^    roAfD  =»     -  «m;  w'«n  iTli.'iIl  IiKTfiir  aw  =  ,    .,  •  »/w  ,  i^oraii.s  -  ^  r= 

folgt.     Ka  iat  mithin  r/m  ^  r/o/. 

Nt'hincii  wir  joUt  nii,  i1t>r  riiiikt  /'  Iii-;ro  im  Iiiiu-ii räume  i1i*r  Kuj^i'I  {Vi'^.  "2'!%) 

und  construiron  «Ion  Punkt  0  nuf  dicKclhc  Wrisc,  wir  vurliiT,  su  winl  lU-m-lln'  jetzt 

iD  den  AuMcuraum  fallen,  «U  rorP^  li*  \\\u\  t  P-r^Ii  int.     JH.-  Wi.kn  Pnnkli^ 

M,  M'  un«I  «Ho  ihnen  nnl lehrenden  Klo- 

mente   dP    und   tl Sl'   Moffcu   nuf  ent-  Hc.  jj:«. 

^«pcnf^esi'tztcii  »Seiten  von  /'  und  üben 

aaf  dieBL'H    cnt^ogcngeiiotzte   Attrac-  ^ 

/f    '         ,  /<*      ,  /  ^  > 

tionen  f  lip    .  r/cD  und  f  up    .  f/ro  aus,  /  r^" 

^     ir  tr  if  , 

welche   f^leich  sind  und  »ich   ful^rlich    —  _      .-«^   }i"'  *>*. 

tilgen,   da   we^cn   der  gleichen    Nci-      '  C  ^    P  /»  ^ 

inini»  von  f/i2,  f/A'  g<?p:en  .1/1/'  die 

Kiemente  r/oi  und  f/oi',  wie  ohen.  gleich 

werden.     Kiue   homugcuc    Kugel-  , 

fl&cho   iiht  daher  auf  i'ino.n   in-  '    ^4,j^. 

aeren    Ponkt    kein»    Anziehuni; 

aus   and   der  Punkt  befindet    »ich    in   jvdcr   L»;;«*    im    InncnrHiinip   im 

Gleichgewicht. 

tili        ilSl' 
Dieser  Satz  folgt  auch  sufurt  aui«  di-r  ubni  go^ebemn  Prn|)urtitin     \'   -     ,',    . 

wenn  dieselbe  bciderscitH  mit  f/ip  multiplicirt  wird.  Auch  sitdit  man  ein,  dn.^.s 
wenn  die  Punkte  .>/,  .1/'  über  die  Kußrl  liinlaufun,  di'r  Winkriraum  de8  von  O 
aus  an  die  Kugel  gelegten  Tan;:rnti.'nkegcl.s  mit  di*n  Klrmcntvn  f/ru,  tlm  su  belegt 
wird,  dass  die  einirn  Klfnientt'  dieh  iil)LT  dio  anderen  binlngein  und  wenn  Hie  als 
mit  entgegengesetztem  ZvirliiMi  verseilen  nngfsehen  weriien,  dich  tilgen. 

Rückt  der  Punkt  P  auf  dii-  Ku;relii;U-he  von  der  Seite  des  AuH-sonraumuM,  ^o 
wird  die  Kraft,  mit  welcher  ihn  die  Kugel  auzii-iit,  \ntUQ^  du  ti  —  U\  gelangt 
er  auf  der  Inuenseitu  auf  dieselbe,  hu  ist  diese  Kraft  gieirh  Null. 

Nach  der  obigm  Metlioilo  kann  man  die  Attraetinn  jfdo««  b>']iebigen  Ku^el- 
flftchenbtUcks  auf  einen  Punkt  /'  bi-MlmniLMi,  subald  da<«'«i]bi'  in  Hez.ug  auf  den 
Durchmesser  /*/*  svmmetri-eb  liegt.   hoiIhss   die  Attrai'tiuiisei>ni|iiiiu*iiten  »enkreebt 

SU   PV  »ich   tiaarweiHo   tilgen.      .Man   erhält  .     '    ,    wenn   w   den   Winki-lraum 

eines  KegcU  bezeichnet,  der  vun  O  aus  dureh  die  (iriu/.eurve  iles  ri.irb-nNtüek^ 
hindarcbjrcht. 

Die  iibigen  Sätze  iH'ütebeu  furt,  wenn  an  dit*  Stejji-  der  Ku:;idll.iebe  i'iiic 
Bsendlicb  düunn  Knccikrnsti-  von  eim-^tauter  s}ii'ciii.>«eber  Mas.Me  q  tritt:  «lie  MasKO 
des  Kläclunelomentcrt  q  'Ifl  winl  hiiTlit-i  vertraten  drireli  q'  'iSl  ' 'fit ,  ilii*  Ma«.««!« 
des  unendlich  kleinen  V«ihinii>us  r/i!  '//i*.  wo  »//i  die  eon.stante  l>iik«-  drr  Kruste 
bedeutet.  Indem  mau  sidelier  Krusti-n  ini<-nillicli  \ieli'  über«  iiiaiidi  r  la^rert,  w<ibi'i 
dir  »pcci6sche  Matine  viui  Kruste  au  Krusti>  variin-u  kann,  gidaiijrt  ni:iu  dazu.  ■!{•• 
SÜtze  auf  eine  Kugelscbn-jit  von  cndlielier  hieUe  au^zuileiiin'ii  l-'ur  ib  ii  Till,  il.'iii. 
der  afticirtr  Punkt  in  «b-r  MaMHe  di'i  Srbicbt  Iii';7t,  bat  mau  «lii-  Si  liiilit  ibirib 
•ine  durch  diesen  Punkt  geln  ud«'  Kug<-Iil.iebi-  in  /.w>i  Si  liii-lii<  ii  /.n  ^|i:iltfii.  In 
Baang  auf  dit*  äussere  ist  er  ein  dem  lnii*'nr.-inmi'  aii;:<li<>ii^ii',  dir  lum-nri-ieln* 
aalicKendcr  l'unkt,  in  Hezuc  auf  die  inni:re  belindel  er  ■'ich  aiit  ibr  .\'ishvnil.-ieb«-. 
Dia  tiatse  Uuten  douuiach : 


I 
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Eine  KugelsuliicUt  von  constanter  oder  von  Schale  zn  Schmle 
voriLnilerlichcr  spccifisclu'r  Masse  zieht  einen  Punkt  ihres  Anssen- 
raumoB  nach  dem  Nowton'schen  Gesetze  in  der  Kichtung  nach  ihrem 
Mittelpunkte  an  und  zwar  su,  als  ob  ihre  Masse  in  diesom  Mittel- 
punkte vereinigt  wäre;  auf  einen  P unk t^  ihres  InnenraumoB  übt  sie 
keine  Wirkung  und  ein  Punkt  ihrer  Masse  afficirt  sie  nur  mit  der 
Masse  derjenigen  Partialsehieht,  in  Bezug  auf  welche  er  ein  äusse- 
rer ist. 

Eine  Vollkugel  zieht  einen  Punkt  ihrer  Masse  mit  der  Masse 
desjenigen  Theiles  an,  welcher  von  der  durch  den  afficirten  Punkt 
gehenden  euncentrisehen  Kugel  umschlossen  wird. 

Ist  j;  die  Entfernung  des  Punktes  vom  Mittelpunkte,  so  ist  demnach  ^XfQ^x 
bei  constanter  specifiseher  Masse  die  Attractionskraft,  also  der  ersten  Potenz  des 
Abstandcä  vom  Mittelpunkte  proportional.     (Vgl.  'S.  229,  Z.  6  v.  u.) 

Man  dehnt  diese  Sätze  leicht  auf  die  Fälle  der  Attraction  zweier  Kngeln 
aufeinander  aus. 

4.  Andere  Methode,  die  Attraction  einer  homogenen  Kngel- 
fläche  zu  bestimmen  (Fig.  228.  und  229.)  Für  Winkel  PC3/==«',  PM^t 
hat  man  als  Inhalt  der  schmalen  Zone,  welche  das  Linienelement  bei  3/  durch 
Kotation  um  C P  erzeugt,  2nJPsiHd-dd'  und  da  alle  Elemente  dieser  Zone  den 
Punkt  P  gleich  stark  anziehen  und  iliro  Anziehungskräfte  gleiche  Neigung  gegen 
CP  haben,  so  ist  die  totale  Attraction  der  Zone,  längs  FC  gerichtet: 

e(tQ'2nn* ' ^     -  •  cos  tp , 

oder  da  4}r^/'{^=  M  die  Masse  der  Kugolflächo  darstellt  und 

C  P  =  a  =  R  cos  d"  -{-  r  cos  tp 

\  BtiAI  • r sin  vtfd-. 

,.3 

An  die  Stelle  der  Variabein  &  führen  wir  r  ein.     Hierzu  dient 

r'i  ==  ««  +  /{«  ~  2  a  n  cos  d, 
woraus  rdr  =  a/l  shi  &d&  folgt.     Man  erhält  dann: 

Hieraus   erhält  man   für   die   Gesanuntanziehung   A   der  Kugel  durch  Integration 
nach  r: 

1.    für    einen    äusseren    Punkt,    für    welchen    die    Grenzen    des    Integrales 

r  =  a  —  R  und  r  -^  a  ■\-  R  sind: 


M/v     ,     R*-    n'\        BiiM 
'^-^''^'n\n+        Rr     )-     > 


für   einen  inneren  I^unkt,   wofür  die  (irenzcn  /■  ==  R  —  a  und  r  = /f -|- a 


sind 


-l-"(,7+'V-)- 


A  =   }  tiiM  (  -  -f   "   ..      '-)  -=  o. 

Ii--a 

T).  Anziehung  einer  massiven  lioniugeneu  Halbkugel  auf  einen 
Punkt  ihres  Randes  (Fig.  •-;$«).).  Wir  suchen  die  Componcnte  der  Attraction 
des  Punktes  A  in  der  Uichtun^  des  Durchmessers  AX  des  Kandes,  der  Tangente 


./^ 
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•4>'deMclbon  iiuil  ik*r  zu  bciilon  st'iikn;chteii,  mit  dor  Hiibo  iIit  HalliUii;;«'!  parui- 
Iclcn  Kiclitii»^  AX.     Vermögt'  «Icr  Syiiiinctrir  der  Ki^'iir  ist    i'  —  n. 
äiiitl   r,   O,   (p    (lii;    rolArcuunliimtuii    i'iiioM  |-, .  .^.^, 

belivbiirvii    Piiiikti'S    M   «Icr    IIullikii;;fl,    t^o    i.sl  ■• 

^r*  xtH  &  lir  d^  ilip  die  Miissu    dcd  dcni.irllK'ii  nii 
licf*cuih;n  VoliimcMudviiiciitos  und  8in«1 

tiLQ  sin  9"  ilr  dO^  dtp  vos  <> ,  j:' 

f  fl  9  AI«  1^  dr  dd"  dtp  sin  9  sin  rf  ■;'■''. 

di«)  Cuniimnoiiteii  »einer  Attradiuii  in  der  Kirli  ^  ^ 

tiin^r  der  A'  und  /;  mithin: 

Jr  \n  iif  rr.«  :t 
.V  =»  f  tt p  I     I     I  sin  O  los^  9"  dr  dd  dtp  —  f^nf  n o  /^, 

U         i|        (i 

Z  =i  euQ  j     j     j  sin*  9  ain  tp  dr  dO"  dtp  ^^  l  nfiig  /! . 

I»       u      o 

r».    Attrai'tion   cinor   hoinit^i'ncn   Krcisflaulic  [y\\*,  IM.)    aiit'  rinm 

Poukt   i*  dox    im   Mittel  pii  nkfo   ('  aiit'  üic    er  rieh - 

Kiif.  :f.il. 
teten    Porpcndikolü.      Für    INdarcourdinatMi    r.   9   \\\  _ 

der   Krcitftlächc    für   C   uIh   Tu!   ist   diu   Masse   des  einem 

Punkte    .V  (r,  9)  anlie^fcndeu  KliiclicnelirnicntcH   Qrdrd9  J 

nad  wcuD  C  F  =a.  A,  ulsu 

so    Ut    die    CttmiMinento    der    Attraetioii    iäii;r8    /'/',    auf  '-- 

welche  »ich  «lie  (fanze  Attraktion   ridueirt: 

in    K 

r   r/irtird9  ,  /,  /'         \  '2tuM/  h         \ 

wi'HU  H  den  Kadiiia  der  Kreisscheibi*  und  M  ~=  git  li^  >!rri'M  Ma!<Me  1iii1eiit«>t. 

Für  U  -^  X  erhalt  man  die  Anziehnn;^  diT  •rangen  hmiiM^fniMi  Klim«!  auf 
einen  l'unkt;  nie  i^t  'drrhiiQ  und  aNn  nnahhäii;:!^  vnii  iler  Kntfi-iniin;;  iles  riink- 
tes   Ton    ilir.     >fi'hneidet    man   ilit*    Kreisselieilie   ans   d«T    I'Jiene   heiaii-»,   tu   Idi  iht 

'  für  die   Attraction   di-s   Aussenraumes    iler    Kri-iMi.iclie    ant    einen    über 

r  ic  -f  A* 

den  Mittelpunkt  nm  h  entfernt  liep'mb-n  Tunkt. 

7.  Attraetiiin  ein«-s  liuniiiir  «*  ne  n  Krci-ieylinderH  vnn  il<-r  Län:;r  / 
lind  dein  Kadins  H  auf  ««inen  Punkt  fnimi-  \\'-.  \A  ,i  dii-  üiitii-rnnnu' 
de«  Punktes  von  der  nitcliMtiii  (Iriiniltläelii*  nnil  di-r  l'nnkt  im-lit  «b-i  Mn^Hi-  liin 
€*yliud«-rs  iiu^eh<'ri^',  so  liat  man  für  ilie  An/irbun:: ,  wib-bi-  lüi-  iCiebtuni'  dei 
Cvlindcraxti  hat  in   Ful^^'i!  der  vnri;;i'n  Nr.: 


•« 


Kür   /  sa  ac    wird   dieser  Ausilruck  '2  n  tun  ^yH' -{- a-        u^  und   wi  nn   liii  rbi>i  ninb 
4  sK  O  ist,  ÜscftpA,    welchi-  CiiÜH«!!  dir  Attraetinn  eiiiiA   naeb  •'imr  Sritr  Mm-nd 
lani^n  Cyliuder«  auf  den  Mittelpunkt  «leiner  Krei:>ba.si!)  auMlrückt. 
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8.  Die  Attraction  eines  abgestumpften  geraden  homogenen  Kreis- 
kegeis  auf  einen  Punkt  seiner  Axe  zu  bestimmen. 

9.  Von  zwei  gleich  grossen  parallelen  Kreisscheiben  gleicher 
Bpecifiseher  Masse,  welche  beide  senkrecht  auf  ihrer  Centrallinie 
stehen,  zieht  die  eine  einen  Punkt  dieser  Centralen  an,  während  die 
andere  ihn  abstusst.     Welches  ist  die  Resultante  dieser  Kräfte? 

§.  3.  Für  Attractionen  gibt  es  immer  eine  Kräftefanction ,  deren 
partielle  DifFcrcutialquotientcn  die  Componenteu  der  Kraft  sind.  Diese 
Function  ist  eine  blose  Function  des  Ortes,  d.  h.  der  Coordinaten  des 
afQcirten  Punktes,  weil  Attractionen  blos  von  der  Entfernung  abhängen. 
Von  dieser  Kräftefunction  ist  das  ganze  Problem  der  Attraction,  vie 
das  Problem  der  Bewegung  des  Attractionskräften  unterworfenen  Punk- 
tes abhängig. 

Es  sei  dm  (Fig.  232.)  das  Element  einer  auf  den  Punkt  P{xifz) 
von  der  Masse  fi  anziehend  wirkenden,   irgend  einen  Kaum  erftillenden 

coutinuirlichen  oder  auch  aus  discreten  Thei- 

Fijr.  232. 

len  bestehenden  Masse,  s  die  Anziehungskraft 
)  für    die    Einheit   der  Entfernung    zweier    in 

/       .     /  Punkte  concentrirter  Masseneinheiten  und  F(r) 

7           ■         ^      fy^  das  Anzieliungsgesetz;   dann    ist   e(idmF(r) 

X'  die  lütensität    der   Kraft,    mit   welcher   das 

T0Sii)V-^-- V(-^  Massenelcment  dm  und  die  Masse  \l  des  Punk- 

tes P  in   der   Entfernung  r  sich   gegenseitig 
«j .-    -X   anziehen.      Sind    ferner    «,    ö,    c    die    Coor- 

dinatcu  von  dm^    so  stellen , 

r  r 

- — ;-  "-  die  Kichtungscosinusse  der  Linie  r  von  P  nach  dm  hinführend  ge- 
dacht und  sind  mithin  die  Kichtungscosinusse  für  die  an  P  angreifende 
Anziehungskraft.     Daher  sind  die  Componenteu  derselben 

£tiF{r)  ^'  ~  '^  dm ,       e^iF{r)  -LZIÄ  ^„i  ,      e\iF{r)  ^  ~-Z  dm. 
r  r  f* 

Für  den  Fall  der  Abstossung  erhalten  die  Cosinusse  das  umgekehrte 
Zeichen,  welches  man  aber  mit  dem  Factor  a  vereinigt  denken  kann, 
sodass  £  als  positiv  für  Anziehungen,  als  negativ  für  Abstossungen  an- 
gesehen wird.  Die  Summen  aller  Componenteu,  mit  welchen  die  ver- 
schiedenen Massen olcmento  auf  ft  wirken,  erhält  man,  indem  man  die 
vorstehenden  drei  Ausdrücke  durch  die  ganze  Masse  hindurch  integrirt 
oder,  wenn  dieselbe  auf  dlscrote  Punkte  vortheilt  ist,  von  Punkt  zu 
Punkt  summirt.  Diese  Summen  stellen  die  Componenteu  A",  3",  Z  der 
Gesammtattraction  zwischen  der  Totahnasse  und  dem  Punkte  P,  d.  h.  die 
Componenteu  der  Kraft,  mit  welcher  diese  P  angreift  und  —  JT,  —  J*, 
—  Z   sind    die   Componenteu    der    entgegengesetzt    wirkenden ,    ebenso 


\ 
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grossen   Kraft,    mit  wclclier  P  auf  jener  Masse  auziphend   wirkt.     Ks 
sind   demuach: 


Z    ---EU  I  F{r)  *' ""  *  ihn, 


worin  das  Intcgralzciclicn  eine  oinfaclic,  doppelte  oder  dreifache  Inte- 
gration anzeigt,  je  nachdem  dm  unendlich  klein  von  der  ersten,  zweiten 
oder  dritten  Ordnung  ist,  d.  h.  das  Massenelement  einer  Linie,  einer 
Flüche  oder  eines  Kürperraumes  ist,  über  welchen  dio  Masse  vertheilt 
ist.     Nun  ist 

r»  =  («  -  .vy  -I-  {b  -  -  ;/)•••  -I-  («  -  zy 

nnil  sind  folglich  (nach  einer  zuerst  von  Lagrango  gemachten  Bemer- 
kung)  die  Cosinusse  der  Hichtung.swinkel 

a  —  .r  ir  r         b  -  -  y  r.r        c     -  z  fr 

r  Cx^  r  ?y  '  r  r: 

und    hiermit  werden 

/  ff 

tlm , 


X        in  I  -     Fir. 

■  J  *      fX 

y       fii  /--  F{r)  '^  dm, 

i'  .  "• 

Z         in  I         Fir)    ^  dm. 


und  wenn  man  also         F \r)  als  d«*n  1)i(Trrentialqu«itienten  einer  Function 
^  (r^)    darstellt,    sodabS         F  n-y  ~    fp' (r)    und    ff  (r)     -  /-  -  Fir)dr    wird, 

e'f  ^  fr 

an    nimmt    die    (iWisse         Fir)  .      die  Ciestalt  n'ir)         au    und    geht    in 

,  ,  *  •  ff  i  r) 

den   partiell  nach  a:  trenommenen  I)iiV«*reMtialiiiintii>nti'n  vtin  fir) 


über.     £benso  wird 

■      F  (r) 
and  maa   erhXit: 

Pr         f  '  q  (r) 

ft           f'fi^r) 
l-    ri 

r:             f*: 

X 

rr-ffir) 
f  11  f                      ihn 
' ,  /         r.r 

r 1 q  t  r    dm 

.n 

t  .1 

y 

/  IC  1                       tim 

• 

'.V 

Z 

fij  f                     dm 

• 

/   1*1  i/i  dm 
in' 

ßcUt  man  daher 

i:       /V  ( r , 

dm , 
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SU  erhält   man    schliesslich   A',    K,  Z  durch   blosse   Differeutiation  von  U 

nach  a*,  ^,  ;,  nämlich: 

to  cy  cz 

Die  Function  ?^  von  ^r,  y,  r,  welche  hierin  auftritt,  heisst  die  Kräfte* 
functiou  der  Attraction  der  gegebenen  Masse  und  kann  der  Inhalt 
der  geführten  Untersuchung  in  den  Satz  zusammcngofasst  werden: 

Wenn  die  Elemente  dm  einer  Masse  il/ nach  dem  Attrac- 
tiunsgesetze  F {r)  auf  einen  PunktPvon  der  Masse  fUr  wirken 
und  man  aus  F  (/•)  zunächst  die  Function  q>{r)  =  J  —  F  (r)  dr 
und  aus  ihr  die  Kraftefunction  U=Jq>{f)dm  bildet,  so  sin'd 
die  Comp o neu ten  der  Attractionskraft,  welche  au  P  angreift, 
die  partiellen  Differentialquotienten  der  Kraftefunction, 
genommen  nach  den  Coordinaten  «t,  y,  z  des  afficirteu  Punk- 
tes, multiplicirt  mit  dessen  Masse  und  dem  Factor  6,  welcher 
die  Wirkung  zweier  Masseneinheiteu  in  der  Entfernung 
gleich  der  Linieneinhoit  darstellt. 

§.  5.  Die  Intensität  der  Kraft  P,  mit  welcher  der  Punkt  {xyz) 
angezogen  wird  und  ihre  Richtung  »,  /3,  y  sind  bestimmt  durch  die 
Gleichungen 

-=(-'-+''+^)*=-[(ID'+(^{)'+(lf)?. 

riiü  u        ros  ß        cns  y         1 

'~x~  ^  ~Y~  ^  ~z    ^  p  ' 

Mit  dersoll)en  Kraft  /%  mit  welcher  die  Masse  auf  den  Punkt  wirkt, 
wirkt  dieser  im  (entgegengesetzten  Sinne  auf  sie;  denn  jedes  Massen- 
element wird  von  ihm  mit  derselben  Kraft  afficirt,  wie  er  von  ihm,  und 
die  sämmtlichen  von  ihm  lierriihrenden,  an  den  verschiedenen  Massen- 
elementen angreifenden  Elcmentarkräfte  liefern,  weil  sie  sich  alle  in 
ihm  schneiden,  eine  der  Kraft  P  entgegengesetzt  gleiche  Resultante, 
welche  man  an  irgend  einem  l*unkte  der  Masse,  welcher  auf  ihrer  Rich- 
tung liogt,  angreifend  denken  kann. 

Die  Kraft  P  ist  eine  Function  des  Ortes  (»tyr);  ihre  Componenten 
parallel  den  Richtungen  der  Coordinatenaxen  sind  proportional  den  pw- 
ti(;llen  DitVerentiahiuntienten  der  Kraftefunction.  Der  Sinn  hiervon  ist 
folgender.  Es  sei  U  der  Werth  der  Kraftefunction  im  Punkte  oryz^ 
V  ilir  Werth  in  einem  folgenden  Punkte  {x  +  dx^  y,  s),  für  welchen 
blos  .t'  sich  geändert  hat,  dann  ist  U' —  V  die  partielle  Aenderuug  von 
U  nach  x  und  sie  ist  durch  dx  zu  dividiren  und  mit  eft  zu  multipU- 
ciren,  um  A'  zu  erhalten.     Es  stellt  daher 

dl'-    n  f^ü  ^ 

A',/a*  ^^  en  - — ■  dx  =  £w  v-   dx 

dx  fX 
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IUP  KlomiMitnrarbcit  ilcr  Kraft  /*  län^rs  «los  W«'gt's  iLr  ilar.     Khenso  winl 

i  f/jiy  =^  f  n         flu     und     Zil:  =^  lu         tiz 

(IJ  t  z 

iiikI  wenn  daher  r/.r,  f/y,  //;  diti  l'rojcL'tioiioii  v\\\i*s  iiiioihllicli  kleinen 
WegPb  ils  sind,  längs  welches  der  aflicirte  I'nnkt  ans  der  l-ajji».  {.ryz) 
in  die  Lage  .r  -|-  r/u*,  y  -|-  ♦///,  :  +  ''•  üb«'rgelu-iiil  ^^edacht  wird,  so  ist 
«lio  Klenientararbeit  der  Kraft  /'  iJings  dieses  W«'gos ,  welcher  mit  der 
ICicIitnng  VdU  P  den  Winkel   i^  l)Uden  nia^: 

/•  cos  {> .  ils  =  Xih  +  Ydy  +  Zdz  --^  «<*('''  'Ar  +  —  «/y  +   '  ''  //:) . 

\  f  J'  f  f/      '  it  z         / 

also  die  Komponente  /' rf<.v  {>  in   der  Uichtnng  von  ds: 

i  t  U  #/.f     ,     /  /''  thj     ,     r  //  tIz  \  dV 

^    \r.ir    r/.v   ^  ft/    ds     '     /:     */a/  '     ds  ' 

IMctio  (*om]ioneu(e  wird  alKo  erhalten,  indem  man  <lie  Aenderniig  der 
Kraft efunction  lilngs  des  We;;es  ds  durch  ds  diviilirt  und  mit  *it  nnil- 
ti|dicirt. 

Die  Kräftefnnction  hat  im  Allgemt^inen  als  Knnction  di*8  Hrtes  (^//r) 
in  den  vertichiedenen  1 'unkten  des  Jinnmes  verschietleno  Werthe.  Der 
Inho*;rin'  aller  i 'unkte  (.r//:).  in  welchem  sie  ein  und  denselben  con- 
MtAUten  Werth  r  besitzt,  heisst  eine  N  iveau  fläche  (s.  S.  211)  und 
V=r  stellt  deren  (ileichung  dar.  Indem  man  v  alle  reellen  Werthe 
durchlAufen  lässt,  erhält  man  die  ;^anze  Schaar  Xiveauliächen  des  Attrac- 
tioiis|iroblenis,  welchem  l-  zu^^ehiirt.  Durch  jeden  l'unkt  des  Kaunies 
geht  eine  Niveau lläc he  und  wenn  IJ  in  diesem  l'unkte  eindeutig  ist, 
nar  eine.     Die    Hichtungscosinusse    der  Normalen  im  1 'unkte  iwyz)  der 

Nivcaallächc    V — f  =- ()  sinil    nroiMutinnal  *  *  und    mithin 

t  .r       f//        fz 

|iri»portional    der  Componenten   .V,    )',  Z   der  Kr:ift  /'.     Ks    hat    daher 

in   jedem  Punkte    des  Kaumc*.s    die   Kraft   /'ilie  Richtung    der 

Normalen    der    durch    diesen    Punkt    ^eliemlen    N  i  veau  fläche 

und  wenn  dn  dit>  unendlich  kleine  Strecke    dieser  Normalen   vom    Fuss- 

punkte  bis  zur  folgenden   Niveautläehe   bedeutet,    so    stellt    Pdfi   die   Kb* 

in«*ntarnrbeit  von   7'  längs    dieses  Weges    dar   und    ist    alsn    dem   Obigen 

znftdgc  gleich  ffi*/r,  wenn  dU  die  AiMtdi*iini;z  vun    /■'  lM'»b'utet,    welche 

/'  bei    diesem   l'ebergauge    zur    fidgeuib'u    Niveautläi-lit*    erleidet,    sodass 

dV 
al«*o    /'  s=  c  li  -p-    wird.       K  s    ist    d  a  her    die    Int  e  n  s  i  t  ä  t    tl  e  r    Kr  a  f  t 

dn 

dem   Aendorungs  verhält  nisse    der    K  räft  efiinc  t  i«in    längs    der 

Normalen    der   Nive.'iufläche    pru  ]Mirt  i«>u  :m  ;    dieselbe    ist    für 

alle  Punkte  derselbtMi  N  iveauf  lache  c  im  n  taut. 

Eini*  C-urve,  welehe  das  Sy.stem   der  Nivi'atitl.'iobeu   in   allen  Punkten 

nonnal  durchschneidet,  gibt  ilurch  ihre  T.ingi^nte  in  diesen  Punkten  die 
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Richtung  der  Kraft  P  an  und  heisst  eine  Kraftlinie.  Zu  jedem 
System  der  Niveaufläclien  gehört  ein  System  von  Kraftlinien,  welche 
die  orthogonalen  Trajcctoricu  desselben   sind.     Die  Differentialgleichung 

iiti         tili        d'^ 

gen  desselben  sind,  da  -.- ,  -~  ^  *  die  llichtungscosinusse  der  Tan- 
gente einer  Kraftlinie  bedeuten: 

dx  dy  dz 

~dU  ^    du  ^  ~Ju" 

dx  dy  dz 

Ist  das  System  der  Niveaufliichen  unter  der  Form  F  {xy  y,  2,  r)  =  0 
gegeben,  sodass  die  Gleichung  desselben  nicht  nach  der  Constanten  auf- 
gelöst ibt,  so  hat  man  aus 

dx  dy  dz 

vor  der  Integration  die  Constante  c  zu  eliminiren. 
§.  5.     Für  die  Newton'sche  Attraction  ist 

und  folglich  /.  /.^ 

V  =  j  g)  (r)  dm  =/  *;"  . 

Die  Kräftefunction  für  die  Anziehung,  welcbo  umgekehrt 
proportional  dem  Quadrate  der  Entfernung  wirkt,  heisst 
das  Potential  der  anziehenden  Masse  in  Bezug  auf  den  an- 
gezogenen Punkt  und  ist  das  Integral  des  Massenelementes 
dividirt  durch  seine  Entfernung  vom  angezogenen  Punkte, 
ausgedehnt  über  die  gesammte  anziehende  Masse.  Wird  das- 
selbe, >vie  üblich,  mit  r  bezeichnet,  so  ist  seine  Definitionsgleichung 

dm 
r 

und  die  Compononton  der  Attraction  sind: 


'=/ 


oder 


da 


dv  öv                          iv 

^  ex  '  i'y                   d* 

A'  =  f u  /  dm  —  ^^  fu  /  —    .,  ,-     dm  =  f u  /  -       .  ■ 

^            i  X  J         r'  Cx                 J         r^ 

Y  —  f^t  J    '  ~  '^   dm  ,       Z  =  f ^J   ^  ^3  ^    dm, 

er         a        X  dr         b     -  y              er          c  —  : 

cx              r       '  iy             r        ^           dz               r 


I 
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Wählt  man  (Fig.  *J.'i*J.)  Polnrcoordinnten  r^  O,  <)p,  dorou  Pol  iin  au- 
gesogenen  Punkte  ixyz)  liegt,  ticreu  Polaraxc  und  Kundainontalebcnc 
der  x-Axe  und  .r^-Kbenc  parallel  laufen,  sodass 

ci  —  a*  =  r  Cü«  i> ,     h  —  //  =  r  *///  0  (Vav  y.,     c     -  z  =^  r  siti  O  .vi;i  qf 
iüt ,    Bi>   wird    das    Massen el cm eut   thn  --  o  •  r-  sin  &  dr  ti9  il<p   und   erhält 
man    für   die    Kiclitungscosinuäsc    des   Uadiusvectnrs   /*   gegen    die   Axen 
tler  J\  y,  :: 

cos  u  -  -  =^  <*"**  *'  > 

r 

''--'/ 
/•0.V  /f ■     -—  sm  u  ros  iy , 

r 

r 
L^alier  nehmen  Potential  und   Kraftcitniponenteu  die  (testalt  an: 

r  -  -  I   j  j  Q  sin  9^  dr  dO  dtp 

X  ^i^    I      I      f  ^    '^'"     ^  *'''  *^^  ''^    *  *'"*    •' 

J'  -       f  U   /     /     I  ()  .VI/1   0  <//•  */i>  r/qp  •  CttS  h 

•   '   IL  '   f  / 

i  u  f    /    i  Q  .siir  i>  r«.v  qn  dr  d9  dtf 

/         ^  I*  I   I   I  -  *'"  *^  *'''  ''^  ''7 

-      *  II  /    I    1  «  .v///"  0  MM  9'  Jr  (/O  (/^ 


m 
'^    "     .  r«,v  I 


'•",: 


§.  fi.     Heis]iiele. 

1 .   I'utülitial  i'iiuT  CdliceiltriKcli  pi<  Hrlii  cht  i'ti:  11  Ilniil  kil  ^ol  (  Fi);.  SitX*. 
Kino   IIohlknfifrlNcliii'lit  nci    iMitlialti-ii   /.wUi-huii   /.\v<'i    («nu-riitrix-lifii    Kuir>'Iil;iclii*ii 
von  den  Kadicii  a.  h\  die  siiucitist-lii'  M.isni^ 
^    a«i    bloA  eiDf   Fuiictinn   dfs   Ali^tandcs  ^, 

TODi  Mittelpunkte,  aUo  für  ntnoviitriHi*!!«* 
Krusten  confltnnt.  Kür  ruInrciMirdinnt«  n 
H.  9,  9.  deren  Pol  im  Mittidiiunktf  r  lir<''t 

nnd     d^ron    Polaraxc*    nml    Kundninriitiil  '1 

ebene   durch   diru  Affifirttn  Punkt  /',   für  '<' '  '' 

«reichen  t' P  =»  ,r  Hci,  t;ehvn.  h.it  niiin:  ^        ^    ^  ^ 

V     -   1     I    I  V         Hin  9  du  dif  dt\' 

9^9         9 


In   i    /  |j   "    sin  \)  du  ,i\f  . 


f^Slirt   man   dir    Entfcrnnn;;  r  di-*«    aii/i« 

Klenieutett  vom  affitirtcu  Punkte  iil»  VaiiiihfU'  durch  die  (fK-irlnui^ 
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9 

ein,  welclie  rrfr  ^=  xu  sin  d'd^  liefert,  so  wir<l 

du  dr . 


^-^jj." 


Hins  ich  tlicli  der  Integr.ations^rcnzcu  für  r  und  h  sind  die  Fälle  zu  nnterschcidciii 
ob  der  Punkt  I*  dem  äusseren  Uaume  oder  dem  inneren  Hohlranme  angehört. 

Für  einen  iiusseren  Punkt  sind  x  —  tt  und  x  -f~  "  ^^^  Grenzen  für  r  und  wird 

i, 


■^^     /*      2  1 


oder  wi'il  '' 


M  -  \n  j  Qii^du 


a 

die  Mnsse  der  Schicht  ist,  t;  =  Die  Componenton  der  Attructionskraft  sind 

demnach : 

und  die   ^auKe  Kraft   /'  =^      ^-  ist  nacli   dem  Mittelpunkte  gerichtet    und  gleirli 

der  Anziehung   der    in    diesem   Punkte    vereinigt    gedachten    Oesammtinassc   der 
Schicht. 

Für  einen  Punkt  im   inneren  Hohlräume  sind  u — x  und  \t -\- x  die  Grenzen 
für  r  und  wird 


V  ■- 


■in  j  QU  du 


also  coustant.     Daher  sind   X—  i'-     Z=/'=0  und    übt  die    Schicht   auf  di-u 
Punkt  keine  Wirkung  aus. 

Liegt  der  Punkt  in  der  Masse  der  Schicht  selbst,  so  zerrdllt  diese  in  eine 
von  den  Uadien  a  und  x  und  eine  andere  von  den  Radien  .r  und  b.  Fiir  entere 
ist  der  Punkt  ein  Uusücrer,  für  letztere  ein  innerer.     Daher  ist  das  Potential 

X  b 


V  = I  Qir  du  -\-  \n  I  gudu, 

"■J  J 


H  .r 


Ik'i  coustanter  specilischer  Masse  q  erhalt  man  für  den  äusseren  Paafct 
V  =  J  (/>^  —  a^)  und  für  die  Vollkugcl,  für  wek-he  «  =  0  ist:  p=  j  tt^A';  ß' 
den  inneren  Punkt  /»  ^  2  Trp  (/>*  —  </*)  und  für  den  der  Masse  angehörenden  Punkt: 

und  insbesondere  bei  der  Vollkugel  in  diesem  Falle:    v^  2  7rp(A*  —  i^'). 

Für  zwei  Kugeldchichten  von  den  Mittelpunkten   C,  C'  und   den  Massen  M^ 

M'  sind   die   Potentiale    für  einen    iiusseren   Punkt  P  gleich,    wenn    i;«=^/p/i" 

Der  Ort  der  Punkte  gleicher  äusserer  Potentiale  ist  daher  eine  Kugelflächo,  deren 
Mittelpunkt  auf  dor  Centralen  Clf  liegt  und  welche  diese  Strecke  im  Verhältniss 
Ml  M'  harmonisch  theilt.    Für  drei  Ku^elschichten  enthält  der  Schnittkreis  zweier  der 
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«Iroi  I'ntcntiH]kupt.'lii  «lie  ]*iiiiktc  {»Iriclicr  HiiHsiTcr  INitoiitiale  für  nllr  flrci  Scliicliten. 
dmbcr  nchneifloii  »ich  die  drei  I'otpiitiiilkii;;:fIii  in  ciiieiii  und  dcniNrlltcn  Kr«iHi'.  iSri 
Tior  Scliirliton  f^iht  ca  svclis  Potential kn(;c-ln ,  wolchu  i*ino  (^cmcinHanic  8ehno  hu- 
aitxeii,  wt'lcho  die  beiden  Punkte  jvleicher  Puti'ntinle  für  nllu  Scliieliten  verhindet. 

*J.  Piitentiiil  einer  lioniu^rcnen  Kreislinie  /'„;1//',  in  Iteziif^  auf 
Pillen  äusseren  Punkt  P  ihrer  Kliene  (Kip.  --».if.).  Kür  /'/*  -  .r,  r M  =^  H, 
/M/  =  u,    Winkel  //»„Jf  .=.  ^  ist  /unäelinl: 


'•  -^  \l 


•fjt    «Icr   (\>ntriwinkel    .)/('.l/'=^  2  •  .1//'„.1/'^  2  r/d   ist.      Ferner  crf^ibt    itirh  «   am 
clem   Preiirck   i*f\M  durcli  die  <ileieliun^^: 

M«  ^  at  -\-  .,  ,'  +  CJ  /i  Wii  4>)»       2  («  +  a)  2  /{  Hin  &  rott  ( J  »r  —  d). 
nämlieh: 

„s  ^  .  Ä  +  .,.,«  -  1  //.,  x«V  4>  ^  (//    f-  .,  . '     1         (^/ /'  ]j  *'"'  ^    • 
Hiermit  wird: 

4  p«      /•  'I»  4p«     ../',         2/'H.A 

f>ie    Nivojiuliuien   sind  Kreide,   cnnetMitriHoli  mit  dem  »n/ielicnden.     Auf  di>m  Vm- 
fitüf^e  wird  p  :=  x   und  von  da  nimuit  va  ab  und  verMcliwindet  für  .r  --  x  .         Dan 

I'ot^iitiiil   liiinfft   l>lo?t  vun   deui  Vi'rliültniMse    *-•    ab.  drnn  e»  ist 

|>'iir    zwi'i    in    einer   l']bene    lie^i-nde   Kreise  v'in    den   Katlii.'ii    /f,   //    um    «litt   Mittel 
piiiiktc  f\  f'  ist   iliT  cefimetrineliii  Ort 


i  I..  L'.ii. 


Aller   Pnnktti  J*  der  Kbenu,   wrlelie    in 

|lcxii|;    Hilf  nie   ;;leiclie    Piitt-iitinle    ln-i  "^  M' 

If1ff*it-Iicr    «pevitiBcher    Ma.Ms«'    lif.sit/.eii.  /  .'  ^ 

t  r     v'p  H/     \ 

b«*scbn(Ten,   das«*     .      —     ,.  .      Mi-r       /  "i^*^      .-  •^  ^ 


Ort    int  dnliiT  ein  Krcix,  iles^i'ii  Mi1U-l-  ^\  f*  /* 

pnnkt  auf  der  (VntrAb'ii  ^''''  lii-u't  uinl 

welcber  dii>  Ceiitralütrri  ki*  itn  Vi'rlii-ilf 

niaa  iiiH  barmonineli  tlifilt.    Kiir  ilrri 

Krci«e    pbt  es   ilrei    snlrher  Poti-ntial 

krei«^   nnd   da   ilii*    Sriiiiitt|iiinkti!    /wrii-r   Y<>n    iliinii    :;lriciies    Potrntial    In    lti-/.ii^ 

anfalle  drei    Kreise    lie!«it/.fn,    mi    ^ilit    ib'r    driflr   Kreis    iluri'li   die    Sehui(l|iiiiiktti 

derselben.     Alle  drei  lieiti(/.<'ii  ilaln-r  riiir  f^i'Un-inM-liafllirln»  Siduie. 

:i.  Wirkung  eim-N  iilualni  M  a^'U  •- 1  c^  auf  rim'U  in  u;:n  et  iNelicn 
Paukt.  Von  xwei  Punktin  ./  iiii«)  /•  /iijn-  ./  •  Im  n  PniiLt  /'  nii ,  //  nIiihhi*  ihn 
Ab.  beides  mit  Kräften,  wili-lir  in  ib-r  Tinhiit  ihr  liiitt'iriiuiii'  L'h-ieh  nml  dem 
Qoadrate  dvr  Kutfernniii.-  iiiii;;«-ki*lirt  )iri>piirtiiiMal  siml.  .1  nnil  /*'  .seii>ii  f..  II  die 
Pole  cinod  idealen  Ma^ni-tts  iiihI  /'  liii  mit  Mai;ii<'ti-iiiU!<  vnii  tb-r  Art  wlf  H 
behaflcL  Sind  r.  i'  dii-  Kntfi-riiiin;;iii  /'./.  /'A*.  i<«t  m  iVw  i^unntitiit  mairn«*- 
Schvll,   ThMkri«  dl  lii-«.  II.  •!.  Killt**.  ■••> 
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tischen  Agens  in  A  und  By  so  ist  das  Potential   o  = -7-*=  eml ,). 

Die  NivcautlUchen  sind  RotatlonsnUchcn  nm  .4  B  als  Uotationsaxe  und  liegen  sym- 
metrisch gegen  die  Ehenc,  welclic  auf  AB  in  dessen  Mitte  senkrecht  steht.  Die 
Gleichung  dos  Systems  der  Nivcaudüchcn  in  dem  hipolaren  System  der  Pole  AB 

ist: /  =  C.    Für  C  =  0  ist  die  Niveuufläche  die  eben  erwähnte  Symmetrie- 

r         r 

ebene,  auf  der  Seite  von  A  ist  das  Potential  positiv,  weil  r  ^  r',  anf  der  anderen 

ist  es  negativ.    Wird  0  sehr  gross  im  Negativen,  so  wird  r  sehr  klein,  also  reda- 

cirt  sich  die  NivcauflUclio  auf  einen  sehr  kleinen,  den  Punkt  A  umgebenden  Ranm; 

für  selir  grosse  positive  C  findet  dasselbe  in  B  statt. 

§.  7.  Das  Potential  besitzt  viele  intercssanto  und  für  die  Anwen- 
dung auf  inatlicmatische  Physik  wichtige  Eigenschaften,  von  denen  wir 
einige  entwickeln  wollen.  Dieselben  erleiden  mancherlei  Modificationen, 
je  nachdem  die  anziehende  Masse  oder  das  Agens  einen  körperlichen 
Kaum  erfüllt  oder  auf  einer  Fläche  ausgebreitet  oder  längs  einer  Linie 
vertheilt  ist  oder  sich  in  discretcn  Punkten  befindet  Der  letztere  Fall 
bietet  keine  besonderen  Schwierigkeiten  dar;  wir  handeln  hier  zunächst 
und  vorzugsweise  von  dem  ersten.  Einen  wesentlichen  Unterschied  in 
allen  derartigen  Untersuchungen  begründet  der  Umstand,  dass  der  afE- 
cirte  Punkt  ausserhalb  der  anziehenden  Masse  liegen  oder  ihr  selbst 
angehören  kann.  Was  die  Vertheilung  des  Agens  im  körperlichen  Räume 
betriil*t,  so  nehmen  wir  zunächst  an,  dass  dasselbe  ein  allseitig  begrenz- 
tes Continuum  bilde  oder  aus  mehreren  getrennten  Parthieen  von  der- 
selben Eigenschaft  bestehe  und  dass  es  in  allen  Punkten  von  endlicher 
specilisclier  Masse  sei.     Mau  kann  dann  behaupten: 

Das    Potential    v   und    seine    nach    den    Coordinaten   des 

dv 
afficirten   Punktes   genommenen   partiellen   Derivirten  — , 

dx 

ö  ü  ()  V 

-■  ,     /        Hind     CO  ntinuirliclie     Functionen     von     endlichem 
dy        tz 

Wcrthe  im  ganzen  Kaume  und  die  Grössen  xv^  yr,  sr,  sowie 
X'  ;     ,    //"*   .     ,    z*  -■-    überschreiten    in    keinem   Tlieile   dessel- 

(KC  (tj  tz 

bon   Ol  110  Im*  stimmte  an  g  ob  bare  Grenze. 

Für  cincüi   der  Masse  nicht  angehörenden  Punkt  (.ryt)  leuchtet  die 

Endlichkeit  und  Oontinuität  von  v  =  1       ,  wt>rin  lit  das  Volumenelement 

•    ■      .  1 

nnd  ttttf  dossoll  Masse  thn  darstollt,   dt  sofort  ein,  da  o  und  --  endlich 

r 

sind,        ///  immor  uiiondlicli  klein   ist  und  die  Integration   über  endliche 

RHiiiiio  erstreckt  wird.  Für  den  Fall,  dass  Q  in  einzelnen  Punkten  oder 
l.'ings  oiiier  Linie  oder  Fläche  eine  plötzliche  Aendernng  erleidet,  aeigt 
eine  Spaltung  dos  Integrals,  dass  diosor  Umstand  die  Endlichkeit  und 
ContinuitHt  desselboii  nicht  beeinträclitigt.     Dasselbe  gilt  von 


k.     .^ 
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/a  —  .r       .  irr         /V;    --  1/        .  ir r         i*r  —  z 


du 

sowie  von  den  Krnftcomponentcn 

<\v  ry  ( z 

Für  einen   in    der  Masse   de»  Agens   sollist   liegenden  Punkt  {xyz) 
leuchtet  die  liiclitigkeit  der  Helmuptung  niclit  unmittelbar  rin,  denn  für 

die  diesem  Punkte   nächst  unliegonden  Massenolemente  wird         unend- 
lich gross  nnd  wenn  auch 

a  —  .r  h  —  y  ,         r  —  z 

-  -    -     =  ros  *j ,  =  ctis  h ,  =  cus  I 

r  r  r 

endlich   hlcilien,   so   findet   sich    doch   im   Ni^nner   des   Klenientiirfsictors 

CV  t  V  f'l' 

der   Ausdrücke    für    -. —  ,  ,  und   -V,    }',    /   nocli   die    (Irösse   r' 

( X       iry        f  z 

vor,  welche  die  Endlichkeit  derseliien  zweifelhiift  niaclit.    Indessen  zeigt 

der  Uehcrgang  zu  Polarcoordinaten  für  den  Punkt  {xyz)  als  P(d,  dass  in 

V 


=  j   j   j   ^     /•'•  sin  il  dr  tl9  ilq^ 


1*  '■  i    i    t 

«f*  f'l'       J  tf  J    r 

V  i  *  i  *  /  * 

--=:  .,  _    j      j      j  --.     ^^^,s   ff   .   ;.'.•   jii/i    {>,/,■  ,/0  fi(p^ 

ffi  cy        Jt'p/    r 

Cfi  (^z        J  Jj    r 

die  störenden  Factoren  ilrs  Nenners  p»tilgt  wenlt'U  könn(*n.  Niclits- 
destowenigf-r  scheint  es  nicht  vnllkomnirn  streng  auch  iiir  uniMidlich 
klpine  r,  diese   Factt>n*n  sofort  zu  Ix'seitigi'n  und  dadutch  die  unter  iler 

Konn  auftretende  rniiestinniitheit  /.n  hidi4>ii.    Vielmehr  muhs  man   für 

innere  Punkte  r,   .V,    )",   /  neu  defuiiren.     /n   diesem  Z\v«'cke   lege  umn 

nm  diesen  J'unkt    eine    kleine  Kug<>lil.-iehe  nnd   sehlio>be  die   Mass«*  der- 

nelben   znniichst  Ihm  der  Autstelliin;:  dieser  (tWissen   aus,  sodass  man   nur 

ober  ilio  Uhrig«*,   ausserliaU»  die.ser  Kn;:i'l  lie^cndt*  Mas.sc   liinweg  lnti';;rirt, 

tilge  die  Nenner  ;■  g«*gen    «h'n  im   /.'ililer    .s1f|it'iidi>n    Faclttr  ;'  nml   ver 

.V  J'         / 

stplie  unter  r,  ,  ,  die   (iien/wiMtlic 

f  Jl  tu  {  II 


•    •    • 
-   fitti  ■  I    f    j  o  r  S/N   i*  ilf  t!tf  th^  , 


t*  i  *     *     * 

-  —   fitii  ■  I    I    f  11  t'fs  *i  •  r  >in  i>  ilr  1/1)  tttf 
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r  rrr 

=  lim  '  I   I   I  0  cos  h  '  r  sin  d^  dr  rft>  dm , 


l  i   i   i 

=  lim  •  I    I    1  ii  cos  i  •  r  sin  0"  dr  dd"  dtp  , 


Z 

f| 

welche  man  erliitU,   wenn  die   kleine  Kugel   sich   auf  den  Punkt  {o:  y  z) 
zusammenzieht.     Man   hat    dann    aher  zu  erweisen,    dass    die  Derivirten 

X      Y 

des  Potentials  nach  x.  y.  z  auch  in  diesem  Falle  die  Grössen    — ,     -, 

—   darstellen.     Nun   erhält  man   aher  z.  B.    -,r~  i   wenn    P'    einen   dem 
£jti  ex 

afBcirten    Punkte  P  in   der  Richtung   der  x  in    der  Entfernung  Ax  be- 
nachbarten  Punkt   bezeichnet,    für  welchen  MP^=r    und  v    der  Wertli 

des  Potentials  ist,   indem  ni.an  die  Grenze  von  —  -■     fiir  abnehmende 

A  X 
/Ixy    d.  h.  die  Grenze  von 

}    \  f  f  /  ^'  ''  ^^"^  ^  ^^  ^^^^^  ~  f  f  I         ''*  ^'"  ^  ^^^  ^'^  ''^) 

bestimmt.     Es  ist  aber 

r  =  (r^  —  2  r  Jx  cos  fj  -{-  Ax'P  =  ;•  [1  —  2  Jx  {cos  g  —  ^  Ax'^yp 
und  folglich 

Daher  wird 


=  lim       ^        =  ///;<  I    f    i  or-  Sin  &  dr  dO  dw  •       -      =    --- 
<'A'  ^a-  JJJ  r  sfi 

und  Aehnliches  gilt  für  die  beiden  andercMi  Derivirten.    Hiernach  ist  kein 
Zweifel  mehr  möglich  über  die  Endlichkeit  und  Continuitiit  von   r,      -  , 

.     ,     .     ,    -Y,    r,  Z    für   alle  Punkte   des  Kaumes   und   dUrfiMi   die  Fac- 

fjy        t'-z 

toren  r,  r^  der  Nenner    unter   den   Integralzeichen   getilgt  und  Differen- 
tiationen nach  o.*,  //,   z  ausgeführt  werden. 

't}v  '()v  fin 

Behufs  der  Grenzen  für  .rv,  yr,  zv-  x^    -  ,    y-  ,-.     ,    z'  ■---    bemerke 
,  ("x  cy  dz 

man,   dass  aus 

r  =  f(«  -  a-)-'  +  (6  -  y)'^  +  (^  -  c)-']^ 

abgesehen  vom  Zeichen,  also  mit  bioser  llücksiclit  auf  absolute  Wertlie, 

folgt:    r  >  ^1  —  a;,    also  auch     -     <  und  wenn   Ä  das  Maximom 

r         a  —  X 

l  1 

der  Coordinate  a  ist,  auch     -    < .     Hiennit  ertriht   sich 

r  A  —  ;r  " 
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/''•  ,n  <  I'    ''     ,u 

J    r  J  A  —  j- 


«1.  h.   wfil   \\itU    -  .V  die  anziehen (K*   Mahsc   dnrätrllt, 

.»/ 

r  < 

A  -  -  .<• 

und  mithin 

.l/.r 

./    -  X 

Da  >ii:1i  der  riliKoliitc  Worlli   vmi  mit  wiichsiMidem  .v  der  Kinlieit 

-  /    -  .r 

nähert,  so  blcilii  jcr  «tets  unter  .1/  nU  Grenze.    Ebenso  tur  die  (iröascn 

uvj  zr.     Ferner  \»i  ans  iihnliclien  (iründcn      ,   ■<  ,  ■. »    J^'«'" 

•^  r'         (#1  —  j'j* 


nn 


t't*  (       X       \* 

d   t'id;rlich  .r*  -^   .1/  (       '         )     nud  wonn  man    für  n  das  Maximum 

f  V  (      •♦*      \'* 

A  einsetzt,    .lus   nocli  »tärkerom  Grunde  .r*  -C*    M\   ,  )     u.  s.  w. 

^.r  \.i  -  -  .IV 

Mau  kann  die  Grenze,  wclciier  i\^\\  xr  lur  wachsende  x  n.'Üiert, 
aussehen.  Uenkt  man  den  an;;ezogcMien  Punkt  in  der  Ivichtun;;  der  .r-A\e 
ii.ich  dem  rnenillirlien  sieh  enttarnend,  nennt  n  flen  Uadiusveetor  vom 
l'rr«|irnn;^i'  '/  naeh  dem  MasM>nrlemente  dm  und  ^  seine  Projcctiun  auf 
die   j-A\e,   mi   ist    dir   Kntteinnu^ 

r  —  f.L-  +  //•  —  -  /ii;i"   -  -  X  j  1   -|-  ..  j 

und   fid;;1ieh 

,    ^   ..         „••-•.>„A     \       .   /         ^«M-;>"i^ ). 

r  .r   \  .»■■         /  .r    \  *  .r*  / 

Man  liat  dann 

t\m  i  lim 


•     • 


J      I  J      X  \J  X' 

\h*r  Werth   des  »-rsten   Intejijrales  in   dieser  Krlhe  ist  ,  dalier 


•  ■  • 


Für  wachsende  x  n;iht>ru  sich  alle  auf  .V  I'n1>rcnden  Intc^^iah*  der  Null  und 
wird  nlsti  lim(xi\  --  .V.  Kl»ensn  für  //r,  r '-.  Dieser  Satz  l.-isMt  sirii  auch 
Twii  andf-rcr  Seite  her  dirert  einsehen.  '.le  \v«'iter  sich  nändicii  «h'r  an- 
gexiigoue  I'unkt  in  ir^eml  einer  Kirhtun^  entfernt .  desto  mehr  nahern 
•ich  die  Uiehtun^en  der  anziehen<leu  Kiafte  dem  r.'tral!eli>mu.s  und  da 
letxtero    den   Massen    pmiiortinnal    sind,    so    hihlen    sie    im    GrenzfaUe 


g78  Charakteristisch 0  Eigenachaften  des  Potentials.'  IX.  Cap. 

oin  System  von  Parnllolkräftcn,  deren  Resultante  durch  den  Mittelpunkt 
der  Masse  geht.    Diese  Resultante  ist  die  Summe  aller  Kräfte  und  folglich 

_^  dm             bulM 
—  t^Z  -     = 5^- 

und   ist  also  —     die  Function  v^    deren  partielle  DifTerentialquotienten 

die  Componeiitcn  der  Attraction  geben.     Dies  liefert  aber  zugleich  den 
Satz : 

Je  weiter  der  afficirte  Punkt  sich  von  der  anziehenden 
Masse  entfernt,  desto  mehr  nähert  sich  die  Attractionskraft 
und  das  Potential  der  Attractionskraft  und  dem  Potentiale 
des  Massenmittelpunktes,  wenn  in  demselben  die  Gesammt- 
masse  vereinigt  gedacht  wird  (s.  S.  273  am  Ende). 

§.  8.  Auch  die  zweiten  und  höheren  Differentialquotienten  des 
Potentials  sind  für  Punkte,  welche  der  Masse  nicht  angehören,  bestimmte 
endliche  Functionen  von  »r,  ^,  z.  Für  Punkte  der  Masse  findet  dies 
nicht  immer  statt,  vielmehr  gibt  es  besondere  kritische  Punkte,  Linien 
und  Flüchen,  in  welchen  bei  Discontinuität  der  specifischen  Masse  auch 
eine  Discontinuität  der  zweiton  Differentialquotienten  eintritt,  sodan 
diese  an  solchen  Stellen  zwei  verschiedene  Wertho  erlangen.  Beim 
Durchgang  des   angezogenen  Punktes   durch   die  Oberfläche    der  Masse 

z.  B.,   woselbst  die  spccilische  Masse  plötzlich  Null  wird,    ereignet  sich 

«■,•> 

dies.     Bildet  man   --  .,   z.  B.,  indem  man 

dv  ra  —  X 

Cx       J        r* 

nochmals  diflercntiirt,  welches  liefert 

i^x'      J  \       r'^  r^         ) 

und  transformirt  diesen  Ausdruck  auf  Pularcoordinaten ,   wobei 

/i  — ^—  ^ 

dl  =  r "'  sin  O  dr  //O  dcp ,       —  =  cos  ^ 

r 

wird ,  so  erhält  mau  die  Form 

in  welcher   sich   der  Factur  r  nicht   mehr   hiuwcgliobt   und   ans  welcher 

f.-ü 
man   als»»   in  unserem    Falle   nichts   über   die  Natur  von    7^—^   erkennen 

kann.    Es  muss  daher  hierfür  (Tino  ganz  andere  Methode  der  Discussion 
eintreten.    Diese  bobtcht  darin,  dass  man  das  dreitacho  Integral,  weiches 

-     darstellt,   in  ein  Doppclintegral  umwandelt,    welches  über  die  Ober- 


J 
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fluche    der    Masse    zii    orKtrockcn    iHt.     Dio    njirlitolgoiule    ITiitorsiichiing 
wird  in  dieser  Hinsicht  den  Satz  howoison: 

Abgesehen    von    Punkten,     in    welchen    die    Kpccifitiehe 

31  «8  8  0    plütsclich    ihren    Worth    ändert,    sind    nuch    die    drei 

ir  p        f   V        f^v  , 

Grössen    .    ...    ^r-:r  ,    ,   ..    endliche   und  o  i  n  d  o  u  t  i  i;  c  F  ii  n  c  t  i  u  n  e  n 
rx'      dt^*      t'z^ 

von  j*,  y^  :  und  bestehen  für  »ie  die  beiden  O  leirhunj^en: 

;-■,  +      ..  +      ..==0. 

fx^      ffr       ^** 

t'V     ^^  f^r     1^   '    ''  _ 
rjc^        ty         fz* 

erst  er  o  für  einen  äusseren,  letztere  für  einen  in  der  Masse 
liegenden  Punkt,  der  sich  nn  einer  Stello  (.i*  v  r)  befindet, 
an  welcher  die  speci fische  Masse  {gleich  <i  ist. 

Von  diesen  beiden  Ci]eicliun>|;en  wurde  die  erstere  von  Laplace 
gegeben,  die  letztere,  welche  eine  Verallgeineinerun«;  der  ernteren  iKt, 
indem  sie  für  einen  äusseren  Punkt,  für  welchen  der  mit  ihm  zusammen- 
fallende  Massenpunkt  dio  specitiäche  Masse  ^  =  0  besitzt ,  mit  der  er- 
steren  zusammenfällt,  rülirt  vnn  Poissini  her. 

Drücken  wir   das    Massenelement   tlm  ==  q  dt   durrh    li  da  dh  de  aus, 

ao   iit: 

1 


"=111  '    »dndhilr. 

' •••      J  ,'  ,1         '■•■ 


Auä  r'  =■  (u  —  u')'^  +  (^    -  y)'  +  (*'  -     •/*'  f'df^t  aber  /•  --■         (a       .r) 

and     auden'rseits    r         =^  n        j  ;    (biher   wird  --   -  -  und    alsi) 

in  t .r  t  II 

1     fr  \     *r 

weiter   -  -     .,  --     ,         ,    il.  n.: 


r'   9'x  r*    t'n 


;■  \  ;• 


f  /' 

llirrdurch  j^dit  alu*r  der   Ausdruck   fiir  üiicr  in 

„  rr/H-  D        /■/'  /■■(  :i 

,       =    /     /     /  ffdiidhdr:      I     I  dUdrl  (m/ii. 

Ilookt  mau  sich  nun  üiier  dem  vcrsi-hwindentl  klrincn  Itt'i'!iti*i>k  dbdr 
■enkrccht  zur  Kbene  der  //r  ein  untMidlich  M'hinah's  Paralli*li*pi)i«*d  er- 
richtet, so  ist  die  Int('|j;ratiiin  nach  n  aus/mlclinen  über  ili«*  Ma.ssc  widclic 
danelbe  aus  der  Oesammtiiiaä»e   herauNM-hncidet.     Ks   trete   (l'i^.  '.'-"•'».) 
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Die  LaplHCc  -  Poiäsoirschc*  Gleichung. 


IX.  Cmp. 


die  Kaute  des  Parallclcpipeds,  dt^eu  Puuktc  die  Coordinaten  6,  c  habeo, 
bei  iV,  in  die  Masse  ein,  bei  .1/>  aus,  bei  M.^  wieder  ein,  bei  M^  wieder 
aus  u.  s.  f.  und  seien  r, ,  r.»,  r.^,  r,,  ...  die  Radieuvectoren   PMi^  PM^ 


/M/3,  .  .  .,  welche  nacb  diesen  Punkten  liiuführeu,  sowie  ^, ,  ^.»,  ^j,... 
die  Werthe  von  (>  in  denselben  und  «/j,  ex^,  CI3,  .  .  .  ibre  Coordinaten- 
wertbe  tt.     Nun  ist  allgemein: 


y  ^.  <* ''"  =  "  r   +J    r    a« 


da 


und  indem  man  dies  Integral  v(»n  €/,  bis  «/.),  von  fi.^  bis  n|  u.  s.  f.  nimmt, 
erhält  man: 


H-l) 


()  il<t  --^   -    - 


ih 


+  ::- 


r,  r 


\/     r    da 


die  beiden  hier   angedeuteten   Integrationen  längs    der  mit  Masse  beleg- 
ten Kante  des  Parallelepipeds  getuhrl  gedacht.     Demnacb  wird  jetit: 

;:=-.//■"■"■■(::  ■ :.;+ ::-  :;+■■■•)+//■"'-/; S'- 

Die  Kle^nente  der  Oberfläche  der  Masse,  welche  das  Parallelepiped  bei 
/V, ,  iW.^,  iV.p  ...  trifft,  seien  nun  ds^y  f/i?.^,  ds.^^  ...  und  die  Winkel, 
welclie  die  nach  aussen  gerichtete  Normale  der  Oberfläche  in  diesen 
Punkten  mit  der  x-Axe  bildet,  seien  cfj,  rr.,,  w.j,  ...  Diese  Winkel  sind 
der  Keihe  nach  abwechselnd  stumpf  und  spitz,  stumpf  bei  jedem  Ein- 
tritt in  die  Masse,  spitz  beim  Austritt  aus  derselben  und  sind  also  cos  (Tp 
cos  cf.p  cos  cf;, ,  .  .  .  negativ,  cos  «., ,  cos  er,,  ...  positiv.  Nun  stellt  dhde 
die  genieinschaftliclu»  Projection  aller  Fliichenelemcnte  ds^^  dSn^"*^^^ 
die  yc -Ebene  dar  und  wird  also  erhalten,  indem  man  diese  Elemente 
mit  den  Cosinussen  ihrer  Neigung  gegen  die  yt- Ebene  multipliciri. 
Jedes  Element  bildet  aber  mit  dieser  Ebene  einen  AVinkcl,  wie  «Uc 
Normale  mit  der  ,r-Axe  und  da  dhdc  den  absoluten  Wertb  der  Pro- 
jection  darstellt,  so  sind  die  Cosinusse  der  stumpfen  Winkel  «  durch 
die  Cosinusse  ihrer  spitzen  Nebenwinkel  zu  ersetzen.     Man  hat  daher 

dbdc  =  -    ds^  cos  «^  =  -\-  ds.^  cns  a.^  =  —  ds^  cos  «3  =  -j-  ds^  cosa^  =  ■•• 


.4 
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f'r 
ad  wcnu   man   iu   Acta   «rätiui    Iiitoi^ralo-   von  uiitiT   ilciii    Inirirral- 

»iclieu  die  Multipliciititm  luit  dhtlr  .'lusfülirt  und  in  jnlfni  liuät.'iiuItiioiUf 
E*r  Summo  für  dicKOB  Klcmentnrrcchtcck  soinon  Atihdruck  durc!i  das 
üui  belrcfTcndcn  r  und  q  eutHprechendr  riäclionidcnirnt  tli  ein  führt, 
oilurcli  man  crliült: 

—  cos  Ä|  •  — -  f/5,  —  rus  a.,  •     *    tls^  —  cns  u^•  *     ^ls^  -     •  •  • 

ist  dio  Hedcutun;^  dos  Integrales  die,  dass  die  Summe  aller  Klemunle 
Cus  a '  ds    über   dio    ganzo    Obertlächc   hinweg  erstreckt,    gebibiet 
erden  solle.     Uezeichncn  wir  dies  Oberfljicbenintogral  mit 

—  I      -  VUS  ß  •  ds 


id    schreiben    in    dem    zweiton    Hestandtlioile    von  wieder   di    Tür 

I  db  dr^   so  kommt 

rv  in  ,      i     i    ^     f'9 

=  -      I         ms  €(  •  ds  -f  I  dl  . 

iH  erste  Integr«i1  über  die  nbeitliielie  ibT  Masse,  das  zweite  über  dio 
■rperlichc  Masse  felbht  zu  erstrecken.  Diese  (Meichnng  gilt  für  einen 
iKf«eron  Punkt,  wi(>  Hir  einen  inneren;  für  einen  inneren  l'unkt  hat 
All  nun  wieder  die  Mas.se  einer  kleinen  Kugel  um  diesen  l*unkt  hemm 
isaeu.^cheiden  und  den  Ctrenzwerth  zu  suchen,  welchem  sich  di(^  rechte 
cite  nÜhiTt,  wenn  diese  Kugtd  selb.st  die  Null  zur  (fi-enzo  hat.  Uebri 
pns  setzt  ilit^  (tleichnng  voraus,  dass  q  durch  die  ganz«*  Masse  liindurch 

iutinairlich  sei,  damit      '    niemals  unbestimmt  werde. 

*  11 

Differentüren    wir  jetzt    di«*    fileichung    nach    .r,    wrlclier  Hpcration 
ichts  im  Wege  steht,  da  r  blos  iu  erster  INitenz  im   NenuiT  vurkonuut, 

Bfl    biblcii    die    beiden    analogen   Cileiehungen   tiir  und  ,    so  ei- 

iltnn  wir: 

t'r  i*tt    -    .1"  1     i  "  —  ■•'    "* 

.,  =     -  I  n  rns  ii  ds  -ff  ..  '    dt 

i'V  i  h  '-•  tf  .  .     /  */i  V     /  o 

,    =         1  .1,  1-o.v  fids  AI  .  dl 

t  'V  i  r         z  I     i   *'         :     f  o 

.   -.  —  I  o  ms  yds  -I     I  /    »//, 

rtriu  o,  /5,  }*  also  die   Kichtungswiukel  der  nach  aussen  gericliteteu  N<tr 
aIp    der   Oberliiicho    der    Masse    bedeuten.      Pie    Adilition    flieser    drei 
leicliungen  liefert  weiter: 
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,    r(a  —  X    dQ      .    h —  y    dg     ,   c —  z    dg  \    dt 
\J   \     r         da     '^      r       W^~r'  J^J  ^' 

Zur  Interpretation  des  ersten  der  beiden  Integrale  rechts  dient  die  Be- 
merkung, dass  der  Cosinus  des  Winkels  <s,  den  der  Badiasvector  r  mit 
der  Normalen  der  Obcrfiäcbe  bildet, 

a  —  X  ,     b  —  w         /,,c  —  z 

cos  (S  ^ cos  cc  -\ —  cos  ß  H cos  y 

r  r  r 

ist  und   mitbin   das  erste  Integral,   das   wir  mit   N  bezeichnen  woIleD, 

die  Bedeutung  bat: 

_,        rcos  0 
N=J.—^-Qds. 

Behufs  des  zweiten  Integrales,  dessen  Werth  mit  31  bezeichnet  werden 
möge,  diiferentiiren  wir  die  Gleicbungon  für  die  Richtangscosinnwe  dei 
Radiusvectors  r,  nämlich: 

r  cos  g  =  a  —  a:,         r  cos  h  =  b  —  y,         r  cos  i  ==^  c  —  z  J 

so,  dass  blos  der  Kadiusvector  r  und  a,  6,  c  als  veränderlich  gedacU 
werden,  nicht  aber  seine  Kicbtung.     Dies  liefert: 

da  ^         db  .de 

cos  g=:  -  -  ,         cos  Ä  =  -—  ,         cos  I  =  - 
er  or  dr 

und  hiermit  wird: 

a  —  X  Tjq  ^^h  —  y  ^Q    \_^  —  ^  ^'^ ^^  ^'*  _i_  ^Q^b    j^  dg  de dg 

r      da  r      db  r      de        da  dr        db  dr       de  dr       dr ' 

wodurch  M  übergeht  in 

Demnach  ist  jetzt: 

oh    ,    d'^v        d'^v 


rcosa  reg    dt 

N=J    -^,      gas,         M=J^   -,. 

Jetzt  verwandeln  wir  das  dreifache  Integral  M  in  ein  doppeltes.  Sein 
Werth  fällt  verschieden  aus,  je  nachdem  der  Punkt  P{xyz)  der  HatfC 
angehört  oder  ausserhalb  derselben  liegt.  Um  P  beschreiben  wir  eine 
Kugclfiäche  mit  dem  Radius  1  und  zugleich  durch  das  OberfUchen- 
elcmcnt  ds  einen  unendlich  schmalen  Kegel;  derselbe  schneidet  ausser 
Kugel  ein  sphärisches  Element  dx  heraus,  welches  den  körperlichen 
Winkel  des  Kegels  misst.  Das  Volumenelemcnt  wird  dann  dt  =  r^diir 
und  mithin: 


J   tr     r-       J   er 


i 
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und  wenn  wir  naeli  r  intogriron  und  mit  9,  Q^J  p^f  -  -  -  ^^*-  spcciiischcn 
Massen  in  P  und  den  Punkten  bo/.i*ichneu,  in  welclion  dor  Kadiusvcctnr 
dio  Oberfläche  trifft  (Fig.  2:\6,): 

.V  =  1  (—  p  +  9,  _  pj  +  p, )  ,/r, 

welelips  Integral  über  die  Kugeltläcbe  nder  eintMi  'J'Iieil  dertiellien  aus- 
sadehnen  ist,  je  nachdem  P  im  Innern  der  Mnsso  liegt  uder  nicht. 

Für  den   inneren  Punkt   erstreckt  sich  das 
Integral  über  die  ganze  KugelfUiche.     Der  erste  ^.  — ^sjv^f 

Bestandtheil  f —  y„r/T  liefert   —  1  ?»'(>,  der  Kest  '^       -"^^ 

J(9x  —  Pa  +  9:i  4"  *  •  ')  ''^    JÄsst   sich    leicht   auf  qS/^' 

das  Integral  A  reduciren.     Sind  nämlich  /'|,  r.,,  ol-^) 

Tj,  ...  die  Kadienvecloron  für  die  Schnittpunkte     -     y?^  -^ 
mit  der  Ohertiftche,  r/.«|,  //.«.,,  th^^  ...  die  Fläciien-    \P[mj%J 
elemcntc  und  a,,  a..,  cr.|,  . . .  die  AVinkel,  welche 

die  Niirmalc  daselhüt  mit  dem  Uadiusvector  bildet,  ho  ibt,  weil  r, ,  f/.v,,  c^ 
dem  ersten  Aubtritt  aus  der  OberÜäche,  r.^,  r/.«., ,  a.^  dem  folgenden  Wieder- 
eintritt u.  s.  f.  entsprechen: 

r,*rfr  ^  -|-  f/*,  •  ro*  a, ,    r.,'(/r  =  —  tht  •  r/i.v  0.,,    r.,'r/r  =  -f-  th.^  •  cns  <r.j, . . . , 

indem  beide  Seiten  dieser  Gleichungen  die  Prujectionen  der  Fliichen- 
elenicnto  auf  die  mit  den  Kadien  r, ,  /*.. ,  rp  . . .  beschriebenen  Kugeln 
aasdrücken.     Hieraus  folgt: 

-  f'X,  r.«.,  rs, 

(IT  =3=         cus  (T,  =  --      .;  fi^v  a.,  =      ;  r«i5  a,  =  ■  ■  • 
und   indem  man   diese  Werthe  einlilhrt,  hat   man  die  Summe 

'^i  '^2  'j 

welche   sich   auf  die   Hiehtung  «>in    um!   dt^sselhrn    liadiusveeturs    bezieht, 

über   die    grinze   Uberlhiohe    zu    intei^riirn,    d.   ii. :    /       .,      ds   zu    luldcii, 

welches  Integral  mit    V  iihi>rein.*itlmmt.      \\>    i>t  daher    für  einen    inneren 

Punkt: 

V  \  Tii    I    A 

and   also  schlieNhlieli : 

'    r     ,     /  'r     .     /  T 

..     +  ..4  .     -     ---    .V-    ■    .1/  I    T.,, 

IS'  f  tf*  fZ' 

noter    Q    die    speriti.sriic    M.-iSNe     ih's    mit    /'   zuNamiiH'nf.'iHcntlen    Mahsen- 
panktes  ver^tandl■n. 

Für  einen   äusseren    Punkt    liefert   die    liit(';;i-;itii>M    iiaeh   /*: 


.1/        I '.  -  M,     (    0.         o     4    o^ 


li/r 


gg4  I^^^  Luplacc-Puissou^sche  Qleicliuiig.  IX.  Cap. 

und    wüil  jetzt    beim   erüteu    Schuittpunkto    dos   Badiusveciors    mit  der 
Oborfiächo  ein  Eintritt  ins  Innere,  beim  zweiten  ein  Austritt  erfolgt  n.  s.  f.. 

80  ist: 

(ISi  .     </.v.>  äs., 

fh  =  —      .;  cos  cy,  =  +       ;  ros  a.,  =  —    — :,  cos  0=  -  -  • 

^l  '^2  ^^3 

und  hiermit  erhält  man  für  M  folgendes,  cbenfalh)  über  die  ganze  Obe^ 
fläche  auszudehnende  Integral 


rcnsa 


und  hiermit:  ,.,  ,..,  ... 

f.rt)      .     (>V     .     (rp 


/)x^         ft/"  vz^ 

Der  Beweis    des   Satzes    setzte    zwar  voraus,    dass   die   specifisdie 
Masse   an   keiner   Stelle   sich   sprungweise   ändere,    indessen    lässt   lich 
diese  Beschränkung  hinwegräumen,    sodass   der   Satz    auch   dann    noch 
Gültigkeit  behält,    wenn   die    specifischo  Masse   Disco ntinuitSten   seigt 
Es  sei  die  Masse  längs  einer  Fläche  discontinuirlich.     Auf  einen  änsie 
ren  Punkt  hat  dies  keinen  Einfluss,   da  man  mit  Hülfe   dieser  FlSehe 
die   Masse   In   zwei  Thcil^  zerlegen   kann,   sodass   in  jedem  die  sped- 
fische  Masse   continuirlich   ist,   also   für  jeden   Theil  das  Potential  der 
Laplac ersehen   Gleichung  genügt,   mithin   auch   das  Gesammtpotential, 
welches  die  Summe  der  Potentiale  beider  Theilc  ist,    ihr  gleichfalls  ge- 
nügt.    Aehnliehes   gilt,    wenn    die   specifische   Masse   längs   einer  Linie 
oder  in  einzelnen   Punkten    discontinuirlich  wird,  indem  man  diese  Ge- 
bilde  als   GrenzHillo   von   Flächen    anselien    kann.     Für  einen  inneren 
Punkt,    der   aber  nicht   an  einer  Discoutinuitätsstelle  liegen  darf,  kann 
man  die  Po isso nasche  Gleichung  dadurch  beweisen,  dass  man  um  den 
Punkt   einen    Raum   abgrenzt,    innerhalb   welches   die   specifiBcbe  Matte 
durchaus   continuirlich   ist.      Das   Potential  für  diesen  Kaum  sei  v\  das 
Potential   für   den   übrigen  Kaum,    für  welchen    der   Punkt   ein   änsserer 
ist,    v\   dann   ist   das    Gesammtpotential   i' =  ü'+ y".     Nach   dem  V<w^ 
stehenden  ist  aber 

f)x^         f^y^         vz"  fx^  cy'^     '     vz^ 

mithin  wenn  mau  beide  Gleichungen  addirt: 

d'^v        t^^v        d^v 
dx'        dy        cz" 

Liegt   der   Punkt   aber   an   einer   Scheidcstclle,   so   haben   daselbst  ^-^t 

,,  ., ,    .  .,   dcjppclte  Wcrthe  und  lassen   acht  verschiedene  Combinationen 

cy      inz' 

. «»         o'>         '"•? 

zu,  sodass  in  Folge  dessen  die  »Sunmio       .,  +  ^  v  +  ;r-^  achtwerthie  wird. 

(^x^       cy      CZ" 
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§.    \K      Die   nodiuf^uii^tMi,    (Iabr   dit^    Function    r   und   ilir«^ 
Dcrivirton  der  firston  Ordnung  ondliclie  und  contin  uirliclic 

f  I'  öv  cv 

Fanctionon  von  .r,  »/»  *  wnd  da8.s  a'r,  »//•,  r*»;    .r*       ,   //'•'      ,    :^ 

/".r  /y         f'r 

an  feste  (ircnzen  gebundon  sind,  dio  hio  nicht  ührrscliroi- 
ton  dürfen,  dnss  fornor  dii^  zweiten  Dorivirton,  abgesehen 
VOM  IJ  i s c n n t i n u i  t ä t e u  längs  Flächen,  Linien  oder  in  ein- 
seinen 1'  u  n  k  t  e  n ,  bestimmte  eindeutige  W  (^  r  t  h  e  h  a  li  (*  n  und  v 
der  partiellen   Differentialgleichung 

.  o  ■•  •> 


genUgt,  sind  für  das  Potential  charakteristisch,  sodass  es 
keine,  zweite  Function  derselben  Eigenschaften  gibt  und 
die  Function,  die  ihnen  genügt,  ist  daher  das  Potential. 

Dieser  Satz,  welcher  von  Dirichlet  herrührt  ((Jrelle*s  truurnal, 
Bd.  32,  S.  HO)  ergibt  sich  fnlgendermassen.  (vesetzt,  es  seien  r  und  r 
swei  Functionen,  welche  den  Bedingungen  genügen  und  r  —  r  =  u\ 
mmn  kann  zeigen,  dass  u  constant  und  gleicii  Null  ist.  Zunächst  ist  klar, 
dmHB  dann  auch  h  den  beiden  ersten  Hedingungcn  genügt,  während  ans 

<■  r      ,     f"r     ,      t"r  t"r  f'r  fr 

.   +   -..+       ..   =  —  -4  Tri),  ..   +        .    -j-  =  —   J  T(i 

rjr'         ty  f.:*  '.<■*         '  //*  f  z* 

fttr  M  die  DilTerontialgleichuug  fnigt : 

1  •!  -1 

t  '11      .      f  'li      ,      t  'U 

Integriren  wir  den  Ausdruck  zur  Linken,  mit  u  multiplicirt,  über  den 
Kaum  eines  um  den  (?oordinateniirs|»rung  als  Mitttdpunkt  beschriebenen 
Würfels,  dessen  Kanten  die  iJinge  *2a  und  die  Richtung  der  Axen  haben, 
HO  iiind  die  Discontinuitäteii,  da  sie  nicht  durch  einen  kiTperlichen  Kaum 
hindorcli,  souflern  hiichstens  auf  Flächen  stattfinden,  «dine  Kinibiss  auf 
diefin  dieifache    Integration  und   ist 

i     /     /      i  *  'it  t  'II     .     t  'u\ 

—  tt 

Naii   iflt  aber  veniiüge  der  partiidlen   Integrati«)n : 


.^.1  .;-, 


•  I 


•I 


—  1/ 
1     , 

'1 

-f-  .1 

•1 

1 

—  ti 
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und  folglich,  wenn  man  diese  Gleichungen  addirt  und  nachher  noch 
zweimal  zwischen  den  Grenzen  —  a,  +  a  integrirt,  yermöge  der  vorigen 
Kelation : 

—  a 

Vermöge  der  Bedingungen  für  v  und   v   hinsichtlich   der   Grenzen, 
unter  welchen  xv^  xv\  ...  bleiben,  folgt,  dass  auch  xu  <^  Xj  also  u  <C  - 

X 


9  du 

x^  ~- 


bleibt,   wo  l  eine  bestimmte  Constante  ist;   ebenso  ist  ^^  ^-  <1  fc«  &lso 

r.  -  <  -  V  und  folglich 

ex        x^  4-« 

dx       a:' 
WO  X  ebenfalls  ein  bestimmter  constanter  Werth  ist.     Daher  wird 


w  ^-  <    -jj     und 


+«        +«  +tf 


fJ\^'Q''''''<kf,ß"'  ^•'-  <v 


-fl  _«  -fl 


und  mithin  bleibt 


j.)/[(;i)+©'+a")]-^^-<'4"- 

Da  das  Integral  links  positiv  ist  und  die  Grenze  rechts  Air  a^^oorer- 

schwindet,   so  folgt,    dass  sein  Werth  Null  ist  und  hiermit  weiter,  dan 

du      du      du    „        .,  ^  ,     .    1         111  .        ,^. 

samuitlicn  verschwinden,  d.  h.  dass  u  constant  ist.    Dieser    | 


»        ri  » 


Ox      vy      rz 

Werth    kann    aber   nur   Null   sein,    denn    es   ist   auch   für   a:  =  oo  steCf 

.1'?/  <  X. 

i).  10.  Als  Beispiel  zum  vorip^cii  §.  wollen  wir  das  Potential  einer  aphi' 
risclicn  Schicht  bcstini incn,  wenn  diu  spccifiscliu  Masse  auf  concfi- 
trlsclion  Kugclflüchcn  constant  ist  und  nur  mit  dem  Abstände  von 
Mittelpunkte  v  a  r  i  i  r  t. 

Vcrin(>{;^o  der  vorHU8;;osetztcn  Massenvcrthcilung  und  der  geometrisch en  Natar 
der  KugeHhiche  ist  das  Potential  blos  eine  Function  des  Ahstandes  n  des  angC' 
zogenen  Punktes  P{,r7/z)  vom  Mittelpunkte.     Wir   können   d.ahor  die  Glciclionp 

rx^        ('iß       cz^ 
so  transforniiren,  dass  sie  blos  Derivirte  von  v  nach  «  enthält.     Es  ist  nSmlidi: 
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r.r*  ~~  fh*  V.r/  ~^    lU  t'.r* 


liierzu  licfurt  i\\v  (iluiehiiii^:^  «*  =*  .i«  -|-  y»  -[-  ;•; 

iliircli  Siihstitutiuii   dieser  Ausdrücke   in   die  vorif^eii  <iIoicliiin{;i*n   bildet  niaii 
t: 

nach  Igelit  die  Lnplnce   Poisson'sclic  partielle  I>itTerüntiaI);K'ii'liiiii(;  über  in 
o1{;cndc  lineare  DitTiTcntialglciehiin^  zweiter  Onliiuii^  zwischen  zwei  Varia- 
r,  «: 

einen   der  Mause    nickt  anf^ehürcndcn  I'nnkt   ist  ^  =»  0,   mithin  die  Differen« 
leichnn^ 

8etzt  man  für   einen  ausser  der  Masse   Heftenden  l'iinkt       -    =  m.  so  nimmt 

lic  Uestali  an: 

r/u    ,     2  ^1         '/"    .        tls 

,    +       M    --  0     «»der  +2        =1), 

ins  Mf*  =  a  fulpt,   unter  »  ein«;  willkürliche  CuuHtante  verstanden.      Hiermit 

ircilcr   «  =■    ,    =     _  ,    also    r    =        +  Ö,     Wiibei    für    das    willkürliche    —  a 
rw         «'  Ä  "^ 

lorum  tt  gfcschrieben   ist.     Der   iMinkt   kann   nun   entweder   im    inneren    lltdil 

ne  der  Srhiclit   uder   im  AusHenraunie  liefen,    wenn  er  der  Masse    iiieiit  an^^e.- 

;n  soll.      Kür  den   inneren  llcdilranm  muss  a  =i  n  »ein,  weil  s<mst  da«  l'oten- 

im  Mittelpunkte  der  iSehiebt  (l'iir  x  ■■=  o)  iinendlicli  werilen  ki'mnte,  \\«is  ntVrnlwir 

jlÜAsifr  i>*t.      Hahur  ist   v  ~=  ß^    nirtu  eoubtant,  ilie   I)ilTrrentiab|iiiitienti'n  vnii  v 

NüU  und  die  Schiebt  übt   auf  den   TiKikt    keine  WirUnn;:  nun.     l'm  ilii*  dm 

it«  ß  zu  linden,    kann  inuti  r  für  di-n  Mittelpunkt  ilireet   bildiMi.     Km  ist,  wenn 

c  Knlfeniunj;  des  Mass«-neleniehtes  ihn  vnn  diehem  rmiKti    beileutet. 

dm  als  Klemetit  des  Kiirperwinkels  und  tnl^^lieh 


ff  ' 


-  (J. 


n  a  und  h    den    inneren    und    aii-iHi-rcn   K;iiiiuN    der  Sebielit    beili'nten.      V\\r  die 
ktv  des  Aassenrannii'N  ist  0  =-  o,   wi-il   r  für  «   isa    /.   versebwiinlen   mu<<i.     Kn 
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bleibt  demnach  v  ^       und  da  sv  Hich  für  wachsende  s  der  Masse  iH  als  Grenie 

8 

nilhcrt  (§.  7.)i   »o  muM  a  =«  Af  sein.     Demnacli  ist  o  =  -  ,  wo 

h 


M 


^=^  4n  I  Qr' dr. 


a 

Die  Dorivirtcn  von  s  nach  x,  y^  z  sind: 

f)p  M      X  cv  M      y  dv M      z 

ex  «»      »  *        dy  «*      «  '        dz  «*      « 

und  folglich: 

A ^^      ,        i -3      ,         Z j^,         f  -    -^-  . 

Die  Schicht  zieht  einen  Punkt  des  Ausscnrauines  so  an,  als  ob  ihre    Masse  im 
Mittelpunkte  vereinigt  wäre. 

Für  einen  der  Masse  angehörigen  Punkt  ist  die  Differentialgleichung: 

tPv    ,    2   dv 

•  +  -    T-  =  —  4irp. 

Sie  geht,  wenn  man  sie  mit  «*  mnltiplicirt,  über  in 

und  liefert  also,   wenn  man  von  #  =  a  an  iutegrirt,  für  welchen  Wertb  r  «  /2, 


also    .V     =  0  ist: 


«•    .     =  —  4  «  i  QS^dn 

*  .7 


a 


nierin  bedeutet,  da  g  mit  s  variirt,  die  rechte  Seite,  abgesehen  vom  Zeichen,  die 
Masse  einer  Schicht,  welche  zu  Radien  a  und  s  besitzt,  deren  iiussero  Grcnsfliche 

also  durch  den  angezogenen  Punkt  geht.    Ist  ihre  Masse  JT ,  so  wird  3-  *»  —  -^t 

d.  h.  eine  durch  den  angezogenen  Punkt  concontrisch  zur  Schicht  gelegte  Kn^l- 
Häche  theilt  dieselbe  in  zwei  Schichten,  von  denen  die  äussere  niclit  auf  den 
Punkt  wirkt,  während  die  Wirkung  der  inneren  dieselbe  ist,  als  ob  ihre  IfasM 
im  Mittelpunkte  conccntrirt  wäre.  Dies  harmonirt  mit  der  vorigen  Untersnchangi 
indem  für  die  orstere  Schicht  der  Punkt  ihrem  inneren  Hohlräume  angehört. 

Für  constantc  specifische  Müsse  wird  für  einen  Punkt  in  der  Masse 

dl)  . 

da  J/'=  4^9^  ist.  Integrirt  man  und  berücksichtigt,  dass  f ür  «  =:  a  das  Poten- 
tial »  =  p  =  2ä9  (A«  —  ««)  wird,  so  kommt  v  =  2nq  (fi^  —  ß»)  —  §«e«*-    *'"' 

einen  Punkt  des  Ausscnraumes  ist  v  =  i^p 

Für  eine  homogene  Vollkugel  sind  diese  Formeln  wogen  m  =  0  einfacher, 
nämlich : 

n 

Die  Constantenbestimmung  bei  den  Intcgrationoii  gründete  sich  darauf,  dass  r  eon- 


IX.  Cnp.  riitcntial  iUt  tiiiliünficlirii  Schidit.  iiSi) 

tinuirlicli    für   ullu    l*uiiktL'   des  KAunioB   Moilit,   .iiich   wenn  ticr   Punkt   «Iiircli   «lif 
Obertlachvn  liiuilurchfrelit.     In  tU'Ui  Fnllv  uincr  liunui;:enon  Vnllkugd  liut  ninn 

A=ifa.       =-inutus         =i    -1  jru.r, 

i'  ^  —  J  w^*«/ii/,         /  -=  -     ingtuz 
für  iIl'h  inneren  Punkt  uml 

für  ilon  ünsaercn  Pnnkt.     Anf  ilvr  Oli«irtläc]ic   fullrn  hciilcrlei  Wcrthu   zusiiinnicn. 
Die  zweiten  Dcrivirten  vun  v  sind  im  ersten  Falli; 

im  letzten  «  ., 

■II  f  tier  Ohurtljiclii'  fallen  <lio8cllien  nicht  ziiHumnicn,  HumUTii  Sinti  um 

Tt«u    cinandiT  verMe)iic«len.     Daliur  Iwit  -f  -i_  „„  ,14.^  obcHlächu   acht 

/;i.»         fv*         ^;« 

vcrachivilenc  Werthe. 

)$.  11.  Man  lint  filr  d'w.  La pl.ici^ -Po isHt>n '»du*  (iltMchiing  vor- 
BchiedciK!  Hpwoih«*  j^cj^cImmi.  Für  tlcr  Masse*  nicht  angdinrigc.  Punkt«* 
folgt  sie  unmittelbar,  imlcni  man  aus  ;•*  =^  («  —  .»■)•  -(-  (// —  y)'-*  -f"  <*'  ■  ■  ^V"' 
die  I>crivirtcn 


er  n  —  .r  ( V         r^  —  (n  —  .r)-  1 


y    »■•  ..-1  •' 

und  liiifrmit 


1 

t  •  ■ 

r  \     f  r         rtis  u 


.1 

sowii*   die.  analogen,    auf   di«*  Avcn   der  y  und   ;    fM>ziif;liclien   liildct   uml 
bei  d<*r  Dartitpllun^  des  Ausdrucks  i'iir  die  Sunune  ilfr  zweitiMi   Drrivir 
trn   vorworthnt.     Man  erhält : 

''"•[   :"+    .'-I     .') 

ScbrI  1,  Theuiir  d.  in«,  u.  <l.  Ki  in«*.  \  } 
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Für  ein 011  der  Masse  nngehürigcn  Punkt  logt  man  um  diesen  oine  kleine 
Kugel  und  setzt  das  Potential  v  der  Gesaromtmassc  ans  dem  Potentiale 
V  der  ausserlialb  dieser  Kugel  liegenden  Masse  und  dem  Potentiale  r" 
der  Kugelmasse  zusammen,  nämlich  r  =  r'-j-  v".    Für  die  erstere  Masse 

gilt  die  bereits   aufgestellte  Laplace'scbe  Gleichung  ■,■- ^-  -}-■•••  =  0, 

c  X 

weil  der  Punkt  in  der  Afasse  nicht  liegt;  für  die  zweite  erhält  man  das 
Potential  nach  §.  10.,  da  die  spccifische  Masse,  wenn  die  Kugel  sich 
der  Gronz(!  Null   nähert,  von  constantor  specifischer  Masse  ^  angenom- 

.-.O     ff 

()*■}) 

men   werden   kann   und   hierfür  weiter    -     ., — |-  .  • .  =  —  4  «p.     Beide 

Gleichungen  zusammen  liefern  ;  -^  +  7— ^r  +  k-->  =  —  4  nrp. 

(Jar^        öy*        dz*  ^ 

Ist   das  Potential  v  als   Function  von  .r,   y,  z  bekannt,    ohne   dass 

die  Massenvertheiluug,    d.  h.  die   specifische   Masse  q  als   Function   des 

Ortes    gegeben   ist,    so    liefert    die  Poisson'sche    Gleichung    dieselbe, 

nämlich : 

Der  in  §.  0.  {gegebene  Hewois  rührt  bis  auf  kleine  formelle  Vencbieden- 
licitcn  von  Ganss  her  (Allj^cmoinc  Lehrsätze  in  Beziehung  auf  die  im  verkehrten 
Vcrhilltnisdc  des  Qii.idrntcs  der  Kntfcrnnng  wirkenden  Anziehungs-  und  Abstossungs- 
krüftc.  Leipzig  1810,  oder  K(>5(iiltato  der  magnetischen  beobiichtnngen  für  1836, 
oder  Liouville,  Jonrnal  de  mnthcm.,  T.  VII).  Andere  Beweise  gaben  Wein- 
garten [Crello's  Journal,  Bd.  4'J.  8.867)  mit  Hülfe  der  Fonri er* sehen  Doppel- 
integrale und  ganz  neuerdings  Kroueckcr  (Crelle's  Journal,  Bd.  70,  S.  S46) 
auf  einer  Grundlage  von  ausserordentlicher  Allgemeinheit. 

§.  12.  Von  besonderer  Bedeutung  für  die  Attractionstheorie  ist  das  Problem 
der  Attraction  des  homogenen  oder  conccntrisch  gcschichtcton  Ellipsoidi,  wel- 
ches seit  Newton  Gegenstand  der  tiefsten  Studien  der  hervorragendsten  Mathe- 
matiker geworden  ist.  AVir  werden  zunächst  das  Potential  eines  homogenen 
Kllipsoids,  sowie  die  daraus  folgenden  Attractionscomponenton  nach  Dirichlet'i 
Methode  entwickeln  und  s])Hter  eine  synthetische  Lösung  dieser  Aufgabe  für  dii 
concentrisch  geschichtete  KUipsoid  von  CMiasles  geben.  Dirichlet's  Methode 
gründet  sich  auf  die  Theorie  des  von  ihm  entdeckten  DiseontinuitUtsfactors  der 
vielfachen  Integrale  und  findet  sich  in  den  Abhandlungen  der  könlgl.  Akademie 
der  WiKsenschaftcn  zu  Berlin  aus  dem  Jahre  1830,  erschienen  1841,  S.  61  der 
mathcm.  Abhandlungen  (Uubor  eine  neue  Methode  zur  Bestimmung  vielfacher 
Integrale  von  Lojeuue  IJirichlct,  vorgcl.  am  U.  Febr.  1839)  nebst  weiteren 
Ausführungen  in  Grolle 's  Journal  Bd.  32,  S.  88  {Sur  vn  moyen  gencral  de  verififr 
Vexprcssion  poteutial  relatif  ti  wie  jnassc  quelconque^  Jiomogvne  ou  heterogeme).  Vgl 
auch  S c hl ü milch,  analytische  Studien,  Leipzig  1818,  1.  Abth.,  S.  12C. 

Der  Ausdruck 

"  °  vJJ  "^  - 

fl*          6*          c« 
ist  das  Totcntial  des  homogen  gedachten  Ellipsoids  -,-  +  ä ^  H •■  =»  1  in  Bexug 

auf  den  Punkt  (.uy:),   für  welclicu  r«  =*  («  —  x-)^  +  {b  —  ?/)*  +  (c  —  r)«  ist,  wenn 


IX.  C*ap.  Attraction  (1c8  Kllipsoiil!«.     nirirli1ft*b  MctluHlo.  HtM 

flau  ilreifiii'ho  lutc{*nil  iihcr  allo  Klcmoiitc  tlmlhth  des  vnii  <1cr  Kliic)»«  umscliloii* 
Bcnen  Kauinefl  erstreckt  wird.  l>ic  Aiisfühniii;;  ilieBtT  Iiitc;;rntiiiii  findet  Aljt*r 
darin  buileiitoiida  KchwiKri^kvIton.  drisH  dio  Gmizoii  di^rsclljuii  vuti  der  Iiitf^TA- 
tionAunluiin);  ubliUnpp  und  wrätidurlii'h  sind.  Um  dii'sem  inioMlichcn  rinstniHli* 
vur/iiltrii^L-n  und  dio  Orcnzon  auf  oiiititanti'  \V«'rtlM*  Kit  lirintri'ti.  iiiultiplicirt  nnin 
uutrr  di*ni  droifnrlion  Intcirralzciclien  mit  rintMii  Knrti)r  /'(//,  h^  r},  di'ri-irii  Wertii 
in  jfdeiii  im  Inn<>rti  und  .'iiif  der  (MmtiIücIic  den  KilipsnidM  ^eI(>f;<Mii'ti  atizieluMiden 
l'unktc  ahc)  i^Iuich  1,  in  jedi'in  I'unkte  dos  niclit  mit  Maüüe  rrfüiltcu  Anssi-'n- 
raiiinos  aIilt  (gleich  NnM  ist.    iMirch /ut'ii|;uu;:  ilicflos  Factors  werden  die  Kiemente 

den  Inte|;:rHleii.  welche  der  anziehenden  Masse  znf^uhiiren,  nicht  ^rt^ündurt, 

während  Hulche  Kli>mente,  welche  Punkton  den  AuArtenrunnieH  entH|irtiehcn,  un- 
bedenklich zugefügt  werden  ki'mnen,  da  der  Fuctur  /*(»,  A,  <■)  nie  nnnullirt.  Kü^^on 
wir  sie  zu,  so  künnen  die  Grenzen  des  Inte^raleM  vuu  —  »  bis  x>  audt^edchnt 
werden  nnd  wird 


•  f  f  I 


,  tla  ilb  <lr 

f{fi,  6,  f)  - 


-    » 


Ks  kommt  nun  zunächst  darauf  an,  i'inen  solchen  Kaetur /(n,  /#,  in,  dem 
Dirichlet  den  Namen  eines  Discoutinuitätsl'actors  ^cf^ehen  hat,  zu  linden. 
Die  Theorit^  der  Fonrie raschen  !)o[ii»e]inte};ralo  liefert  holrhi'  Kactoren  von  he 
liebif^er  Menp*  und  Beschatfrnheit;  für  unseren  Zweck  i^cnü^t  ch,  den  i-infacliHten 
IQ  wühlen,  welcher  zur  Zeit,  als  ])irichlet  si'ine  Methode  zuerst  entwickelte, 
zugleich  der  ein/i|(  bekannte  «rcwisen  zu  sein  scheint.     Ks  ist 


n 

ff 
II 


I  roji  om  •  #/qp, 


Ka  winl  dieser  AiiRilnirk  für  alle  Wrrtlie  vdu  a  •:C.  1  i^clhst  ^li-ieh  I,  für  Werthe 
tf  >>  I  aber  Null.  Man  ^elan^t  /u  diesem  Integrale  leicht  auf  t'idcrenile  Weite. 
K«   ist,  wie  leieht  gezeigt  wird: 


j 


'  sin  tb      .  w 


Da«  etwaH  alltrfnieinere  Tntp};ral 

#  r 

'xin  Kl/»  /  'sin  x ^ 


(I  " 


/    MO 


gvhft ,  wenn  »  positiv  i^t,  diireh  die  Suhstitutitm  x  C*  ^'-  C''  in 


'sin  U*      .  ff 


,1      * 


i| 


für  BCgative  n  über,   wrun  man  x0  -  V*'  AOtzt,  in 


-./ 


'sin  ^'        .  fr 


läbcr  nnd  verschwindet  für  x  »-  O.     Man  hat  daher 


s 

i'  ain  X  C» 


n 
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je  nachdem  x  positiv.  Null  oder  negativ   ist.     Nun  hat  man  weiter  vermöge  der 
Formel  2 sin  mip  cos  n^  «=>  sin  {m  -\-  n)tp  '\-  sin{m  —  n)  ^  die  Gleichung: 


I)  0 


Sind  nun  m  und  n  positiv  und  ist  m^  n^  so  ist  m  —  n  positiv  und  hat  jedes  der 

Intognilü  rechts  den  Werth     --,   ist  aber  iii  =  w,   so  ist  die  rechte  Seite    —  +  0. 

£  iL 

für  w  <C  n  iibor  ist  sie    ^^   —   \^  =  0.     Demnach  hat 


/  *  »in  m  iff  cos  n  ip 


71       71  ^>  n  ^^ 

die  Wurthe    - ,     ;-  ,   0,  je  nachdem  m  ji  n  oder  also  —  ^1  ist.     Setst  man  nun 
2       4  <  w*  ^ 


noch  m'ü}  =  m  und   —  =*  a,  so  folgt,  dass 

m 


2    r  »inq> 

»  /    "v       ^^*  atp'äfp  =  1,   \,  0, 

0 

je  nachdem  o  ^  1*     Für   unser  Problem  ist    nun  für  alle  dem   Ellipsoid   Ange- 
hörigen Punkte 

«*      P*       y'         ^  ^ 

für  alle  Punkte  ansscrhali)  desselben  aber  wird  dies  Trinom  ^  1.    Setzen  wir  also 

^^  =  a«  +  fj^  +  y  •  ' 
HO  stellt,  da  das  dem  Wcrtlio  o  =  1  entsprechende  Element  des  Integrales  im  Ge- 
»ainintwerthü  nur  einen  vcrnch windenden  Einilnss  hat, 


2    /•.VI//  rp  //i»         //^    .     e*\ 


0 

iriiien  Diseoutinuitätsfaetur  unser»  Problems  dar  und  wird  v  nach  Umkehruug  ^^^^ 
Integratiunsordnun^ : 

2  Q   r  sin  (f     ,      /•     /•     r      ( a^    .      A3    ,     c«\         da  db  de 


()  -     ■/    — ct.   —-r. 


Nun  ist  cos  aq)  die  rei^lk-  Partliie  von  e  =  cos  aq>  -\-  i  sin  a(f.  Daher  wirJ  r 
die  reelle  Partliie  des  folgenden  Ausdrucks  t>|  sein,  den  wir,  als  den  etwas  be- 
(|UCinor  zu  heliandelndcn,  weiter  verfolgen  wollen  und  aus  welchem  wir  mit  Leich- 
tigkeit joden  Augenblick   den  Werth  von  ü  wieder  herauslesen   können,  nämlich: 

=  '^^   I     *'"-*?.    /       /      /  ^,  W  +  "^^  +  yO  V'   r/«_fWJr 
^'  ^J         V     J     J    J  ""  r         ' 

n  —  /     —  y    —  oc 

irin  dies  Integral  an  andere  bekannte  Formen  aus  der  Theorio  der  bestimmten 
lnt«>grale  anlehnen  zu  kijnnen,  cmpticlilt  es  sich,  den  Nenner  r  in  den  Exponen- 
ten zu  bringen.  Dies  gelingt  mit  llUlfe  der  bereits  von  Euler  aufgefundenen 
(jleichung: 


>" 


j 


IX.  Cap.  Attmction  drfi  Kili|iani(I«.     Pirirlilrt'»  Mitlmilr  li<i;i 


Kutnimmt    man   uii.h   ilir   i!rii  Wi  rth   tiir         und    l'iilnt    ihn    in  iliii  Aiis'liiirK   imi   i-, 

I- 

t.in,  .so  knmmt: 

r ,    =         /  /     / "      I '       '''^  ''^'  III'  ''"  '''•  '''  • 

Iiii1«*m  man  nun  für  i'  iioiucn  Wrrtli 

ii       X ««  +  ','#     ■//»  +  <'*-  = ''  =*  •^•'  +  v'  +  :'  --  'J  "'        -  V/  -    2  • :  4-  ,j»  J.  /,'  f  . » 
«'insftzt,  zurfillt  ilas  inniTt*  rlii'it'jicrlu»  Intofrrfil  in  «In-i  Fni-tiiron 


i 

t 


r 


Hill  «Ii-n  Wi'iliTi:ii  Karlnr  r  ,  wi  Irln-r  -«irli  viT^iliii  lit,  '•fHl.i«i«i  in.*!!!   Ii.it 


f         r 


f.    --.  ff      ff  I  ti    tt    it    iin  »fL- 


Nn«)!   rihi-l   t>rk:iiintill   Knrnirl   liiil    llliili   iil»-r 

I 


1  lA  •■  .'  ■  ».I  .  f      w  I 


n         I         > 


mit  llnlf«    <1«-iiirnirn  tin>lrt  niaii. 


•'♦:;)•   -■■■■■I'.      ;,,'' 


•r  ■ 

T 

'/    -r    '. 
II 


»;•  ■ 


iiiiil   in«1rni  ninii  ilii '«•■  Wirtin*  in  r-,   i-iiirti-t/t,  •  r/ilit  t^'uU 
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woriu  abkürzend 

{gesetzt  ist.     Zur  wcitoren  Verein fachnng^  führe  man  die  Substitution  -       =  «  ein, 

sodass  an  die  Stelle  von  rp  ^^^  Variabelo  s  tritt,  wodurch  die  Grenzen  für  s  gleich 
00  und  0  werden,  wofür  wir  mit  Aeuderung  des  Zeichens  wieder  0  und  od  schrei- 
ben.    So  ergibt  sich 

"-'"  Jj  *•  Vo^f^W^ 

0        0  r  /      - 

S  =  -  *'  -  4-        ^       4.        -' 
Nach  Umkehrung  der  Integrationsordnung  nimmt  vi  die  Gestalt  an: 

J  /(■  + ;-)  0  +  5;-)  (■  +  ?v  " 

0  "^  '         0 

Der  reelle  Bestandtheil  hiervon  ist  v;  derselbe  wird  vermöge 
und  ^        =^  co8\n  +  i  Hin  4 «  =  i 

erhalten  als  '^^'  =  ''^^  ^>  +  ' ""'  '^^^ 

t,  =  —  2  p    /       / :;-     -  .  .       ._     /  ,  —  MinSfpdw 

y/o+;.)('+A)o+^)y  "^ 

Ü  '^  '  0 


OP 


0  0 


wo 


^=/o+'^oo+'f)ö  +  -;.) 


gesetzt  ist. 

Die  Ausführung    der    inneren   Integration  wollen   wir  auf  iudirectem  Wege 

f.        /■.        (^ 

CV  f'O         C'V 

bewerkstelligen ,  indem  wir  zunHchst  .,  - ,    -^    ,    ^.^  bilden  und  aus  diesen  Grössen 

ex     c]i     r* 

hierauf  i;  zusammensetzen.      Die    Grösse  S  allein    enthält    nun    die  Coordinaten 

i'-S  2  ;r 

.r,  w,  z  des  angezogenen  Punktes  und  da  ,  -■  =  — r — ; — ,  so  ergibt  sich: 

CT  X 

:^~  =  —  ^  Q^  I ;— ,— T — T"^   I     -   -     COS  Sqfdw 
CW  ^    J  {a*  -\-  a)  D  J       q>  ^    ^ 

0  0 

und  zwei  ähnliche  Formeln  finden  sich   für  die  anderen  Derivirten  von  o  nach  y 
und  :.     Nun  ist  aber  der  Discontinuitütsfactor 

OD 

„      ,  -i  TT    für  S  <i  1 

cosl><pd,p^\     fUr.S>l' 

0 


OD 

/'sin  q> 


IX.  Ca|i.  Altrnrticn  ili-n   KHip.HoiiN.     Iliiirlili-tA  M'IIhmI«  I'i!);) 

um  «lalivr  «Icii  lit-siiltHti'ii  i-iiin  ilptiiiitivr  Fnriii  /ii  j^fltfii .  wtr>li-ii  i\ii  t\n*  «iMlcr(> 
l^ntirKiicituiij:  ^}•nltl'll  und  iiiitcrsr|j«i>li  n.  •>>»  ■!(  r  aftlciit«*  ]*ni)kt  im  iinirri-n  imIi'i 
im  i&iiHMTcii  Kautill'  lii');ft. 

Für  riiu'U  iuiKTcii  PMnkl  i-»!      ,   -|     '  ,  -}-    '.     -^   1  ,   initliin  autli 

«'  p'  •/■ 


j'         .  '.'  ■' 


4-1  ^   \ 

«f.   li.    -S  ''^   1,   weil  X  nur  poiiitivi-  WtTthi^  im  lnti-;;r:ilt'    .iuiiiiiiini.      luln-i    urnlrn 
lür  iunerc  Punkti-: 


f  V 


' j  «» +  jfj  /> 


(I 


II 

r 


n 


Ifierniit  erhiilt  man  die  <'fMii|i«jiii-iiteii  A*.  i'.  /  der  Attrai-tinn ,  iinU-iii  iii:iti  ilioki* 
Csri>»HPU  mit  uc  muiti|ilictrt.  Ks  aiiiii  dii^selhcn  tnitliiii  «Ii'ii  ('iiitriliu.tti-u  .f  ,  ^,  : 
pru|>ortiounl. 

.1*        M*         :■ 

Kür  fincu  äussorcn  riiukt  i«t      .  +  ^,  +     •  >-  I-     Nun  i^t  ilirNcr  Aumlrnck 

t<*        ß»         ■/* 

der  Wi'fth ,   dou  .S*  für   x  -^  M   aiiuiiuiiit  nti«|  ila  «S*  um  Mn  klfiin-r  wird,  ji*  ;rri'>n«i«r 

M  wird  und  für  «  =>   x-    vi-iäi-li windet  (v(ir.iu»;rvsi^tzt,  •Uas  j-,  ^,  :   •  iidliidi  ^ind   .  mi 

folpt,  dasH  ca  einen  pu.sitivm  Wcrth  «    -  0  ^ilit,  alivr  auch  nur  rinen,  für  m  Irlicii 

.V  am  1  wird.     Ks  hat  di-ninach  diir  (tlnrliun^' 

riiip  positive  Wurzel  und  ■ii>  schnidct  die  Wrrtli«-  v  •'^  0,  üir  u«  lelie  >  1  »inl, 
voll  den  Werlhrn   «   j;;:"  o,   iür  \*i'h-lie  .S*  -'C'  l    wifil.      Mii«   \Vi  rtlie    *   ■■     o    kiininien 

hiri  dftn  ohif^eii  Inli'^'rale  l'iir  niidit  in  Iti-trachl,  weil   fiir  5iii-  Wi-iri-ii    s        I    iler 

/  .r 

I  ti4C(*ntiuuiUitMf.'U-ti>r   v«'rnehwindi<t ,    r.s    i^t    i]i»    lii*r:/rati>iu    na«  li    «    \i>liiiilir    Mu« 

über    alle  s  von  0   l)iH   t    zu    iT^tr^*oken,   ividüi    ive:;i'ii    n  •  '   1    ili.«»i  r    rutm     •  «r 

htftrÜ|?t.     llcmnarh  erhiilt  man  l<ir  rimu  .kUH.ieri'U   I'iinkl: 


r  V 


---••'i"  /  ...»  .,/,■ 


I 

w 


'  7 

t 
il 


•J  ff  l.i  '.     I        ,.  ,      , 


#  ••  i  *        •/» 


n 


l'ia  nun  dna  T*(il«'iili.il  i    -»■  IKtt  au^  seinrr  I)iM\irt<-n  ^ii   l^il  len,  li:i1>i  n  wn    .■•i\'»\/r 
•!•-«  Satcc- 


'.'■  '.M     •  ■■■/    •  w: 


ß9()  Attraction  des  KUipsoId».     Dirich1et*8  Methode.  IX.  Cap. 

für  einen  lunorcn  Punkt: 


OD 


und  Uli  tili  n 


0 


/•/  a;'  »•  I»      \  »/* 


o 
und  Hlinlicli  für  uiucn  iluBScreii  Punkt: 


Hr.'  ^'  //'  z^      \ds 

"  =  «^J  V^  -  «i +- ,  -  p,rf-j  -  7»  +  J  ö  • 

nr 

Für  Punkte  der  Oberfläche  des  Ellipsoids  -  j  +  ?r  +    .-  =  1  müssen  beide 

a*         p*         y' 

AuBdrücko  für  v  zuBammeufallen.     Nun   ist  für  diesen  Fall  o  ^  0,   wie  die  Ver- 
gleichnnp^  der  Gleichung;    des   Ellipsoids  mit  der  Gleichunpf,    welcher  a  genügvo 
inusS,  lehrt.     Daher  sind  in  dem  zweiten  Ausdruck  für  v  hierfür  die  Integratioos- 
p^reiizen  diüselhen,  wie  im  ersten  und  da  x^  y,  z  in  beiden  dieselben  Wertbe  haben, 
so   foljirt,  dass  auch   die   Constanten  C  und   C'   dieselben  Werthe  haben  musseu. 
Es  gcuüf^t  daher,  (f  zu  bestimmen.     Hierzu  dient  die  Eigenschaft  des  Potentisis, 
dass  es    im   IJuendlicIicn    verschwindet.      Nun    wird    für   x  =  y  ^=^  z  =^  cd   aach 
o  =  X   uud  werden   diu   untere  und  obere  Grenze  des  Integrales  für  v  unendlich 
gross.    Das  ganze  Integral  ruducirt  sich  daher  auf  ein  einziges  Element,  welches 
verschwinden  muss.      Dasselbe   hat  vermöge   der  Gleichung,  welche  6  bestimmt, 
diMi  Factor  C' — 1,  dessen  Wert h  allein  von  den  unendlich  gross  werdenden  x,  ^. : 
abhängt  und  der  mithin  das  Verschwiudi'u  herbeiführen   muss.     Aus  (f —  1  =»  0 
folgt    aber  ^^  =  1.      Demnach   ist  der  AVerth    des   Potentials   des   Ellipsoids  ge- 
funden;  er  ist: 


od«.'r 


■X 


fy,      r«       //»       2«  \  ds 
V  «»  +  «  ß^  +  s  "'  y«  +  sf  i)  ' 


—  /Vi   _        •''        _         y*        _        '^     \d8 

V    -^    ITQj    yi  ^t    ^    s  ßt    ^    ,,  yt    +   J    ß    » 

je  nachdem  der  Punkt  im  Innern  der  Masse  oder  im  Aussenraume  liegt  und  wobei 

.,.2  ,.t  -2 

a  die  positive  Wurzel  der  Gleicliung     «'  ,        +  ^ü  '  r h    -i -, —  =  I  ist 

Um  jeden  Anstoss  zu  vermeiden,  welchen  diese  Bestimmung  der  Constanten 
veranlassen  könnte ,  wollen  wir  a  posterion  die  für  v  gefundenen  Ausdrücke  mit 
Hülfe  der  Laplace-Poisson'schcn  Gleichung  und  der  übrigen,  §.  9.  angeführ- 
ten, das  Potential  unzweideutig  definireuden  Bedingungen  verilicircu. 

Zunächst  liefert  die  DiiTerentiation  der  Gleichung 

~2  „2  -2 

a2  +  ö  ^  ^«  +  er  ^  y«  +  ff 

,.     r,  ..  (^<f      da      da        .. 

die  urossen   ^.     ,    ,     ,    ^^  ,   namlich; 
rx      t'y      rz 

dx  "  ««  +  0  '  ry   ■"  (P~+~G '  /T  "^  y»  "+  ö  ' 

wenn  ^,,  ^^^,  ,2 

'  =  («2  +  c?)2  +  W+  oY  +  (y*  +  a)^ ' 


I\.   rnp  Attr.'K'tinii    Avu    l'*.ni|i.sMii|>        Dirii  lilrl'.t    Mrlhmlr.  (\\\^ 

Pii'  hitlcrtiitiatiiin   «Ic^  l'ntcntials  v  l'iir   dm  iiiiicrrii  I'iiiikt  ^ilit   iiiiiiiitti.'lliar  ilrii 
WcrUi : 


n 


wäliri-tnl  ili<-   tür  iti  ii  :iii><ii.Tcti   l'iinkt,   ui  il  niirli  n  v<-riiiiilrrlii'ii  i-l ,  liii'iit: 

<  ( 

/  r  / '         ''*  1  /  '      /  Vi  •* '  '''  *'      \  •/«  V  *  o 

ll  >l 

N.it-h  i'iiii-in  lii'lifiiiiitrii  Satzi*  üIht  ilif  IhiVrrniti.itinti   lii-fitiniintcr  Iiit«>;:rali-   i.nt  nluT 
nlliTi  iiiriii: 


fi 


PaIiit   wiiil    im  vi'ilir^i'ii'lrii    Kalli-   iIiT    /m    hiuiuiiili'    hitri  ri-iiti:ili|iiiitiriit    iiAirli   0 

;rlrii'li 

'  0 

uikI  \«  rM-liMiiiilit   viTiiii'-;.'!-    «Icr  l>cliiiiti<iM.H^iifU'liiiii::   fiir  fl  iiinl  <1  1  iiiiiit   iiiilir 

Biiniiiit   Hiril,  SU  li|i-ilit   a'ii.-ii   für  ilcii  :iii!f»(*rrii  Piiiikt 


f  .1 


(I 


It.•l^•«  ilii-    Aii.->ilriii-Ki    l'üi   '■  iiiiil  ,    Miwii-   *\iv   aii-'ili*;;   ;.'i:liiM*  ti'ii   liir 

*  .1  /  7      /  : 

ci'iitinuirlirlit'  |-*iiiiriiiiiii'ii  vnii  .1.  7,  :   Int   ili  n   iiini-ri  ti  nhwüM  wi>    Mir  ili-ti  .iiiiüi-ri  n 

fiinUt  üiipl,  i'rlifllt   .'ii|K  iI'-iii^iIImmi  iiiiiiiitti'll»ar,    ein  ii<*ii  «I.ins  ilii-  ('niititiiiit.it    hi-itii 

|iur<*li^'aii^t*    ili."«    Piiiikti-N    «Iiitiii  tlii-     (Mn  riLiclü-     iti-A    Kliip'««'!'!'«     iiii  lit     iinti  1 

tr^H  lii'ii  wird. 

iMf  li(-i1iii^niii:i  n  I  ila««>    i»',  v",   :»',    »  .    v         .    :  an  /iwi'«*!    dri-iwi  11 

i;ctiiiti<li*ii  liii'I.   lii-wahrlii-itrii   *«i«-|i   Int   lii'ti   iiimri  ti  I'niikt   iitiinitti  lliar.   'Ii  im  1  ^  i«t 


!■  •      n 


I  \] .  Hl...  .r,.     ^.  I  '^; 


ff 

tlinl    •  hl  lIRi»  j 

J   ■  •  t».J 


I 
f    I 


iin«l  tu  int  .1  an  «li>  (ii  -shi.  ihr  ITilliix«  ■!.  4  ÜllipMii'U,  \m  Ii  In  in  ili>  liii  litiiii;: 
•li'f  X  Axf-  Iillf,  aN  (tr«ii/.«-  ^rliiiii'li  n.  l'in  »ii-  :iIm  1  i'n  1  iin  n  imküi  ii  n  ]'nnki 
eil   ViTttii-irtii,    41  i  1   ilii-    kl>  in>tf    lii-i    «in  i    llalKaxiii    n.  p.  •/    •!•  •«   l!IIt}<«>>iS       In 


•1 

«I     h  ... 

1:  T  (I  (I  f j  y 

vi'    I    •■  ' 
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Ferner  ist  absolut  genommen: 


oc 


^    ex  J  (^,  ^  ^j^ 


0 
1     fi;  ^     49r9rfpy 


oc 
Nun  erlinlt  man  aus  der  Glciehun^^  für  a  hierzu  t  <  1  und  hiermit  werden 


welche  Ungleichheiten  ihre  Gültigkeit  bewahren,  wenn  auch  x  und  damit  c  ins 
Unendliche  wächst. 

Um  zu  zeigen,  dass  die  Ausdrücke  für  t;  auch  der  Laplace-Poisson^Bchen 
'Gleichung  genügen,  hat  man 


und  0 


d'v         ^         /*       ds ,  2ir.c  ro 


a 

und  daher  mit  Hülfe  der  analog  gebildeten  Ausdrücke  einerseits  für  den   inneren 
Punkt: 

<^«^  ,  a^  .  a»r  _  _       /  Y    1  _  , .    _i ,  __  1    w* 

0 


andererseits  für  den  äusseren: 


Nun  ist  aber 


i*/       \  ,  1  ,  1       \  rfx  2     ,     ^ 

J  («1  +-,+  p2 +  ,  +  -,-+-)  ^  =  -  7?  +  ^^''*'« 


folglich,  da  y>  für  «  ==  co  verschwindet: 


J  W  +  s^  ß*  +  s^  y«  +  ä7  n 

0 

Daher  wird  diu  rechte  Seite  der  ersten  Gleichung  —  '^^Qt  wie  es  die  Poi8Bon*iche 
Gleichung  verlaugt.  In  HotrcfT  der  zweiten  Gleichung  hat  man  vormöge  der  zo 
Anfang  dieser  Untersuchung  aufgestellten  Relationen: 

/     2^_     ra    ,         2y       CG    , 2^=  _   ra\ 

\««"+  ä  ex  "^  ß't  +  a  ry  ■*"  y^  -^^  a  c'J 

])alu;r  wird  der  vom  Integralzeichen  freie  Bestandtheii  auf  der  rechten  Seite  gleich 

— ^— .     Der  erste  Bestandtheii  ist  aber 
a 


1\.  r.i|> 


Attractiuii  it<'->  lIlliimniiN      Itirirlih't  -^  31rUii"li' 


•  Jt«) 


i  /  1  ,  I  ,  \  \.fs 


•* 


-«c 


/> 


iT 


•I 


Hill!  wirri  mltliiii   t'iir  <li  n  äiissrrrii   I'iinkt  'lii    I.a)il.ii-<  '^rli«*  (il<-ii'liuiiu'  ''ilMlIt. 

Mihi  liriiuTkr ,  il:is«  ilii>  /-•\i-it*-M  h>'iiviili-ti  il<i  l'Kti-iiti.'il.'iii'i  Iriirkf  niil'  iln 
( i|,i-iH  ti]|,-   iliH    KI]i]iMiirl>    iiirlit    .'.i|Haiii(iu-ii|:ilIiii. 

Iliiiiiiit  i»t  ;;f/.i-i;;l.  •!:i'<>  iIp'  (iii'>'«H«  ii  r-  :illi-ii  i-liar.'ikti'ri'«ti''i  lii'ii  Iti  tliii;;!!!!;;!'!! 
i]' n   r<iti-(itiHl*i  tri'ii<i;ri'ii   »Uli  üIno  ilii*"<rI)iL'   Mirklii'li  ilai "«trlli-n. 

(f.   \'A.     Uw  Into^rali- 

/  M  r 


II 


^  '• 


nililii     in    ili  II  Aii-^iliiiiki  II    t'iir  ,  ,  in    Id/.n:;    aiit'   riinii    iiiiniill   l*iilikt 

r  .r       f  v      '  I 

mittrctrn,  liiin^rti  iiirlit   \iiti  i|«-n  JiliNuluti  ii  Ijiiii;;rii,  Minili-ni  mir  \nii  ilm  Vfrliält 
ni^wcn   n  :  fi  :  -/    ilrr    ll-i|li.-i\fii   de?«    nn/i'-ln-nilcii    KIIi|i.Hiiiil-i    hIi.      Itriiti    Bet/.t    luaii 
i    W.  in  dfin  i  i>ti-n  vnii  ilnicii  «  =-^  f^x'.  so  rntstrlit 


// 


.  /  '  i '  /  '  i  ^  (■  i  ,;■  > )  ('  f .;:  o 

>«•    Ittii^*'    iiisu   ilii'    \'rrli.iltiiis.-c    ilrr   Axrti    tlii'-i-Ilii'ü    lili'ilii'n,    lifli.'iltcn    'lif*«i'    In 
t«'j;ra!i*  ilirM-Dii-n  WiTtln*  tihiI    imtliin    aiirh   iln*  AttractinnNcitiniMinfnlcn    \.    I',   /. 
«rclchi-  iliin-ii  ppipttrtinnal  »inil      Zwei  l-!lli|i>*ii>li*  von  ilcusclln-ti  Axuuvirh.'iltiiii.»«-ii 
»ind  mImt  AljiiUrli.     Iinlnr  *\vr  Sni/: 

/wfi     liit  nii>:;i-ni*    i'«'nt*  •■  n  t  r  i  «cli  ■-    :ili  iil  ii'hi*    ii  ii  •!    ähnlicli    liofTcn«!«* 

lil  li  |i«n  i  ili*  tl«*  rx'IIii' n  n\ i  t  i  nrlit«  ti  Ma  h  si>  xiflnMi  cintMi  innor  •*  n  l*iin  k  t 

mit  <1  ■•  r.«f  Itif  n  Intnisitat  nii-l  in  i|  i*  r  hi>1  Ix- n  Kirlituii^  nn  UivrAn«  i*»\^t 
writ«>r:  lünr  )i  iiinii;:i' n  i*  i- 1  ]  i  psui  r{  i  .si*  lir  Si'l.ii-Iit  Viui  7  i%  •■  i  .liinlichrn 
uml  i'uiir  r*n  t  r  i  1  c  Ii  iiliiilirli  1  i  i- lti- nil  f  ii  K  ]  I  i  pAi<  i  «I «  ii  l><-;:rin/.t  üM  .-iiit' 
«itiun  l*iiiikt   ifir>-->   iiiiii'irn   II  nli !  r.-tu  nii- «  k  •*  i  n  i-   W'irknn;^  iiim. 

Wir-i  liii*  Si'liii'lit  iiui  nilliili  tlimii .  •*.■  kiitin  iiiiii  »Vi»'  Attrui:tiiiii<»ri>iii|i"ni  nt<-ii 
tut  ••iip'ii  :ii|H!*i-ri'n  rnnkt  iii-i  \iin  Iii*i-;:rnl/.i-ii  lii-ii  i!.irati-ili-n.  M  iii  li.it  n.iiiilirli 
xuniiclitt.  Hiiiii   iiiiiij   irv  statt   «   alt   \  .iiiii)i«li>   •iiil'i.liit: 


f  .1 


/      l     f     » 


./« 


/  '  —  (^  ^ :.'-)('  •  ."'0 


fiir    i'in   m't-iji  ■»   .ilmliilii  n  .    .1.  ir,   ir<!iTj    iiii<  i.  lliili  rrilirs    rilij-^iirl   in-  ;,••  ii   n  .   p".   ■■ 

dir    IIaHax'Ii    ^liii,    i%il>!.-     wit    uii<«    !»!•  ii:ir    .-il>  u,  f}.   ■,    ■!•  iil.i  ti    u<-||iii.    «••«Im- 

«"  =*   "    *    'tu,   fi"        fj    I    ./|i.    •/'     =   -     j    i/-    iiii-i  %\iMi    1     -     *    1»-.  A<  liiilii  lik-ii«- 

vrli«ltn(«<*  i<r.  wn  /   ttinii  llii  h   Kl>iii.    u    •    c/u  1        l    a,    .i^->>  ila        ^  ka    und 


cbcDiu   //(J  --■  —  Ä/i.   #/•/ 


*y   \\if\       hilikt    i\:.\u   «irl.  iiT   «l.t«    zn-it«'    lllli|i 


ftoid  hin^«*Ri.lirii-lif'n  Mn<!   vi>ii  •Inii  d«  ni  rr^trn  •  tjT^|>ri  <  !.<i.-!i-m  N\'<  itln    \>i> 


f  •■ 


»  j 


ah 


fgri"S*'Ut    •*>!  «t'-llt    ili«'    liilli-i'-ii/    iiiil   f>  11    III  ilti|i!ii  :iT    •\\r   AMi a<  iMii««-  •iM|«iiiii-iiti-    \ 
•Irr  Scbidit  d.kr.     Aul  •!•  r   mcI.I'Ii  >i  it«    .iJ"i   i  i.<it.iii  int  ila?  iMili  ri  ntial  dc-^  Inlc- 
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gralcB  nach  a,   welches  die  'einzige  darin  enthaltene  Azo  ist,   die  sich   KnderL 
Man  hat  daher: 

V  o  ^      /•  ''»  

A  =  —  2nQefix  /  -       "7^-  '^=^- 

V  ^'  +  *>  /(*  + ')  (i  +  ^')  0  +  ^ ') 


«' 


4  t         ^   '    "~f 

1  1  a* 


1  +   :?.      ^a      ^« 
Es  ist  ahor        "Y       +   /«  "V      +     i" V  "  =  ^  ^^^^«"^ 

und  die  nifTcrentiation  dieser  Gleich un|^  liefert: 


^     a«  9 


d.  h.   —r —  := —r   und  hiermit  werden,  wenn  die  analogen  Entwickeliuieen 

für  ,.    ,    ^-  durchgeführt  worden: 

und  folglich  die  Attractionskraft  /'  selbst: 

/»  =  ^71  lieg     - 


Vin 


a 


Dieses    Resultat    ist    einer    einfachen    gcometrisclicn   Interpretation   fähig«     I^^ 

Oleichung  ,  ,  ., 

^ I 'l I =  1 

bedeutet  nämlicli  ein  durch  den  Punkt  {xyz)  gehendes  Ellipsoid,  dessen  Halb- 
axen  a\  ß\  y    durch  diu  Kolationen 

«'«   =   «S  +    <r,  (J'l  =   ß»  +   tf,  y'«  =   y«  +   <F 

gegeben  sind,  aus  denen 

«'«  —  ß'»  =  ««  —  ß«,       ß'«  —  y'«  =  ß*  —  y^       «'*  —  y'»  =  a«  —  y« 

folgt.  Diese  Gleichungen  drücken  aus,  dass  die  Quadratdifferenzen  der  Hilb- 
axeiipaare  für  dieses  Ellipsoid  und  das  unziohcndo  Ellipsoid  dieselben  sind.  In 
Folge  dessen  haben  beide  Ellipsoidc  gleiche  Excentricitäten  und  dieselben  Brenn- 
punkte der  Ilauptschuitte  oder  sind  confoeal.  Die  Gleichung  der  Tangentenebene 
an  unser  neues  Ellipsoid  im  afücirten  Punkte  {pcy%)  ist  nun 

„«  +  i"  '  ^  +   (J2  Ifö  '  *?  +   y«  +  (t'  ^  ""  ^ 


IX.  (*n|«  Atlrui'ti«iii  <Iih  Mlli|fiiiii<lH.     Diiiclilit'H  Mi'tlpuliv  7h| 


iiii'l  il.ilur  wiril  iiir  Al.i.^tatul  vinii  Mitti  l|iiiiikt: 

I  l 

"    '   /  ''  \  •"'  -t  "  '   ' 

|-\riii-r   ittt : 

"py  «'1^/ 

Mit   lliilf«.'  ilic-oir  Aiisilriickf  winl  jct/t 

a  d  y 

Worin   mun   imcli  dii-  Musnv   iIcs   uiiziclioinlfii  Klii|i!«tiiil:«,   iiüinlicli    .)/     -   j  T^icifjy 
Vi-rwvrthi.li  kniiii;  smlass  /'  ilie  Form  uiiiiiiiiuit: 

Aus  ilii'riL'ii  Kiituickriiiiipoti  t'nl^t  Iciclit  der  Satz: 

Die  At  trai't  inii -«kr.'tf  t  oitirr  ii  iiotiil  lii'li  iliiiiiifii,  zwischon  z  \v  i>  i 
.» Itnl  iclifii,  «■  Ulli' i>ii  t  ri  •« eil  iiinl  iiliiilic')i  li  i'|*riiilfii  Kl  1  i|iNi>i<li!  ii  rtitlml 
liAlti'iirii  liiMiiiiu'viii'ti  Schii'lit  in  Iti-zii'^'  mit  riiicii  ii  iimmi- n- n  Tunkt  Init 
die  Kiclitiin^'  ilrr  Ni>rni'ili-n  an  rin  ilurcli  i!ie!«vn  I'iinkt  iri'K'ct m,  mit 
•l  V  r  :inarti-r«'n  (trrnzflii«'li  i-  iIit  Si'hiclit  cun  fnral  om  KIIi|i!«oiil  nnil  i.»! 
tl  e  r  M  a  ff  ff  i*  «1  e  r  a  n  z  i  i-  li  i-  n  •!  «•  n  S  c  h  i  c  li  t  n  n  <1  d  v  ni  A  f  i  .h  t  a  ii  «1  r  •!  i*  r  T  a  n  l'  «  n  1 1-  ii 
eilt- III'  ji-n(.'fi  Klli]iK«*iiis  im  u ii^rzc^iiiun  l'unklr  Vi'Mi  Mittcl]innkti- 
|iru|iortion  a  I. 

Die  Nivi'autl.-ii'Iii'ti  ili  r  AtliJirti'in  di-r  Scliirht  -inil  mithin  ilii-  mit  ihn-r 
Auiiiti-'nthii'hr  riini'nraliii  KIIiji.Hiiiili .  Dir  AuKMintiili-hi'  <((II>?>t  iM  ilah<  r  rini- 
Nivrautiäclir.  Kiir  •  inrn  l*iinkt  aiit'  ihr  kann  niHii  nm  h  in  iN-ni  AuKilrui-ki  t'iir  /' 
•lie  (jniMc  pi  durch  iln-  Pirkr  «/  ili-r  ^chiL-ht  in  der  Kirlituiivr  di-r  N«irtiiali-n  i>r- 
»i-tzcn,  wie  man  (rieht  aus  ilrr  Ai-hnlii-hkrit  ilrr  lii-i^ri'n^iin^iitl.irhfn  rrkt-nnt  SinI 
nämlich  r,  v  die  Kailii-nvi-ctiircn  ihr  üuHMmn  uml  inni  rm  (trrn/.tl:irhf ,  ucichi' 
die  Kichtun»;  vnni  Mitt(<l|iiinkti-  mich  itiui  nnirc/u/tin  n  Tunkti'  IdMin,  ii*  int 
p  :  d  =»  rin.      \'i-rnii'i^r    d*r   Ai  linlichkrit    ih-r    (•rvnzil.ichr    ist    aln.-i    r:<  I  :  i, 

«liiu   gt  :  tl  ^iM   1:1   mli-r   pX     -    «/. 

^.   II.     \in>  I'iitrntiaj    v'uut»    KIlijiHui'Is.    wir  rin«  r    /.wincln  n     dinlichi  n   lil]i|> 
■tfiilf'n    t-nthaltcnm  Schiclit    kann    iliirt-li    i-|]i)iti«i-lif    Intrirralt-    fhir^'i-^ti  llt    mi  rijt  n 
Wir    werden    ilirü    niciit    aii'«riiiirin,     Hunih  rn    vii\vi'i«<n    in    dii-M-r    Iliiiiiilit    auf 
LcfTi: iidrt-,    Triiilf    tir  f'ntttiuus  •  lh/'ti-/in'i ^    W   I,   )•.  .'i.i'J,    iitfi%ii>    Sturm,    tttut%   •/• 
■«r<rJiiyiif'  tit    t'rmli-  /i'i.'iffrt /tuitfin  ,  '\',   I,   p.   '.»7. 

Kiir   ilic   i-Ilipttui'Ii-ifhi  n    Kntalinn-^ilirhi  n    ..'«li>ii    lÜi-.ic    rlli|itii«chrn   Inti-^'rah 
in  Kri-isfunctidniMt.   L'i^nrithnii  n  iiiiil  al^'i  l>i.ii<>i-lii-   rum  tii>n<  it  iih«  r.      Aiishihrlii  h 
kittcr    ilicBi*    Fälli*     hanilidt     Mnij^'ijii.     /.••ü:«    •/■     r/.i  i-i.-m'y.i     iiriii///f(y-i' i     i/ii/iY'n-, 
|i.  477  —  4iw,  »iiwir   l.i'^'i-nil  r  I-   a.  a.  <». 

$.  15.  Hau  l'riddc-iii  ilt-r  Attraclii  n  iK"«  I.!li|i^iiiil4  ist  iliirch  iln-  SiliMirritr 
kciU-n  hrrühnit  ^'iMurdi  n,  \«i:K-lir  ■■-  ihr  I<<i«un^  i  nt^'i  ^rn>i  t/.ti'.  Piimlhu  Hnnlr 
Too  Newton  und  M  a  fl  .-iiirin  mit'  -«ynthiti«««  Ihiii  Wi-u'c  L'<-i*>icht,  alh-in  Vt-r^'i-li«  n - 
■trebte  man  ilarnath,  ili«.  -«ihi'ii'-ii  Hin/«  liintiltati  tUn  l«-t/.t«'ri  n  m  i-iiii-r  vmII 
•XÄivU^eu  Liifiiii^  auf  .-mali  titi  lii-m  \Vi  u*.  /.ii  Vi  rall/«  niiini-rn  i.D 'A  !«•  uiIm' r  t. 
OpmMruieB  mnth*  nmti-fnt  *  ^  '1*.  VI  n.  \]|.  nnl  L  i »:  i  :iii  ^'u,  M**n.  -.V  /'.fi  i;./.  wi#  .r- 
I/rrtin,   lii.i,    1771.   177.'»  iiihl   ti'.'.'o,    hin  nio    iihlliih  L«-^t-ndrc  V'V« 'a.  </' i  «r.riii/i 
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riraufferSj  T.  X,  1788)  uinl  Ln])lavc  [Mcrtiniqne  cvlesie,  T.  II,  livre  3)  g^Ian^. 
Seit  dieser  Zeit  war  man  der  merkwürdigen  Ansicht,  dass  das  Problem  einer  sjn- 
thetisclien  Behiindlung  üburhaupt  unzngän^^Iich  sei  und  Legendre  und  Poissou 
sprachen  nich  in  diesem  Sinne  etwas  voreilig  und  entschieden  ans  [Mim.  de  VAcad. 
des  Sciences^  1788  und  1831);  Chasles  widerlegte  glänzend  diese  Meinung,  indem 
er  1838  eine  vollkommen  synthetische  Lösung  gab  [Comptes  rendus  de  VAead^  det 
Sciences,  T.  VI,  p.  902  (25.  Juin);  Rapport  de  M,  Poinsol,  T.  VI,  p.  i08  (11.  Juin): 
als  Vorlaufer  Journal  de  Vccule  polytevhn..  Call.  25,  p.  244  u.  2G6)  (1837).  Wir 
geben  im  Folgenden  eine  Iicarbeitung  der  Cliasles'schen  Synthese  und  folgen 
dabei  der  Kedaction  seinor  Arbeit,  die  er  in  Liouville's  Journal  de  maihem,, 
T.  V  (1810)  unter  dem  Titrl :  „youveite  Solution  du  problt^me  de  Patlraction  iTun 
ellipso'ide  heterogene  sur  un  puint  e.vterieur**  publicirt  hat.  Er  knüpft  darin  an  die 
Ite  trachtungen  New  ton 's  und  Maclaurin's  au. 

Wir  beginnen  mit  dem  New  ton 'sehen  Satze  über  die  Wirkung  einer  homo- 
genen oder  conccntrisch  geschichteten,  zwischen  zwei  ähnlichen  nnd  concentrisclt 
ähnlich  liegenden  EUipsoidcn  enthaltenen  Masse  auf  einen  Pnnkt  des  inneren 
Hohlraumes.  Hin  unendlich  sclimulcr  Kegel  (Fig.  237.),  dessen  Mittelpunkt  der 
afficirto  Punkt  J*  iHt,  schneidet  aus  der  zunächst  unendlich  dünn  gedachten  Schicht 

zwei    unendlich    kleine    Volumina   ifv,   dv    atu, 
_J^* "  '•  welche  dem  durch  P  gehenden  Strale  anliegen, 

der  die  äussere  Grenzfläche  in  m,  m\  die  innere 
in  ra,  n  trifft.  Das  Voruraou  dv  an  »m  ist  ao- 
cndlich  wenig  verschieden  von  dem  Volomcn, 
welches  der  Kegel  ans  einer  mit  den  Radien 
P/i,  Pm  um  y  beschriebenen  Kugelschicht  herans- 
schneidet;  ebenso  verhält  es  sich  mit  dv  annm. 
Ist  nun  da  das  Mass  des  Winkclranmes  im  Kegel, 
d.  h.  das  Kugelilächouelement,  welches  der  Kegel 
in  der  Kiitfurnung  1   bestimmt ,  so  li.it  man 

^/ü  =  Piii^  •  de  '  f/nty         dv  =  Prn^  •  da  '  vin 

und  wenn  ()  die  Hpccitische  Masse  der  eHipsoidischon  Schicht  darstellt,  so  sind 

s^Qdv  f^^ifdv  ,  , 

—      —  ^=  iUQ  '  mn  •  de    und     — = =  tug  '  mn  '  da 

Pur  Pm  * 

die  Kräfte,  mit  welchen  die  Masse  u  von  /'von  den  Massen  p^p,  gdv  der  beiden 
kleinen  Volumina  längs  der  Linie  mm  in  entgegengesetztem  Sinne  afficirt  wird. 
Wir  werden  aber  sogleich  zeigen,  dass  mn  -=  mn  ist  und  dass  diese  Kräfte  mithin 
sieh  Gleicligewicht  halten.  Da  dasselhc  vun  je  zwei  Massenclcmcntcn  f^dXy  (fdv 
der  iSchiuht  gilt,  deren  Verbindungslinie  durch  /'  jrclit,  so  folgt  der  Satz: 

Kine  homogene,  zwischen  zwei  concentrischcn  ähnlichen  and 
ähnlich  liegenden  Kllipsoiden  enthaltene  unendlich  dünne  Schicht 
übt  auf  einen  Punkt  ihres  inneren  Hohlraumes  keine  Wirkung  aas. 

Indem  man  solcher  »Schichten  unendlich  viele  bis  zu  einer  Schicht  von  end- 
licher Dicke  übereinander  lagert,  folgt  weiter: 

Kine  zwischen  zwei  ähnlichen,  concentrischcn  und  ähnlich  lie* 
gendenEllipsoiden  enthaltene  Schicht  von  endlicher  Dicke  und  con- 
stanter  oder  auf  conccntrisch  ähnlich  liegenden  Schalen  constanter 
specifischer  Masse  übt  auf  einen  Punkt  des  Hohlraumes  keine  Wir« 
kung  aus. 

Der  zum  Beweise    herangezogene   Satz,    dass    zwei    ähnliche    conccn- 
trisch liegende  Kllipsoide  jede  Transversale   so  schneiden,  dass  die 


IX.  C'a]i.         Atirni'tioii  ili  s  Kllipsolil.s.     <'liiiNli'h    ^ylltlll■tiHl  Ki«  Mi  t)ii»<lt'.  "liY.t 

2  «%  int*  hiTii    «]  i  f  Ci  r  i-ii  /  1 1 .11- li  I- II    l'al  1  r  inl  !•  II   StiiM-krii    ;j|i'ii  li    «iiii-l.    lult:!   «•• 

M'tii    Io(*e    illirch   lU'ii  Mitli-Ijiiiiikt  /'    Fi^'.  '2.'*'^.     A' r  Ki-liii  lit  iiikI    liii-    rr:iii^\  •  i-.il«* 

wtfn    fiiie   K)»fiio  iiii«!  zii-lii'  in   iiiv  ilt-n   /.ii   uu'  r><iijn^irti-ii  Ih.'iiiii'ti'r  '  /',   i-r  li.illiirt 

rlii'    Seliui'    nn     t\vn     inin-ii  ii     i-lii|ilisc)ii'ii    .*<»rliiiitt<  •« 

iii   D.     Man    ziflu*  fi-riu-r  f'n^  f*n,    wii»lnrrli    auf  •!•  r  ■   .  — -■ 

aUftSiTeii    Si.-liiiitti'lli|i<ii-    ili-r    Srliiflit    ilii*    Iniiiint'ijfii  m 

l*uiiktf   il«T   Ac-liiilii-)ik«*it    .V,    .V'    /.II    7f,  n    ;r<  riiii'l<'ii  /* 

wc-ri!fii.  iliTi-ii  ViTliiii>liiiins|i;iii'   .V  .V  Iiniii.iln^  /n   /•  u 

iiik!  wi'jjfii  iliT  iiliuIii-lii-M  Jj  ■;;■•    lii-r  ri;.'iiri'ii''V"<ti-iiii*  ^•. 

|iiir.-illi-I  tiiit  nn    laX.      Y'.H  winl  «lalu  r   mnli   A  .V'  v-mi  " 

jenem   Ilianiftrr   lialhirt.    il.  li.   it   iüt   mirli    für   ilii- 

iiiiMrri.*  Klli|iMi'    zu   'lor    l«i(')iliiii;r   (l>T  'rr:iiiHVi>r>ali-ii 

mm'  v«iDJii^'irt    iilnl  Mini    ful^rlich    :iucli  mm'  vi>ii  iiiiii       m'j" 

halbirt;  ilnlicr  ist: 

//«i   —     lin  i=i  mn  =^    Ihn    ■      ///i'  -^  inn. 

%.  lt>.  J>ic  Wi-itcrcu  ilntuii-ki-liiii^rii  ;:riiii'li.ii  nioli  ant*  «mih'  ;,'*•■  \\i«(.*ii>  |>ri>ji'('- 
ti%i.<«ch<'  ViTwainltsrliaft  xwiiiT  Käiiiiu',  mlIi'Ih*  ilii*  Afnnitiit  ^i-nniiiit  uinl.  Wir 
nchmt'n  ilri>i  ruclitwiiikli;;!*  Axiii  als  ('luiriliiiatriiaxi'n  nii  iiiul  )ii-»tiMiiiii'ii  zu  Ji'i|i-iii 
I'unkli*  Uryi\  fiin'ii  aii'IiTi'ii  '.i'y:',  soiIiiKf  j*' =-=  x.r.  //' ■  -  h'.i/.  :  --  k ':  winl, 
«u  «,  »',  m'  ilrvi  nliriiili)ti)  /aliliii  lificiiti-ii.  I)ai!(iri-h  wi-nli  ii  /.wi-i  Kiiiiiiii*  fiii 
«leutif^  BUl'ciriainlir  tifzo^oii.  «1.  h.  bu.  ila!«it  JimIimm  riiiikto  'ly:  ili-  riiiL-n  i-iii 
einlief r  bestimmter  IMinkt  r'f/:')  ilca  ainli^rcn  UauiniN  cntiipriclit.  hi«-->i-  rü 
liehen  S\iitcrao  siinl  iiirlit  inmlii-lr,  vielinclir  MÜnloii  sir  ilii'fi  rr.ot.  wiiiii  k  -  -  x' 
):e.^ct/.t  »Unit*.     Sil«  «iii-l  vii-liiH-lir  iliiri'h   l'itl^r|.||,i^.   rniHi.tniIf   ai|t^ri'/*'ii:tiiiit. 

1.  Kiiirm  iiinrii'ÜicIi  ri-riini  ruiiktc   ilrs  fiitvu  Kauiiirt  fiitüpiiclit  ein  iini-ml- 
licli  ferner  Punkt  ilot  niiiliTi  n. 

2.  Allen  I'iinkteii   "»■.v:.  i-Imt  llln  in-    ./.r -{-  '•'."  -^    '= -|-  /^  ^-' "   uiit««|irfi  hi-n 
Tankte  viiu-r  Klu-iiu 


um- 

■• 

-  X 


X  XX 

Qiii!  mithin  iilliii  i'iinkti  ii  « incr  (iira'iiii,  al«  ilrr  iMiri  hsi-lmittdlinii'  zwciiT  i'ln  ui-n. 
wiiMltTnni    *\U'    riinkti*    limT    (iiT.'üli'n.    n;iinliili    «lii     i|ir    Siliiiittliiiii<    <Iit   !••  iil*  ii 
liuiiiolnf^i-n    Kill  ni'M.      Pii*    riiiiktr<-ilirii    zwi'ii  r     lii»niiil";:<-r   lii-i.-i>iiii    tiit'l    .-ilinlii'li, 
alier  iliiB  .\rliii]irliki;itivi  lirittiiiss  vnriirt   mit   ■!•  r  Lai:<'  <!•  r  <■•  i.i<I*-ii.     In   •I<'n  ('«'nr 
«liiiAteiii-ljrniii   iiinl    in   •Nt   nin mllii-li    f'iinii   U»i  m-    fallt  it    liiiiii>ili»x'>-    !!>••  ip  n    zu 
•Binini-n. 

.'l.    her  Ku^«-1    i'     •    /,'     }-    :■'  ■;'  i  iit-|irii  lit  ila.i   MMi|i->>>i«l 

K  »/    ■  K  f/    '  X     li    ' 

I.    PiMii  Klli|p'*iii<l      .    •-     '    -»-    '^  1   •ht-pri«  }il  •  in   anih  ri  s   Lili|i«<>i<l 


1  '  J    «  I 

It'  fi'  c- 


'I,'  X  A   ■  i^x    . 

Tl.    .**iin<l  zwri  Kl1i|ifiiii<l<-  .iimlirli,  /..   \\. 


1 


./'    .'/':'  ,      .1»  »r 


tt*  '•'  c""  li*  r."  I  * 

So  »in«!  aueli  ihrv  hunnitiv« n  Ki|i|is'iiili^ 

Shnllch  um!  iwar  nach  ilt  ii.-ji-lhvn  AL'hHlichki'itii\t-ih.iItni-<9i>  u. 
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6.  Homologe    Volumina   stehen    in    constantem   Verliältniss.      Denn   es   ist 

ax  du  dz  =  XXX  dx  dy  dz .   also    ■=-; — ; — —  =  x  x  x  . 

Sdxdydz 

7.  Nimmt  man  die  Verhältnisszahlcn  x,  x',  %"  so  an,  dass  die  beiden  homo- 
logen KUipsoide 

S  +  "HF  +  i  =  *     «n<l     7--T«  +  T^^  +  T"^'^  ™  * 
«'         h*         c*  (ha)*         (*o)  (*  w 

confocal  werden,  d.  h.  dass  ihre  Hauptschnittc  dieselben  Brennpnnkte  besitzen, 
welche  liedingung  durch  x'«*  —  «*  =  x'*^*  —  6«  =  x"*c*  —  c*  ausgesprochen  wird, 
so  werden  die  Quadratdilfcrcuzen  der  Halbaxcn  zweier  jener  ähnlicher  nnd  sich 
homologer  KUipsoide 

X  7/  *  X  1/  Z 

ebenfalls  gleich,  nämlich: 

n«  (x«««  -  fl«)  =  n«(x'V;*  —  Ä«)  =  ««{x"«!?»  —  c»). 

Die  beiden  letzteren  Ellipsoidc  sind  daher  gleichfalls  confocal.  Um  x,  »',  x"  der 
angeführton  Bedingung  gemUss  zu  bestimmen ,  seien  a\  b\  c  die  Ualbaxen  des 
zweiten  mit  dem  Ellipsoid  von  den  Halbaxen  «,  6,  c  confocalen  EUipsoides.    Daan 

ist    na  =  a  t    x  A  =  o ,    h  c  =  c ,    also    x  =  --,    x  =  -;-,    Xi=  —    zu   setzen 

a  ö  c 

nnd  sind  Bedingungen  «'*  —  «*  =  &'*  —  /;•  =  c'*  —  r*  für  den  Confocalismus 
dieser  Voraussetzung  nach  erfüllt. 

8.  Es  seien  iT/,  iV  zwei  Punkte  dos  einen  und  3f\  N'  die  ihnen  homologen 
Punkte  des  anderen  der  beiden  confocalen  Ellipsoide»  dann  ist  der  Abstand 
M y*  =  M'S.  Man  hat  nämlich,  wenn  .r,  y,  z  und  £,  17,  i  die  CoonlinateA  von 
J/  und  iV,   .r',  y',  z';   J',  ij'»  f  die  von  ;!/',  iV'  sind: 

.WA-«  =  (g  -  a;')'  +  (17  -  /)»  +  (f  -  i')» 

-  (f  - :  ')■+  ('  - 1  *)'+  (f  -  i  =)• 

iW'A'»  =  d'  -  .,0«  +  (,'  -  ,/)'  +  (J-  -  I)« 

=(;;«-')"+(N-J+(:f-=)'. 

iiuthin: 

Du  aber  /i'^  —  «*  =  //*  —  //'  =  r'  —  r'*  ist,  so  wird 


^/,V'2_  :>/':v2=,( 


:---»[e"+-;:+5)-c+i:+j)]-»- 


weil  sowohl  (xi/z)  als  (Si^f)  vom  Punkte  des  EUipsoides      i  +  /j  +  \  .=*!  ^•*" 

Folj^lich  ist  .l/A''=  iW'X 

Piir.  j}:;.,.  Dieser  Satz  rührt  von  Ivory  her;  er  nennt  <lie  ho- 

mologen  Punkte    der    confocalen  EllipsOide  „corrcspon- 
dircnde  Punkte"  beider. 

§.  17.  Kh  seien  (Fig.  23y.)  (Alf)  und  (A'Ii')  wi 
iincndlic-h  dünne  Schichten,  beide  von  ähnlichen  Ellip- 
soiden  bofrronzt  und  zwar  so,  dass  ihre  äusseren  nnd  ihre 
inneren  Grcnzflilclien  .4,  A'  und  //,  /?'  confocal  sind. 
Sind  dann  /',  /*'  zwei  correspondirende  feite  Punkte  Jer 

äusseren   Greiiztlilchen,   7/1,  m    zwei   correspondirende  laufende  Punkte  derselben 
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il  (/m,  dv    die  ihiifii  iiiilir^Tiiilon  li'finuli'pcii  VnIiiiiiriicIriiientM,   tu»  hat  iimn  imch 

ttv  it  it  t' 

16.,    Nr.  I».-     ^  .   =■■      .,.  .    uini    weil    iimli   §.   lii.,    Nr.  h.    tnt':--  ml*  i-ti ,    wenn 
*1v  a  f»  V 

p    ilie   Kpi-t-i!i!i<'lit:ii  Mafirioii  liiT  SlfirliicIiti'U  lirZfii'lilicn : 

ff  ii  f         (}  #/  V  {»  Il  '» »" 

l/l  /'  /«  /'  \f  tt  h  V 

•1  fnlfvlicli.  woiiii  man  iliirch  die  ^wutaw  Si'liii'hton  liiinlurcli  nulluni rl 

«..  t»  '''■       ...  C»  '''■  Q  ti  h  r 

wi  /  «I  /*  ^  Il  fi  r 

r  :  ii'h'r  i«t  'law  Vi'rli.-iltiiis^  ili-r  Volnniiiin  miil  p  </Ar  :  p'/iAr'  fulfrüfh  il«»  Vrr- 
Itniü!«  iltT  Ma^Ki'i)  i!vr  Si-)iii')itrii.     l'u*  vor.sti'hcinU*  (flriehiiii^  HA(*t  ilahfr  aun: 

Die  l'iit  I- nt  iult'  »•,  r'  z  wciiT  im  i- mll  1 1' li  iliiiiii«T  fl  I  i|i««iiiil  inchrr 
hii-hteii  \A/»  ,  A  fi  \  \*\\  i-ciii.<«t  an  1 1- ii  -|ii>i.'i  l'isrheii  Mnaacii  p,  p',  l»i*- 
f  n  1 1  V  o  II  ii  h  II 1  i  c  li  t*  ii  ii  ii  il  ä  li  ii  I  ic  h  1  i  r  ^  i*  ii  ■!  i>  ti  «*  o  n  r  <■  ii  t  r  i  s  cli  r  n  K 1 1  i  p  - 
iilcn,  iliTeii  iiiisNiTO  <i  roiix  f  I:li:1i  mi  A,  A\  w  i  i*  ihre  iiiiifrcii  /f,  //' 
Irr  «lieh  cniifuea)  !«inii,  in  lio/.  ii);  auf  z  w  f  i  rorr  oapciiid  i  rcnile  Punkte 
/'  i  II  r  ••  r  :i  II  s  n  e  r  i>  ii  t  j  r  r  ii  x  f  1  a  r  h  «■  ii ,  n  o  d  n  a  «t  r  m  i  c  li  a  ii  f  /'  ii  n  tl  p'  a  il  f  i^ 
E  i  1*  il  t .  !k  1 1*  Il  i*  II  i  III  \'  I'  r  II  ii  1 1  n  i  1  s  il  i'  r  M  a  s  s  <•  n  il  l'  r  S  c  li  i  c  h  t  r  n. 

Pii-  Virnllcomfiiii-riin;:  <Iii'*ii-H  Sni/i»!  tiir  liii  lfuli<>bi):c8  Anzii'hunfrsffosets 
b  Aniairr   iCrrllo'*«  Ji>nniul   Hd.    1'.'.   S.  :ili   ,1h4m  j. 

Kn  ii«i  die  Sriiirlit  A' /*  vnii  iIit  Scliiclit  Aii  iimMr)iIo<i<(«'n;  nnrli  ilvni  Newton* 
\tu  SatZf  <:.   Ifi.   iil>t  dir  Srliidit   AH  aiH'  di-n  iiiiirri'n  runkt  /''  keine   \Virkiin|r 

Q  il  V 

■  ;  datier  fliiid  <lie  I>L'rivirtrii  dr^  ritti-niiaN  2.'       .., .  nach 'Jen  Counlinaten  diesen 

m  /* 

nktos  genommen.    Null  und  int    niitliin  Ax*-^  Totmlial  nm^tAnt.      Hieraus    fulgt, 

ü«   auch  daü   rüti'iiiiil   1.         ..  di  i   >rhii''it     .1*//      in   Mfzu^   mit   /'*   •-••ii<itunt   Hi<in 

in  / 

iftse ,  W't  auch  iiniiii-i    /'    auf'  iIit  riu-ln-   A  li<L'' u  ui-'^*'.  d.  Ii  - 

KUr  eini'  iinemllii  h  iliiniii-,  7.  \vi>iehen  /  w  «•  i  ä  h  ii  lii- hi- u  Kllipuoiden 

thaltrue  Si-hii'ht   %i>m   rci  iist  aiiti- r  sp  t  r  i  1 1  «c  h  e  r  Miinmc  int  daü  Puten- 

kl    in    he  XU  IT    a  u  l'    eiinii    üu^-iifii    Tunkt    i'uiifitant    fiir    alle    Punklr 

DCM    mit    d''r    .iu  "*«  r  n- n    (•  i  f  ii /.  1 1  .i  i-li  •■    dfi    Si  hii-ht    r<ifi  i'ü  i'ali*  n    Kllip 

id*        Iljf«    S\«ti-iii    aiiiT    mit    •!  ••  r    -iii-^iTrii    ü  rni /.  i' I  .lohr    i*  ••iif  ••  r  alr  ii 

lip^niile    i*>t    ila^   Svotrin    tli-r    N  i  v  ■■  au  t  li  i  In*  ii    t  li  r    dif   A  1 1  r  ai' t  i  >iii    der 

hirhc.      Pii'    Kit  li  tun;:  «l'-r  A  1 1  r  a  <  f  i"  ii^k  ra  t't  d  •■  r   >rl.icht    i^t  ilie  N<»r- 

ftle    de*t    ilurrh    lUii    nttieirtiii   Tunkt    mit    dir    .iii*i^erin   (■  r  •■  n/ l'l  üi'he 

ufdi-alrii    1. 1 1  i  p -"li'l  H.      1 1  i  •-    .t  u -4  h  •   r  i-    ti  i  •  ii /.  f  1  lieli  i*    i«t    «i-lliat    r  i  ii  e   Ni 

auf  larhf. 

K^  «»i'ieii     Kit:    -*"       ."•'   .    A  fi    .    A   /•"       «ir.i   ^«-hithsn  \ nn   «Irr  lti-*rliiit!rn- 

if,   »ir   3la  VürikTiii     Hl.  .VI.   •,   .    /'.    /' ,    /•'  I  ■  ri.  ipi-iplsri-inlr   Tnnkli-    ihn  i    Au«Rt-ii 

rhen.    f/i',   '/r  ,    fir     dii-    r<ii  n  «pulidiri  lili-li  Viijiiiiii-iifdi'llli'llti-    rili   n.  n  .    "<    ,   (i.  p  .  ^i 

!  pp<'Citini-hi*n   Ma«««t  II  ili-r  Si-liii-hti  ii  mii<I  wi-riit* 

IprD'iniiiK-n ,   •!n*H   «lir    Siliii'l-.i     Af*'\  *\u     hi'idt  n  ^  p 

flrmi    nmm'hlif *ii'        rnlii     Tii-Ui-hiil'un/    d«'r 

bereu   lte/i-it'hnuii^'«»t-i«<-   h.il  man   ilaun. 

||  r/r  ^  Il  n  I-  {i  •!  I  "•-■  J  Jf 

.....•■  Jf    0' 

,,    p"*/»"  V   ••■    '•    •         ^     K*  '''  A     J* 

*"      w  "/•  p  ■/  '■  r        "    "•  /' 

»  aber   /'"  nnd    /'     luitjr    imnii     Tiinkt--   t'ii    ilt^    >*-liulil    A /i  -iud,  pi»   inI 
»cb«ll,   Ihfoiic  •!.  li«  ».  u     I-  Ki4M<.  -|j 
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Ä«         i?    —    ^         n"  ' 

tn  r  w  r 


i 


lalicr  erhält  )n«iii  die  Proportion: 


Qilv        _,   9  tiv     gäbe 

^       ,  -j    '.  ^       /» ..     —  -77-77/7»  »f  I 
wi  /'  f/i  /'  gäbe 

d.  h.  die  Potentiale  zweier  nncndlich  dünner  ellipsoidischer  Schich- 
ten von  conatanton  spcci  fischen  Massen,  hegrenzt  Ton  ähnlichen 
Kllipsoidcu  mit  cunfocalcMi  Aussenf  lachen  in  Bezug  anf  einen  äusse- 
ren Punkt  stehen  im  Verhältnlss  der  Massen  dieser  Schichten. 

Sind  daher  x^  t/,  z  wie  früher  die  Coordinatcn  dos  angezogenen  Pnnktes  P 
in  Bezug  auf  die  Ilauptaxen  der  Scliichten,  so  erhält  man  für  die  Coniponenten 
A",  J*',  /';  X",   y",  7:'  der  Attractionskräfte  P\  P"\ 

oS'^t  ^-S^?;  .')S^'^'- 

-.,  mP  ..I  mP  ,-,  m  P 

If       ml'  '*    J      **  "    _>      " 

sowie  für  diese  Kräfte  /*'=?' A'«  +  J"'  +"A  P"="  KÄ"«"  +  r"«  +  2*« 
seihst,  mithin  mit  i^'icksioht  auf  die  vorstehende  Gleichung: 

:A  =   y  i  l    =^  Z  :  /j  =^  P  :  P   ^=^  gäbe  i  g  a  b  c  ^ 

d.  h.  die  Intensitäten  der  Attractionskräfte,  mit  welchen  die  beiden 
Schichten  auf  einen  äusseren  Punkt  wirken,  stehen  im  Vorhlltniss 
der  Massen  beider  Schichten. 

Von  den  beiden  zuletzt  aut'gestellten  Sätzen  bestimmt  der  erste  die  Ricbtan^ 
und  kann  der  zweite  dazu  dienen,  die  Intensität  der  Attraction  einer  Schicht  be- 
züglich eines  äusseren  Punktes  zu  bestimmen.  Die  Richtung  ist  für  alle  Schicli- 
ten  der  Art  dieselbe. 

Indem  man  unendlich  dünne  Schichten  übereinander  lagert,  gelangt  msn  in 
dem  dem  letzten  Satze  entsprechenden  Satze  für  Schiebten  von  endlicher  Dicke. 
Km  seien  A,  A'  zwei  eonfocnle  Kllijisoide,  man  zerlege  sie  beide  in  nnendlich 
dünn(>  Schicbtrn,  von  denen  jede  zwischen  älinlichen  EUipsoiden  enthalten  ist; 
ü^  6,  r;  a\  h\  c  seien  dii>  Halbaxen  beider  Kllipsoide.  Die  Ilalbazen  der  Sasse- 
reu  (irenzHäcbe  einer  Scbicbt  des  einen  seien  na,  ;;//,  nc^  die  einer  Schicht  des 
anderen  nü\  nh\  nv,  Krtheilt  man  n  für  beide  denselben  Wcrth,  so  bleiben  ihre 
OrenziliU'hen   confocal    und    ilirc  Attractionskräfte    in  Jiezug    auf   einen   äusseren 

Punkt  und   deren  (-ümiioueuten   stehen   im  Verbältuiss      ,  .-»-t  ihrer  Massen.    Die 

g  ah  c 

(Iriissen  p,  {i  variiren  dabei  mit  ;/.    Aehnliclies  gilt  für  die  beiden  nächstfolgenden 

Schichten,    ebenso   für   die  weiteren.     Bleibt   nun   das  Verliältniss  p  :  ^'  constant, 

während    beide  (irössen    selbst   veränderlieh   sein   können,   so   stehen   die  Goropo- 

nentensnmmen   der    Attraction,    welche    von   eiucr  Kcibe    solcher    entspreche mler 

Schicliten])aare  berriibren,  in  demselben  Verhältnisse,  alüo  auch  schliesslich  wieder 

die  Gcsamnitattraetiouskräfte   selbst.     Dies  Verliältniss  ist   aber   zugleich  das  der 

Massen    der    beiden    Schichten    von    endlicher   Dicke,    welche    durch    die   beiden 

Scbiehtcnroihen  gebildet  werden.     Daher  also  der  Satz: 

Die  Attractionskräfte,  welche  zwei  ähnliche  ellipsoidische 
Schichten  endlicher  Dicke  auf  einen  äusseren  Punkt  ausüben, 
stehen   im   Verbältuiss   von   deren   Massen. 


IX.  Tap.  Attrnctiun  dos  Kllipiifiiilii.    CIia^Iph' .\vnt)iptinrhf*  Mrthiidc.  7(^7 

Kür  KWi'i  vollf  KHi|iNiiitli*  wiirtlf  iÜi-mit  Satx  von  Muri  nur  in  /.inTitt  nnf- 
pp*t«'Ilt. 

n<»n  Satz  iilior  iHi'  Kiflitnnc  ili-r  Attr:i«'tiitn«kriirt  imiht  um  nillii:!i  diinMiMi 
Sr]iii-]it  in  Uv7M\r  auf  rincn  :in>«fri'h  riinkl  It.'it  l'niiHnn  \l' histitut,  l'J.  Oi-t  ls:(.'l; 
.l/f  «i.jir/f  #//  t'.Irtni.  ih  k  xrirnres .  T.  \lll.  In  liin-r  .'iniirrt>n  r.'i^Miinff  Jiiifjr«'"tf  lll 
niiil  Mi'iniT  ^iIp  ilnfiir  rimii  •*Mitiiiti**i')ii-n  Iti-wriM  C'ri'llf'ii  .lniirn.  il.  M.itli. 
IM    MI.  S    Ml     Is^il  ,  Mii*   tili;:!: 

|iir   kiclitun«/   ilt.-r  A  Itrart  inn  s  k  r:i  t't    limT    n  ni>  ml  I  ir  h  •luiiniii    Iki 
ni  o  IT c  n  t  n  i*  1 1  i  p ;« u  i  il  i  s c  h  c  n   S  r  h  i  c  Ii  t   i  n  It  r  /.  m  ;:  -i  u  t'  ••  inen  .'t  u  h  m*  r i*  n  I'  n  n  k  t 
lit  ilii-   W*^  ili'r«   Ki'^i-N,    wi>l«-litr  i]if<«rn  l'nnkt    zum  M  i  t  ti- 1  piink  tf  hat 
nnd  «Irr  aiiHSiTi>n  (i  n'n/ fliirhi'  ili-r  Srhidit   n  imt  )i  riiOif  n  itt. 

I»«T  Sti'iner'M'lir   KrWfiN  irnimli-t   «.iih  auf  fnl^'i-mlfn  S.iIä:     Wi-iiii   /*.•#,  /'// 

Kl)*.  -41.1  •lii'   KIlipKf  .-l/'/'/i   in  .-/ ,  //  lirrülin'n  niiil  «lif  (mthiU-  /'(,'  ihren  \Vink«l 

hallfirt  iinil  (lii>   lti'rithriini.'MMi-hni'  .-f  /i  in  tj  ?(«-hiifiili*t,   nh  hihli'l  i*(J  (rlcicln'  Winkel 

mit  j«*  zwei  (iiTadm  Vi\  l'll,   welrhf   nach   dfn  Si-Iiniltiiiinktfu 

lii:.:fll. 

rin^r   liflii-hiifcn,    ilnrrh    O    }:i  K'uti'U    (iiTaili-n    mit    diT    tJlipsc         ^ 

hinlanffn.    Int  nümlii-li  /'/i  HrnkriM-hl  /ii  /'O,  su  >inil  /'/f.  /'/«; 

/'V,   l*li    \i^r    harniMniNihr  Stralni,    wtil   /'V.   /'/'   dir   W  inkrl 

Ton    t'A»   Vit    halhirrn.      hahrr    Minil    dir    rnnktr    .1.   //;    n,   /i  . 

harniiinisfh.     Forni-r  .-«in«!,  wril    /'«Irr  Pul  vnii   AH  ii«t,    f,   //; 

i 

«,*,   /'   harin)>ni!<rh.      hahiT    iit    /*/i    ilir   r.ilari-    vun   ',i  mlrr   ihr  -v  .^i'/*« 

Ort  «Her  virrtrn  hArnidnlschrn  I'nnklr  K  iw  O;  /',  />  auf  allrn     ^  ^V 

durrh  n  f;chrndrn   Cirrailiii   /^ /.'.      Prshalh   ^ind    /'O.   Z'^':    /V*       "  ^^ 

/*// liarmiinlitclir  Stralrn  und  il.i  zui-i  zuir('<»rilnrtr  /'/,/.  /*ft\un 
ihnen  iii  rinanilrr  rrrhtuinkli^  üind,  ün  halhirm  sir  •Ii«*  Winkrl      .; 
der  bridrn  an-iirrn  i'(\   /'/i. 

I.cfTt  man  nun  diiirii  ilir  A^i*  i1<'«  iim^chrirhrni'n  Kt^^i-I<  und  ir^rmd  rliii-n 
l'unkt '*  aiit  ilrr  :iii^«>irrn  lirrii/iliii'hi*  *]vt  Srlilrht  riiir  Klitiii-,  wilrhr  dir  .«u<»si*rt* 
Kl.irhi*  in  rinrr  l-.llips»'  .if'/iff,  dm  Ki-);*-l  in  /%%ri  ilirMe  l»rriihrt-ni|rn  Slralrn 
VAf  PH  iiml  lii«-  r.hrnr  lirr  llrriihiiin^"«-iirv*'  in  «Irr  Sidim*  .1 H  «ihin'iden  wiril. 
■o  hmtimmt  dii>  Krirria^i-  auf  Irt/.t«  ri-r  d<  n  l'unkt  O,  NmlaNH  i*n  mit  /'f\  /'/> 
|ri«'irhr  Winkrl  hililrt.  Ilrnkt  mau  Miiii  nun  tj  ai«  Mittripunkt  •  inr«  unfiiilli«-h 
■climal«-n  K**;:«-!^,  widrlirr  hri  <'  iiml  /'  au<4  di-r  rllip9*>iiili*ii-hrn  Srhii  ht  /uii  klriiir 
Vülumma   i/r,  t/r'  an-<'«''hMi'iilrt,    •>••   siiul    ilii'   A(trai-ti<in->ki.»tti     /*,  /i    ihn-r    Ma«4r» 

l  II  fj  tfr  f  II  ^  i/' 

;*  /. 

Sarh  drni  Ni-uI^mi    M  a  i' I  a  ii  r  i  ii 'urhi-n  -^  it.'.r  ^lud   ilii  >f-  Kitt'lf  (rlrirh   nii'l  lulrürh 

./,■  ,/,' 

nt  -'  nft' 

Nun    i't    ahrr    »iini"i'«     •!•■•*    i.lnii    .»ii^rr /!•;:•  ui  n   Sal/i--    '.•'"     ',' /'  /*'    ■  /'/'.    u*%*t 

*0<*h :  I  ...      4' 

rt-  / /'' 

Dir«r  CSri'iKsi'li  ■*inil  ahi-r  liir  Kriitti  .  uiit  t\i  !•  Ih  ii  dii-  Kli-iiii  nti-  «li  r  "^rhit-ht  ht  i  (' 
niKl   h  d^n  l'unkt   /'  an/iiln  ii. 

I)rr    lirWi-i«    i-r^'ihl    .'U/h-irh    Um  !i    »\vli    >at.'. : 

Kin«*  hr|iihii;i-  il  II 1 1  I'  V  ;.'!  il*- Ii  i  •-  lllo-iii-  /rrli^'t  ilii-  Si-hirlit  in 
X  «  f  i  Thrill- ,    M  I  I  i]i.-    au  l'   /'    •  I  •  ii  h  r    A  u  /  i  •■  h  fwi  /    au^uln  n 

^.  m  W  ir  ■'«■hri  it*  II  nun  .ui  l!i  »tiuiuiuii,*  iKt  Aii/ii  huiit:  i  iiirr  iinriiillirh 
dfinncB   «lIip»oi«Jiiirhrii   >rhtrht    iit   Hrxui;    aut    riin  II   ruiikt    ihnT    .iii4iirri*n  (irrn/- 
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fluche,  auf  welches  Problem  das  der  Anziehung  für  einen  äusseren  Punkt  leicht 
zurückgeführt  werden  kann. 

Nach  §.  17.  iät  diese  Grenzfläche  selbst  eine  Niveaufläche  der  Schicht  und 
mithin  hat  die  Kichtung  der  Kraft  in  irgend  einem  ihrer  Punkte  P  (Fig.  242.) 
die'Kichtung  der  Normalen  dortselbst.  Um  die  Intensität  zu  finden,  betrachten 
wir  P  als  die  Spitze  eines  gegen  die  Dicke  der  Schicht  unendlich  dünnen  Kegels, 

welclicr  aus  der  Schicht  zwei  unendlich  kleine 

Fi  IT.  24-. 

*      '  anziehende  Volumina   bei  Pn   und    nm    heraos- 

V  schneidet.     Um  P  beschreiben  wir  mit  der  Ein-  ^ 

'    '       \^  hüit  als  Radius   eine  Kugelfläche;  sld  bestimmt 

^  '       -^'n^-.  in  dem  Kegel  ein  sphärisches  Flächenelement  <f(r,  ' 

/  ;  ;  \  welches  gegen  die  Dicke  der  Schicht  onendllch 

^  /.__!_    \ia\       '    klein  ist.     I«  der  Entfernung  r  von  P  liegt  nun 

/      /     /7  im  Kegel  ein  Volumenelement  t^dcdr  von  der 

^   '  jR/  y^  Masse  gr^dadr^  dessen   Anziehung  auf  P  pro- 

'     ^    L^'  portional  c/i  9  </(r<^r  ist.   Die  Snmme  aller  dieser 

"  Attractioncn,  welche  die  gemeinschaftliche  Rich- 

tung Pm  haben,  durch  die  Länjron  Pn  und  nm  hindurch  integrirt,  ist  die  Attrac- 
tionskraft  der  auf  dem  Strale  l'm  lie«ronden  Massenthcile  der  Schicht;  sie  ist 
demnach  fiigda-  (Pn  +  nm)  oder  da  nm'  ==  Pn  ist:  2  ffigda-  Pn.  Von  dieser 
Kraft  brauchen  wir  nur  die  Componente  längs  der  Normalen  der  Anssenflärhe  der 
Schicht,  nämlich  'I&fiQ  d6  -  Pn  cos  {nP.4),  indem  die  Total  attraction  die  Rielitno; 
<ler  Normalen  hat  und  sicli  folglich  alle  tangcnticllen  Componenten  tilgen.  Da 
nher  die  Dicke  PA  der  Schicht  unendlich  klein  ist,  so  ist  dies  auch  mit  dem 
Dreieck    /'An  der   Fall,    welche    Richtung   auch   immer   Pn  haben  möge;   es  isl 

PA 

daher  An  immer  unendlicli  klein  und  »cnk rocht  zu  PA^  d.  h.  cosyiiPA)  =   «    " 

Hierdurch   wird    dio    fragliche   Componente    2ffiQdaPA.      Um   nun   hieraus  die 
Suuiinc  aller   :ihTili<'lion  C'oniponontcn  für  die  Massen,  welche  längs  den  venchie- 
deuen    StralcMi    /';//  in   drr   Schicht   onthaltou    sind,    d.  h.   die   Gesammtattraction 
der  Massp  der  Srliielit  KU  linden,   hat  man   diesen   Ausdruck   über   die  Haibkagel 
liinwe;r  yu  integriren,  denn  es  liegen  nur  dieHHeits  der  Tangentenebene  des  Puoktei        • 
/*  MasKfMi.     Dies  liefert  für  die  gesuchte  Grösfsc   -Inffif}  •  PA,  d.  h.   die  Inten-        j 
sitiit  der  Kraft,  mit  welcher  eine  aus  ähnlichen  Klipsoiden  gebildete        j 
unendlich   dünne    S<r hiebt    einen    Punkt    ihrer    äusseren   OrenifUche 
Hu/ieht,   iät   der   Dickte   der   Schicht,    gemessen    längs    der   Normalen 
d»rr    änsS(>rcn    (Jrenzf  I  Uclie    im     «n gezogenen    F*unktc,    proportional 
Dieser   S.'itz    wurde    in    einer    ungemeineren    Fassung    zuerst    von    Laplace  be- 
wi(;Hcn.    indem  er  zeigte,   da^s  wenn    irgend    eine  Schicht   von   beliebiger  Gestalt 
•anf  einen  inneren   Tunkt   keine  Wirkung  ausübt,   ihre  Wirkung   auf  einen  Punkt 
der  äusseren  Crenzliiicho   dem  Ausdrucke  Angd  proportional  ist,  für  S  als  Dicke 
der  Schicht,  wie  oben,  in  niirmah.'r  Richtung  gemessen. 

Wir  w(»llen  die  Dicke  P.i   der  Schicht   in  diesem   Satze   etwas  anders  an«- 

drücken.     Füllt   man    nämlich   vom    Mittelpunkte  0  der  Schicht   auf  die  Normsle 

das  I'crpendikel  OQ ---  p  und  zieht  den  Stral  OP^   welcher  die  innere  Grenaflicke 

«1er  Seliiclit  in  -S'  trelVen  ning,   so  ist  wegen  der  ähnlichen  Lage  der  Grenzflächen 

/'//         PS  PS 

(ßii  ""   P(i  ""^  *^*^  pn  ^^^^^^  *''^'  l?''i"7'<'  Figur  hindurch  constnnt  bleibt,  so  kann 

es,    wenn   a,,  //, ,  r,   die    llalbaxen   der  Aussenfläche   sind   und  da^  die   Dicke  der 
Schicht  länj«s  der  Halbaxc  «,  bedeutet,  durch  — ^  dargestellt  werden.    Daher  hat  man 
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/' 
un<l   f(i!{rli('li   fiir  iiii-   Kr.-it't: 


r.i 

im 

,     il    ii  : 

r  1 

it'l: 

1                •'" 

i    .T  .'  '1  O 

/'■ 

l*in   y\/{    lin-    An/ii-liuii;:    i-iin'i     ■■ili|>'«>>i  Ii<«i-Iifii    Si-Iiii')it     Im     i-tii -ii     iM«4ir<-ii 
Punkt   aiit   'li-ii    i-licii    i-iit  \«  it'ki  Iti-ii   r.-ill   iiiiriii-k/.iii<i)iri  II .    !•  ;^'i-ii   ^ir  il  in-li  «ifii   .in 
(reioCciifii   rniikt    /*    l'ij    '.'l.'ii  fiii  iiiii  ili-r  .i'i^oiii'ii  fi|i-!i/il.ii-|ii-  ili-r  >*(  Iim  lit  i-on 
tocali-«   lÜlip-itiil  .1,  •«•iwii'  i-in  <li<-*»-iii  .itiiilirlii"«  mih  n<ili(-li   nalirrt  /wi*itfH  Klli|i.»uiil 

/f,     >'•  l.1«S    Vk'ir    nilM'     lllirll'ilicil    illilMli*    Sl'llli-Ilt     !./|/''| 

«rhftItPii,    .111  f  «liTi'ii   At|i.*iiiil  i»'ln'   /*  lii'irl.      Dii-   i'c  '"'   "'* " 

pelirn*»  Sfhi«'Iit     .-//»,  ilircii   Aus.Hi'iiilärhf  ilii«   llalh-  ^P 

Axon  ff,  /i.  t    li.ilti-ii  iiii'ijr«'.  fiht  nur'  /'  fiii«-.  AiüSieliuiii; 

AU»,   Hcirlii*    ^ii'li    /M    (ii-r  An/ii'liiMi:;    «It  r  cln'ii  t'uii 

■truirti'D  Siliiclit  vi  iliält,  wir  ^ii-h  iliu  M ;!•«<<■  n  lioidti 

Srhit'htrii  ^  i'rlinitt-ii.     Ki'j^fn   uirji-ncr  niiir'<'*('liiclil  g  K' i 

4i«  •pei'itinclii;   MaM^v  q  von      4 /t'\  lu'i,  no  wiril  ilii  s  _     _,_. 

Verliiiltiii««!!   ;rli"ioh  t\*m  ViTliiilini".«»'  iIit  Vh 

iuiniiiih  iliT  Si'hii'litni,   wo  «f,  ^',r'|  ilii*   IlalhüXi-ii    iIit  .\iiN'<i-!ilt.ii-|ii>    Aot    lliilfsm  liii'hi 

bcdrtiti'ii.  I>ii>    Ki-NHi-liti'   An/i«*liMn>r   ilrr   cc  Ih'Hi-h  Schiclil    ***\j\  li-ih*  r  au«   il*  in 

Au»(lriii-ke  nm    MmU'    ili-»    ^.    1^.    iluicli    .Multi|ili('atiuii    mit    ilii  oriii    Vi-ili.iltni>»r 
and  wird 

Wir   wollfU    nun  *\\t'   l'iiki*  «!•  i    ||iilt'»»i.-liii-kt   «n    ln'ntininn.-n,    •l•i^>  ilii    ri.i'li'ii     f,, 
fif    in    iieni«t'Ilif-n   \'i-r)).iltnih.si!  n  i-iuanii>T    :iliiilivli    Hrii-n.    wji-    ilii-   Fl  ir)M-ii     I.   /•'. 

Ilann    int         '    ..     n  l   ._"•  iin<l    l«il^inli    cthi    «li-r    %Mrij;«'     Au*ilnii  k     l'ir    •In« 

i/|  // 

Attraclion  ilt*r  St-hirlil  nhn   in 

»/'■»■        ffii 
1  n :  u  \}  /i 

"i    1 '  I        '' 

Die   Kirhtun^'    ili  r    Krntt    inI    <li<     Nnrn  hN     i|< -.    ilni-li    li«  u     iii:;<'y>>^'>  ni  ii    l'unkt    ^m' 

l^lff«  n,   mit  ili  r    \it«ni  tili  II  )ii-  lii  r   .iii/.ii-ln  ii<I<-ii  >i'liii  lil  r"iiii'i  al>  ii  nii|*^<>i>K    -'i ''i  •  i ' 

5-  VJ      I'ni   'li'-  Alti.ntiiin   i"iii»n    I  Mip-iti!-»   li.u  .■  jmIi  lii  n.      •ilf/'H    wir   lii-»!  Il»#» 
la   uni-ndiicli    •lunni-    >i-hii-|iifii .    wi'IiIm     /»miI.iii    •••'!.•  i 'ii'^i-Im  n  ,     ihrln  In  ii    iiii<t 
ihnlirti   lii  ;;«'iili-ri   Kl  i«  Ih-m   i-ntii.tili-ii   -iii<l      Al'i-   -ii- "<    «n,-!   iiiirlmi   .iii«  !■  ihr    iii«-i- 
rcn   Cffi-n/tl  »•  lif  lifi   r.lli|i«iiii|.-%  .iliniit-li       f'ui    !•  lii    >iliii!:T.   •Ii-fii   An'<-«<  nH  tt-lit-   'In* 
llalli.iK'ii  ".  f' .  *'  Imlii',    r<iii«lniirt- n    »ir  •ImhIi   'I<-ii    :iii;:i-/<>;;t:ii>-ii  Tiiiikt     i  i/ :     'in 
■it   •tiriii-r    AuA-i-ntl  ii-ii<     ■■••ni"«  .ili-s    |.!|i|i>.«<il .    •!■  >•<•  n    llil- .i\i  u    i.-. .    />,,    >,    "•  i- n 
Wir    hr^lirnni«  n    nun    ilii-    <'<>iii|iiinii]|i-ii    •!•  i     \i..-(i  liiin^    •!•  i    ><-)iii  ht     |i.ir.-illil    ■!•  n 
||Ai||ilAl«-n   «l«-«   |-illi|»(k<i|iU .    iihImii   wii    <!•  h     \ir«li<i<k    'im    Tii-t'-    ■!•  «   \"ii;:<n   '.    n  i( 
den   Kicliliinir*f  ""i»'!^-«'''    •••■«  il,   «"vn,   i-n«  i    'li  i    Nurniitli  n   •!•  ■•    I  !li|>«>>it->    ■>.''.•, 
Ballipii«'ii*'n  iiud  «iii-   •<«•  l;«  wniim  ih  n   \iijiiliiii  ki*  'liiri  li  «Iim  \1  ■■«■•i    <!•  ^  anru  ln-ii<i<  n 
RIlipMiidf»  hindiiirti   iiilf^riic-n.     Liiit'  I.Ih  n>-  •l'in 'i  <iti-    r  \^>-   iiii<l  ■!•  n   itii^*'-£'</<  in-n 
Pankt  »t-linriilft  iln-   rili|i«iii'l     *h^'\' i     ■'•   ■  m*  >    I  il-p^i'.  -ii-n  n   I  aiict-uli    •!>•    .i    \«i- 

im  AI'«tAndf  iritfl  nn<l  -ia  <ii>  «•■    laii/i  nt.    m  -ii.    Taiip;!  ni«  ii'i'i  ii<    i!<- ■   rniiki«  i 

•  xjv:     flMt ,   «11  IritH  iliiüi-   I  iii>iio  iiii>    i   A\'    m  •!•  imi«<  l>i  n  Al-^lan  l'*.     I.i<iim'  Initt 

/.  I      .   f 
•i«   di^    beid«'n   «ntlffm  Ai<ii    in    il«*!!    \K-t  iii-i*  n         ,  \><.ii   Miit> ',ii'tnltt>        I*a« 
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Perpendikel  p  vom  Mittelpunkte  auf  die  Tangentenebene  gefällt,  ist  die  gemein- 
schaftliche Projection  dieser  drei  Strecken  und  folglich 

pa^  py  pz 

cos  X  =  ^^,  ,         costL  =  -^  ,         roÄ  V  =  ^ 

woraus  j  jEL    .    ^    .    jl 

P*  ^  «1*         ''I*  t'i* 

vermöge  der  Ciloichung  cos*  X  -\-  cos^  pL  +  cos*  v  =  1  folgt.  Mau  hat  daher  tür 
die  Cumpuncnten   der  Anzit:hiin^  dor  Schicht  (abc): 

ahc      w*     da  abc      w*     da  ahc      »*   da 

Als   Iiitoprrntionsviiriabelu   wählt  nun   C haslos  die   Ualbaxe    a  der  Ausaeii- 

fläche  der  anziehenden  Schicht  und  vertauscht  diese  Variabein  später  mit  u  ^  — . 

Wir  ziehen  es  vor,  um  dio  l'ntcrsuchung  der  Diri  chic  tischen  Form  der  Lösang 
anzuschlicsscn,  den  Parameter  X  den  durch  ixt/z)  gohendeni  mit  {abc)  confocalen 
Kllipsoids  [oihiCi)  zu  wählen.     Setzt  man  nämlich 

,/,«  —  ««  =  //,«  —  b*  =  r,«  —  f«  =  A, 

sodass  .  -,,  ..         .«..  .  .. 

„i  =  //«  +  A,         A.«  =  A«  -f  X,        <■,«  =  r«  +  i 

wird,  so  bcstiOit  die  Gleichung 

.,.a  ,.2  -t 

</»  +  ;i  ^  A«  +  A  ^  c*  +  A 

welche  ausdrückt,  dass  (.ry:)  auf  diesem  Ellipsoide  liegt.  ITm  die  Variabein 
ftf  b,  c  zu  entfernen,  setzen  wir  weiter  vermöge  der  Achnlichkcit  der  Fläche 
(abc)  mit  der  Aussunfliiche  (acßy)  des  anziehenden  Ellipsoids: 

«    _    P  y    __ 

a  h  c 

wodurch  jene  Gleichung  dio  Form 

.XI*         .    _  ;/*_  __   ,        ±* i_ 

«2  +  x»'A  "^  P«  +  xU  "•■   7=«  +  xU         "x» 

annimmt.     Grösseror  Einfachheit   wegen  wählen  wir  schliesslich   x*X  =  «    zur  In-' 
tegrationsvariabeln  und  schreiben  diese  Gleichung 

..?'_+        ^/^         I  "         -    ^ 

worin  s  und  das  Aohnlichkcitsvcrhältniss  x  =        von  Schicht  zu  Schicht  variircn. 

u 

Die  Differentiation  derselben  liefert  nun: 

_  *2  //x Jli^  ''"  _  _    -    ''" 

X"*  x^     n*  x^    « 

.,.2  „2  -i 

(«2    +    .?)«    ^     (P*    +    *)«    ^     (y«   +   .Vj« 

Nach  der  oben  für  p  entwickelten  Formel  ist  aber 

i  _    •'■*    I    .v'  _ ,     ''    _  r  -^^    j-    •'^'    j-    -'  1 . 

/)«  ■     (a«  +  X)^  "^  (A'  +  ^)'  "^  ('■'  +  i)*       [(«'  +  <;"*  "^  (i^'  +"«)*  "^  (y*  +"*)"T  ' 

d.  b.  /  =  -■     -,  wodurch  wir  erhalten: 
p*x' 

rfa  f/s 

a    ~   ~  *  p^yC'  ' 
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Weiter  wii'! 

iiii'l  liirrinit  ili«-    *    ('iiiiiiKiiifiitr  ili-r  Atii.n'litin  *\*-\    >i-liii-lit: 

'1  it  hu  fi  a  Y  .r 

liirnrr  Aumlnitk  i»t  nun  tiii  •Li.«  volli>  Kllip-uiil  /i\i^i:liin  Acu  Wfitlifii  vnn  x  al- 
rSrenieii  zu  inti'priron,  wi-Irln*  n  -  tt  und  «i  ■■»■  <>  <  nt<«iir<rlirn  ,  uiiiiir  x  —  I  un*! 
K  =■  «  und  vcriinljfo  m"/.  -  it  iln«  Wort  ho  vi'ii  «  jrli-if.h  «  und  t  wi-rdfii,  wn  o 
«lie  positive  Wurzel  drr  (»li-u'hun;: 

-f  -I-        '  -    I 

«•  +  ;.  ^  f*'  +  A       y'  -f  il 

I  «I.      I>viuUiicli  L'iltiilU'ii  wir,  iuilrin   wir  /Ui;ltii-Ii  di«-   üuilfii^i-n   luti^^rr.iK'  liild*'n : 


t  ' 


•1 


; 


0''' 


rl 

I 


/ 


Pii*  ^iifcitiKi  II«'  M,-i^«i-  Q  i«it  vmii  >ihii-lit  zu  >rl)iilii  \>i  iii<ii  rlii  )i,  niitliin  •  in>- 
Kuiii-tiiin   vi>n   dt-m    Arliidii  liki  ii>vi'ih  iltnit^   k   dor   liri  n/Üuhi'    lii  r    Si-liiclit    /.«im 

K1lip»"i«l    ttfiy)  'idi  r    nui  )i   %<iii  l>i>iit'    iir'<H'<i'    ist    :it>i'r    rriiii  tii^n   vnn   i   \t'r 

I  ••  .  '.'  .  :■ 

•  11  ■111  •        •     , 

ftülirr  knnn  o  /lU   l'unctjon  vtni   «  d;i!  ;:i-^(iilt    \v«'rdi  ii  liuiili 

I»t  dun  Kilipoolil  ki'iu  \itlt<",  >Mii  \iil>ii<lii  i,,  p',.  *-  in  ll.»l!i:i\i  ii  «li-r 
innrrru  (ffi  n£ll.ii'lii*,  nn  i.nt  liif  Inl<-;:''tli">i  f'>*  ''  ".  t'i-.  iid>  litn-ii,  n\r"*  %%•  iin  n, 
•li«    |Ni4ilivi:    \Vui/.«-l   ili  I    (•li-irliiiii„' 


.1  • 


..» 


i»t.  «- rh.il t  man  : 


i  *         0 ''' 


Kur    •■ioru    der    M^i^««     .inji  li<>riL*' n    l'niikt     i  >, :     li>  mit    •  in     Itiiih    d>  n^i-lhcn 
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mit  der  Aussenfläche  ähnliches  Ellipsoid  die  anziehende  Masse  in  swei  Theile, 
eine  äussere  Schicht,  welche  nach  dem  Newton*schen  Satze  keine  Wirkung  auf 
den  Punkt  ausübt  und  ein  Kcstellipsoid  oder  eine  Restschicht,  deren  Anziehung 
die  Totalanziehung  der  Gesuramtmasse  darstellt,  welche  nach  dem  Vorstehenden 
leicht  bestimmt  wird. 

§.  20.  Nach  Behandlung^  des  Potentials  von  Massen,  welche  im  Räume  von 
drei  Dimensionen  verthcilt  sind,  würden  wir  zu  dem  Potentiale  der  massig  gedach- 
ten Flächen  und  Linien  fortzuschreiten  haben.  Bei  Flächen  zeigt  sich,  dass 
bereits  die  ersten  Derivirtcu  des  Potentials  nach  den  Coordinaten  des  angezoge- 
nen Punktes  heim  Durchgänge  durch  die  Fläche  discontinnirlich  werden  nnd  mit 
ihnen  die  Componenten  der  Kraft.  Wir  können  übrigens  die  Untersuchung  der 
Flächen-  und  Linienpotentiiilc  nicht  in  den  Bereich  unseres  Lehrbnches  ziehen, 
sondern  verweisen  in  dieser  Hinsicht  auf  Gauss,  Allgemeine  Lehrsätze  in  Be- 
ziehung auf  die  im  verkehrten  Vcrliältniss  des  Quadrates  der  Entfernung  wirken- 
den Anziehungs-  und  AbstossuugKkrät'te,  Art.  12  u.  s.  w. ,  Clausius,  die  Po- 
tentialfun et  ion  und  das  Potential.  2.  AuH.  Leipzig  1867,  S.  57,  Moigno, 
Lecons  de  mecanique  ana'ytit/ue  p.  562. 

Ebenso  müssen  wir  eine  grosse  Anzahl  von  Sätzen  über  Körperpotentiale, 
welche  Gauss  und  Chasles  gefunden  haben,  übergehen;  man  vgl.  neben  der 
Gauss'schen  Abhandlung  auch  die  Gauss'sche  Lösung  des  Attractionsproblems 
des  EUipsoids  {Theoria  aUraviionis  corporum  sphaeroidicorum  homogeneorum  meihoJo 
nova  travtala.  Gauss*  Werke,  B.  5,  IS.  1  n.  279),  sowie  Jullien,  problemes  de 
mecanique  ruiioneUe,  T.  II,  p.  .'307. 

Dagegen  wollen  wir  der  Anziehung  zweier  räumlich  ausgedehnter  Massen 
aufeinander  noch  in  Kürze  gedenken. 

Wir  wollen  annehmen,  zwei  unveränderliche  Systeme  2J,  2/  wirken  gegen- 
seitig aufeinander  ein ,  sodass  jeder  Punkt  P  des  ersten  auf  jeden  Punkt  P^  des 
zweiten  und  umgekelirt  jeder  Punkt  -P' dos  zweiten  auf  jeden  Punkt  f*  des  ersten 
wirkt;  die  Kräfte,  welche  diese  Einwirkungen  darstellen,  sollen  an  Intensität 
gleich,  dorn  Produkte  beider  Massen  und  einer  Function  der  Entfernung  beider 
Punkte  propurtional,  ilem  Sinuc  nach  aber  eut<^rgengesetzt  sein.  Sämmtlichc  in 
den  Punkten  des  Systems  27  wirkenden  Kriiflo,  welche  von  den  Punkten  des 
Systems  Z'  herrühren,  redueiren  wir  für  irgend  rinen  Punkt  0  (Fig.  244.)  de* 
Raumes  auf  ihre  Resultante  li  und   ihr   resultireiide^   Paar  //.     An  allen  Punkten 

des    Systems    2^   wirken    dieselben   Kräfte,    nur   in  ent- 
'^'**'"*  gegengesetztem    Sinne    genommen;    wir  wollen   auch  sie 

■4f         i5r  für  denselben  Punkt  0  redueiren   und   erhalten  hierdarch 


'■      11/ 


„  .?  -^^^»-^>If.    ebenfalls  eine  Resultante  K  und  ein  resultireudes  Paar  ^. 

^  r.'     Ji    "  'if  ^'    ""'^  ^^'  ***"*^  '^"  Gröst^e  und  Rieht ung  glcieh  R  und  H^ 

jl^        Y/f  '-Ä;  dem  Sinne  uneh  jedoeli  entgegengesetzt.    Führt  man  daher 

die  in  Cap.  V,  S.  äöL*  «mgegebene  Cuiistruction  für  die 
Ccntralaxe  aus,  so  erkennt  man,  dass  die  Centralaxen  für  beide  Systeme  in  die- 
selbe (ierade  fallen  und  dass  die  Paare  //„,  //„',  welche  ihr  entsprechen,  ent- 
gegengesetzt gleich  sind.     Hieraus  ergibt  sich  der  Satz: 

Die  Kräfte,  mit  welchen  die  Massen  zweier  unveränderlicher 
Systeme,  deren  Punkte  sich  proportional  dem  Produkte  ihrer  Mas- 
sen und  einer  Function  der  Entfernung  anziehen  oder  abstossen, 
aufeinander  wirken,  sind  äquivalent  zwei  Resultanten  R,  H'  und  zwei 
Kräftepaaren  //q,  Uq  und  zwar  sind  die  beiden  Resultanten  gleich 
an  Intensität,  entgegengesetzten  Sinnes  und  fallen  in  dieselbe  Ge- 
rade, nämlich  die  gemeinschaftliche  Centralaxo  beider  Systeme  und 
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haben  die  tioidi-ii  Tnaru  f^leii'lii'  Moiiii'iite,  aber  r  iit  (;ef**'n  };<*«ct£te. 
der  (*eii t rni .1 X !•  parHllflo  A.\i'n. 

Die  Kraft  /{  kann  man  in  jcilein  l'unktc.  ilor  Ci-ntraluxn  an;:ri'ifriiil  ilfnUi'!». 
ebvfiffo  die  ihr  {rli'ii'tti;  iin«!  t'iit^i'^cnu''«'!«<'t/ti'  ti' .  Nun  kann  man  tra;:i-ii,  in  w^'l- 
i'brr  Knti'rrnnn;:  \'>n  i-inanilrr  «li«'  M.-foson  )/,  .1/  ili-r  )ii-i«i«-M  Sv<iii-uii'  in  /.Wfi 
Piiitklrn  viTiini;;!  ^rcilailit  ivi*pli<n  k-mm-n.  \\*t\ii  h'u-  >«ii-li  mil  •liii  Ki  itli-n  /{,  II 
anzifhi'n  i»li-r  aliHin-iM^n  r^.Iicn.  Ist  (yi  r  ilii-  l-'iiin-tiiin  ilrr  Kntt'i-rnnn;: .  Mrli-Iit* 
•It-m  rii  (innnii'  )ii-:;i-ni)cn  Attrai'tii»nri;ri->ft/.i'  ••iit'>|irii'iit ,  ht»  hat  man  r  an;»  iIit 
«thiirhiin^    r   \l  M  q  (r.     -    /(    /.ii    -^iii-!icii.       I'iir    lii«*    N  i- w  tun'itrlii-     \ttr:ii-tiiin    t.'«! 

s    r     -s:  aiHit  -—   /i,    mithin    r  1  ,.  |)»>iiinach  Kann  mau 

f'  »•  P  /i 

»idt  iHl*  \V  i  r  kiin^  il  it  hriilfii  S\stcini'  an  t'i- i  n -i  n^li-r  vn  r  iiti- 1 1  f  n  aNdi«* 
XV  i  r  k  u  n  f*  /.  w  r  i  it  Tunkt««  a  u  f  i-  i  u  a  n  ■!  i>  r ,  i  n  w  u  i  «■  h  v  n  «i  i  •'  M  a  a  i  «•  n  der 
System*'  conrontiirt  f^filarhi  wi'nli'M.  Im'iiIi'  ant'  diT  ^i*iiii'i  n*c  haft- 
lich t'ii  (*«-n  tra  laxf  lii-^i'iiil.  in  Vi'rhin<inn;5  mit  iwf'i  •■  n  l^i'^i'ü^^t*  netzt 
drehe  nrliMt  Kriif  ivpaa  r  ••  n  vuu  jrli*  i  i- lic  n  Mumi'nti'n  iiml  Axen  paralli«! 
der  i '  I-  n  t  r  a  1  a  \  0  I » i  i*  :r  r  j:  »■  n  k  «■  i  1 1  ^  i-  K  i  n  n  i  r  k  u  n  tr  /.  w  r  i  i*  r  S  y  » 1 1*  m  «.*  i  - 1 
■  Ibm  fin*-  t  r  a  n.nl  a  tiirisi'h  •'  ii  n  «1  f*in«>  «In-h  en  li  •■ .  hfiili>M  hfi  licideti  in 
e  n  f  e  f  i;  «■  n  i;  f  s  I'  t  £ t  •-  ni  S  i  n  n  f. 

In  hi'!«iini!iTi'n  K.-tlli-n  kunnm  'in-  liriilfii  IVian-  \>T(t«'h\%in'li'n  nn-l  blos  «lit* 
beidi-n  Ke!«iiltantfn  ühri;;  hlcihi-n  Ihci  liitt  i-m  I.  »••nn  t'in<*N  iNt  Syntfiiir  ^i«-h 
auf  eint'n  «'inzi^m  Punkt  mhirirt;  *.'.  vn-nn  «  ini-«  iUt  >\-tinii'  i-ini'  h<iniiit;t-np 
(•<if  r  iiinrtntri>4-h  ^i*<(«-liii  liffh*  Kii;:i-I  int  .liiMin  ilif  K••^nltantt>  /{  <|i-r  Kr.iiii',  mit 
«I flehen  ein  Punkt  «Iit  nii  lit  kiiL''(.if'<iniiir*'n  Ma-i^'i'  auf  ilir  llli'ni«'nt«>  ilrr  Kiii;i-I 
wirkt,  cht  'lurch  'li-n  Kuji-luiitt«-i|iiinkt,  l'<il;r!ii-h  aui'ii  /i'  aN  'Ii*'  Ki-.Hiiltantc  allrr 
ilirtti'r    K«'*»ultanti-n  .  >inil   ilii*    M:i<««i-ii    /ivi-i    Ku:;«*Iit    vnii    ili-r   ehiMi    i'rwMhnten 

licai*haTl*-iihi-it ,  -n  liifli  I  'la'^^ithi-  ihipiM-lt  ^t  tit  Mi«*  Kii::i-in  wirken  auf«'inani|er 
>»1mii  tran'<latiiri*ii'li,   ivii*  w«-iiii   il  r-     M.-i-si-n   in   ihriii  Mitt('l|iunkt' ii  \i'ri  inii;!  w.iri*n. 

Wir  wiiüi'ii  ji't/.t  anip-lim«  II,  ili*-  hi-i<lt  n  Sy*it«*iiii<  Hirki-n  tu«  ^t-hr  i;ri>-<ofr 
r.utforiiiinir  aiii'i-ii.ainlfr.  .!•-  \\<itiT  ^srli  2^  \>iii  li  «-ntfrrnt ,  ili'-<t<i  mehr  ii.ihrrn 
«irb  die  Ki'-htiir^ri-n  «Iit  :in  2!  .lucri'ii'iKN'n  Kr.ifti'  iliMii  l'nral|fli<»nMiH  un»!  rt<i|iiri 
ren  »ich  lür^i-lln-n  iiniiiiT  nn-lir  -lul  •'im-  Ii1'>*it'  Iti'HultaiiN'  /{ ,  u«li-h«'  ilnrrh  ili'n 
Mitl«  l|iunkt  ilrr  |iaralli-l*-n  Kr  ili<-  i-iiMlunh;:!  lit .  um  <«.•  niil.r  n  iln'rt  nii'h  alun  •lai 
I*aar  //^  der  Null.      Ai-hiili<'li«--«  ;:ilt  «i»iii  S\«tiiii   2..     I>tli*i   •!<  r  >»i/.: 

•)  r   «r  !•  i  t  •>  r  n  i  «*  h    /  u  c  i   S  v  «>  t  ••  in  •     v  -i  n   i-  i  ii  :i  ii  •!  •■  i    •  ii  t  i  •   i  n  <  n .    <!  •*  4  t  u   ^t   • 
rinper    i^i    ilii-    il  r  ••  h  ••  n  •!  •■    WirkMii;;.     \*  ••  1 1  li  •     -»n-    .iMti  in  a  11  ■!  •■  r    .1  ii  hu  In»  n 
und    n  ni    h'>   •.'  1«  n  a  u  •  r    l  1 II  t    il  1  ••    U  i  •-  li  t  u  n  l'    i  h  r  •  i     .« n  /  i  i-  h  i*  n  •!  i-  n    •••!  •  r    ah 
•  t'iiiir  n<Ii- n   \\  i  r  k  II II ;:    in  il  i  >'    V  1  r  !■  1  n  >i  m  n  ;j«  !  i  n  i  «•   •!  •■  r   XI 1 1 1  nl  jmi  nk  t  ••   ihrer 
Massen.       Anwi-ii-liniL''  lii'iinii  am   ilt>-   K-ipii    uiih'-i' ■«  >i>iini-ii<«y<iti'ni%. 

^.    'Jl.      Man     kann    <li<*    l'nt«'if«ui-liuii:'    •!•  1     %•  t\  t  ■•u'*!!  In  11    \tlia<'tiiin    /mi  n-r 
MaBauu»y*it(ni<-  ^.  2,    aMti-iii>in{<  1    \iin   •  in«  r  iii>-»-<>    .ihli  iii^'i,:   ni.tihi'n,   wilrlif   i|«f 
l'uten  1 1  a  I  I  b  •■  1  •!  •  1  M  .1  »«-«•■  n    .1  u  l'>  1 11 .1 11  «1  •■  1   /•  ii.iiint  m  ir>t      Nt   uanilifh  r  lirr  .\l> 
•taijil   /-.«•■n-r   Ma-t-t  ii'-l- !ii- nti-    i/w,   i/-,  .    •!•  ri  n    <  "■■■■f  liiiatt  n    1.  ;, .   z,    t  .   v,   :     «•■in 
in-<;r>*u,    Mtnlurih   r'    ;      1         .'    '    t    " '/        -j    '    \    .-         :    *   wii'l.  — •  ist   •!if«f   Ur"i«i- 

'  •/•■i  i/i/i 


/ 


W'-bri  \ij\i  ilt-n    liirr;.'riiti'in' II    'iii-    •  ih<     ii!<>i   2,.   *\i-     .iii'lfii-    lilifi    2^   nu-«/iidi-liiicn 
ii:       l'in  lii-n  /u^aiiiiiM-iili  111^'   \"H   r    niil  •!•  11  t '••iiij».ii' nii  n    V,    ).   /  il^r   Ketultan 
t«a  II  unti   /. ,    1/,    X    •!•  <•   n- <iiitin  u*!- n   l'.i.iri-   //  .illrr    tu   2,    an^Trifmih  n    Kr.ifie 

SU  erkrniM-n,   «Iriicki-n  \\U    'ii**    A« '{^iii  .«U-ii.'    all'-r     Vii/i«  h<.ink'-iV.r  iitf    i         ^        mit 
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H  und'/i  oder  da«  Gleichgewicht  zwischen  ihnen  und   —  .V,   -^  V,    —  Z;    —  Z, 

-  .Y/,     -  jV  mit  nülfc   des  Princips   der  virtuellen  Geschwindi^i^keiten  ans.     Nun 

ist  die  virtuelle  Arbeit   der  Attraction»kraft,   welche   am  Elemente   dm    angreift, 

gleich  —        ~.  —  •  di'f  wenn  dr  so  verstanden  wird,   dass  in  r  blos  o;,  y,  s  sich 
ändern,  oder  also  8  l   ■  j  •  sdmdm   und  die  Summe  aller  dieser  virtuellen  Arbeiten 

ist  mithin  8  j   /  ^  (   ;  )  '  dmdm  oder  bSv.    Sind  ferner  //£,  dri,  di  unendlich  kleine 

Verschiebungen    parallel    den    Axen,    ^'9',   d9'\  d&"   unendlich    kleine    Rotationa- 
amplituden  um  Axcn  parallel  denselben,  so  wird 

die  virtuelle  Arbeit  von  H  und  //  darstellen  und  wird  man  haben 

sSü  =  Xdg  +  Fön  +  Zdi  +  Ld»  +  Md9^+  NS»". 

Es  stellt  demnach  die  Acnderung  des  Potentials  beim  Ueber- 
gange  des  Systems  aus  einer  Lage  in  die  unmittelbar  folgende  Lage, 
multiplicirt  mit  der  Kraft,  welche  zwischen  zwei  Masseneinheiten 
in  der  Einheit  der  Entfernung  wirkt,  die  Elementararbcit  aller  aoi 
System  angreifenden  Attractionskräfte  dar. 

Das  Potential  v  hängt  nun  von  den  Dimensionen,  der  Massen vertfaeilung  und 
der  relativen  Lage  beider  Systeme  gegen  einander  ab.  Ist  0(£i7S)  irgend  ein 
Punkt  von  2^,  0'  (S'Vt)  ^"*  anderer  von  ^  und  sind  (if*f),  {X'fiv),  {l"ii*ik")  die 
Kichtungen  dreier  in  £  fester,  durch  0  gehender  Axen,  sowie  Ui^iVi),  (Vf^i'O* 
{li'lii'vt")  die  Richtungen  dreier  solcher  durch  (/  gehender,  £'  angehöriger  Axen, 
so  ist  V  eine  Function  von  |,  17,  f ;  |',  r}\  g'  und  von  sechs  Winkelgrössen,  welche 
aus  den  l  und  fi  gebildet  werden  können.  Ertheilt  man  nun  dem  System  £  vir- 
tuelle Verschiebungen  parallel  den  absoluten  Coordinatenaxen,  so  ändern  sich 
£,  17  ,  ^  und  ergibt  sich 

rr  -.  rt«  rv         „ 

rg  Ptj  rj 

indem  in  der  Gleichung  der  virtuellen  Arbeit  jedesmal  alle  Verschiebungen  bis 
auf  eine  verschwinden.  Ebenso  wenn  dem  System  nach  und  nach  drei  Rotationeu 
um  Axen  parallel  den  roordinntonaxcn  erthcilt  werden: 

f'ff  ro  fv 

f  .^  =  /.,         f  ^y  -=  M,         f  ,^,.  =  .Y, 

wo  aber  die  hier  bezeichneten  DitTerentiationen  in  solclio  nach  den  drei  Winkel- 
grössen, welche  die  Lajre  von  £  iiestimmen,  umzusetzen  sind. 

Uehrigens  erhält  ni;in  uniiiiltclbar: 


dm  dm  , 


Z  ^  e  I    i-     "-'^  '       dmdm,  V  -  *  /    /   "^'^--y-^^   dmdm\ 

Die  Bedingung,  dass  die  rotatorische  Wirkung  wegfällt,  ist: 

Lx  +  AfF  +  yz  =  0. 
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Kill   )iii-r)ii-i    L:t'ii<ii  i^i'-«  |ti'i.-<|tit]   hii  tt-l   ilir  Altriiftimi   zui'in    liiiiiiii;;i'iii.'r  Kllip 
Mii<)e  lim    .vj:I.   M«itin.H.   Cirlli.-'-  .(•mm     IM.  »'.l.   S.  ;ifiip  .      Iiiriililil   jjitil  in  «li-r 
^.   U.   citirtt'ii  Ai'li.-iii'iliiiit:    .-iiii  Sclilii-si*   Aii'li-iiliiii;:i  n    hKit    •lii-   rii-liaiiiilrm;^  ilii-M-i 
Auf^ali«-,   liAt  nlifr  iliiiiilni    iiiclits  wiiliT  iiiit^rllH-ilt. 


Ihf  F*.iitwirki-tuiic  «I't  At!r(i'ti"ii<«tii<<iri«'  nii'l  i|it  riifiii»'  'l«-«  Pciffiiti.il i 
Icliiiti*  Süll  viir/n^^\«i'ioi-  :iii  lijr  K->.-iiii^'  ili  s  Af  ti.-ii-tiiins|iritMiMii'*  ili-^  Kllip^iütU  aii, 
wfltli«'  ^nii-ii-li.*«!  liii  Hi'liir  ]'iii"H  iji  r  A.HlMiiininif  wixr.  {{«Ti'it"  \i-wt<>ii  !'.iiiil  ili-ii 
S«t/,  il'if*'«  i'iiii*  i-lli]i<iiiiii'<rl]t'  Srliii  iit  Ki-ini*  WirLiiii^  aiit  fiin-ii  iiiiii*ri-ii  I'iitikt 
nii«iitil  I /'m/ji  f/ifV/  /</ii'  »fr//  lili.  I,  |irii|>ii^.  '.M  .  Kr  tait<l  I'iTUi  r,  »It»*«!  /.wi-i  riiiu-fii- 
tiixtlit-  lfi>tatiiin!<i-lli|i-«i>i'li-  älinli(-!iiT  GolaU  iiiid  La^«*  hui'  zwfi  IpiMiuIu^'f  I*iiiiklti 
ihm  I  )hi-rtl.i«'he  Aii/.ii-i.uiii:-i'ii  V'<n  iI«'rM-ilM-ii  KirlitiiiiLT  iiifl  |>ro|iijrtiiiiial  dem  Ah- 
at.iiiili-  vmiii  Millrl|tiitikti'  aii>iil'*'ii.  liitT<iii  kiiüpt'li  Marlniiriii  an  IrrtüUr  ttn 
ffi.jrt'tm,  1.  I,  i'h.  \l\',  /fr  i  uiisti  fthf/\it  n  /lni'.s  it  itfhtjus  viuri»\  A''iiiif'm.  tit'X  Mii-u- 
rf%,  T.  |\'  iniil  ]M-oiiiiiiiiti'  ilif  .Xtti.-ii  tiüii  i'iiii'M  Kiitafii<iiM'lliii*«oiiU  l'iir  i'iii<-ii  Punkt 
üriiii-r  ( thiTtlii  lii'  irii>l  liiifii  .iri.sm-rt'u  in  iti-r  lÜM-ni'  'irs  A>'i|uatiirr>  Iiiv '>'l<  »  l*"i)kt 
xiiv\  li'-wi>-9(.  «laHH  /.wi  1  r>iiifiirali'  Ulii«"!!!«!!'  aut'  i-iin'ii  Tunkt  i-iii«-r  lliii|ilaif  Wir* 
kiinji  II  HU-*iilM-ii  in  iIit  ICiclitun;:  iiii-<(i>r  A\<'  un^l  prt>|i<>rtion<il  i)iri-n  MAn<irn. 
KHi!rani7('  •Iflintc  <Ii«-sfii  Sa!/,  für  ullt«  Punktü  fiii'-»  llau|itit-ltnilti  .tu»  *  Sou- 
rrtiH.r  mrmnirts  itf  /'  li  titl' ".!'■  */»  /Irrftti ,  177. i  .  I>i«*  v««lUt  »ndi;.'!'  I.i<üunj  dit-M's 
l'r«"»li!i"mH  jfi-lainr  »Tit  La]i!.i(  i*  M' m  ttr  !  Intlf  i..i'  •/»■.*  »rir-nf».  IT«»"J.  M^mnitfitr 
"^r\tr,  liv.  II],  flia|».  1  .  >i-lti]<-in  wnrili'  •ia'*  l'n»Mi-ni  vnii  fimt  allrn  liiMli-uti'ndfii 
Mathfiii4tiki-rn  tii.'lian<ii'It.  .fv«>rv  jal>  i  in  Ifflui  tiiiii-«tlii'tiri*iii  tur  *\\v  Attrni'tinn 
i-trifü    iniiiTi-ii   l*iinktf->    MUt'   •lii-    t'iir    <-in>-n    iiusiii'irn     un    ih»     iitti  n  ti'-ns    "/    /iuinotj» 

ft^'rVA    »''•tft'init/*,     /'/i/.''»%i.|i/<      J'l  iirtMi,  linus  ,     1  ••M'.l    ;      (  i  fl  M  -  ^  ,    ttif.liti    i.tft:'!funt\    i  nt  fftt  N*n 
afthtt^rititfiftit it.'H   *l  :ftfii  •irimi    //tii.'im/»  «i»  ■■'  «   i   "/»■''•■i'/-»  n'trtt  fr.n  fti!  i     d.nt'ii'   .tn't     f»"*  Ittn-f. 
rrrent    T.   II     \^\\\     ...li  r  Wi-ik.-.    \\\     .'•.    ;..    1     i     J7'.»i.   I.f;:  t  ii.l  r  c      /-.;/•    ./• »  f'"u 
fi'/W«    •'/.'j'^#/iyi/#i,     r.    1.    I'.    ■'i»'.'    .    1' »•  i  !»"•••  II  .     \t''n'rtf    \nf    l  a'ti  ii'tinn   if  .-i    •  .'.'i^M»i.i/f     'i'i 
in«»»;»  «r      */»'.•«     t/r   t  .-Irti-tt  mi*    t/r  k    .*•  r»  «n  •  «,    "I.    XllI    .    t'liasli  <«,     ^/rmw  ^    snt    l'titlru-  ■ 
/j'ii    i/rt   r.Vf/M».»i/'-*    [/'jii'f/     i/r    /"..-■'•     f>'';f- >  'n.  .    t'.fli.    \X\,    |»     -41    ilf»!"   ';     t''»*nptr\ 

•  rnt/.M  */f  :'  A' ii'i  it*-s  \r-|>-if'\,  I".  \|.  |i  '•"".'  l'».l'*  ;  A'-i.-  •  •  '  •  *■■(''  'l-.\  i/;.  ^jf  .•'•.'< /',r 
r/*"  i  itttr  iii  ti'in  t/'ii't  >  '  ifi\-.  f-  /n /•  n/-  ■;  «.  .  ■■■  fn>i-f  »  .''.firfi.  fi:t 'i  /t  t;,if',  jt 
/si"Ulii'.r.     T.    \'       IhJii    ;      |)  i  r  >  t' )i  !  •   t  .      l-Sii-l      »ill-        li'-'l«-     Ml  !l|i"li-      /Ml      li<  Kfi'lllllUll): 

«ivllachrr  Inti^ral*  :  Xkn'liiui»-  ihr  W  i"*i  um  halt- ti  ."i  ruilm  l*«.'!'.*.  '-li  r  ''■ /'i/..'»  » 
rrtfluA  if»-    l'A'tni.  tf- s  yr-i'it'  .,     T    \  III,    ]■    I '•••    ;   Ja""*'i.    A"'.'*   .  .'  •/     'i«     »  "• »    .:iifi\%t. 

(.'       •/        /.l'fM'l/'.      ■    /.IM  W       t/t      '.fl///.,      T       \I.     I'.     .il! 

r«»'/'ip:ln'li  •!«  r  .\m^'m!'Iiiii/  ■!«  r  !  V- «iri»*  'li'"»  Pnl- iitial-  ••inl  * '>r.">!i.'*wi'iFii  /u 
titirf-n:  Kifla«  r,  ■  t/..i;i.  i .  .  */.  .  |.  Ij.  •  11  ,  .'.i.-  |n:tii  lIi-  I  hllt  r«  iilii|];;]rii  liiin^- 
•J    Mriinuiii"    •  »itlial'i  II'!  .  r-'i"."!!**  <il   itliun;:     /•'.■■.••■■    »/.    .'.;    »•..,.•.    ;.',|..i-»i 

''7'"  1     r.    111.    1»     .{••**  '•!■   ■  !i  ,       I'I    •♦«■■■,    ■•  '    ''•     i.'/-/-"'- '.Vi  .n   -f  ri,:t*irfna'tr,:.'   ..■•m 

'^iii  r-  /'■»■  /'...fifi  ../  ,  . ,  f>  •  ■.',  ..»1,/  -■  ..'j'.';.'.  N'iiliii/!.;i'!i  !•••."•.  aliL'« -Irrwkt  mit 
k':r/T  n  !••*;?  .i|>)ii<  ■  nl  aii-!i  r«  n  •  n.i'  it<  i  >i>-i-  N<>ti/i  n  \  ■  ••  I  !  ••  m  -  ••  ii  m  ( '  r  •- 1 1 1- '  i 
Jf 'irual  llil.  .»'•.  p  7  I.  11,  j'  i'i»»:  17.  y  l'-l  »i.  l'.'i.  \  .-n  **t  •  m  rnliir  |ir  Nanu- 
l*<>t*-ntlit]     lnT  tia'i''.      \l!/i  IUI  ill'-     I.'IiKi!,'-.     *        'hh     '       J"  • '  k  .i  ■»  1  •  ■« . 
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gtniral  de  v^rifier  Vexpression  du  potential  relatif  ä  une  masse  quefconque ,    homogne 
ouj^terog^ne ,  Crelle's  Jonrn.  Bd.  32,  p.  80.  —  Dospeyrous,  Recherches  *ur  les 
surfacet   isothermes   et    ^ur    r attraction    des    etlipsoides   (Grell o'b    Jonrn.    Bd.   31  ^ 
p.  136).  —   Sturm,    Sote  siir  un  memuive  de   M.  Chasles  {Journ,  de   math.    T.  VII, 
p.  345).  —  Tliomson,    Soie  sur   In  thi}orie  de  r attraction   (Journ.  de  math.  T.  IX. 
p.  239).      -   Liouville    [Addit.   a  Ui  ronnaissance  des   tertips  p.    1845).   —    Briot, 
sur  Vpttraction  {Jonrn.   de  math.  T.  XI,   p.  174).   —  Heine,   Beitrag  zur  Theorie 
der  Anziehung    und  der  Wiirmc   (Crelle's  Journ.   Bd.- 29,   p.-lSö;   Theorie  der 
Anziehung  des  Kllipsoids,   o.hcw\.  Bd.  4-J,  p.  70).  —  Weingarten,   Zur  Theorie 
des  PotentiaU  (Cuelle's  jAurn.    Bd.    II»,  p..3rj7).  —   Amsler.Zur  Theorie  der 
Anziehung  und   der  Wiirmo  (Crclle's  Journ.  B(fr42,   p.  316;   neue  geometrische 
Eigenschaft  der  Niveauriächcn,  Bd.  42,  p.  314).  —  Scheibner,  Ueber  das  Fl&chen- 
Potential  (Grell  e's  Juurn.  Bd.  .')4,  p.  77).  —  Christoffel,  Zur  Theorie  der  ein- 
werthigen    Potentiale   (Grell e's  .lourn.  Bd.  04,    p.  321).   —   Roch,    Ueber  eine 
Transformation   dos  Potentials  (Grell e's  JouruT  Bd.  63,   p.  9).  —   Kronecker, 
Zur  Potentialtheorie  (Grell e's  Journ.  Bd.  70,  S.  2-46). 

Speciellere    Arbeiten,    welche    vorzugsweise    das   Ellipsoid    oder   verwandte 
Flächen  betreffen,  sind  noch  anzuführen: 

Boole,   on  the  attraction  of  a  solid  of  rettohtfion  on  an  external  poini  (C«m- 

*  bridge  and  Dublin  matlicni.  Journal  T.  II,  p.  1)  (18^17)  —  Gollins,  The  attrac- 
tion .of  eUijisnt'ds  considered  geometrically  (Ibid.  T.  IX,  p,  25.5;  1854).  —  Caylev, 
on  a  multiple  integral  connected  with  the  thcory  of  attraction^  Ibid.  T.  II,  p*  219; 
on  the  attraction  of  an  ellipsoid  (Legendre's  method),  Ibid.  T.  IV,  p.  60;  on  the. 
atti'action  of  an  ellipsoid  {Jacohi's  method).  Ibid.  T.  V,  p.  217;  on  Rodrigues 
method  for  the  attraction  of  elUpsoids;  Quart^rly  Journal  of  pure  and  apph  math. 
T.  II,  p.  333  (lft59);  ^ote  on  the  theory  of  attraction  y.lhid.  p.  338;  on  Lapleeex 
method  for  the  attraction  of  elUpsoids;  Ibid.  T.  I,  p.  28'»  I18:>7);  on  Gauss'  mthod 
for  the  attraction  of  elUpsoids;  Ibid.  T.  I,  p.  \i\2.  —  Joachimsthal,  on  the  attrac- 
tion of  a  straight  Une  ((^ambridge  and  Dublin,  math.  Journ.  T.  III,  p.  93;  Attrac- 
tion der  (ieraden  (Grtjll(*.'8  Journ.  Bd.  58,  S.  135).  —  Mchler,  Ueber  die  An- 
zieb^g   einer   mit   Maesu    bulogti-n   abwickelbaren   Flache    auf  einen   materiellen 

'  Pudkt  (CrclIe'H  Journ.  Bd.  58,  S.  240);  über  die  Anziehung  einer  von  zwei  ähn- 
lichen FliieliiMi  zweiten  (irades  begrenzten  Schale  (Grell e's  Journ.  Bd.  60,  p.  321): 
über  die  Anziehung  eine.s  homogenen  Polyeders  (G  elle'S  Journ.  Bd.  66,  p.  37.i. 
aus  den  .Schriften  dirr  naturf.  Gescllseh.  zu  Danzig).  —  Grube,  Ueber  die  An- 
ziehungsoumponcnte  eines  geraden  elliptischen  Gylindcrs  in  der  Richtung  der  Aze, 
wenn  die  Klementaranziehung  irgend  einer  Potenz  der  Kntfernung  umgekehrt  pro- 
portional ist  (GrcUe's  Journ.  Bd.  <m,  p.  62.) ;  über  die  Anziehung  des  homogenen 
Kllipsoids  (Grelle's  Journ.  Bd.  60,  p.  359i.  —  Köthig,  das  Potential  eines  homo- 
genen rechtwinkligen  Parallelcpipedes  (Grello's  Journ.  Bd.  58,  p.  249);  über 
das  Potentini  eines  homogenen  rechtwinkligen  Gylindcrs  (Grellere  Journ.  Bd.  61, 
p.  180);  Bemerkung  hierzu  von  Glcbsch  (Bd.  61,  p.  187;.  —  Mertcns,  Bestim- 
mung <los  Potentials  eines  homogenen  Polyeders  (Grel  le's  .lourn.  Bd.  G9,  p.  286); 
Bestimmung  des  Potentiale  eines  homogenen  Kllipsoids  (Grell e's  Journ.  Bd.  7ü, 
p.  1):  de  functiune  potent  iali  duurum  elUpsoidum  hoinogeneanim  (Grell  e's  Journ.  Bd.  63, 
p.  300).  —  Bourget,  Sole  sur  V attraction  des  jtarabuhndcs  eUiptiques  [Journ.  de 
math.  2i6»ae  Serie,  T.  II,  p.  sl  (1857  ];  Sole  a  Poccasion  du  memoire  de  M.  Hirsi 
sur  r attraction  des  parahijloidt's  clUptifjncs  (Ibid.  T,  III,  p.  47).  —  Hirst,  «ff*  If 
potentiel  d'nne  concht^  in/inimcnt  mincc  comprisc  cntrc  deux  paraholotdes  elliptiquet 
[Journ.  dt  math.  2»^mo  Srric ,  T.  11,  p.  385  (1857}]. 
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Reiluction  ilor  WiderBtündu  von  FUu*hon  und  Curven. 

J;.  I.  Wir  lialiru  lnTrits  iiii>lirr:u-Ii  lii'h  WiiliT^taiidi»»  ^iMlaolit,  wfl- 
i'lion  I'']:irlirii  iiihI  (^irvi'ii  vnii  SvNti-iiH'ii  •:r;;iMiKi'iti^v  Ifinti'H  nlii^^pn, 
w<*nn  *«i<'  iliiri'li  Riat'ti*  in  ntMn)irnii;z  «'ilialtm  \M'r*]tMi,  M>i  r>,  tlIl^H  Irtz* 
»  tf»n»  .nIi'Ii  im  <ilficli;:«*\virliti«  lii-tiiidfii  mli-r  ni-M-)ili-iini;;iiii)X*-n  luTViir- 
nilVn.  KsMiinii'  «laln-i  alter  Vllr7Jl;^^Wl■i.-.l•  ili-r  NuriualM  iili'rNlaiul  lifiück- 
KJcliti^t  uihl  war  vim  dor  tAn>;i>ntiflIi'n  ( *<ini)ii»iiiMiti*  des  <ii'sniiiiiitwi«]i«r- 
"•raiidt's,  di>r  liiMlmii^.  nur  \iiiül>i-r^r1i<'nil  ilii*  iicil«'  Wi*nn  nun  auch 
oni**  uuita.iM'nilt'  tlit'nri'ti^iclii'  ItidiandhiniX  il<'r  l*'tzl('ri*n  und  iuj«lM*snndi*r«* 
ihro  Jffdiiotiiiu  auf  Hrsullanti*  uuil  ri'hultinMidc*«  l'aar  ln'i  d«Mu  iliuniali^^on 
Zu>tandi>  dt>r  WiNsouM*!iaft  nurli  nirlit  in  allen  r.-illi'U  ^tdeintet  wi«ril<*n 
kanu,  so  diirt'cn  wir  deniitK'li  dii'vn  wlr)iti^<>n  (M';r('nstaud  nicht  Ihm 
Sfiii*  »t'liieltrn.  iiiiissiii  viidnndir  i-iue  Par>ti'llun;r  di-r  li«'tr«*rti'Uili»n  Loh- 
riMi  ;;t-lii'n,  weK-iic  wfni^stiius  di-r  llaupt'*ni'lit>  igu-li  als  iM't'iipiligeml  an- 
l^f'ftidii'n    Mi'rd«*ii   tiart'. 

Sinti  zwei  unvi'i.iuiierlii-lie  Systi*niP  A'.  Jl"  ^iihithi;:t,  hich  nnt  Klnchrn 
Oller  t'urven  /u  lM>riiliri*ii ,  mi  kaun  liieser  /waii^  liurdi  Kräfte  darge- 
.•»tidlt  werili>n.  Melilit'  /u  den  idineiun  an  ihni'n  wirkenden  Kräften  hinzu- 
treten. Miene  Kräfte  lii'ihx'n  WiderNtäni]**  und  /.war  sa^;!  man,  data  an 
^  Wjilerstauil«'  an;:ii-ih'n.  «id»"ln»  vnn  i'  uuil  au  i"  Hulche.  welche  von 
Jl  hcrndiren.  Wii-  aiu-lt  iiniin'r  ilieMdiieu  hehchatVeii  sein  nn'ip'n,  in  allen 
f'all«*n  werdi'u  sii'  an  ii'(li>iii  S\  stt>iiie  einer  Ke^uhanteii  und  einem  reHul- 
lirenilen    i'aare   a>|ui\aliMit    Hi'iii.     , 

Wirw«d|i-n  ••iu»n  I>i-Miiiiii>i>  eintar)ii*n  Kall  h«*lraeliteu,  nhndirh  tien, 
da^>*  lifide  S\  f*ti>nii-  2.,  A  sirli  mii  zwri  l'l.-irlii'ii  > ,  S  iH-ruhren,  tlaHM 
di**  Iii'iuliiiin;.'s<»ti'lli-  ein  lin/i^'i-r  ruiikl  f  .»ri  inul  dii>  Krat'te  mcIi  im 
Mlejrlijji'W  ii'lit  lii-tiitdi-M ,  w.dii'i  iil>ri;^i"iiH  ilie  Sv-li'un*  in  liulie  ndi-r  in 
lii'W i';:un;;  li**j:ri!l<'n  s«'in  k**nniii.  Sind  liii*  lieiii«»n  n.udii'n  i^latt,  hu 
f*rfahrt  A'  \*\\\  i  in  f  fint-n  NViili'r»-tan«l  ll .  \\*\v\\vx  eine  lauj:s  iler 
irenirinifanii>n  Nurniali-  x\iikfiidi-  l'.in/.rlkiatt  i<«t.  Klien**<i  tiu«let  die»  fitr 
«1'  ••fatt.  Sind  da;^*'^''"  *''*'  **'*'''  ht'mliii'ndi'n  riarlnMi  rauh,  sw  hranrht 
ci«'r  ^Vider^tnnl|  iijrlit  normal  /u  M>in.  \ii-inii'hr  kann  «>r  ie  naeli  H«' 
^rhatTenlifit  iIit  Kr:it'ti>  nnd  ili-m  (iind«-  ili-i  KViuldiiMl  der  riaidir  nudir 
uiler  wi'nijrer  ^;»-;;«'n  ilii*  Ni-rniriii'  j;eni'i;;!  M-in.  Lej:*'n  wir  iluri'h  dii» 
Kiihtun^  <ie*i  Widerstände-  und  dh*  N*iiinali-  fini'  K^i'nr.  -«»  /«Tlallt  in 
ihr  U  in  /w«-i  ( '••iii|i'>iM'nti-n  linr  in  ili-i  Kirlitun^  diT  N«irnialen  «ir 
kenile,  der  N ü  r  m  a  1  u  i  li  «■  i  *^  t  a  n  il  U.  nnd  «-ine  an>]i>ri'.  utdi'he  in  ilie 
Schnittlini«*  dieMM  I'.lH'n«-  mit  iler  ran;;i-nteni-liene  in  i  t.illt.  die  1{  e  i  ■ 
hun^;  /i'r.  Hei  ;:latti>n  llai-lirn  hrin^'t  ilie  ^iMin;:*>ti-  Aend«Tnn^  in  ii«Mi 
AU  «1'  angreitendi-n    Kratti'u    i-ini*    ••ntnrti^f   >t«>rnii^    ile.*«   (ileirh^ewii'litcii 
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hervor,  sodass  der  Punkt  -■/  auf  der  Flache  beschleunigt  wird.     In  die- 
sem  Falle   ist   i?  =  7?„,  7?^  =  0;   bei   rauhen   Flächen   kann   man  aber 
jene  Kräfte  sich   ändern   lassen  und  es   ändert  dann  R  seine    Intensität 
und  Neigung   gegen    die  Normale.     Lassen  wir  jene  Kräfte   sich  so  än- 
dern,   dass  R  in  derselben   Nt>rmalebene   bleibt,    also  Ar  dieselbe  Rich- 
tung in  der  Tangentenebene  beibehält.     Je   mehr  sich  R  von    der  Nor- 
malen abbiegt,  desto  gnissor  wird  das  Verbal tuiss  Rr  :  R„,    Bei  gegebe- 
nem  Rauhigkeitszustande    in    der  Richtung   von   Rr    wird    diese    davon 
abhängige  Componentc^  ilos  Widerstandes   bis  zu  einer  gewissen  Grenze 
trotz  der  Aenderung  der  Kräfte  das  Gleichgewicht  zu  erhalten  vermögen, 
über  jene   Grenze   hinaus   aber  wird    sofort   Beschleunigung   von  A  ein- 
treten.   Aenlichos  gilt  für  Aendeningen  der  Kräfte,  denen  entsprechend 
R  auf  die   andere  Seite   der  NormahMi   lallt  und   der  Sinn   von  Rr  sich 
umkehrt.    In  der  betrachteten  Normalebene  lassen  sich  demzufolge  durch 
j4  zwei  Stralen  ziehen,  welche  die  äussersten  Grenzen  der  Richtung  des 
Widerstandes  bezeichnen,    für  welche    derselbe    überhaupt   noch  Gleich- 
gewicht herbeizuführen  im  Stande  ist.     Diese  beiden  Stralen  bestimmeD 
zwei   Scheitelräume,    in    deren    einen    die   Normale    fällt.      Alle   Stralen 
dieses  Scheitelraumes  sind  mögliche  Widerstandsrichtungen,   in  den  an- 
deren Scheitelraum  kann  der  Widerstand  nie  fallen. 

Man  kann  sich  nun  die  an  £  angreifenden  Kräfte  auch  so  geändert 
denken,  dass  R  in  andere  Nnrmalebenen  fällt.  Da  für  jede  derselben  sich 
die  nämlichen  Betrachtungen  anstellen  lassen,  so  folgt,  dass  der  Be- 
rührungspunkt A  der  Flächen  S',  N'  der  Mittelpunkt  eines 
Kegels  ist,  dessen  Erzeugiingslin  ien  die  äussersten  Grenz- 
lagen des  noch  un'lglichen  Widerstandes  der  Flächen  bc- 
z  e i c h n  e n  u n  d  d  e s s e  n  die  Normale  u ni s  c h  1 1  e s s e n  d  c r  Scheitel- 
raum die  Richtungen  aller  iin'igliclKMi  Widerstände  erhaU. 
Dieser  Kegel  heisst  der  Reibungskegel  der  beiden  Flächen  im  ge- 
meinsamen Berührungspunkte.  Seine  BcschatVenheit  hängt  ab  von  dem 
(Jrade  der  Rauhigkeit  beider  Flächen.  Er  ist  ein  gerader  Kreiskegel 
mit  der  Normalen  als  Axe,  wenn  in  der  gemeinschaftlichen  Tangenten- 
ebene  nach  allen  Richtiing<.'n  vom  Berühnings[Mnikte  «lus  gleiche  Raabig- 
keit  stattündet.  seine  Erzfugungslinien  biegon  sich  mehr  oder  weniger 
von  der  Normalen  ab,  wenn  längs  den  Schnittlinien  der  durch  sie  ge- 
legten Nonn.ilebenen  mit  der  Tjingentenebene  ein  grosserer  oder  ge- 
ringerer Rauhigkeitsgrad  stattündet,  also  auch  ein  gi-össerer  oder  gerin- 
gerer Reibnngswiderstand  geleistet  werden  kann.  Für  glatte  Flächen 
zieht  sich  der  Kegel  auf  die  Normale  zusanmien. 

S-  2.  Das  Verhältniss  U,.  :  Ti„  der  C«)m])onenten  des  Widerstandes 
H  mag  der  0 o  e  f  f  i  c  i  e  n  t  d  e  s  W  i  d  e  r  s  t  a  n  d  e s  heissen ;  er  ist  die  Tan- 
gente des  Winkels,  welchen  R  mit  der  Normalen  bildet  und  welcher 
der  W i  d  e r s  ta n  d  s  w  i n k el  genannt  wird.     Für  den  Fall,  dass  der  W'ider- 
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stand  riiio  Kr/(Mlgull^^lillil'  i1i*s  K(*il)iiii{;Nkt>Ki'ls  iNt,  lii'isson  ilii*>f*r  ('i)pfli- 
cient     iintl     (Ui*M>r    Winkel     K«'il)iiii<;sri»r  rrii*i«*nt     iiml     Kfiliiiu^s 
winkol.      Hrz«'ii'1iii(*n   wir  s'w  nvs|i.   mit   n   iiinl  u,   sn   ninl 

"«  ■  /    I  -}    II- 

Ili*r  K  p  iliii  II  i^N  w  i  (1  erst  :Lini  Ft,  ,  wcIoIiit  «Iit  üiissitimi  (IriMizi* 
für  ir<|;(Mi(]  «'in  f  Kiclit  it  ii;;  i  n  il  er  Tnii  ;;r  nt  i'ii  •'Iumm*  «mi  ts|irii'lit, 
wiril  ilalipr  i>rli alten,  iiMleiii  man  tlcn  N  oi  mal  w  iil(T>t  and  f(„ 
mit   diMii   Ki'iliu  ii^i^si-iMM'fici  en  t  i'ii   in  ii  It  i  |i  li  t- i  rt. 

Dor  K<Mliiin*^N(*o«'t'lii'i<'iit  variirt  fiir  ein  nml  ileii>en)0ii  Keriilirun«;»- 
punkt  der  sich  reihenden  riäeln'n  mit  der  Kirhtun;;  in  der  ;r**iiioinNchart- 
livhen  Tan^ontetie)ieiii>  mit  iler  Kanheit  tier  lieiden  l'iiiikto,  welche  im 
H(*riihniii^i«|iiinkti*  /.iisamiiHMiti'i'teii  und  kann  liis  jet/.t  nicht  thooroti^^ch 
lie>timmt  worden.  Man  hedient  sieh  ilalier  in  ileii  Anwendiin^Mi  con 
stantor,  durch  Versuche  feKt);oKtellt4'r  Mitteluerthe,  wie  hie  di<*  znldreichen 
Xüleln   der  l{(Mhnn>;Heiiefficionten   onthalten. 

§.  l\.  Snhald  das  <ileicli}:ewiclit  /\iiM-heii  ileii  am  Syiitem  nngrei- 
friidrn  Kräften  und  dein  Widenstantle  authiirt,  sa^rt  man,  eri  werde  die 
K4*iliuii;r  iiherwnndeii.  Tür  diesen  /iistaiiij  hat  iler  WiderHtand  die 
(■renzlaj^e  einer  Kr/iMi^niii*;sliiiie  iles  Keihun;;ske';elH  innl  wahrend  der 
liewegiin^  pasNirt  seine  Kichtnn^  fnrtwährend  andere  und  andere  Kr- 
xrugiingslinien  tIer  verschiedeiioii  Kepd,  welche  ileii  verhchiedenen  He 
riiliniiigH|Miiikten  i1(*r  Keiiiiin;r**ll:icheii  aii;j^ehi*ren.  Hefmdet  hIcIi  das 
SvMem  in  Ruin',  m>  kann  newe;;nn>;  nur  ilann  eintreten,  uenn  die  Rei- 
bung {iherwunden  wird  nml  ajs.i  tlie  Widerstanil.iriclituii;;  in  ilie  Kegel- 
Hiiclie  eingetreleii  is\.  Mit  dir.si'm  Kiiitrltt  hesteht  iiiM'h  Cili^ich^^ewicht 
und  emt  dann,  venu  dii*  an;;reitendeii  Kräfte  liie  K'ichtnn;;  des  Wiiler 
utamleü  iiiitlii;;en,  in  den  .\u>s«'nranMi  di*s  Ke^i'ls  zu  treten,  erlid;;t  He 
ichleuni^uii;;.  Vnii  ausM*ii  i-inwirkenile  Mtimi>iitanki:iMe  ki>iinen  alliT- 
ilin^a  auch  in  iieiii  ehen  iM'Mälniteii,  dem  lie^eh  ie  u  n  i -jn  n  ;^s /. ust  a  n  il  e 
nücliht  a  n  Ii  e  <;i- n  il  e  II  (i  1  eic  li ;;  e  \«  Ir  h  1 1« /. ii  ««t  a  n  il  *•  lieu«'^nii>:  vmi 
rudliclieii  (te.ichu  indi^'kf  i(«Mi  hii^urrnten  und  di<-M'  ki*nni'n  tMrtilaiierii. 
witlireiiil    der   (iren/.;;Ii-irh;jewirht.-/.n*<taiiil    ;.'Ieirhtails    (nrthestidit. 

Für   alle   La;:i'n    lii-r    \Viiti-i^taiiii>iii  htiiii;^    im    Innein   iles   ]%i-ihnn^N 
kej^eU   hehteht    (ileii-li;;«'\\  ieiit    uiiil    /.uar    i^t    iJaxM'Ihe   sifher.    I'ur  alle    La 
^eii    in   der    Kef^i'ifiat'lii*    Mdh«t     i^t     i>^    niioirher.       N(    il<'r     lti*ihuii;:*«ke^id 
rin   gerailer   Kreisk«*;:«'!   mit   iler   N>>rniali-n   aN   Am*.    m>  tiiidet    das   Maxi 
inuni  iler  Sicherheit   t\f>   ( jleirli;^fuii-hti-^  >tatt.    uenii   iler   \Vitler.»laiid    in 
<lif*   Axe   ileji    Ke^el.H   lallt 

§.  I.  Kur  das  (i|<-ii'li;;i'\«  ii'ht  xmi  Ki-ilti-n  in  Veri>intluii',:  mit  dmi 
Widerstände  //.  ile-^^^n  Ki<  lituii;:'  ia<ii  ni-I  nini  uilflifi  vnn  dei  l'laflie 
f  (j-,  y,  :)  -    n  ;:idi'i>tet    wirij.   hat  man   ilii*  tileichnii;;en 

.1*  -\-  Ii  t'us  f        n.         I     {     /•'  ••••*  ,"        '*,        /    j-  /i  ii.»  I'        o, 
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der  Beschaflfeuheit  der  Curve  und  des  Systems  in  dem  gemeinscliaft- 
liclien  Punkte  abhängig,  jedoch  so,  dass  bei  Aendernng  der  Kräfte  eine 
Grenze  von  Rr  nicht  überschritten  werden  darf,  ohne  dass  Gleichgewicht 
zwischen  jenen  Kräften  und  dem  Widerstände  aufhört  möglich  za  sein. 
Die  Grenzlagen  aller  Widerstandsrichtungen,  für  welche  Gleichgewicht 
noch  möglich  ist,  bilden  einen  Kegel,  welcher  in  den  extremsten  Fällen 
in  die  Normalebene  degenerirt.  Das  Verhaltniss  Rr '  Rh  für  eine  Greni* 
läge  des  Widerstandes  heisst  der  Reibnngscoefticient  fi  auf  der  Cnrve 
und  der  Winkel  g^  den  sie  mit  der  Normalebene  der  Carve  bildet  und 
für  welchen  tang  ^  =  ft  ist,  der  Reibungswinkel. 

Für  den  Fall  des  Gleichgewichtes  auf  der  Curve  x  =  <p{z)j  y  =  ^{*) 
hat  man 

X-^-  R  cos  X  =  0,     ¥-{-  R  cos  ^  =  0y     Z  -{-  R  cos  v  =  0^ 
cos  k  _  cos  (i_cosv         1  .    ^  ~-  Y^rrr^ 

-x~ ^ Y~-z~ R'    ^-y^  -1-^  +^ 

und    für    den   Winkel  O,    den    der   Widerstand    mit    der    Normalebane 
bildet: 

für  den  Fall  der  Bewegung  aber: 

iP.c  d^y  tPz 

^^'i  =  -V  +  R  cos  A,      ^^^.^  =  ]■+/?  cos  fi,     ■^  =  Z  +  R  cosv, 

cas^  k  -|-  cos'^  fi  -\-  cos^  I'  ^^^  1  ,      X  =  cp  {z),     y  =  1^  (2)  ^ 

('^»s  (t  /  cos  k\         ,  dx  dy  .     dz 

=  <D  [  ) ,     sifi  u  =r   .     cos  k  +    ,     cos  M  + 

cos  V  \  cos  V  /  ds  ds 

zur  Bestimmung  von   a:,  y,  z,   A,  jii,  v,    /?,  q   als  Functionen    der  Zeit. 

§.  7.  Damit  Kräfte,  welche  an  einem  System  angreifen,  welchem 
sich  mit  einem  Punkte  auf  eine  Fläche  oder  Curve  stützt,  und  sieh  auf 
eine  blose  Resultante  reduciren,  welche  durch  den  Stützpunkt  geht,  im 
Gleichgewichte  seien,  ist  erforderlich,  dass  diese  gegen  die  Fläche  oder 
Curve  andrückt  und  in  den  Innenraum  des  Kcibungskegels  oder  anf 
dessen  OberÜäche  fällt.  Im  ersteren  Falle  ist  das  Gleichgewicht  sicher, 
im  zweiten  unsicher.  Um  nun,  während  die  Kräfte  ihre  Richtung  und 
Intensität  beibehalten,  den  Stützpunkt  in  irgend  einer  Richtung  soweit 
zu  verschieben,  dass  für  dieselbe  die  Grenze  des  Gleichgewichts  erreicht 
wird,  ist  eine  positive  Arbeit  einer  Kraft  erforderlich  und  zwar  von  end- 
licher Grösse.  Sobald  diese  geleistet  ist,  genügt  eine  fernere  unendlich 
kleine  Arbeit,  um  den  Punkt  zu  beschleunigen.  Da  dieselbe  gleidi- 
falls  positiv  sein  muss,  weil  sie  den  Punkt,  der  die  Beschleunigung 
Null  besass,  beschleunigt,  so  folgt,  dass  die  Elementararbeit  der  Resul- 
tanten der  gegebenen  Kräfte  und  des  Widerstandes  zusammea  negativ 
ist,  an  der  Grenze  des  Gleichgewichts   aber  Null  wird,  und  da  die  vir- 


,    cosv 
ds 


( 


X    r«p.  Wiilcrstänilf  vuu  Fl:icli«*ii  iiml  <'iirvi«n.  7-«» 

luelli*  Arbeit  dvr  Kraft«*  «lor  virtuellen  Arlieit  ilimr  Kpnultaiit«*!!  i^loich 
iit,  hii  fnlgt  weiter,  dasN  für  JimIi*  virtuelle  VerschieiiuiiK  iles  Stiitzpunk- 
tp«  AUri  der  Lii*;e  «ies  Hielirreii  <  ileii*li{;ewichtM  ilie  Suiiiiui'  «ler  Klfiiientar- 
arbeiteii  nller  Krätte  um]  deH  Wi<lrrHt:indeH  ii«'^iitiv  ist  und  dnMri  iIan- 
selbe  bis  an  ilie  (ircnzc  deN  ningliclien  (ileicIij^ewielitN  ;;iU.  Pii*  Arbeit 
de»  Widerstandes  zertiült  dabei  in  7.wei  Tlielb*,  die  dcM  N«>rniHlwii|er 
■taiidew  und  die  der  Keibunjj^.  Für  nnveränderlicbt*  Fliiebeu  und  (*urven 
iiit  erstere  Null. 

.Tode«  beliebige  vrrHndcrlicbe  System  kann  in  TlH'iUvBtenie  xerlegt 
werden  vnn  endlicbcr  oder  unendlicher  Anzahl  mit  äubseren  und  inneren 
KrJif\en,  welche  an  freien  Punkten  «uler  an  Punkten  angreifen,  welche 
Auf  Flächen  oder  C*urven  zu  bleiben  gezwungen  «ind,  welche  letzteren 
im  Allgemeinen  HeibungswiderMtMnde  darbieten  werden.  Zum  (ileicli- 
l^ewichte  des  ganzen  SysteniH  ist  ilann  erf«»rderlich  und  hin  reichem!,  dasi 
in  jedem  AngritVsjiunkte  vtin  Kräften  ilie  Resultante  aller  verDchwimie 
bei  einem  freien  Punkte,  oder  in  das  Innere  oder  auf  die  Fläche  dvh 
Keibungükegeltf  falle, 'bei  Stützpunkten. 

Zum  (ileichgewichtc  tles  SynteuiN  ist  aber  auch  erforderlich  und  hin- 
reichend, ilfis»  die  Summe  aller  virtuelh^n  Arbeiten,  der  ümiHeron,  inneren 
nnd  der  Wider^tandokräfte  für  jede  mit  iler  Natur  des  Systems  vertrug - 
liehe  Verschiebung  Null  oder  negativ  Hei.  Null  ist  nie  für  Kulclie  (ileicii- 
gewichtszuBtände,  welche  an  der  Cirenze  de:^  Eintritts  von  Heschleunigung 
•leben,  negativ  für  alle  übrigen. 

§.  }<.     Hei>|»iole  und   Anwendungen. 

I.    Kin  liio^itH  iiM>  r  l-'.-iileii    iHt  iibiT  «im'   «»liciit'  Cur  vi-  li  ini;rtp  Aiint: 
(licücltii-    ipt    r.iiilt    und    Kii-tiM   in   ]li-Kiltr  nnf  ili-ii  rmlfii    in  nllfii  i*iiiik 
t«*n  cmr  iit  mit  i-n  Krilinii;5i«  wi«li'rKtiiii«I  «Irtr;    hm   t\*  n   \'.i\*\i»\i    zirluMi   /  w  i- i 
Krnft«*   /',  fj  tnii;^!' iitinl.      M  n  ii    !«ittl  di«*  S|iiiiiliilii  ^    ninl    •!  i*  ii   \V  it|i- rnt  nml 
für  il«*n  Talt  *\*'>  tSlcii-liiri' wicht««  1i i"« t i  in iii l* ii. 

I'rtfjirirt  niiiM  ilie  im  riinkti-  .1/  ilor  C'iirvc  nicli  ItlfiiliKi-wii-lit  lijilti'inli'ii 
Kräflr.  ilii*  S|iikniiiiii;r*'ii  /  -{  '//.  /  hikI  <li*n  <M>HikniiiitwiiIrri«tiinil  /(  'Huf  ilif 
l«äBir<*nriiilii'it  lii'iEiiiri'ii  mit'  ilii'  Tnii^i-ntc  nml  Ni*rni»lf,  sn  rrhiilt  mau.  nrnn 
dt  ^tr  <'oiitin|fi>n2wiiikid .  y  iliT  Krünimiiii^!«hnnini*>Hiii'r.  fi  ilrr  WidcfAtiiniliiriM'iiI 
ciffBt,  i{^  iimi  H,  dii'  <*iiin|Mini>iiti'ii  vmi  Ii  Nim],  1 7  -|-  dt  %in  tli  /'^''<  *  ^K 
T -\- dT  rrt*  ilt        T -\    it/i^ti»  -»o,  imIit  nli^i'kürxt .   wi-^fi-ii  i/»     ■  ^i/#: 

'/•         /•„    4».  .//     I    u/{^J.  o 

...  dl'  ti*  .  .       1        !■        1  ■•■  -.  •••  I 

■d4  hirrniit  wnter     ...  ii  u»/*.   {■•Itrln-ii    /  '  ^     '    .    wmn  #  ili-n 

Winkel   lifilf-iitft.  iliii  ilie  'l'nii^rfiiti-  in  M  mit  i-iinr  i*  %\*  u  \i\*hl\iu^  tulilrt.  ili««!-!! 
Differential   nlmi  il«  r  ('fintint;i'ii/wiiiki<i  </f   i<*l.      Aul'  liii*  r.nili|inniiiiiii;t-ii   /*,  n    %u 
^wan«li  (ribt  ili<-«t'  (•Ifirlniit^ 

UM,  U» 

wenn   fi,  ff  dii'   Winki]  i   für  ilir   Kiiilrii'tiliin);i*ii  fliinl.     Iliciaii^  f"l»:t 
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woraus 


cos  X  cos  (i  cos  V  1 

^=^l"  ""  —  f  ^  —Z  ~  'R  ' 

und  ftir  den  Widerstandswinkel  9: 


"-/(i) + (II) + (f  )■ 

folgt. 

Für  den  Zustand  der  Bewegung  dagegen  hat  man 

dPx  cPy  d'^z 

—  =  X+RcosX,     -^:^  =  Y+  Rcos(i,      -^^  =  Z  +  R  cos  v, 

ü  {x,  y,  2)  ==  0 

und  weil  die  Reihung  stets  der  Bewegungsrichtung  entgegenwirkt,  also 
R  in  die  Normalebeni  fällt ,  welche  durch  die  Richtung  der  Bewegung 
des  Berührungspunktes  hindurchgeht,  also  ein  Perpendikel  auf  der  Nor- 
malen und  der  Tangente  der  Bahn  jenes  Punktes  zugleich  auf  R  senk- 
recht steht: 

/^   du      ^  dü\       ,   ,    /     du      ^    dü\ 

,    (       cü  dü\ 

Diese  Gleichung  folgt  so.  Es  sei  (a  ß  y)  die  Richtung  jenes  Perpen- 
dikels, so  ist  zunächst,  weil  es  senkrecht  zur  Normalen  ist: 

—  cos  a  +  -    -  cos  p  +  --  ^'>*  r  =  0. 
ex  dy  '     cz 

sodann,    weil  es  senkrecht   zur  Richtung     -'         ,    ,     ,*  ist: 

ih      ds       ds 

dx  cos  ot  -\-  dy  cos  ß  -j-  dz  cos  y  =  0 , 

aus  welchen  beiden  Gleichungen 

cos  a  cos  ß  cos  y 


,    Cü         ,    du          .    dV         .     CV  dU         .    dV 

"1/  v: dz  .-  dz  , dx  -  dx    -    —  dy  --- 

öz  Cx  ex  cz  cy  dz 

folgt.     Endlich  muss 

cos  cc  cos  l  -f"  ^^*  ß  ^^^  f*  "I"  ^^'^  y  ^^'^  i'  ==  0 
sein,  weil  die  Richtung  {oißy)  auch   auf  R  senkrecht  steht  und  hiermit 
ergibt  sich   die  vorstehende  Gleichung.     Weil   aber  R  im  Falle  der  Be- 
wegung eine  Erzeugungslinie  des  Reibungskegels  ist,    so  tritt  zu  diesen 

V  —  V  Z'  X  ~~"  x\ 

Gleichungen  die  Gleichung  —, —  ~  =  (pi-- — -j  oder  durch  {X(iv)  aus- 

z         z  \  z         z  / 

gedrückt : 


X.  ('«11  Wnlrr.Ht-iiiili-  vmi  Tl  iclim  nml  <'iir\i'ii  7l^l 


-  *{       ) 


*) 


hinzu.  Kiiillich  cr^ilit  hioli  (Irr  Kfilniii^rNwiiikcl  tiir  ili«'  l{icli(iiii({  ilrr 
Hrwff^unf;  iliircli   ilii'  (iIiMchun^: 

VnS  i>  ^     1  rnS  X  A-  Ctis  U   -4-  rt,s  V  ]   .    li  . 

lli(*rdurcli  iHt  t*K  miigliirli,  .r,  y^  r,  A,  fi,  r,  //,  o  als  FiiiictifUicMi  \\vx  /rit 
zn  liOKtiinmcMi.  vitransp'si'tzt ,  dahs  ih'r  Ui>iliiiii<;Nk('^fl  für  aWv  I'iinkt«* 
«Irr  riüi-lu'  r  nntl  ji'tlr  HrüoliaAViilu'it  di*H  iM'riiliiiMidi'ii  l'niiku*H  lio- 
Btiiiiiiibnr  ist. 

§.  Tl.  Bpriiliron  hii-li  die  reüjoiidon  Flächen  mit  nirliroreu  l'nnktvn 
oder  lAnj^N  ciurr  Linio  odiT  im  HtToiclii;  i'incH  rndlii-hiMi  FUchcnrAunicM« 
so  kann  man  \\v\\  WidcTstaiid,  welcher  in  je  einom  Tunkte,  in  je  einem 
Linien-  udor  FI;iclu>n(*loniente  auftritt,  in  oine  Nurnial-  um!  eine  Tan- 
gentia]cuin|ion(Mite  zprh';;(*n  nml  allo  hannnt  den  idinehin  am  SyNteni  an- 
grrifendon  Kräften  für  irgend  einen  Funkt  dos  Systrniä  reduciren.  Dir 
Hedingun^rm  «ics  (Meichgewichts  werdon  altflann  auch  noch  inu^rhalh 
ein4*ü  ge«'iHKOn  SpiidrauniN  bis  zu  einem  (■rcnzrtMhungswidnrMtande  er- 
füllt «erden  können,  ilarühor  liinaUN  aher  nicht  mehr.  Ks  tritt  ahcr 
hicrhei  nicht  hh>H  eine  Kesullante,  linndern  auch  ein  reifultirondes  l'aar 
den  Willerstande»  auf  und  letzteres  kann  in  zwei  andere  gespalten  wrr- 
don,  vim  d(*iien  das  ein<*  iler  Keihung  alloin  Heinon  rrs|irung  vonlankt. 
Kine  allg«'meineri'  Inter-snchung  iliesr»  (iegonätandeK  fehlt  hi»  jetzt  alier 
in  dor  Literatur,  einen  specielleu  Fall  wenlen  wir  weiter  unten  he- 
handeln. 

i$.  (i.  Wenn  «'in  System  A'  gennthigt  ist,  mit  einer  (Jurve  eiu(*n 
Fankt  gemein.schaftlidi  zu  hahen,  so  kann  «'in  Wiil«*rstand  li  «lie  (*urve 
vertreten.  hersi'Ihe  kann  in  eine  C'(im|»onente  U,  längs  d«'r  Tangente 
nnd  eine  andere  //„,  welclie  in  die  Normalehene  füllt,  z«'rl«'gt  wenlen. 
Die  erfitere  lieisst  wied«'r  die  Koihung,  l«*tztere  «ler  Normalwiderntand, 
da*  VerhiiltniNS  heiiler  11,  :  Un  der  WiderNtanii.si-tM'ffici«'nt  und  «ler  Win- 
kel, den  H  mit  der  Normalehene  der  (*iiiv«>  hildet,  «ler  Wiil«'rstantls" 
Winkel.  Der  v<in  fler  (7urve  zu  leistenile  Wiilerst.md  ist  seiner  Inten* 
•ität  und   Richtung  nach   von   den  am  System  angreifend«'n   Kriift«>n   und 

*)    Iianiit    fiiii-    ilurrli  •{•■n  l'rH|iruii^  griini'li-  fiiT.iili'    riiii*    iM'atiiiiinti'   Kt-tfi-I 
riürhf  erzt-iif;«',    iiiiijtH  zMi«««-hffi    ili'ii    ilirr   Lu^'**  Kfntiiiiiiirinli'ii  l.li'nu  iiti-ii    mih'   IIi-- 
din^nf?fi|;K'ii'hiin(r   ^i-irotivn   b«>iii.      Iim-hi»   Ilt-Btiiniiiiiii^'intiii'kc    Niiul    nlior  n    «.  ilir 

««rh«itni9iic  »  -=  •  '  *-■  ilirvr  Kii-iitMn^'iiriiüiiiiiAKr  uiiil  wi  im  nl«*«  #    -•  «*(#  » 

jene   ilcilin^im;:t|;loicliiini.'  i*t,  mi  •Tli-ilt  ni:iii  ilii*  uliitri*  (fli'ii  huii^  ili-r  Ki  i:''lil*it'li('. 

«•lebe  mit  Hülfe  vnii  -     .  Irirhl  in  rfililMiuklip-  ('••••rdiiiAtrii 

•*   -    •'        //        ,»/        ;        : 

«■',  y',  :'  iimifCHrtAt   Mir<li-ii  kiiin 

^rlirlt,   Tliruiir   J.   lU«.   u.   li     kf  •'■!..  ll'i 
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der  BescbafTenheit  der  Carvc  und  dos  Systems  in  dem  gemeinscliaft- 
liehen  Punkte  abhängig,  jedoch  so,  dass  bei  Aendernng  der  Kräfte  eine 
Grenze  von  Rr  nicht  überschritten  werden  darf,  ohne  dass  Gleichgewicht 
zwischen  jenen  Kräften  und  dem  Widerstände  aufhört  möglich  sni  sein. 
Die  Grcnzlagen  aller  Widerstandsrichtungen,  für  welche  Gleichgewicht 
noch  möglich  ist,  bilden  einen  Kegel,  welcher  in  den  extremsten  Fällen 
in  die  Normalebono  degcnerirt.  Das  Verhältniss  Rr :  Rh  für  eine  Grenx- 
läge  des  Widerstandes  heisst  der  Reibungscoefficient  fi  auf  der  Cnrre 
und  der  Winkel  g^  den  sie  mit  der  Normalebene  der  Curve  bildet  und 
für  welchen  fang  g  =  fi  ist,  der  Keibnngswinkel. 

Für  den  Fall  des  Gleichgewichtes  auf  der  Curve  a;  =  9?  (z) ,  y  =  ^(:) 
hat  man 

X-^  R  cos  X  =  0,     r  -\-  R  cos  (1  =  0,     Z  +  Ä  coä  v  =  0, 

und    für    den   Winkel   O,    den    der   Widerstand    mit    der    Normalebene 
bildet: 

■'■■  '-it+ri+if,'  '•-  '^■^' +"*' + '''■' 

für  den  Fall  der  Bewegung  aber: 

^^i  =  -\  +  /?  cos  A,      ^J,  =  ]  -f  /?  cos  fi,     —  =  Z  4-  Ä  cosv, 

cos^  X  -|-  cos'^  fi  -\-  cos^  I'  -—  1 ,     a*  -=^  9)  (r) ,      »/  ==  t/;  (c) , 

ctis  (i  ( cos  X\  (Ix         .    X    dy  ,     dz 

=^  <P  l  I ,     sin  ü  =.-   ,     cos  X  +   ,     cns  «t  +      ■  cos  V 

cos  V  \  cos  V  J  ds  ds  ds 

zur  Bestimmung  von   o:,  y,  z,   A,  ft,   r,    7?,  q   als  Functionen    der  Zeit 

§.  7.  Damit  Kräfte,  welche  an  einem  System  angreifen,  welches  I 
sich  mit  einem  Punkte  auf  eine  Fläche  oder  Curve  stützt,  und  sich  auf  , 
eine  blose  Resultante  reduciren,  welche  durch  den  Stützpunkt  geht,  im 
Gleichgewichte  seien,  ist  erforderlich,  dass  diese  gegen  die  Fläche  oder 
Curve  andrückt  und  in  den  Innenraum  des  Kcibungskegels  oder  tnf 
dessen  Oberfläche  fällt.  Im  ersteren  Falle  ist  das  Gleichgewicht  sicher, 
im  zweiten  unsicher.  Um  nun,  während  die  Kräfte  ihre  Richtung  und 
Intensität  beibehalten,  den  Stützpunkt  in  irgend  einer  Richtung  soweit 
zu  verschieben,  dass  für  dieselbe  die  Grenze  des  Gleichgewichts  eneicht 
wird,  ist  eine  positive  Arbeit  einer  Kraft  erforderlich  und  zwar  von  end- 
licher Grösse.  Sobald  diese  geleistet  ist,  genügt  eine  fernere  unendlich 
kleine  Arbeit,  um  den  Punkt  zu  beschleunigen.  Da  dieselbe  gleÜ' 
falls  positiv  sein  muss,  weil  sie  den  Punkt,  der  die  Beschleunigang 
Null  besass,  beschleunigt,  so  folgt,  dass  die  Elementararbeit  der  Resul- 
tanten der  gegebenen  Kräfte  und  des  Widerstandes  zusammea  negativ 
ist,  an   der  Grenze  des  Gleichgewichts   aber  Null  wird,  und  da  die  vir- 
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eile  Arbeit  der  Krftfio  der  virtnclleu  Arbeit  ihrer  Roaultanton  gleich 
,  fto  folgt  weiter,  tiass  fUr  jede  virtnelle  Verschiebung  dos  8t(itx|iuiik' 
B  aus  der  Lagt*  doN  aichcroii  <iloicligewichtii  die  Suiiiino  dor  Kleiiieiitar- 
beiten  aller  Krftfte  und  des  Widerstandes  nt»gativ  ist  und  dass  das- 
Ibe  bis  an  die  Grenze  des  müglichen  (jleichgewicbts  gilt.  Die  Arbeit 
'S  Widerstandes  zerfällt  dabei  in  zwei  Theile,  die  des  Normalwidor- 
indes  und  die  der  Reibung.    Für  unverMnderliche  FlMclicn  und  (Kurven 

erster e  Null. 
Jedes  beliebige  verftnderliche  System  kann  in  Theilsysteme  zerlegt 
srden  von  endlicher  oder  unendlicher  Anzahl  mit  Xusboren  und  inneren 
ruften,  welcbe  an  freien  Punkten  oder  an  Punkten  angreifen,  welche 
f  Flächen  oder  Curven  zu  bleiben  gezwungen  sind,  welche  letzteren 
i  Allgemeinen  Keibnngswid erstünde  darbieten  werden.  Zum  Gleich- 
wichte des  ganzen  Systems  ist  dann  erforderlich  und  hinreichend,  dasH 

jedem  Angriffspunkte  von  Kräften  die  Uesultante  aller  verschwinde 
i  einem  freien  Punkte,  oder  in  das  Innere  oder  auf  die  FlJlche  des 
•ibungskegels  falle, 'bei  Stützpunkten. 

Zum  (tleichge Wichte  des  Systems  ist  aber  auch  erforderlich  und  hin- 
icheiid,  dass  die  Summe  aller  virtuellen  Arbeiten,  der  Husseren,  inneren 
d  der  Widerstandskräfte  für  jede  mit  der  Natur  des  Systems  vertrig- 
be  Verschiebung  Null  oder  negativ  sei.  Null  ist  sie  fUr  solche  Gleich- 
wichtszustünde,  welche  an  der  Grenze  des  Eintritts  von  Beschlcnnigong 
dien,  negativ  für  alle  übrigen. 

§.  8.     Beispiele  und  Anwendungen. 

1.  Kin  bicfrttAnivr  Kndcn  ist  über  eint*  ebene  (*arve  hinfcesp annt; 
eselbc  int  rnuh  und  hivtet  in  HcsaK  auf  di>n  Faden  in  «lim  Punk- 
n  conttanton  Uoihtin^:« widcrstAnd  dar;  an  dm  Knden  sieben  swri 
-üfte  /*,  1J  tanffcntial.  Man  null  dio  Spannunff  und  den  Widrmtand 
r  den  Kall  di^H  <rlcichfr«*wichtii  bontinimen. 

Prujicirt  man  die  im  Tunkt«!  M  der  Curve  lich  (flrichcewicht  haltenden 
üfte,  die  Spannuni;rn  T '\- itT,  --  T  nnd  den  <ti*aainmtwidenitand  i<  (auf  di« 
aifenrinhoit  bexu(r«'n;  auf  dir  Tanf^ttnte  und  Nurmali*«  »o  erhült  mau.  venu 
der  (?ontingenxwiukel.  (f  ilrr  Krümmuni^halbmfAiior.  ^  iUt  Wid erstand tcunfli 
ttC,  ii^  nnd  R^  die  (%inipon«*ntrn  von  li  sind,  ( 7' -|-  itT]  äim  di  —  ^t,*^'  ••  0. 
-f-  rfr)  rot  di  —  r  +  ^"m*'*  "  <^.  »*!«*'  *b(frktirst,  wrcf^fn  th  —  ^#/f : 

r  =-  /f,    9.         dT  +  l^n^,h  -  0 

1  hiermit  weiter    -.    «^-   -     f*        ™         lith,   foliflich    T     -  f'e    ^  ,   wenn  #  dm 

Akel  bedoutrt.  dou  die  Tani;entc  in  M  mit  einiT  fcstm  Kirhtunf;  bildrt.  drssrn 
fcrential  als»  di-r  <Tontinicenxwiukiil  </f  ist.     Auf  die  Kudspannuni^rn  /',  'J  an 
vaadt  gibt  diese  (Hcicbuu|t 

/•  .     rr    '"',       ij  -  rr    ''% 
BS  «,,  «t  *!>'  Winki'l  t  für  dif  Kndrirhtun(;en  sind.     Hieraus  UA^^X 
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lOi 


und  die  Hedingiing  dos  Gleichgewichts: 


n 


<  e 


—  ft  (»,  -  •,) 


wodurch  fi  näher   bestimmt  wird.     Das   Gleichheitszeichen    gilt   far  dn  Gn 
zustand  des  Gleicliguwichts.     Sobald  fi  bekannt  ist,  erhält  man  weiter 

*  C  I 

9 


T 
9 


/!,.  =  f.  rt. 


Sind  P  und  Q  parallel   und  von   demselben  Sinne,  so  ist  c, —  f^  s=  s,  mitU 
Gloichgcwichtsbediui^ung 

2.  Kin  biegsamer  Faden  wird  von  zwei  £ndkraften  P,  Q  fibei 
rauhe  krumme  Flüche  gespannt,  für  welche  bezüglich  des  Fad 
jedem  Punkte  der  Reibungskcgcl  bekannt  ist:  man  soll  Spt: 
und  Flächenwiderstand  für  den  Fall  bestimmen,  dass  die  Fades 
in  der  Grcnzlago  des  Gleichere wichts  ist,  dass  eine  geringe 
derung  einer  der  Endkräfte  hinreicht,  sie  in  sich  selbst  glei 
mach  en. 

Indem  man  die  in  einem   beliebigen  Punkte  M  der  Fadencnire  sich 
gewicht  haltenden  Kräfte   T -^- iH\  —  7',  R,  welche  in  der  ächmiegangseh 
Punktes  M  liegen,  auf  die  Tangente  und  Ilauptnormale  projicirt,  erhält  n 
bei  der  vorigen  Aufgabe, 

T^  R^Q.        ,!T+  fiÄ^rf*  =  0, 

unter  q  den  KrümmungshalbmcRser  der  Fadencurve  verstanden.     Ans  diese 
chungcn  folgt  ^y,  ^,^ 

y,    =  —  ^        =  —  t^de, 

wenn  wieder  tii  den  Contingenzwinkel  bedeutet.    Die  Integration  liefert  mi 
sieht  auf  /*  und  Q: 


-yV'/» 


T  =  Pr 


77  =-' 
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(, ,  t^  sind  die  Winkel,  welche  auf  der  abgewickelt^^n  Tangentenfläche  der 
curve  die  Kndtangcntcn,  oder  also  die  Kichtungen  von  P  und  Q  mit  einei 
Kichtun^  bilden  und  ^2  —  ^t  ^^^  *^^^  »Summe  der  Contingenzwinkel. 

Der  Widcrstandscoefüoicnt  (i  ist   die  Taugeute   des  Winkels,   den  il 
Normalen  der  Fläche  bildet.     Die  Normalebene,  welche  durch  li  geht,  bil 

«ler  die  Curve  berührenden  Normalebene  einen  Wii 
welcher  im  vorliegenden  Falle  Null  sein  mass.  Vi 
Punkte  der  Fadencurve  beginnen  eben  in  den  Tai 
•ierselben  zu  gleiten  und  die  Richtung  der  Reibung  ist 
v'Utgegengcsetzt  der  beginnenden  Bewegung.  Die  Schi 
der  Normal obene,  welche  durch  H  geht,  mit  der  Tan 
ebene  ist  aber  die  Richtung,  in  welcher  /?  wirkt,  i 
sie  mit  der  Taugente  der  Fadencurve  zusammenfallet 
Der  Winkel  rp  ergibt  sich  nun  im  Allgemeinen  so.  Die  ^ 
gungsebene  und  die  Normalebeue  der  Fadencurve  bes 
mit  der  Xormalebone,  welche  den  \ViderBtand  entbi 
sphlirischos  Dreieck  /{.\q  (^Fig.  245.),  dessen  zwei  Ecken  .V,  q  durch  die  Ricl 
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iriiiiurninlfii  iiiifl  iIit  nHiiptiiuriiiHleii  i1«>r  (*iirvo  hrzficliip-t  wi-nloii.  Mit* 
iftt  (Ivr  Kfiliiiiictwiiikf'l,  hKh  /i;  HM  -  u,  flii'  Sfiti*  \g  --^  n  irtt  ilii.*  Ni*i- 
Seil niic^^iini;.'*«'!»«.' III*  «Iit  Kmlviiriirvi'  fr*'^*'»  dii*  niv  hiTÜlirfiiili«  Noriiiiilflii'iie 
if,  ilie  itrittv  Sfiii*  wini  (rdiililfl  vnii  di-iii  Winki'I  xwiitrlirii  flfiii  Wiilfr- 
iiiiii  der  IIan|itiiiiriiiHli'ii  ilrr  Ciirvi-;  iiirr  Tiintri-iiti*  <*<-i  m.  Vi»ii  «Ii'Ii  Wiii- 
lifi-ifckif  iiit  •.iig,  (t    ^*  I  ir  iiiiil  [H.\,  «.<    ~  \  it        i/*.     IkMiiiiai-li   hat  iiimii 


Mit    li^ 


tus  US     -    t'ns  Hq     i'ox  «,  Ai'n  il\    — 

N  1 

fl         tum  <( 

ki'li  tlriii  M  eiiiii«!r*Hclitfii  Sntif  lientolit  «tier  ZMitiflieii  ilrii  Kriiniiiiiiiit;ii- 
■rii  p,,  iiiid  Q  ilfs  hrriilirnndoii  NfinnikUcliiiittii  iiml  «Irr  h«rriihrtvii  Ciirv^ 
iuii  p    —   pn  ru»  er,  ilnliiT  wird  «ohliurtitlicli 

M        Po 
i^iiii(;rii  ili-r  Aiif^fAlip   fiinliTii,  iIhmh  ilif.Hf  (iinffrii*   t,   hI.o 

9  ." 

ii-M'  (ilf-irliiiiitr  wird  nur  diircli  dir  kiirzvst«*  Liiiit*  nU  KA'fi'iu'urvr  brlfie- 
I  wenn  ^  vpracliwindrl,  hu  nilll  U  in  die  Khfiu»  de»  iM-riilin'ndi'n  Ni>rihiil- 
iiid  wird  u  -  »,  iilso  p  :s  p^  und  f.-illt  dii*  Srlimii-|;iinLrf>flM-ni*  mit  ji>niT 
fnc  zu>Hniini  n.  Itir  kiir/.i*str  I.inii'  int  drinnnch  dir  (tl«>iL*}i|;i'wii'ht<ifiiiiii 
IM.  niii'li  hri  Ki'ihuni;  An  di*r  (irt-nzc  dt'H  ftlricli^vwirlit». 

•It'h  Kri-iicylindi'r  nU  Khiflif  und  di«*  Srhriiuhi'nliiiii'  ikiirzi'*!*»  I.init-^ 
iCt'wicIit-fiirni  hnt  mnn  flif  (ili-ii-hfi-wictitsluMlincun^  fnr  dir  (irrnzi*  am 
t-i  vnnütiinti'Mi  fi : 


.•  ./. 


/•  ;/  ^  e 

■»tnnt    itt       lli/.iii-hiift   rr    t\v\\   Wiiikid   drr  Si'lir»iih«-nlinif    c  t:<*n   itii-    Kr 
iuio  dfH  (\%Iindvrii.  a  dfu  KAdiiii«  di-n   Krfi^^rlinittü,  «n  winl 

n  *J  II  xr  /i 

ft'i'  n  Ain  ff 

I«-   AiizmIiI  di-r  1'iiiwicki-liiM;;i'n  dm  KAdi-nn  i-«t  und  hifiinii 

/  1  nfifi  \tn  n 

-      *' 

n 

I  tj  winl  hii  a  uaIm-zu  (;li-icli  }  ir  iiml  virlm  riuwickttuniri-ii  /*  !*i  lir 
irrAUii  «*r::i)it  Hic-Ii  li-ii'lit ,  wi-lrlivu  Vurtlit'il  mnn  lu  fli-ii  AiiMi-iii|iiiit;t  n 
!i  iliuii^;  in  dirNi-in  Sinno  zii  lifii   knnii. 

ünr  liniiiii^i'ur  (••■r.iiii'  vnni  (irwirliti  'r  und  ilor  lt.in::i-  '1  u 
t  i  h  r  V  Hl  >  f  h  w  r  r  |>  <iii  k  t  f  •>>'  n  u  t'  i'  i  n  i*  r  %*  r  r  1 1  c  a  I  r  ii  r  f*  i-  u  •■  n  Cur  v  r 
;  Uli'  wir>l  All  ili-n  liiidi  n  f  nml  /'  nii  I  <i  p  w  ir  h  tf  n  /'  lunl  /'  4  /> 
,  Ml  wi'li'hcr  <f  rrnz  1 A^' I-  iFit;.  -4**.)  wiril  *ir  ioilnnn  nicli  im 
I-  w  i c  li  ( I'   l>  ••  l' i  n «I  ti  n ,  w  i*  n  n  d f  r  K r  i  !•  u  ii  )* » c u i«  f  ii  c  1 1-  n  t  ^   ml' 

>  iIlt  iScriihrun^niMifikt  i'itr  ilie  tin-uxlA);«'  df»  (•lficli^«*wu-liti«,  au  wrU'lu'ni 
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der  Widerstand  R  wirkt  und  reduciren  wir  die  Kr&fte  fiir  den  Punkt  5,    so  folgt, 
wenn   SD  =^  Bog  C I)  ^^  s  g^csetzt  wird: 

Ä  =  2/*  +  p  +  ö,        Rs  =  pa. 

Vin  s  zu  finden,  sei  y  =  f{x)  die  Gleichung  der  Garve,   bexog^en  aaf  eine 

horizontale  xAxe  nnd  verticale  y-Axe,  Dt  A 
vertical  ist  und  mit  der  Normalen  den  Reibung»- 
winkel  bildet,  so  ist  fi  gleich  der  Tangente  dei 
Winkels,  den  die  Gerade  mit  der  «-Axe  bilde^ 
d.  h.  /*'(«)  =  ("'•  Der  grösste  Werth  |  von  j, 
welcher  dieser  Gleichung  genügt,  liefert 


Rp.  24 ß. 


>» 


-ß 


dxW+Tü^. 


FQr  einen  Kreis  vom  Radius  r  s.  B.  ist  der  Bsi- 

bungswinkel  gleich  dem  Winkel  ^  der  Nomtla 

in  C  und  />,  also  tg^  =^  fk  und  folglich  wafu 

«  =  rd- 

(2  P  +  (?)  r^  -=  p  («  -  r*) 

die  Bedingung  des  äussersten  Gleichgewichtes. 

4.  Veber  einen  homogenen  vertical  stehenden  Kreis  vom  Bt- 
dius  a  (Fig.  247.)  ist  ein  Faden  gelegt,  welcher  von  zwei  Gewiehtti 
P,  P  4-  p  gespannt  wird.  Der  Kreis  berührt  mit  Reibung  eine  foitt 
Horizontale  und  besitzt  das  Gewicht  6,  Welchen  Widerstand  kst 
die  Horizontale  zu  leisten  für  den  Fall  der  äussersten  Grenze  dei 
Gleichgewichts? 

Die  Kräftereduction  für  den  Berührungspunkt  des  Kreises  liefert  eine  Resul- 
tante 2P  -\-  p  -\-  fr  und  ein  resultirendes  Paar  pi, 
weichen  der  Widerstand  Gleichgewicht  zu  halten  hat 
Hierzu  genügt  ein  Widerstand  A,  welcher  im  Abitande 
s  vom  Berührungspunkte  vertical  aufwärts  gerichtet 
ist,  so  beschaffen,  dat^s 

Ä  =  2  P  +  p  +  (?,         Hs  =  pa 

wird.     Sobald  p  um   ein  Weniges   zunimmt,    rollt  der 

g 
Kreis  auf  der  Geraden.        -  heisst  der  Reibungscoeffi- 

cicnt  des  Rollens;  es  ist 


/ 


„  —  _i_ — -*  »■  — 


p 


s 


P 


n  2P  +  p  +  0 

In  der  Theorie  der  Bewep^ung  der  Systeme  werden  wir  noch  zweimal  Ge- 
legenheit hüben,  über  Fragen  vorliegender  Art  zu  sprechen.  Vgl.  übrigeoi 
Dorna,  yozioni  tcorctiche  sulC  attrito  [ßattaglini,  Giornale  di  matematica^  Vol. 
III,  p.  202  (1865)]. 
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XI.  Caiiitd. 

Theorie  doB  TrnffhoiUmoinentoB. 

§.  I.  Dio  in  (l(Mi  riilgiMidiMi  C-npitrlii  zu  oiitwiokcliii]«*  TliPurn*  «irr 
Pewef^uiig  eines  Systonib  unter  KinHuss  vnn  genehmen  KraTten  erfor- 
dert die  Theorie  einer  (irübse,  welche  den  Nami'n  des  TrägheitbUKimen- 
tes  des  Systems  führt.  Sie  liiingt  nicht  von  den  Kräften  und  dem  He- 
wepingszustandc,  stmilern  von  der  Massenrertlirilun;;  im  Syh(i*m  und 
der  Lüge  der  Massen  gegen  die  verschiedenen  Axen  ileh  Kaumes  ah. 
Ks  hihlet  diese  Theorie  in  Vcrhiudung  mit  der  Theuric  des  Mittelpunk- 
Ce»  der  Massen  einen  Hestnndtheil  der  Cieometrie  der  Massen.  Der 
Name  „Trägheitsmoment''  rührt  vim  Kuler  her;  er  braucht  ihn,  weil 
diene  Cirösise  in  den  rnteiMUcliungen  üher  die  Uotation  eines  unvrr- 
Mnderlichen  Systems  dieselbe  Kolle  hpielt,  wie  flic  Masse  bei  der  Be- 
wegung den  Punktes,  welche  von  Vielen  als  das  Maass  der  „'IV.'igheit" 
Ange«ehen  wird,  ein  HegritT.  der  nach  unserer  Ansieht  nicht  in  die  theo- 
retische  Mechanik  gehört. 

Ist  m  die  Masse  eines  Punktes,  r  sein  Abstand  vtm  einer  Axe,  so 
beisst  das  Produkt  tur*  aus  der  Mi«sse  dei»  Punktes  und  dem 
(^nadrate  seines  Abstand  es  vnn  der  Axe  dah  'l'rägheits 
moment  desselben  in  Uezug  auf  diese  Axe.  Das  Trüglieits- 
ranment  eine^  Syhteins  v(»n  Punkten,  deren  Massen  m,  m\ 
m",  ...  find,  in  H  e  z  u  g  auf  eine  A  \  r ,  von  d  r  r  sie  die  Abstünde 
r^  r\  r'\  . .  .  besitzen,   ist   <li«'  Summe 

FM  r'  -  j    tn  r  •  -\-  m  r  '  -\-  '     '      ■  ^  mt 

de  r  Tragheitsninnie  n  te  der  einzelnen  Punktf  bi^ziiglich  die 
»er  Axf.  Sinil  Ma>si*n  niclil  in  i'inzelni*  Punkt«*  concentrirt.  sfindern 
continuirlicli  aut  einer  Linie,  Fläche  nder  in  ein«*m  Körperraiini  verthrilt, 
io  nimmt  da»  TrHgheitsm'imi'nt  flie  Form  ein«>ri  Integrab's  fr-tlm  .in, 
ausgedehnt  iil^rr  dii'  ganze  Muhsr  und  zwar  i.st  dasMdbi*  ein  finfat  lii*s, 
ditpiioltei»  iider  dn-itachi'N  Int«'gral,  )«'  naciidiMii  *ini  ein  lini*ares.  i>in 
flacbenartiges   uder  kör|><'rliches   MassenehMneiit   int. 

Ist  o  iler  kleiuhte,   n'   der  grüsstr  nntiT  ib-n  Abstanden  r  ijer  Massen 
punkte  vnn  «ler  Axe.  st»  Imt  man 

'm  -}-  m  -f"  "• '^■    ■  •  ■'  1'  '   '^  ^'nir'  -''   'm  -\-  m'  ■{    "i   -j    '  ■      ♦•    ' '. 
ea  gibt   ilabiT  i'inen   gi'wis.sm    NVi'rth   x   d«*s  Abst.iudes,   sodan^ 

(wi  -f    m    -\-  m  -j-  •  -  '  t  n'  -~    ^  nit\ 
«»der,    imlem    wir    die    tieKammtmahs«'    des    Systems    mii    .V    itrziMchneu. 

■ 

■Vk*  =  £mr'  wini.  Mi«»  Linie  x,  welrlMi  di«*  Ki^ennrliatt  boitzt,  da^s 
ein  Punkt  vnn  d«'r  M.'i.-ise  V  iii>s  ganzen  Svhtems  in  «'ineni  .\bitaiide 
gleich    ihr  \'on    der  .Vxe    ein    Triighritsmi'mrnt    lie^itzt   gleich  dem    Tiag- 
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heitsmomcntu  des  ganzen  SystemB,  licisst  dor  Trägbeitsradias  da 
Systems  in  Bezug  auf  jene  Axe;    ihre  Länge  ist  x=  ^  — — —  .     Be* 

schreibt  man  mit  ihr  als  Abstand  oine  Cylind erfläch e  um  dio  Axe  niri 
breitet  auf  dieser  nach  irgend  einem  beliebigeu  Gesetze  die  3faMe  Jf 
aus,  so  ist  das  Trägheitsmoment  dieser  Cylindorflächo  gleich  dem  Tii^ 
heitsmomentc  des  Systems. 

§.  2.  Kin  und  dasselbe  System  besitzt  uueudlich  viele  Trftgheiii- 
momente,  weil  der  Raum  unendlich  viele  Gerade  enthüll,  deren  jede 
zur  Axe  für  das  Trägheitsmoment  gewählt  werden  kann.  Diese  TrSg- 
lieitsmomenti'  sind  nicht  alle  von  einander  verschieden;  um  die  AbhXn^ 
keit  des  'l'räghoitsmomcntes  von  der  Lage  der  Axe  gegen  das  Systen 
zu  untersuchen ,  wollen  wir  1 .  die  Werthe  des  Trägheitsmomentes  fir 
Axen  bestimmen,    welche  durcli  denselben  Punkt  des  Raumes  hindmdi- 

gehen,  sowie  2.  die  Werthe  des  Träghcitamomen- 
tes  für  Axen,  welche  mit  einer  gegebenen  Axe 
^'  1y        parallel  laufen. 

'•         ,'^  Ist  0  (Fig.  248.)  ein  beliebiger  Punkt  dei 

:^  \    ^  Raumes,  h  irgend  eine  durch  ihn  gehende  Axe, 

/>/        Nt^  wejche   gegen   drei    rechtwinklige    Coordinaten- 

/^^--^^    IE  axen,  deren  Ursprung  0  ist,  unter  den  WiDkeln 

* -7 — i  a,  j3,  y  geneigt  ist,  r  der  Abstand  irgend  eiDes 

Systempunktes  M  {x  y  z)  von  k ,  d  sein  Ab- 
stand von  0  und  p  von  einer  zu  h  seukrechteo, 
durch  O  gehenden  Ebene,  so  erhält  man  für  das  Trägheitsmoment  B  dci 
Systems  bezüglich  der  Axe  h  den  Ausdruck 

//  =  Zmr'^  =  Zm  {d'^  —  p'*)  , 
oder  wegen  d'^  =  x'^  +  l/^  "f"  *^»    p  =  x  cns  «  +  y  cos  ß  -\-  z  cos  y: 
ff  =  Zm  [(x^  +  i/  +  z^)  —  {x'cos  a  -^  tj  cos  ß  -\-  z  cos  y)'] 
=  £m  \{x^  +  ij*  +  z'*)  {cos'^  cc  +  cos*  ß  +  cos'.y) 
—  {x  ciis  cc  -\-  y  cos  ß  -{'  z  cos  }')"*] , 

wenn  man  dor  Grösse  x''-\-  //'  +  z*  den  Factor  cos'cc  -\-  cus'^ ß  -f-  co.«-y  =  l 
zufügt.     Ordnet  man  nach  den  Cosinussen,  so  ergibt  sich 

//  =  cos'  a  .  Zm  {y^  +  z'^)  +  cos'  ß  -  Zm  {z'  +  x')  +  cos^  y'£m{x^  +  r) 

—  2  cos  cc  cos  ß  "  Zmxy  —  2  cos  ß  cus  y  •  Zmyz  —  2  cos  y  cosa  •  Zmzx^ 

wofür  man  auch  dio  Form 

//  =  sin'  a  '  Zmx''  -{-  sin'  ß  •  Z m y'  -f-  sitr  y  *  Z  m z' 

—  2  cos  a  cos  ß  •  Zmxy  —  2  cos  ß  cos  y  •  Z  myz  —  2  cos y  cos  a  •  Zmzx 

gebrauchen  k.inn. 

Die  Coefficienten  von  cos''  «,  cos'  ß,    c.ns'  y,    nämlich  Zm  {y^  -f"  0» 
Zm  {z-  4-  x')^  Zm  {x'  -\-  y')  sind  selbst  Trägheitsmomente  des  Systems, 
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nÜmlich  «ii«*  'rra;;liritsiiiiiiiiiMito  für  tViv  Axoii  ilor  .i',  .';,  :,  indnii  ilio 
Grös^ni  »/•  -|-  :■*,  r*  -\-  .r\  x*  -j-  v'  ilii*  f^hindrnlr  ilrr  Abutaml«*  il«*« 
1*iiiiktrs  1/ (.r  7  :)  vnii  «lit'MMi  Ax<'ii  hpJriiiPii.  Hio  ('firffiriciitoti  2.fii.r,r/, 
«L^fNf/r,  A'w:.r  dvr  mit  dfin  Miniiszoii'li(Mi  vrrsrlicni'ii  ilii|»|M*Ih'ii  l'rn- 
diictc  (lor  (\»stiiiisK«*  wiiIliMi  wir  nach  licMii  Vnr^an^o  fiiii^cr  fiigÜNclirr 
8chrift«tol]cr  (•£..  H.  Hankiiit',  .1  twtuwil  uf  aiiplml  mfihtnurs,  W.  nlit., 
p.  522)  Dovintiniisiiiotiirii  1 1*  ii(miii«*ii.  Mit  lliili'«'  ('iii«*r  in  (lt>r  nna- 
lytisclu'n   Goitniotrir    si'lir   ^rtiranrlilii'lien   H«>x«*iclinnn;;NWf'iNr    («ri/.iMi   wir: 

fl,,  =-  £m  iy^  -f  :'m,     #/.,.,         2%«  (:'•  +  j-'j,     »Ij,         i"wj  (.r-  -f-  7') 

indem  wir  ilic  o*  ,  .7 -»  c-Axc  als  i'r.*^t<'i  zwcitr  und  liritto  Ax«^  anstdifu 
untl  «liircli  (lio  (lii|)|M*Iteii  Imlirrs  an  ff,|,  <«..,  «r-,|  an(l(Mit«'n,  dass  diph«* 
Cir«ia8(*n  dio  Coonioii'ntfn  von  den  auf  dio  orstr,  zw(>iti*  iiml  ilritte  Axo 
•irli  bozicIiondfMi  (*i)8innsvf*rliinilnn^«Mi  #-«m«  ■  roxa,  vusfi  •  rnsß,  rusy  ■  msy 
»ind,  wälircMid  #r,.,,  r/.^,,  fr,,  dir  Hezitdiun};  /.u  don  zu  un|;1t*irlinaniip'n 
Axrn  f^idiiiripMi  Vi'rliindunpiMi  rtts  u  •  rns  ^,  #•#»>  ß  •  #■»>•  j-,  ms  y  •  fu.v  o 
■11  hirli  tra^fMi,  widiri  «/,,  mit  fr,.,  f/,,  mit  'f,,,  «ij..  mit  «f.,  als  };1oicli- 
hrdrutond  anpoHolion  worden.  Ihircli  Kint'ulirun;;  di«*si'r  Hfzoirlinnn^*«- 
weibO  orlialtou  wir  für  die  vmiv.   ilor  i»ldgen    FijrmiMi: 

//   --  #1,,  ros' u  -\-  #1.,.,  ros^  ß  -j-  « ,,  r*is*  y 
—  "J  «,.,  #•#».*  «  ras  ß     -    '2  a  n  rits  ß  ras  y         2  ti  ,|  rii>  ;■  ri»>  i 

Iliornacli    kann    uImi    das   'rr:i)i;lieitKm<»m(*nt    drh  SyMtrniH    t'ur    die   Axe  /r 

gefumlrn    werden,    .snli.iM    die    Trai^lieitN-    und  P«'viatitMi>miimente    tieh- 

selben  fiir  ir|;enfl  ilrei  zu  einander  senkreclite«  h'wh  in  einem  Tunkte  f» 
Auf  h  hrlineidenile   Axen   l>ekannt   sind. 

Ha»  Traf^lieithrnMinrnt  i8t  Heiner  Hildiiu;;  narli  eine  |iii>itivi>  (■nl^He, 
denn  e»  sind  heim*  NÜnimtlicIien  Kleniente  nir-  punitiv.  In  fii'Ui  Auh- 
drtirke  tur  //  liind  alH<i  u,,,  «i...  «1,,  positiv.  IMe  DeviationMiiiiuiente 
Von  ^rnjry  entlialh-n  aber  pohitivf  und  ne^^aiivr  Kli*nii'nte,  Hie  können 
■Uo  jr  naeli  d«'r  La>;e  drr  (*iiorilinatenaxi*n,  auf  die  sii*  hIcIi  beziehfu, 
büld  |Hiiiiliv,  liaM  n«'^ativ  au'^talliMi.  V,>  entstellt  dalier  die  Krap* .  i*b 
rn  nicht  niöglieh  sei,  liii's«*  A\eii  m»  /.u  wahh-n ,  dasn  iliehe  MomtMile 
alle  drei  ^'Crschwinilcn  und  dailunh  dfi  Ausdruck  für  //  eine  wi*hent 
li<  he   Vereinlachun^  erleiilen   wuide. 

I'ui  dieHi*  Tra;;!*  zu  entnrhi'idt'n.  zielirn  ^%ir  *>inkii>c)it  zu  einrr  der 
drei  C\iordinatena\eii.  %.  H.  zur  r-A\e,  aut  widchi'  Nich  di«'  hfiden  He- 
TiafjiinMnomente  2Lin,rz,  21myz  heziehiMi,  durch  "  «'ine  hrliidii^i'  (tp- 
rade,  wclchr  mit  der  .r-A\i'  den  Winkel  «^  bilden  ma^  nml  ]triijiciren 
auf  bie  den  Linienzu^  iltT  .c.  7.  ^  Hiid  «b's  nach  di'Ui  Syhteni|iunkte  .V 
hinführenden  KadiuHVfctnm  Im  ili<*  ProjiM-tion  deit  h-tzteren  gleich  5, 
p«iiiitiv  oder  nrgativ   ^monunen.   je    nachilem  »  dieiwtfita  oder  jt'übeib»  O 
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fällt,  so  wird  s  =  x  cos  &  -\-  y  sin  ^  und  also,  da  ^  für  alle  Sjntem- 
punkte  constant  ist: 

Zmzs  =  cos  ^  Zmxz  -\-  sin^ £myz. 

Sollon  also  Zmxz  and  Ztnyz  zugleich  verschwinden,  so  muss  anch 
Zmzs  verschwinden  und  umgekehrt  zerfällt  die  Bedingung  £mzs  =  0 
wegen  der  Willkührlichkcit  der  Whhl  von  9  in  die  beiden  BedingUDgen 

Zmxz  =  0     und     £myz  =  0. 

Es  seien  jetzt  X\  Y\  Z'  drei  durch  0  gehende  rechtwinklige  Coor- 
dinatenaxen  der  x\  y\  z'  und  Z'  so  gewählt,  dass  für  sie  die  Bedingung 
£tnz's  =  0  erfüllt  ist.  Bildet  Z"  mit  den  ursprünglichen  Axen  die  Wbkel 
A,  fi,  V,  so  wird  z'=  x  cos  X  -\-  y  cos  fi  -\-  z  cos  v;  sind  femer  «,  6,  e 
die  Winkel,  welche  eine  beliebige,  durch  0  gehende,  zu  Z'  senkrechte 
Gerade  mit  jenen  Axen  bildet,  so  wird  s  =  x  cos  a  -]•-  y  cos  b  -{-  z  eo$c. 
Daher  ist  jene  Bedingung: 

£m  {x  cos  a  -\-  y  cos  b  -\-  z  cos  c)  {x  cos  ^  -\-  y  cos  (i  -\-  z  cos  v)  =  0, 

oder  geordnet: 

(cos  k  £mx^  +  cos  fi  £mxy  +  cos  v  £mxz)  cos  a 
+  {cos  l  Zmyx  +  cos  [i  £ my^  -\-  cos  v  Zmyz)  cos  b 
+  {cos  l  Ztnzx  +  cos  fA  Zmzy  -\-  cos  v  Zmz^  cos  c  =  0, 

oaer     urzer.         ^^^^  ^^^^  ^  _|_  ^^^  ^^^  ^^^  _j_  ^f^^  ^os  v)  cos  a 

-\-  («21   cos  X  -\-  «.>•.»    cos  fl  -\-  «23  cos  v)  COS  b 

indem  man      +  ("ai  cos  X  +  «3,  cos  ^t  +  «3,  cos  r)  cos  r  =  0, 

cf,,  =  Zmx'^^     or,o  =  Zmxy  =  «211     ^13  =  Zmxz  =  cr^j, 
«.,;^  =  Zmyz  ---=  «32 >     «o'j  "^^  Zmy'^,     «33  =  Zmz^ 
setzt.     Hierzu  tritt  noch  die  Bedingung  dos  Sonkrcchtstehens  der  Rich- 
tungen (Xfiv)  und  (^abr)  aufeinander,  nämlich: 

cos  X  cos  a  -{-  cos  fi  cos  b  -f-  cos  v  cos  r  =  0 . 

Eliminirt  man  aus  diesen  beiden  Gleichungen  einen  der  Winkel 
//,  6,  c,  z.  B.  6',  so  bleibt  eine  Gleichung,  welche  wegen  der  Willktirlicb- 
keit  von  a  und  b  sich  in  zwei  andere  spaltet,  welche  identisch  sind  mit 
der  Proportion 

cos  X  cos  fA 

«1,  cos  X   -f-  «12  cos  ft  -|-  <'i3  cos  V  «21  cos  X   -f-  «22  cos  fl   -}-  «23  COS  V 

cos  V 

«3j  cos  X   -f-  ^32  cos  ft  -[-  «33  COS  V 

wo  G  den  gemeinschaftlichen  Werth  dieser  drei  Verhältnisse  abkürzend 
bezeichnen  soll.     Man  erhält  daraus 

(«j,  —  0)  cos  X  -f-  «12  cos  fl  -f-  «13  cos  V  =  0 

«21  cos  X  -(-  («22  —  (5)  cos  fl  -f"  «2;!  COS  V  =  0 

«31   cos  X  -f-  «32  COS  fl  -(-  («33  —  o)  005  V  =  0 
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and  hiermit  clurcli  Hliinination  von  ro^l^  cos  u^  rus  v  zur  Hpstiininnnf; 
▼ou  0  die  i-ubiKchc  <iIoic1iiing: 

er,,  ---  a         «,j  «f, , 

«.,,  «,.,      -   0  «...  -=      i»  . 

ft.„  «.,..  «  ..,  0 

Die  drei  Wurzeln  (I«'r6clhi*n  sind  Bäniintlirh  reell,  l'ni  liioii  ho(|UPin  ein- 
suiehen,  MtclU  man  die  (tlpicliiing  unter  einer  etwa»  anderen  Form  dar, 
indem  man  auf  eine  etwas  andere  Weise  die  Winkel  eliniinirt.  I>ie 
erste  der  drei  In  cos  l^  rog  u,  cos  v   linearen  (ileicliungen  (;ibt   nünilicli, 

wenn  man         -     addirt    und  »iibtrahirt,   nach<iem  man  mit  er,.,  or|,  divi- 


dir!  Iiat: 


"23 


'US  k         ros  u         rits  v  ros  l    (  ,     «,.,  cr,..\ 

+  +    -  -^  (<»    -  "II  +  ) 

«2.»  «:ii  «!:•  "i.'«j:i  ^  ".m     ^ 


d.    h. 


und  ähnlich  die  beiden  anderen: 

cos  l        cos  ft,        cos  V  _     c»s  ^   /^      ^       ,     fr\^M  \ 
«„  ffj,  «,..  «i:i«i.i  V  "  «11     / 

CM  k      ,      cos  U      ,      Cos   V  Cum   V    (  ^^*K^'K\\ 

+  •     -f  (<»     -   «'.3   +        ■  )» 

«..,  «„  «,,.  «,.,«3,    \  «„      / 

rojr  A         1*05  fi         c^s  v 

".•1         ".II         "l.' 

«ö        L)    -  lö        .V)  ö        A 

"i?"i.i  ".•:("!»  «21  ".II 

"iii  ":»i  *ij 

"i ;  ".M  «ii  «»ij  «.•  1 " II  "i ;  ".M  ".n 

«.,,'•  10         Z)  er,,'  ftf  —  .V)  «,,■•  (fl  -  -  .V' 

ff.T  rr,,  iif,  . 

"i?".:»"ii         ,         "i:".M«;u         .         "|.".m".i 
er..,-f«  L\  «11*  (ö  —    W^  «i.-'^**  -^  ' 


wenn 


«••«i:  -.  «/l"|.  V  .  «J.«il 


i^    --    «1,  ,  V        -  "...  •'         '     ,  .V  f',;, 

gcaetzt  wiril.  IHi*  Vergleichuii^  ileh  erbten  uihI  li*t/.teii  ilieher  Autdnlrke 
liefert  iififitrt  flie  (ilrichun^  füi  «i  in  der  Fnriu : 

1  1  I 

Dieae  Gleichung;  lasHt  erkennen,  daiih  wenn  tlie  Aufrinanderfolp«'  /..  V.  .V 
Aach  die  relative  lirniifie  vnn  A,  .V,  A'  bezeichiift ,  ht»i|iu*h  /.  <  V  «r  .V 
iat,  die  Wurzeln  zwi«clien  --  3c,  /.,  .V,   .V  nder  I,  .V,   .\ ,  -f"  ^  lalleii 
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und  also   alle  drei  roell  siud,  je  naclidcin  ^^12^22^^^  positiv  oder  negi- 
tiv  ist. 

Es  8cicu  nun  o\  (s'\  a"  die  drei  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung. 
Joder  derselben  gehört  ein  Wcrthsystom  {k'(Av),  (lY'v'),  (rV'O  an, 
d.  h.  jeder  Wurzel  c  entspricht  eine  Linie  (Afti^),  für  welche  Zmzi 
verschwindet.  Diese  drei  Linien  stehen  paarweise  aufeinander  senk- 
recht.    Denn   z.  B.    für   Q^'i^'v)   und    (A'V'y")   hat   man    die    GleichangB- 

Systeme : 

•         «,,  vns  A'-f-  «,o  cus  jn'-f-  «j.^  cos  V  =  ü' cos  l! 

«21  fos  k'  -\-  «02  cos  ^i  -\-  »23  cos  v'==  a  cos  IL 

«.^,  cos  A'-f"  ^:j3  cos  ft'+  «3.,  cos  v'=  0' cos  v\ 


«,,  cos  A'-f-  «,.,  roAft"-}-  «13  cos  i'"=  g"cos  A" 

«21    cos  A"-(-  «22  COS^l'-]^  «23  ^'^*  |/"==  <y"cO*  |li" 

«.^1  ro.s'  A"-(-  «.^2  cos  fi"+  «33  CO*  1'"=  <y"co«  »'"; 

muUiplicirt  man  nun  die  Gleichungen  des  ersten  derselben  der  Reihe 
nacli  mit  cos  X\  cos  fji\  cos  v\  die  des  zweiten  mit  cos  X\  cos  fi\  cos v\ 
summirt  die  Gleichungen  jedes  Systems  und  subtrahirt  hierauf  die 
beiderlei  Kosultate,  so  tilgt  sich  linker  Hand  alles  und  bleibt  nach  der 
Division  mit  a' —  <y"  die  Gleichung 

cos  A'  cos  A"+  cos  fA  cos  ft"+  cos  V  cos  v"=  0, 

welche  die  behauptete  Kechtwinkligkeit  beweist.  Ebenso  für  die  beiden 
anderen  Paare  von  Richtungen. 

Wählt  man  die  so  gewonnenen  drei  Kichtungen  zu  Coordinaten- 
axen ,  so  verschwinden  für  sie  die  drei  Deviationsmomente  und  erhält 
man  das  Trägheitsmoment  H  einfach  durch  die  Gleichung 

H  =  a  COS'  et  -\-  a  cos'^  ß  -\-  *t  cos^  y , 

wo  «,  |3,  y  jetzt  die  Winkel  sind,  die  die  Axe  h  mit  diesen  drei  Rich- 
tungen bildet  und  r/||,  ^122,  u^^  die  Trägheitsmomente  des  Systems  in 
Bezug  auf  sie  bedeuten. 

Die  drei  Axcn  eines  Punktes,  für  welche  die  Doviationsmomeute 
^rn.vy^  Xmyz^  ütnzx  verschwinden,  heissen  die  Hauptträgheits- 
axen  oder  kürzer  die  Ilauptaxen  des  Systems  für  diesen  Punkt.  Die 
Trägheitsmomente  <^r,,,  a^i-,  «3.1  für  dieselben  sind  die  Hauptträgheits- 
momente. Die  Reellität  der  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung  beweist 
dass  es  für  jeden  Punkt  des  Raumes  drei  solche  Axen  gibt.  Für  die 
Trägheitsradien  «,  6,  c  der  Hauptaxen  oder  die  Hauptträgheits- 
radien bestehen  die  Gleichungen  Ma^  =  a^^^  iVft^  =  «j-»-»  *Vr-==fl3.; 
und  wenn  >c  der  Trägheitsradius  für  die  Axe  h  ist,  so  kann  die  Glei- 
chung für  H  auch  umgeschrieben  werden,  wie  folgt: 

K^  =  fr  cos'^  «  -f-  ^-  cos^  Ö  -f-  c*  ro5*  y 
oder: 

II  =^  M  {(r  COS'  «  -f-  b'^  C05'  ß  +  c*^  cos^  y) . 
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§. .'(.    'IV.-i^t  innii  Hilf  jimIcf  fl<*r  fliircli  ff  p*lii*iiil(Mi  Am'ii  A  ilirsMcitK  iiinl 
j<*iisritN  Voll  tf  i'iiK'   Ulli-;««  n  mit*,  wclclii*  iIit  \Vur/.i'l  :iiis  ilmi  Tni^ln'itii- 

iiKiiiinitr  //  iliT  Axc  /r  iiiii;;i'k(!lii(  |ir«>iiiirtl'iii:i]  i.st,  niii  i-iiitarlist«'!!  u  -  . 

'         /    // 

iiiili'iii  iiinn  ili'ii  I'rniKirtiitnalitiitsriu'tiir  aiit  ilif*  Kinln'it  n^iliirirt,  mi   i>ililrii. 

weil  ilius  Tra^licithinoiiimt  sieii  vi>ii  A\v  zu  A\r  t'itiitiiiiiirliili  iimli^rt,  fiiillidi 

und   ptisitiv   ibt,  d'w  Kii(l|»uiikt(>  «Hi'sit   lJiii<;f'ii   i-iiii'   ^rsililnNHciif  riäclir, 

doroii   Mitti>l|iunkt   O  Ist.     llrzriclintMi  .r.  y,   :  «lii*  CtxinlinatfMi  des   Kiiil- 

punktos  Von   (»•    stulnss    (i  cos  u  =  .r.   o  rns  |j  =-  v«    v  ''">*  >'  -^=  r   winl,    sf» 

rrbäh    man    aus    ili>i    IrtztiMi    (iI«Mcliuu^    für   //   «los  vur.  i$.,    wi'li-ln'    bicli 

auf  ilic*  lInu|ttnx(Mi    di'S  Systi^ms  hi*zii*ht,    indriii  mau    mit  {»'^  multi|ilicirt 

nml  bt'rik'kNichti^t ,  iIaks  0'*//=  1    ist,  als  Cilficliuu^  ilicst'r   riücli«'. 

]>it*b«'  (liiMi'liun^^  b(«-llt  alter,  da  dir  dri>i  (*nfflii'iout4-n  n,,,  fi..,,  «if,  als 
Trä^li«Mt8Uitiuicnt('  positiv«»  (irnshcu  sind,  ein  Klli]i.soid  ilar,  dosufu  llaupt* 
axiMi  mit  di'u  nau]»tti«'i>;ht'ithax('n  iIon  SybtniiN  zu.sammcntiillfii.  Dicü 
Kllipsnid  wurde  vtiu  Püinsnt  p't'uudcu;  ob  h(*ihst  lla^  iTbtc  'l^riig- 
lii*itbolli|»8oid  dcH  PuuktPN  tt  izum  KutcrHchioilo  vuu  t'inom  bpätiT 
zu  cntwickcludi'U  zwoiton).  Für  <ii'n  Kall,  dabs  n  iI«t  Mabhcnmittid|iuukt 
(Sr}iw«*r|>nukt)  di*s  Sybtom.*<  ibt,  ntMiiit  man  rs  ilab  <*imi tral(*lli|iKoiil 
dm  Systi'uis.  Stdiald  tla.s  Tra^licitM-llipsnitl  «dn«'«  l'unktrH  bekannt  ibt, 
biuil  nui'b  di«*  Tra^bcitbinnmt'uti'  für  alli*  AxtMi   S(*ini*N  Mittelpunktcb  bo* 

kannt   durrii  di«;   Ff  »rund   //  =     .^  ,    Miwii*  ilio   (Mit.H|>ri'elii'udrn  Trägbrits- 


tr 


radi«*!!  X    diiri'b    dif    Fnniiid    x*     -         ,.      ]Hi>    llaltiaxcn    ib*h   Tia^iioitü- 

rlli|isidds    sind  -     ,  \rit     iliiltV    ilor    llAU|ittrii^b«'it.N- 

/    "11        /    ".•:       /    "u 
radii'U  «.  /*.  »*,   Mir  w«-KIh'   Mu*  --  /i,,,   Mfr      .  n,,,    l/r*  --  u,,   i.sl ,  kann 

ilii*  (ilcirbun^  di'b   Klli]iKiddh  aui'li   ;;i*bcbiiidM'n   Ht'rilcn: 

§.  I.  lin  ilii'  ll:in|ittr.'i;:b('iliininnM'iiti'  und  dii*  ICii'lilunpMi  dn 
lIau|itA\i'n  zuNanimm  zu  iiinli-n.  kann  man  lirriicksitditi^iMi .  ila*<*<  «mu 
ICiidiufivoctiir  ili'>  'rrii^li«'it.si-lii|i**i>iils,  vnm  Mittid|iunkt(*  ili'Nsrlbi'n  auN 
l»pZii)^PU,  dii*  ICirlituii;;  idnor  llau|(ta\<*  bi'*iitzt.  wrun  rr  auf'  di*r  Tan 
^•■ntiMitdiiMH*  MMikrt'rbt  btidit .  il.  b.  mit  d«T  Nitrmalrn  zu.ianinnMitüllt. 
<irbi*n   wir  zu  ilii^scni  /uickt*   zur   Fitrund 

-     2  •«,  ,  t'tts  u  t'tts  fi     ■     -  «/ . ,  *'fS  fi  i'iix  y         'J  ti  .y  i'tts  y  ri.%  u 

lim  §.  'J.   /.uriii'k ,    uidrlif  hit  li    auf   ila«   urH|>riin^lii'iio  (*tMirtliuati'iiN\*>ti*ni 
lirziidit .  niulti|dii.'iri*n   hit*  mit   11*   und   M-tzi*n 

y"  y/  1  ,      ff  riiS  «I    —  .|-,      u  i'ff>  ,j  1/        I«  .-II*  y    .  .   ;^ 
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wie  in  §.  3.,  so  erbalten  wir  die  Gleichung  des  Trägheitsellipsoids  in 
der  Form: 

V  "^  a,,  x^  +  ^ny^  +  ^33^^  —  2  a^.,ay  —  2  a,^^yz  —  2  a^^^zx  —  1=0. 
Nun  sind  die  liichtungscosinusse  der  Normalen  des  Punktes  {xyz)  die- 
ser Flüche  proportional  den  Grössen 

^dx  ""        «11^  — «12^  —  "\[\^  =  9{      ''II  cos  a '-' a^^  cos  ß  —  «,3^0*7) 

rifl 

^~  =  —  tf.^,  X  +  a^.^y  —  «2:1  z  =  q{—  f/.,,  casci-{-  «^2  ^^^  /^  —  «2>  ^^  f) 

r\  JJ 

i  ^.-  =  —  «31  ^  —  HiV  +  «33  2^  =  ?(—  «31   ^0*  Of  —  «32  COS  ß  +  fl^^  fOiy) 

und  wenn  diese  Richtung  mit  der  des  Kadiusvectors  {ceßy)  zusammen- 
fallen soll,  so  müssen  folgende  Gleichungen  bestehen,  in  denen  k  eineD 
noch  unbestimmten  Proportionalitätsfactor  bezeichnet: 

a,j  cos  a  —  fljo  cos  ß  —  rijß  cos  y  =  iL  cos  a 

—  «21  ^ö*  ^  "t"  «'22  ^®*  1^  —  «23  ^^*  y  =  ^  cos  ß 

—  03,  C05  a  —  «32  cos  ß  -f-  «33  COS  y  =  l  cos  y. 

Die  Bedeutung  von  k  erhellt  sofort.     Multiplicirt   man    nämlich  die 
Gleichungen  mit  cosa^  cos  ß^  cos  y  und  addirt  sie,  so  kommt: 

«II  cos'^  tt  -\-  «22  cos'^  ß  -f-  rt.,3  cos^  y 
—  2  «12  cos  a  cos  ß  —  2  «23  ces  ß  cos  y  —  2  «.jj  cos  y  cos  er  =  i. 

und  die  Vergloichung  mit  dem  Ausdrucke  für  H  zeigt,  dass  k  =  ti, 
d.  h.  gleich  dem  der  Richtung  {ccßy)  zugehörigen  Trägheitsmomente  ist. 
Schreiben  wir  daher  die  Gleichungen  so: 

{ff  —  «ii)  cos  a  -f-  «12        cos  ß  -f-         «13         cos  y  =  0 

«21         cos  a  '\-  (ff  —  «22)  cos  ß  +         «23         ^^*  y  ==  0 
«ji         cos  a  -|-  «.J2        cos  ß  -\-  {ff —  «33)  cos y  =  0 

und  eliminiren  die  Cosinusse,  so  ergiht  sich  zur  Bestimmung  der  drei 
den  Hauptaxen  entsprechenden  Trägheitsmomente  die  cubische  Gleicbong 

/f  —  «11  «12  a^.^ 

«21  f^  —  «22  «23  i    =    0 

«31  «32  ^^  —  «33 

und  nachdem  die  Wurzeln  //',  ff'\  H'''  derselben  gefunden  sind,  lie- 
fern die  vorstehenden  Gleichungen  die  drei  zugehörigen  Riebtungen 
(a'/3y),  («"j3"y"),  («'"/J"'/")  der  Hauptaxen. 

Der  grossten  Hauptaxe  des  Trägheitsellipsoids  entspricht  das  kleinste, 
der  kleinsten  das  grösste  Trägheitsmoment,  der  mittleren  ein  mittleres. 
Man  kann  daher  zu  denselben  Resultaten  auch  dadurch  gelangen,  dass 
man  den  Ausdruck 

//=«,,   COS"^  CC  -|-  «22  COS'  ß  -\-  «33  cos^  y 

—  2  ^/,2  cos  i<  cos  ß  —  2  «23  cos  ß  cos  y  —  2  «3,  cos  y  ctts  a 
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mit  Kiickhiclit  aut*  iW-«  -(-  nis-  (i  -|-  nis^  y  =  I  in  H4*zu^  auf  riMir,  #Vfjf^, 
ruf  ;*  zu  <*iiioiii  Maxiiiiniii  oilrr  Miiiiiuiiiu  wrpli'it  lähst.  Tür  ilit*  Aus- 
fiihrung  (li*r  Ki*oliiiuii^  wird  iiimii  lifliiils  Kliininatinn  ciin'r  lii-r  iln*i 
Wiiiko]  ilcMi   iiiibr.stiiiiiiiti'ii    Tnctor  l  bi'nut/j-n ,   dii*  (irösM* 

li    —  i.  ^rii.s*  u  ■\    rt$s'  ii  -(-  ftts'  y)  -  -  iii|j  A;  rtis'  tt  ■\-  •  •  •  • 

I  i  VA-         4-  1         '  "  '  ''  '^^ 

iiacli    *•<!>■  ",    *'i>s  p.    #'«*x  '•   «htliToiitiiri'ii    mnl  »  , 

f     r'ifA   li  t     t'tiS  p  f    f'ff.«    y 

ili*r  Null  glfich  sf*tz«'ii.     l^ieh  führt  zu  dcnsoltitMi  <i1imi-Iiiiii*;oii  viii'  vurlii^r. 
Dio  cubihi'lie  (ilcii'liuii*;  für   //  und  di«*  für  u  '§.  *J.;  linluMi  tlicM'llii* 
Fonii  und  zHiHclion  dt'ii  Eli'iiinitoii  der  heidfii  ItotcriiiinAiiton  Iji'.itcdioii 
die  Kolatioucii: 

"m  =  ".•:•  4"  ".n»     ".•;  ""'  "i:  +  "n  •     "n:i  =  "ii  +  "r.»« 
"i»     -^  «I."  ";:5  '^^  "m-  ".II      -  ":ii  ■ 

|i.  .'i.  ihiri'h  das  'rrä^lioithtdli]itfHid  orUii^t  dir  'IMiiMiri«*  di*»  TrÜ|;- 
lH*itfliii(iiii(>nt<'8  oinoii  hodtMiti'iidi'ii  (irad  ^eonirtrihchor  Ihirolisichtigkoit. 
ind**in  fast  ji'dor  Satz  ühfr  dir*  hiaiiiotpr  d<*H  Kl]i|>s(>id4  dit*  Iiitorprota- 
tinn  Piuos  Satzes  über  Trüij^lioititniiiiiirntf  liefrrt  uinl  h'oniit  v'wu*  ^roHMf* 
Partliio  der  Thenrie  der  Fliiclien  zweiter  ( >rdiiuii>;  in  eine  entii|»r«'cliendt' 
l'artliie  der  Tlienrie  des  'rriij^lieitNnionienteM  iilievsetzt   werden  kann. 

Nach  einem  bekannten   Satze    ist  die  (jnailratsuninie  iler  reciproken 
Werllie  dreier  zu   einamier  nenkrechter  Semiiliameter  der  Klli|isidil8  con 
•tant.      Sind    daher    </.  t»\  <>  '  «Irei    suldie    Si-niiiiianieter    iles   Träf^lietth 
ellipNiiids   unil    //',    //  ',    //      die   iliiieii    cnt^piei-lienden  Trii^heitiiniDment«'. 
»iiwie  X  ,   X ',  X  "   dif  zn^ehi>rif;en   Traglieitfraiilen.  soilnb»  also 

n  '  ii    -       ff    '  ii  (j     ■  //  I    ^  -    .Vx  *fß'  =   Mk    *(i    •     .  .   .Vx     *{t     \ 

Ml   wird   !/''{■  H"-\  //'"  iidiT  x-  4-  x"-  -f-  ^    ^  constant,  il.   h.: 

Die  Summe  ilei  'ri-ii;;h  e  il  n  nut  nien  te  für  drei  zu  einandei 
i«enk  rei-ble,  Hieb  in  «'ineui  l'nnkte  Hchn  eiil  i*n  ile  Axeu  eines 
Systems  int  constant,  uämlicli  (gleich  diT  Summe  iler  Haupt  ■ 
t  r  ägbeit  HUKMuen  1 1>  dieses   Punkt  «>h. 

Kin    antlerer   Satz    sa^'t    ans.    dass    ilie   t^nadratsuniine   drei«>r  runju- 

girter  Si*niidiami'ter  eine>    Kllipsni'ls   mnstant  sei.      Ilirraus   fiil^t   für  ilie 

'rrÜgiieitHinitniente.    das*«   für   drei   y.u   einander  cnuju^irten  A\en   /i.   /« .   /i 

1.1  1,1,1.1  .      ,    . 

MM-  "t"    ,,•'    f-    .,•  ■   "der        ,  -j  .     r     ■•'.   c«»nstaiil    sv\,   i|.  h  : 

//  //  //  X  '  X     •  X      • 

I )  i f  S  u  m  m  e  d  ••  r  r  e  c  i  p  r  ••  k  e  n  W  i*  r  t  li  e  d  e  r  'i'  r  ä  j:  h  e  i  t  s  m  n  m  e  n  t  e , 
welche  dreien  co  n  j  ii  ;^  i  r  t  e  n  IHametern  ile;«  Tr  .'i  ^  he  i  t  «  i*  1 1  i  p 
»oidH  eine»  l'nn  kt  e.>t  i' n  Ispreeli  en,  iüt  cnnst  an  t.  iianilioli  •:leich 
d«*r  en  tspreciiendi  II  Summe  tur  die  11  :i  u  p  tt  i  ii^he  i  t  sninuien  t  e. 
Der  p-Mmi'trische  Hit  :illrr  Mianietfr  iles  KllipsniiU  vnu  cnnblnnter 
iJiDge  r  ittt  ein   Kegid  zHeit*'n  <irades,    welcher   mit    dem  Kllipbtiid  den 
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Mittelpunkt  und  die  Ilauptaxcn  gemein  bat  und  dasselbe  in  einer  spbi- 
riscbon  Ellipse  durchdringt.     Dies  liefert  uns  den  Satz: 

Der  Ort  aller  Axen  constanter  Trägheitsmomente,  welcbe 
sich  in  einem  Punkte  schneiden,  ist  ein  Kegel  zweiten  Gra- 
des, welcher  mit  dem  Trägheitsellipsoido  dieses  Punktes 
gemeinschaftliche  Hauptaxen  besitzt. 

Sind  »11,  /7.,2?  d'i^  die  Hauptträgheitsmomente,  so  erhält  man  ans 
H  =  a^^  cos^  a  -f-  022  ^^^^  ß  "t"  "33  ^^^ 7 
für  ein  constantes  H  dio  Gleichung  des  Kegels,  indem  man  die  Coor- 
dinaten  x,  y^  z  eines  beliebigen  Punktes  der  Richtung  {^cßy)^  dessen 
Radiusvcctor  q  sei,  mit  Hülfe  der  Gleichungen  q  cosa  =  x,  g  cosß  =  y. 
Q  cos  y  =■  z  einführt,  nämlich: 

(/r  -  «„)  a:2  +  (^  -  «.,,)  y»  +  (if  -  «33)  z'  =  0. 
Die  Schnittcurve  mit  dem  Trägheitsellipsoid 

«II  ^^  +  HlV^  +  «83«'  —1=0 

liegt  auf  der  Kugel  77  [x^  -|-  y'  -|-  z^j  =  1  vom  Radius  r  =  ~r^' 

yH 

Ist  »11  <  </.^.)  <  a.):),  sodass  also  a^x  der  grössten,  a.^,  ^®'  mittleren 

und   »33   der    kleinsten   Hauptaxe    des  Träghoitsellipsoids    zugehört,  so 

zerfällt  der  Kegel  für  //  =  »^2  ^^  ^^®  beiden  reellen  Ebenen 

(«22  ~"   «ll)  ^^  "I"  («22  —  «3y^  ^^  =  ^      ^^^^      «  =  it  ^  ^  ~^ ''i 

^        «33  «22 

welche  durch  die  mittlere  Hauptaxe  hindurchgehen  und  die  centralen 
KreiBSchnitte  des  Trägheitsellipsoids  enthalten.  Dies  Ebenenpaar  theilt 
den  Raum  in  zwei  SchcitelrÜume ,  von  denen  der  eine  die  grösste,  der 
andere  die  kleinste  Axe  des  Ellipsoids  enthält.  Für  alle  Axen  h  des 
ersten  Raumes  ist  «,,  <//<«.,.,,  für  alle  Axen  /*  des  zweiten  «.^j  <  J^<«m« 
Soll  also  // >  </],,  aber  noch  nicht  gleich  f/.^.,  sein,  so  umgibt  der  Kegel 
der  Axcn  constanten  Trägheitsmomentes  die  Axe  des  kleinsten  Trig- 
heitsmomcntes,  soll  11  <  «33,  aber  >  ^/.^.^  sein,  so  umgibt  sie  die  des 
grössten  Trägheitsmomentes. 

Die    Projectiouen     der    sphärischen     Ellipse    auf    die    Coordinaten- 

ebenen  sind 

H  —  a.. 

k 

H  —  a. 
H        ' 


(«II  —  «33)  ^^  +  («22  —  «33)  y^  =  —  ii  -'"  1 
((/,,  ~  ^/.^o)  x^  +  («33  —  «22)  -^  =^  - — — 


(«22  —  «11)  ^'^  +  («33  —  «11)  ^^  =  -  -  jj—  • 

§.  G.     Durch  die  bisherigen  Untersuchungen  sind  wir  in  den  Stand 
gesetzt,    die  Trägheitsmomente  für  alle  Axen  zu  finden,    welche  sich  in 


J 
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Pill  iiiiil  ilfiiiscllMMi  Punkt«*  o  si'liiii'iilcn.  Till  illi'  'I'rii;;lii>itsiiii)iiitMitf  für 
ili<^  A\«*n  i'iuv^  :iiiilt'i«'ii  l'iiiiktt's  //'  [Vi*:.  lM'J  •  /.n  liiiilfii ,  Wiilifii  wir 
rliiri'li  lit'iilr  zwei  jiarallrli'  A\«>ii  /#.  //  Ic^cii,  ilip'  'rr:i;;lii'itMiiiiiiiPiitf  mit 
//.    //  ,   iliifii   Ali.st.iinl    iiiii   tl,    dii*   AliNtäinlc   i'iiii"«  i^^.  .•!• 

^y.Ntciii|>iinktfK   Villi    iliiK'ii    mit    /-.   r'  iiml    ilic    \*r*f 
Irctitiii    vitii   r    aiit'   ilic    Hirlitun;;    Vnii   ti  mit   .r   ln'- 

r 
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r-         /•     1    ./•         Jf/.r  '" 
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2.  nrr  ■  2.  wir-  -f    *!'  •  -Iw  -     J  il  2,  w.i  ,  ^  »ISj' 

I»t    iinii  A    i*iiM'   A\(',    wrli'lio    iliiri'li    ili'ii    MasHcii 
initl«'l]iinikt  N  ilfs  Svstrm*^  ^<*lit .  sü  strllt  2^»ij'  liir 
Siiiiimr  (liT  Momniti-  aller  Ma>.s(*ii]>iiiikti'  in  Mc/.ii;: 

ftuf  t'iiH'  «Inrcli   (Ifii   Mas^<•Illnittl•l|>llllkt  ^cli«'iiilo  KImmu*  ilar  iiiiil   xhX   folg- 
lich  Null,  .sii<lns.s   wir  iTlinltfii 

//  //  i  1/*/-. 
1.  Il  iiiiti-r  alliMi  Axfii  fli'.s  Kaiiiii««s,  wclrin*  «'in  l*aralli*l 
«I  ral  (*  II  II  ii  11  il  t'l  lii  1(1 1*11,  liat  il  i  i'  A  \  f  il«'s  M  asst*  iiuii  1 1  flp  unk  tch 
1  Ai*  k  1  «*  i  II  s  t  r  Trii^  Il  (•  i  t  sin  Ulli  i'ii  t  II  Uli  lialifii  a  ll<-  A  \  i*ii  riii^CN  um 
» i  I*  li «'  r  II  in  .  M'  I'  I  i-  Il  «•  tl  r  11 K «'  1  li  r  n  A  It  s  t  a  n  il  li  p  s  i  t  /  «>  n  .  \i  •■  in  o  i  ii  s  n  in  c  ii 
VVortli  ilr.s  Tr ''i^^lii' i  t  siiiniii  eil  t  •'.•< ;  «li*r  I' n  t  rr  m*  l>  i  i'«l  ■/.  wisclii'ii 
'li'iii  Tiä^lHMt  Mii  •!  mm  t «'  «'in  im-  -iilflii'ii  A  \  «'  ninl  il  rMii  Tra^- 
[•  f*  i  t  ^  mmii  «•  II 1 1*  il«-r  A  \  «*  <l«'s  .M  assni  ini  1 1  i'l  )i  n  nkt  i-s  ist  ;:l«-irli 
rlr-ni  r  ra;:li «' i  t  siii  •!  m  (■  n  t  i'  «ii'i  ( •  i'sani  m  t  iiiasHi'  «1  f  s  Svst«-niN.  im 
M  a  <**«  1*  lim  i  1 1  «•  I  |i  u  II  k  !  I*  v«-  rt*  i  n  i>:t  '^  i-il  arlif .  i  ii  Iti'/.  n  *^  an  t  j  •■  in'  A  \  i*. 
Tuliit  man  in  <lii'  mihl'«'  t  •li'it'liiin;^  ilii*  *rrii^lifitHraili<'ii  i*in.  näiii- 
licli    M-t/t   man    //  V/.*'.    //'        J/x  '.   mi   niiiinit    tili-  <  ili'iiliiin^   ilii'  \'**ru\ 

■  ii:    X'      -  X*    I    «/':    ili'innarli    MMt-ii    /.  .   x.   </    imiiP'i    •'in    r«*i'liiHinkli^(*9i 
|)r«-iiTk.   «l«'!*>«'ii    1I\  |Hiti'iiiioc   X     i*t 

Ans   ilr*m    Viir^ti*li«'iii|«>n   «'iki'iint  man.    «jass   ilii*    Ki'nntiii.*i*i   il'-i    K'it'h 

tun;!«'!!  iiinl  'rrä;^lii'itsiiii(mi'iiti*  fiii  «li«'  Ilnnjitaxi'n  ili<s  Mn>*<i'iiiiiitt«'l|iiiiikli*s 

ir*'iiii};<'ii .    lim    «lir   'ri:ii;lirits|||Miiii  nti*  l'ni'    allf    A\i-n    il«"«    Kanini-«    liinlrn 

KU     k<iniM'n.       Siinl     ii.uiilirlt      /,     /•'.  ''    «li«'    ll.inpttrii^lii'itHmunii'nti'     lU's 

|la5iM*nniitti*]|iiiiikti>s   ninl   «•,   ,i.   ;'   'IIi*  \Viiik«'l,    \«i'lrli«'   ilii-    Ikirlitnii;^   «'iiu'r 

[»«•lit'lii;;«'!!    Ax»'   /i    «1»*?«    Kaniin's    "iili'i  ilii*    ilir    iKirali«'!«'    Axi*   ili'i    Ma^im- 

iiiitlf'l]iniikt«'H   A    mit    il«*n     llanjitaxi'ii  «l«"«    Ma*>Ni>iiitiitt«'l)iiiiikti'it  liiiilrt,    mi 
iftt    «Ins    'rrä;:lii'itMni>mi'iit    !nr  *•!•' 

■  «•IUI   ti  <|i'n    Alistaml    ilis    \|aNNinmiiii'!|iiinktrs   \>>ii   /i    lifil*  ntft. 

«!}.  7.     I  III  iiln'i  ilii'  Vi-rtlii'ilnnj  iIit  Axfii  rti!i»taiit«ii    rrajlifii'>nii>nH'ii 
;«««    //    lim   ili  n    MasM'iimitt«*l)innkt    in^    Klaii*   /n   koininiMi .   l>rilf'iik«'ii   »ir 

^■li»ll.    Il.r.in*     1.    !:•«.    u.   .1     kl  il>r.  -17 
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dass  in  der  Gleichung  H-  =  //'•  -f-  'Vf/-  zwei  Grössen  H  und  d  vor- 
kommen, welche  variiren  können,  ohne  dass  H'  aufhört,  denselben  Werth 
zu  behalten.  Ziehen  wir  durch  den  Massenmittelpunkt  eine  Axe  A,  welche 
dem  Kegel  für  das  Trägheitsmoment  H  angehört,  so  liegeu  alle  Axeo 
des  Raumes,  welche  dioser  parallel  sind  und  das  Trägheitsmoment  R' 
besitzen,    auf    einem    Cylinder    um    li    mit    einem    bestimmten    Kadiu.^ 

/  jp~     u 
d  =  7/     -         -     beschrieben.     Wechselt  ?t  seine  Lage   auf  dem  Kegel. 

so  verschiebt  sich  dieser  Cylinder  im  Räume.  Wählt  man  einen  andereu 
Kegel,  welchem  ein  anderer  Werth  von  //  zugehört,  so  ergibt  sich  eine 
andere  Schaar  Cylinder.  Indessen  ist  die  Wahl  dieser  Kegel  an  eintMi 
gewissen  Spielraum  gebunden,  dessen  Grenzen  nicht  überschritten  werden 
dürfen,  wenn  //'  sich  nicht  ändern  soll.  Denn  ist  A  der  kleinste,  ('  der 
grös.ste  Werth  von  //,   so   ist  der  grösste  Werth,    den  d  erreichen  darf, 

tl  s=  J/  und  der  kleinste,   unter  den  d  nicht  lierabgehen  darf. 


„  _  /^'' 


Beschreibt  man  daher  mit  diesen  beiden  Längen  ah 

Radien  um  den  Massenmittelpunkt  zwei  Kugeln,  so  geben  die  Tangenten 
dieser  Flächen  die  Grenzabstäude  der  Axen  an,  welche  dasselbe  Träg- 
heitsmoment //'  besitzen.  Zwischen  diesen  Grenzen  aber  kann  man  der 
Grösse  d  jeden  Werth  ö  beilegen  und  sofort  eine  Menge  Cylinder  findeD, 
deren  Axen  im  Massenmittelpunkte  eine  Kegeltiäche 

(//  —  A)  x^  +  {If  —  Ti)  i/  +  (//  —  6')  z'  =  0 

bilden,    für   deren   Erzeugungslinien   der  Werth   des   Trägheitsmomenten 

H  =  H'—  Mö'^  ist. 

§.  H.     Ehe  wir   in   der   allgemeinen  Theorie   der  Trägheitsmomente 

weiter  vorwärts  gehen,    wollen  wir  einige  Beispiele  für  die  Bestimmung 

von  Trägheitsmomenten  geben. 

Es  sei  ein  IiomogciicM,  contiuuirlich  den  Kaum  erfüllendes  System  von  d^r 
spccitischcn  Masso  1  bezogen  Jiuf  drei  reelitwinkli<^u  Axen  der  a-,  //,  s:  das  Träg- 
heitsmoment .'/  bezüj^licli  der  .i-Axe  ist: 

A  =  1  ij/  +  -J)  dm  =  2i:ifdm  +  1-Jdm, 

Um  21y^dm  zu  bestimmen,  legen  wir  senkrecht  zur  if-X\Q  zwei  Ebenen  in  den 
Abständen  y  und  y  +  dy  von  der  a^-Axe;  alle  Massenelemente  des  Systems  zwischen 
diesen  haben  dasselb»'  //  und  wenn  also  der  Querschnitt  im  Abstände  y  die  Grosse 
O,^  hat,    so  wird  2J y'dm  =: j y^O^^dy;   in  ähnlicher  Weise   hat  man    für  die  zweite 

Summe  2 z^dm  =  jz^Q^dZy  wenn  Q,  der  Querschnitt  senkreclit  zur  r-Axc  ist.    Ist 

endlieh  Q^.  der  (^uersclinitt  senkrecht  zur  .r-Axe,  so  jj^clangt  man  zu  den  Formeln 

'-^  =  /y'O////  +  I''  fJ.dz,         //  =  /i«  tK  dz  +  /  a«  Ö^^x. 


\I.  Ca|i.  S|teciclU<  Kiilti'  uml  lii*iNpir1i>.  7iUl 

Wrinli'ii  \%ir  (licKc   Pur  nie  In  an 

1.  Hill  ilii*  Mr^tiiiiiiinii;;  i|i-r  'l'r.i^lii-itMiiiiiin-iitr  «Iit  ilrri  A.\i*ii  *\vh  Mahsi-ii- 
niitti'lpiiiiktrN  riiirfi  li u in n j/ 1> ii ••  ii  r f «- li  t \\  i  II  k  I  i ^ •■  ii  1' .i  r  nll  i- Ii*|ii  pi*  ilh  \«iii  ilfii 
Kniiti'iiliii^'i  II   i#.  /',  I  .   vi-i  Iilii'  Axiii  iliii   K.iiiti-ii  |i.ii.illi  I   laufc-n.      M.iii  ImI 

\" 
*  11 

■ 


Xr 


j  :".',•/:      -   .//.    /  :■*/: 


M 

l-J 


".  I 


ila     1/     -   fi/'i*.      Hill  mit   Mvril«-ii 


.1 


Ziicli-ii'li    ^i«  lit    man,    t\tih>   ilit*  «In  i  Axiii  «lii-   lluii|itii\i-ii  ilcü  M:iiiiii.'iiiiiiUol|iiiiikti*ii 
MDt!  nii'I 


I  j-  //  ti  m  i   ff :  f/  f/i   ■ —  i  :  .r  r/ 

•  t  f ' 


in     -  i> 


•iiifl  v«'riiii">f;i>   ili'i   Syiiiiiu-trii'   «li-r  Fi^''iir;   iliilirr   ini   iIas  Trii;:li«  it!«iniimi'iit  für  viiie 
l>cli(-lii;re  An*  A  ilon  Ma.'<M'iiinitti:l|iiiiikti'!4  Vi'ii  ili-r  Kirhtiiiii:    »fj;*;: 

nn«l   ilua  (^uiulrnt  ilfs  'rrii|rhrii>railiii« 

iiowii-   ilii    <flrii')iiiii;r  fli-s  ('i-ntr.-ili-lli|i'»i>iil'« 

*i.  K«  iii-ii-ii  i-lii-iibii  /.ii  lM->«liiiiiiii-ii  ilii-  rräi^lii  ittinofiictiti*  •■in*''«  Imiii")?  ni  cn 
K 1  li  p^i'i'l  ■*  Villi  lii-i  .ii|iit  it'Mi'hi-ii  Miir*<«<'  1  III  lli /.ii^'  arii  ilii-  ilr«  i  llAii|il.i\i*ii  •!«"* 
KiiTnr,    Ulli  he    am  li    liirr    llaiiiiltr.i^'}i«itf<a\«'ii    *\'  ■*    Mitti>l|iiiiikli'i    ,Sr!iwir|niiikl.'!i 

sia«!      I»ic   (i!eil•!lll^^»   «l.-.   KIliiiHi.i-N   s.  i  i     ^     ■\     \      ■   l       I»«r    Silmitl    ','    • 
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Hiermit  werden 


J  u'Qydy  ^  ncaj  (l   -    l,)y^dy 


—  c 
die  Wertlic  annehmen:    -^^^ita'^hc^  i\7iab^c^  -^nahc^j  oder,  da  die  Masse  Jf  den 

W«Tt!i  hat:    inahc.  so  werden   \    a*      .   Ä*.    \    c*  diese  drei  Integrale  darstellen. 

Demnach  erhält  man  für  die  Hauptträgheitsmomente  des  Massenmittelpunkte» 

A  =    y  ^/z»  +  c«) ,       ß  =   y  (c»  +  ««) ,       C  =  -!'  (a*  +  A») 
i>  5  o 

und  für  das  Trägheitsmoment  einer  helichigen  Massenmittelpunklsaxe  Yon  der 
Kichtung  {ctßy): 

II  =   '^'   { (/>«  +  c*)  r(w«  a  +  (r*  +  rt«)  ro*»  /?  +  («*  +  A«)  co«»  -/}  . 
sowie  die  Gleichung  des  Centralcllip.soids: 

-y  ,y/^  +  e«)  .  .i;»  +   f  ('•»  +  '!-)  •  .V-  +    f  ("*  +  /'-)  •  :-  =    l . 

Man  kann  leicht  ein  homogenen  Kllipsoid  finden,  welches  in  Bczng  anfalle 
.sich  im  Mittelpunkt  Hchneidcnden  Axen  dieselben  Trägheitsmomente  besitzt,  wie 
ein  gegebenes  System,  welches  mit  diesem  diesellM'  Masse  .)/  und  denselben  Massen- 
mltt(?l|ninkt  hat.  .Sind  A^  //,  C  die  Ilauptträgheitsmoineute  des  Systems  für  jenen 
l^unkt,  so  tiudet  mau,  weil  dii*  <'eutr:iIelIij)soid(>  für  das  System  und  das  Ellipsoid 
diesoIbiMi   sein  müssen,  die  iralliaxen  </,  /;,  c  des  Kllipsoids  aus  den  Oloichungen: 

Hieraus  folgt 

„.  +  ,,.  +  ,.•!         ^^^  u  +  /;  +  C)  =    [^   V  (.V»  +  j»  +  :•)  ,lm 

und  folglich  durch  Snbiractinii  der  vorigen  (Gleichungen  einzeln: 

r>  5  5 

i'l  »rl  jtl 

Ilierdnreh  erlangen  die  «Irei  Summen  2i.r^J/«.  £tr<fm,  2.';'f//«,  welche  einige 
Schriftsteller  die  Trä<;heitsmomcnte  der  Massen  in  Hezug  auf  die  Ebenen  der  y:, 
:.r,  a'i/  nennen,  eine  gewisse  geometrische  Hcdentiinp. 

Für  das  Kotationsellii>soid  '        L'      +    *.;  ^=  1  wird 
A     ^  li  -    y  (a'  +  r«),      r  -^  l  .|/,/2,      //  =.    l^  /,,«  +  ,.2  +  (/,«  _  e^)  ^o*»  y\  • 

Kür  die  Kugel   .r«  +  //*  +  :*  =  r/«   ist   A  =  If  =  C  =  //  =  J  J/««. 

Um  das  Trägheitsmoment  //  der  homogenen  Kugel  für  irgend  einen  Dnrcli- 
messor  //  unmittelbar  zu  linden,  sei  dieser  die  a'-Axo,  sodass 

//  =  2;(;/2  -f  :2)  ,/;//  ==  Zi/'(iiu  +  E'Jdm 
wird.     Vermiijro  dor  Symmetrie  der  Massen vertheilung  der  Kugel  ist  aber 
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S|iof:ifIlL'  Kiillu  uiul  ISi-iipieli* 


tl 


Wi'tiii  r  «Ivii   K.'iilinitvrc'titr   ii.it-!i   «Ifin   riirikti-     '//:*   )>i-tlfii!i-l.     Nun   i-t   .iln-r 

.Itii   --^   \f      I  .7  r*  lir  , 


I>ii"«  lii-|i-it  ..  *    «       .  .   II     •       ...         11  • 

I     .  •  I  k 

Man    kann   tlif   .\iitViii-|iiinL'   <l>'r  IIi(ii|iltr.iu'lii'it'-Miiiiiifi..      «Ii  .••   Ki  1 1  ]• -••!  •! .«   !■■ 
cii|*lii-h   <IfN  Mittrljf.inkti's    ;iiit'   ilri.*«  'rri-i^'lii'it«iii>iiii<-i:t    fi- r   KuL't-l    i'iir  i-iiKii   ihiri-li 

■  a  ■ 

Divuarr    zurück lülircii.      l»ii'   (lU'ii'hiiii;:    «lis    LlIiiiMiiil;«        ,    -|-     ..    -?       .  1    ir«ht 

liAiiilirli  »Inrcli  riir  SiiliMtitiittMii  .r  -^  u.i  ,  //  -=-  fc//'.  :  —  »  ;*  iiln-i  in  .i  '  -f"  '/'  -f-  -  '  —  l 
•in«]   wifil  tith   ■—    (I  i/.i' i/i/ »/:   =:-  ^f  tihr  ilx  il  if  ilz   --  u^n-t/tu,   initliiu 

2l  z^  tf'ft     ■    «/'»•  •  «'  i"  z  '  i/»/< . 

Uli-  (tk-icliiiii^  .»'*'  -f  '/*  -f  :  '  -  I  p»ti'lli  alior  •ini*  K«i;:ilt!.iilu-  v-mi  ICailinH  I 
ilnr  iitul  lii'-  Miiiinu'U  ^.t'ihn^  2.if*tint,  L  :  'i/ii«  )•< /iclii-n  hirli  niii  «iii-'*«  ,  lU-ini 
Mai^-eiu-lriiiriil  ttiu    i^X.     I'iir  ^i«*   i^t  .'iln-r  uiitli  ili-m  olii;jrii: 


uuil  ilahcr  wenK-n 
I 


u' 


J  »/. 


miUiiii 

.-#   «    2"y  -f    :»    f/fii  »    »/    '»'  -T     . '   .      /•'  J    "/    •■'  -\     "').      '  \  M    •'■■  -f  ''*  . 

|ii'*iir   lli  ini-rkiinL'   wurili-    \iiii    lli    iiii    ::i-iiiar)it         l'iin  in  ^<>ii   an  I    !'■  rri  r^,    C.iin- 
hriilt:i-   anil   hiiMin   ritatli>-iii.  .Imirnal.    \'<>l.  \'II1.   y      ;7     is.'i.d. 

^.  '.i.  Ks  Nil  «'in  iiii  in<>t:i  ni- r  Wut  iiM  ••  n  *>  k  >•!  pi- r  /•|:<liiii,  man  t^m-lit  ilaK 
Trä^lu'it«imtini«-iil  t'nr  ilii-  li'>latiitn^axf  nn<I  i-in>  /.'i  'Vt'--**  i  ^i  nkn-rliti  n  Itrra'li  n, 
ivfli'ln-  lÜr  |{ittalii>h-a\r  in  i  ln«-rii  Tiinktc  '<  Hr).iii-ii|i  t.  M.ih  )i«'ini*rkt  1«  ii  lit,  ilaN*« 
Hii*  K«'tiitiunia\>-  nii<i  alli-  .\\>  n  <liii<*)i  O  «•-nkri  rl  t  /.u  il-r  llaM|i(.i\rn  i\vt*  ruiikl«  ^ 
'/  !«iti<l  nijil  'ia^i  «ia^  Ci-ntral«  !]i]i"i(>i-i  'in  lkiita!i*iiioi  )!i|.Hiii]  um  •lii>  K<itati'>nH:i\i< 
«l«-r  Kii^iir  im.  Kmi  «Ii'-  K'iit.iti<in'*a\>-  al.s  .i  Ajli-,  m  aU  \\ink>-l.  -li  n  «in  lit  ii,  |.|;^'i  r 
Meriiiinn  li«  *•  Ki-rj'«  r-«  niit  ili-r  i  •/  l''l><  ri«-  liiMi-t,  >  aU  .M-^tarid  •■in<  h  rrinl.li«  in 
•Irr  FJ'i  n>-  'li'H  Mi  riilians  vin  •!<  r  .\\i-  iiliilt  man  -la-  l!l>  iikiiI  >I«  r  XI.i«>«r.  in>ii  in 
man  i\rii  K>-r|H-r  «(ri.n' iii<t  1.  mit  7.i\i-i  l!li«'n«-n  im  .\li^tani1<  i  'iii>l  <  -f  »f  i  ^^n  O. 
J.  mit  /wii  Mi'riiiian- !••  n«  n,  >  nl^puTlit-nil  ili-n  Winki-In  ut  nn  )  «u  |  •/m.  MuMir 
.{  mit  £w«-i  ('\linili  I'!  I' K>  n  um  «Ii«  i  .V\i  tnit  •!•  n  Uailii-n  r  un<!  i  •-  '/r  rluirli 
•li«-   K«<rnii  1  ftin   -      ^ii  'ii  •tot'ij       Mt<  ^   i^t   •  iii/nort/i  n   in  ili«*   l'i>im<  In 

.1  1"    ..»     f     :'    '/■.  2.»./.-  . 

/•'  ('  \    :'     •     I '     /••!  i    i'  *ii"  fii     t     I*    i/»'i 

iin«!   Iiii  r.iiil   i*l  /.n   int«::i,iin   ii.ii-li  m   \iin   m        <■  l'it  m        L' t  .  wrnlii-i  -ii-    hit«  »:i  il> 


:  1 


Jt. 


in  Anwfn'lnn'j   ki'mm>n.    i.  nl    •    \"ii    •  ••    Ki  -    r  •/         /    »    .    »**nii    ■.         /     » 

lÜr    lilfii  liiin;:   «li  ■    Mit  i'ii.tii  •   l'ii     t|.  ti    riinkl   '/   .il'    I 'i-i-' iitij    i-«     >ii|.|    n.u  !■     •    ,\%\ 


nchen  üWi-i    i-i'n.tt.mti-n   \\'<illi<ii 
\Vr{:c   xniiacl  »t 


^l.llt    •il-.tll    -IM*    •(•  11'    !:i    r     in^> -i«  ut«  t«  ii 
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9   '    «/ 


.r,     u  r,     1/  .r,    y 

ß  ^  C  ^  jfg  I    jr^f/r  r/.r  +  2nQ  1    Ir  dv  •  j«f/;r  =  ^A  +  2nQ  j    jrdr-  x'dx 

I 

lind  hierauf  durch  Ausführung  dctr  Intepfration  nach  r: 

.»■,  .r, 

••'o  ••',1 

Hiermit  erhiilt  man  weiter  für  das  Triighcitsmoinent  um  eine  beliebige  A\e  h  (a^y): 


ox'  «1  I  //*r/.r  +  jr  Äi"n-  a  1  x*  //*  «/.r 


-^  A  ?rp  (1  +  (■ 

Wir  wenden  diese  Formel  an: 

1.  auf  den  Kotatiouskegcl  für  die  »Spitze  als  Punkt  O,     Ks  sei  h  die 

HJllio,    r    diT    Kadiiis    der    Hasis.      Man    erhält    wej^en    y  =        .r,    .4  =  ^j -V^^ 

.>/  =  J  nrVi,  B'^C=  l,  .>/7«  +  l  .VA«,    //  =  ,3,  Mr*  (l  +  rov«  «)  +  J  Mit*  «V«; 

2.  auf  das  sphilrisohe  Segment  für  dun  Scheitel  desselben  als 
Punkt  0.    Ist  r  der  Uadius  der  Kugel,  .so  wird  y  =  ^''"2  ro:  —  a-*,  ar^  =*  0,   .r|  =X| 

/i/,/a-  =^  .»^  .»  r»  +    1  .i'-J  ---  ;.r),  l  i/'^.r^d.r  --  .7'  ^  r   —   Ja;), 

J  --  7re,r'  .2  r«  +    ,\,  ^-^      -    Jr.r},         //  =-  C  -  »rp.»-^  (J  ,«  -   ^,  .r«  +   Jr.i-, 

Für    die    V'ollkuj^cl    wird   wegen    .1/  ^-.  Jät'.    A  ^=  5  J/r*,    //  =   l  M r*.  —   Für 
die  Halbkugel  erhiilt  mau  wcigen    M  =  5  Tr/-'',    -•/  --=  5  .l//',    /»'  =  ^J  .l/?*-; 

3.  auf  den  KreiscyHuder  für  den  Schwerpunkt  als  Punkt  O.  Ist  r 
der  Radius,  fi  dii-  Länge  des  Cylinders,  so  wird  A  =-  \  1*,  li  =•  V=.  '  -  r*  +  '  «i-, 
M  ---■  Ttr-a.  —  Für  die  eylindrisehe  Röhre  vom  inneren  Kailiuä  r  und  der 
Wanddickc    d    hat    man    M  ■=  Jt a  {(/■  +  // »         ;«}  ,     .-/    -    ^    { (r  +  f/)«  +  ,^}. 

l'ür  den  homogenen  Ovalkörpor,  welcher  durch  Kotatiun  der  Ovallinic 
r  =  2a  fav- -ö"  um  die  Polaraxe  entsteht,  die  llauptträglieitsmouicntc  uml  Triic- 
lieltsraflicn  des  .Schwerpunktes  zu  linden. 

Das  Trägheitsmoment  einer  Hicon vexlinso  für  einen  Durelimesser  der  pe- 
inüinschaftlichcn  Kreishasis  als  Axe  zu  finden,  an  welcher  die  beiden  Planconvei- 
linsen  zusamuu'.nsto.ssen,  welche  die  Hicunvexlinsc  biMen. 

5?.  10.  Für  Trilgheitsmomente  von  homogenen  Rotationskürpern  kanu  muii 
einen  den  Gnldin'schen  Siitzen  über  den  Massenmittelpunkt  nicht  unähnlichen  Satz 
aufstellen,  besitzt  nämlich  eine  ebene  Figur  (Fig.  'J.')0.;  eine  Symuietrieaxe  fl, 
80  ist,  wenn  dj-  'ein  Flachcnelemeut  derselben  und  j;  seiuen  Abstand  von  dieser 
Axe   beiloutet,   H.n/a  -—  0    und    ÜJc^dct  =  0,   weil   vermöge   der   Symmetrie  der 
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Kitfiir   ilii'    ri.irlitMifli'mi'iili* .    wr-Urlif    |>.-i;ii  wi'itc    in    fiit;;i>t;*'ii);c'9»ftzt    (;li*ichifm    Ah- 

»iMiir!«*    f    ilu'.tmits    iitii)   ji-ii*««  it<t   «li-r    A\«-    iini:>'"i    ^i<'l>    tilgen.      Sitzt    iiiiiii  Mfitvr 

^j'**ia  ~-    x'ri,    \vu  nr   <li-ii    }'liii')ii-iiraiiiii    lUr    l'i^'it    (iii'l 

«  dcroti    rr.i^liritiiraiUii>  t'nr  liii-  .\\*-  u  <l:ir.^t<Ilt.  so  wir>l 

tlai    TrÜ^iii'ilMiKiiiiGiil     >lr>     Kutaliniixkiiriici-« ,     «li'ii    ili»- 

Fläilii'  n  hoi    iliT  l>ri;hiinL;  mim  riiit-    mit  #.  jni   A)ihtiiii<lc         ' 

#/  pnrHlIrl«-   A.\i'  h  i'iztiict:  -^ 

iii'ii  in  'In    j  -|-  •/    »/«  ■  (i  •  iiii  n    Kli  ipiMitaiiiii^  ili-r  Mu'«-«'  """ 

•  lAr^ti  )lt.  hirsi-r  Aiioifiiifk  nininit  aln-r  vt-riiii-^'i  iliT  vi'r«1i  lifii'ii-ii  !(•  !ti>  rkmi^fh 
*\\v   l'nTtM  an : 

P.i  uiuli  iliMii  (f  n  lil  i  ii'.Hi'lii  n  Sat/.i-  «L-i*«  Vulnini-ii  i|«'s  UiitntiMnMk>ir|>i'r-«  'lna*l  iiinl 
.il^ti  'In^nti  .tfini*   M.i>^i     t/  i^t,   tu  iiat  nniii 

Kl*  'iart  liiffbri  ;iliir  ilii  li«it:iiii>n^.-i\i'  h  Aiv  |-*la«'lii  n  niilit  Hi'hiici«li'n.  IKt  frii|r- 
luhi*  Snt/.   l.'iuti't  liiMiiiai'h: 

Itf^it/t  i-iii  ;;i'.«r  )i  I II -'S  !•  II I- r  i'lii-nrr  IM  .i  r  ii  i  n  r  a  i  in  «inf  S  «  nini  i*  1 1  i«* - 
a  X  I*  uml  ist  x  siiii  T  rii;:!i  ei  1 1«  r  aili  it  s  in  !:■/.  ii^  nnt  <•  1 1* .  «u  i.ti  ilcrTrä^- 
h<*  i  t  ^  rnd  i  11  s  <li'«i  )i  <■»!••(;•■  n^' n  IZnt  at  inn  <ik  i-r  |i  i  r*f  w  i- 1  •  h  •  n  ilii-  Ki^rnr 
ilnri'h  Uiplatinn  um  rim-  im  \li>taii*ii'  '/  mit  ili-r  >  v  mm  ••  l  ri  •- a  \  •-  pariil- 
Iclr  Xxv  iTZiJiL't .   in   Ih*/iii;  nni"  •H«'Si'   A\r  irl«  i***«  '/*    f  -ix* 

n>T  Sil!/,  inl  viui  T'iwnsi'inl  [Oll  the  i/nwi«  «/  »</'  \uettin  ff  n  t  imf  i»  i//i  n-^furi 
tu  1/«  fffü  '•/   t tv'ilutimi.     l'unilpriil;;!'   anil   IiiiMin   *Jmtit'ifft  Jttnrnnf  »»f  puie  nwt  ti/tpl, 

■;:!,  II  l'ür  ni>-lit  Im  »•■ni|i>i.*«  i''>ni|ilirirti- ,  in«ili<'-iptii|ir<  !.  -11111/«  ni'  Sy<«ti'nii' 
kann  man  -«irli  /'ir  ni-»liiiiiiinn;:  iIit  1  r.i^lii-it-«iiMinii -nti-  •!••••  >at/.i  •>  -^  <•.  mit  tirfuj^: 
lii.-fli«-iiiMi ,  \%ciin  man  ilaiiiit  nm  li  «iin-n  ani|i-ri-ii  >  tt/  uIü  r  *\w  l'r  i;;licit>tn>>infntf 
.tliiilic).' (  S\<«liin«*  in  Im/.ii;:  a>il'  ImiihoIi»^  ii<-;:t  n>Ii'  A\«'n  vi-rhiinl' t  l*i-nkl  man 
»1«  Ii  h  iiii!:i  li  /\vi  i  liiiiiiiiji-n-  iliniii-ln-  S\>ti-iiM  in  u'l' >('i>^  >*'!  ■ilinlicln.*  Mn^M'n- 
f  lomriiti*  /.' rh'-^\ ,    "•••    hIi  Im  n    «li-     \la'«'«i-ii    i«     /wii    iiiiin>'I'i.'>  r    ■»ulilji  1     Klrinmli*    in 

•  !>-in  i-'<n->t.tiiti-ii  \'i  rli.ilini*--!  ilmr  iCaniiiiliiin  n^i<>n<  11 .  \%i-li  Im"«  V«  iIi  lilniii«  liir 
litit'.in-  S\.slinii  t,  Itji  IJii  Im  iiai  tiL'!-  >V't»nii>  1'  iin-l  lur  riiinili- In*  >\>liiiii-  t  '•ii; 
•li<-  Ali^tiii'ii'  '!i>-Hi  r  l.l>  in<  Uli-  v>n  /.\ii  i  li>iiii>>li>..'  !!•  l'*  imI'-ii  A\<n  ■•t«  Im  n  i-n  Vi-r- 
iLiltni-fi  r  •l*-i  l.inii  n  iiinl  ilni-  <,'ii  i-Itati  al<>i  ini  \  •rliillnii«*'  /*  Mrmnti'li  «trjn-n 
■  litr  'I'r.k;;lii  i:i«ni>iiii  nl-  il- r  I!l- urtiit.  iin  \  ■  1  i.  ilMii*"»  1  .  i '.  /  'iii-l  in  •!i-ni->t  li>i-h 
Vi  rhaltni".«!-  au>  li  ili»-  i  i.i.'Ki  i!«-iii<iirM  nri-  •{•-i  .iiiiilii  i.' ii  >%:<t*-ii.'  I>i/>i^lii1i  j>  nt-r 
A.\«*n.     I>alMr  «l-  r  S.il/  : 

I  -t   f  ila  ■•   A  •  li  II I  i  I  li  K  •  1 1  -« \  •  r  )i  i   t  n  i  >.-«    /.  >%  •  1  •  1      i  )i  n  I  i  1  li  •  1     ;:  •-  n  •-  r 

S  y  *! «  ni  •  ,  1  ••  i «  t  ■!  a  •  \  1  1  li  i  1 1  n  1  >< »«  1  li  i  •  1  I  1  1  .•  h  •  1 1  ■>  ni  ••  in  •  nt  •  //  .  //  in 
\\  •  /.  Uif   «  II  l    /.  w  •  i     1  li  n  I  i  I  li    I  i  ■  „'  •  II  ■!  •     A  X  I  II    K  .    '     j  I  •  i  r  li    ;  ••  .    \\  ••   ■•  •.    I  ,    "», 

I  •     II  a  I'  li  •!  c  in  •!  i  •    >  «  •!  f  •  lil  I    •  i  n  •  .    /  m  •- 1  cm!  i>  1    •!  1  •  1   1 1 1  m  •■  n  m  i  ■•  11 1  n    !•  •  ^  1  ( /  1  n , 

•1     h.: 

//  //.        w  .1.    l.   •. 

Kirii^'L'   ll«  i*|iii  li    •»■•lli  11   -lii    Aii>%>  n  l'ih  j   -üi-*«  ••   >!!/.•'•   iiI.Mt'ii:. 

1.  r  r.i  j  li  I- s  iMiMi  im  II  l  //  "iii-r  li  ••  in  m  j  .  uiii  >!r-  ki-  I /."  Ji^*  J.ill 
lur  filif  ?*clii»ir  |Miiikt!«a\i  '.  mit  'aiIiI.-!  'lii-  Mrrrk»-  -l-'i»  \\  iiiki  I  i-  l»ililrt.  |i.m 
rr»|rlt«:it»iiniinfnl  //  Im  'lu'  A\i-  '  i-t  In  "*  .inii!-  ■!•  1  Ii  n;'-  '  i!*n»"n««  nt»  «li  r  lniilfii 
llallti.ii  .1^  iiinl    ^fi  'li  r  Mii  «  k>-  .lA'  Pu   lii   -iil>i  n  A\iii  nifl  ><.i>  m-   IiaIuu  »il-ulir'« 
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FiK'.  2:.i. 


W 


A 


Fi  ff.  2:.2. 


"K 


r 


--/ 


Z:lll 


_j 


B 


Tril<^hoitdinoniciit  in  Bczii^  auf  sie,   gleich  \H.     Ebenso  g^ross  ist  das  TrägheiU- 

inoincut  der  halben  ^^treüke  AS  in  Bezug  auf  eine  durch  A 
gehende,  mit  h  panillelu  Axe  //,  denn  AS  und  SB  sind  ähnliche 
.Systeme  für  £  =  1  und  beide  Axcn  haben  gegen  sie  homologe 
Lage.  Das  Träglieitsmomeut  H'  der  ganzen  Länge  A  B  für  die 
/^  Axc  hl  stellt  aber  zu  dem  Trägheitsmoment  von  AS  für  A'  in 
dem  Verhältiiiss  2\  da  AB=^'2AS\  Daher  ist  //'==  8  •  ^/Y  =  4//. 
Nun  ist  «her  auch  //'=  II  +  ^IM  sin^  a,  wenn  AB  =■  l  ist,  in- 
dem 4  /  fihi  a  den  Al)staud  dos  Ma.ssenmittelpunktcs  S  von  der  Axe 
h'  darstellt.  Daher  hat  man  schliesslich  4 //=//+ ^ /jV  «fV  « 
oder  II  =s  -y^  /.}/  .ytV  a. 

2.  Träi^heitämoment  /I  der  Fläche  eines  homogenen 
Parallelogramms  A B C D  (F'ifr,  262.)  für  eine  Axo  h  des  Massen- 
mittelpunktes S.  Das  Trägheitsmoment  N  ist  die  Summe  der  Träg- 
heitsmomente der  vier  Parallelogramme  SA^  SB^  *SC,  SD,  welche 
unter  sich  congruont  und  dem  Ganzen  im  Vcrhältniss  £  =  -^  ähnlich  sind.  Die 
Parallelogramme  SA,  SC  einerseits  und  SB,  SO  andererseits  haben  gleiches 
Trägheitsmoment  für  dii*  Axe  //.  Sind  also  11*;^^  ^^SB  ^^*''®  ^V'e^the,  so  wiril 
//  =s  2  (//.v^  +  ^^SJJ^'     ^**  i^arallelogramm  SA  liefert  aber   für  die  Axe  h  und 

eine  durch  A  gilbende,  ihr  parallele  Axe  h'  denselben  Wertl 
11^  ^=i  ^'.S':/»  '^*  ^^  ""'^  '^ "^  congruont  und  gleicher  Lage 
gegen  //  und  //  sind.  Ebenso  ist  II gß  =  f^" sB*  ^'«n^  *" 
eine  durch  //  gehende,  zu  h  parallele  Axe  bedeutet.  Daher 
ist  auch  II  =  2  (//'.y ./  +  ^' ".v//)*  Nennen  wir  jetzt  if  und 
//"  die  Trägheitsmomente  des  Ganzen  für  //  und  //',  so  lie- 
fert die  Aehnliclikeit  der  Figuren  AS  und  AC,  sowie  BS, 
nr  die  Kelationen  //'==  2»  ■  H\ ^,  II"^  2*  ■  //'\.^  und  zugleich  ist  il' ^  II  +  3/p«, 
//"=  //  -}-  Mq^,  wenn  p  und  7  die  Abstände  des  Massenmittelpunktes  des  Uau^eD 
von  den  Axen  //',  //"  ist,  wclcliu  durch  zwei  nicht  ;ife;jenübcr  liegende  Kcken  der 
Figur  gehen.     Hieraus  fol|^t 

//'  +    //":=   -j  //   +    .]/  (  ,,«   +   ,/2) 

ir.  (//\.  ,  +  //'s,;)  =  «  "  -  •-'  //  +    '/  (/>•  +  v'), 

Die  Grössen  p  und  </  sind  die  Abstände  zweier  nicht  gegenüberliegender  Ecken 
des  Parallelogramms  von  der  Axe  //.  Sie  können  nicht  grösser  werden,  als  die 
halben  Diameter  AS  und  /iS  des  Parallelogramms,  deren  Projectioneii  auf  eine  zur 
Axo  //  senkrechte  ICbeiie  sio  sind.  Daher  wird  //  ein  Maximum  für  die  Axe  A, 
welche  auf  der  Kbene  des  Parallelogranniis  senkii-clit  steht.  Die  beiden  anderen 
llaujitaxen  der  Träj-heit  fallen  in  «lio  Kbene  der  Figur  und  sind  senkrecht  zu  deren 
Seiten.     Für  die  mit  der  Seite  /fC  parallele  Axe  wird 

f,  .._   Y  r=r   1  ../  //  •  sin  «, 

wenn  (c  den  Winkel  des  l'arallelugramms  bezeichnel,  mithin 

//  =    ,>2  '^  •  ^  ^^*  *'««*  « • 
Man  erhält  dies  Kesultat    auch   aus  Nr.  1,    wenn   man   das  Parallelogramm   in  un- 
endlich schmale  Streifen  parallel  AB  zerlegt.     Den  MaximaUverth 

//  ^    .1,  M  fAC^  +  BO^) 
kann  man  mit  HüllV.  der  Seiten  darstellen,  indem 
Jf'^  ^  A/r-  ~\    //r-'-f  lAJi/ii'cns  ff,     />'/>V-  Ali'+  /;r-2—  2  AB    BCco^a. 


und  weiter  also: 
d.  h.: 
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■'*"  .1/'  4-  ////«    -  .1  .un  4-  /;/■«' 

wir«!,  liHnilii-li: 

//       y\M  .in*  r   /;/'  . 

.'l.  'l'riiirlit' i  t  ainiiiui'iit  dir  limiiii^'ün  iii  h  rci  i'ck  ;«!  l-irlif  .1 //'  l'i;;.  'J.'».i.) 
I'ur  i'iiir  Ma«.Hi-iiiiiit(ili>iiiik(Ma\i-  A.  Kr^'äii/t  man  iliis  Prrii-i'k  /.ii  fiiiiiii  l'iiralii'lt>* 
^'r.iDiin .  «>•»  crliiilt  iiihii  für  iIhx  1  rii;.'!!!-!!"!!!'!!!!*-!!!  //'  um  i-inu  ilurcti  <li«'  Mitt«  /' 
«li-r  Sfitc  .!/>'  ^tflit-iiilc,  /.ii  /'  |KtraIli-lf  A.\i'  h'  Ans  )i:il)ir  'l'r.-i;:)ii-it'«iiiMiiMMit  iIi'h  l'unil 
Ii-lo^miiiiii!*  (m.  Nr.  *J  ,  iiiimlirli,  wcini  ^  tür  nri'iri-K.'iti.ii.-lir  iiiiil  iiNo  'J  J  liit*  ilfN 
l'antllcIojrr.-iiiiniM  iat: 

//•  -  M :  a ■/ '  +  :«/''. 

wu    ly  iiri<l    K/i   ilit'    I'cr|iriiiliki'l    lieilriitoii,    wt-Irln*    \iiii  A'  KiN-r  .1  uimI   ''   auf  ilic 
Ai«*  A'  };et':iilt  werden    kiiiiin-n.     /    iitt    tlii*   rrnjuctiiiU    iI'T  Si*iU;   .-1 //  ^s  t-   und    'A  p 

»  k-.  SM. 

''     ^  r 


■p 


»1^ 


^  y/  -        c 


0 


/ 

/ 


E 


dif  l'riiji'i'tiiiii  di.T  Mi-di.'ino  '/',  aUn  /«  ilii*  tlcn  .Ma.i.'>ii-iiiiiit(i*Iiiiiiikt*>:ilistniidc«  ■V/'aiif 
i»iiii*  zu  den  Am'H  A.  h  Ni<iikriM'iiti  I'i>i>nr.  Tiii  aus  //'  il.i'i  rraL'li'-it>iik<iiiii'iit  //  für  lÜo 
Mji«<i(-iiiiiittrl|Miiikt}«nx(-  A  zu  «  rlialtfii,  \\\\\  \\v\\\  .J    /i' .i1i/ii/irlifir.  ilKiliirch  koniuil: 

//  -  ,',  j   >■'  -}-  : .;  /.'. 

I'i' zi  it-)iiii-t  man  nun  mit  ir,  ß,  :{ </ ,  'i  r  dii-  rr<<ji-«-liiini-n  di'i  Si-id-n  fX ,  A  iinil  ili'f 
Mtdiani-n    .lO,    A'/i    anr   ji-iir   l'lunr,   <•■!   «tIliIi   man   in   ;;Irii-li«  r    \V«  i«.!« 

und   imli'in   man   >!i'    .'^iimiin-  iIit  tln-i    AiMdriit'K«-   fiir   //  •{un-li   '{  ilivt>lii(: 

//       -'.  j  II»  4-  P-  -f  y'   -\   y^U''  -\   v'   f   '■'.■ 

In  iln  rr«iji  t  tiüii  .l,./i„f'..  *]*">  Itri-irrka  .UH  auf  ilii-  /u  A  -iiikni-litf  Ühi-m-  »ind 
:tp.  ^iy,  .'{  ■  ilit  iini  >!•  •ii.ini  n  /.u  dt  n  Si  it«  ii  y,  (),  ir  nn»!  i«!  A /•  «ii*  hi.ii'nniilf 
d»*«  l*Hr.ill<'lii:^'raiiimH  r  r\  /\\  wililtrrii  /  A'  '  ,  i-r/m/t  wi-r-li-n  kann.  Man  Iml 
daher: 

udt-r  da 

In   ttlinliilii-r    W'i  i*>i'   i*>t 

pAlii-r  I  rliält  man  ilnuli   A>lilili<>n   •iif«<i    Au.«driii  k> 

un«l   ludiin   man   liu'rniit  /.'     •     .,■*    \-  r-  au-»  il^  r  «INiiliMn^'  l'ii    //  idirninirr 

.  //        .'.  ./  t  M    (i'    T    y 

Sirhl  di»  A\'-  A  *'iiki'rlit  auf  «l- 1  lili«ii'  di  >  hnii-tkn.  .-n  wi-ril-n  n.  fJ.  •/  i;li*irh 
«Irn  Si'ili-n  A*'*  I»r»ii'ik«»  -1  Hi».l.  Palnr  i-^t  //  .uj-I'uli  «l.»"  I'r  iiT^iil  ni"minl  ilr% 
lircivcks  .f„A',f ...  d    li. : 


/ 
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Das  TiäghcitHmomeut  ciues  homogenen  Dreiecks  für  irgend  eine 
Massenm  ittolpuiiktsaxe  ist  gleich  dein  Trägheitsmomente  der  Pro- 
jection  des  Dreiecks  auf  eine  zu  dieser  Axe  senkrechte  Ebene  in  Be- 
zug auf  dieselbe  Axe,  wenn  die  Projcction  mit  derselben  Masse  be- 
legt gedacht  wird,  wie  das  ursprüngliche  Dreieck. 

Kliminirt  man  nicht  //'  +  v'  +  »"*,  sondern  a*  +  P*  +  y'i  so  ergibt  sich 

//  =  i  J  0"  +  /  +  r«); 

es  sind  aber  ^  J  •  ;;',  J  J  •  7*,  J  J  •  r*  dio  Trägheitsmomente  der  drei  Seitenmitten 
^t  Ol  fit  wenn  in  jeder  derselben  die  Masse  }^  J  concentrirt  gedacht  wird,  d.  h.: 
Das  Trägheitümoment  einer  liomogcnen  Droiecksfläche  in  Bezug 
auf  eine  Mittclpunk tsaxc  ist  gleich  dem  Trägheitsmoment  der  drei 
8oitenmitten,  wenn  jede  von  diesen  den  dritten  Theil  der  Dreiecks* 
masse  enthält. 

Fällt  die  Axe  //  in  die  Ebene  des  Dreiecks,  so  fallen  die  Prujectioucn  n,  ß,  y 
der  Seiten  auf  eine  zu  //  senkrechte  Ebene  in  eine  Gerade  und  ist  et  -{•  ß  -\-  y  =^  0 
also  das  Quadrat  jeder  von  ihnen  gleich  dem  Quadrat  der  Summe  der  beiden 
anderen.     Daher  wird  liiorfür  1/  =^  ^  J  (««  +  (J«)  =^  ^\  J  ia^  +  nß  +  ß«). 

Die  Gleichung  //  =  ^  J  (p^  -\-  q^  ^  r*)  wollen  wir  noch  benutzen,  um  das 
Trägheitsmoment  für  eine  in  der  Ebene  des  Dreiecks  liegende,  durch  die  Ecke  C 

gellende  Axe  h'  zu  bestimmen,  indem  hierfür  p,q,r 
die  Perpondikel  von  den  Seitenmitten  P^  Q^  R  mm! 
iii.  eine  mit  //  durch  den  Massenmittelpunkt  parallel  ge- 
legte Axe  h  bedeuten  (Fig.  254.).    Ist  «  der  Abstand 
•^■- •. ./ .>^       ^ö*  Massenmittelpunktes  von  ä',  so  wird 

■    -^J^:^/  //'  -  i  -j  (/''  +  ?'  +  '•'!  +  ->•**■ 

P'v  /»  /i  /"^  "h^  Hozeichncn  wir  jetzt  mit  r/,  h  die  Abstünde  der  Ecken 

\/    '      /  -  ^/     U  von  //,  so  wird 

/      ^^,     /  V  ■=  4  ("  +  ^*)  —  'S     V  =   i  ''  —  S     r  =    i  «  —  «, 

/  odi'r  weil  .V  =  J[  («  -)-  ^): 

V      -  i  («  +  '')  1    n  -  l  '/>  -  -*  ")»    '•  =   i  («  -  2  h\ 
folglich:  p^  +  V«  +  ;•«  =--=.   J  (</»  +  /y»  -  -   ah), 

also:  //'  -.-.  1  J  (rt«  -{-  nfß  +  //-';  . 

4.  Das  Triigh  nit  s  inuiiiciit  der  ho  1110^  i' nun  Fläclie  eines  regulUreu 
V^ielecks  in  Hezug  :iuf  dio  zur  Figur  senkrechte  Seh  w  orpunktsaxe 
zu  finden.  • 

.'>.  Die  Träghi'i  tsmoinen  to  für  ein  rechtwinkliges  Parallelopiped 
untl  ein  drci.seit  igus  gerades  Prisma  zu  finden. 

5^.  12.  Wir  wollen  jetzt  die  Kiclitungeu  der  Ilauptaxen  und  dio 
Grösse  der  IIau]>tträglieitsmoniente  für  einen  beliebigen  Punkt  O  (xyz) 
des  Kaamcs  mit  IlüH'e  der  bekannten  Elemente  des  Massenmittelpunktes 
S  bestimmen.  Das  Trägheitsmoment  für  irgend  eine  Axe  h  {a  ß  y)  des 
Punktes   0,   welche  von  S  den  Abstand  d  hat,  ist 

7/  -=  A  coii^  u  +  /;  cus^  ß  +  C  cns'  y  +  Md''\ 

oder,  wenn  wir  lieber  mit  den  entsprechenden  Trägheitsradien   o,  m,  6,  »* 
die  Untersuchung  führen  wollen,  so  ist 

q'^  =  (r  ras-  (c  -|-  /'*  cos^  ß  -|-  c*  cos^  y  -{-  r/*-, 
oder  weil 
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it'         .»■•'    1     !/•'  -j-   z'         i.r  Cits  r  -\-  tf  t'ns  |j  -(-  :  *'ti.\  ;•>•' 

u II   #••         j-  -|-  »/■    ■(-   :■    iHt , 

o"'  (if*  -|-  ;•■)  rii>- «  -|-   '//•'  -f-  /••'  fit.s'  fi  -\     i#-*   -i     /•' I  »•««>•)• 

(.1  rn.v  fi  -|-  //  rns  ,j  -|-   :  ms  yr. 

1*111  ilii'  lik'litiiiif|:rii  ilcr  llaiiptaxcii  ilrs  l'unkii-s  "  /ii  tiiitlni,  hat  iiinii 
Q'  in  Hozujj  .int"  ci.  ji,  ;•  mit  Kui'k.siL'lit  aiil"  ras'  n  |  »ha-  ,>  -f  i»i>-*  ;•  1  O 
KU  i'iiioin  Msixiiniiin  odfr  Miiiiiiiiiin  /.ii  iiinrluMi.  Imlfiii  iiinii  l«'tztorr  (iIim- 
chuiig  mit  1)4*111  iiiilii'sliiiimtoii  Fartur  —  A  miilti|iru'irt  und  hif  /nr  vnri^on 
aiitlirt,   t'r^ilit  flif   nilVi'rt'ntiatiitu   nacli  nt.v  r/,   rii.\  ,j,  rus  y\ 

!/#•'  -|-  /■•'         AI  #*n.v  ,J         tf  i,r  «"«lv  fi   -I    v  r»i.v  /i  -}    :  «'"X  ^1 
•■•'    -j-  ;■•'         Äi  t'tis  y  z  I.r  fi»>  fc  -f"   V  '■*^*  f^  "I"    *  '■"•*  /'• 

Aus  (liisrn  <ilricliuii;:i'n  (indft  hicli,  w^nn  man  !*\v  t\vr  Kfilic  nach  mit 
r*fi>  r. .  f'ii.%  j).  riis  y  niultiplicii  t  und  aildirt,  daH.s  k-  *}\  d.  li.  ;;l«*ich  dem 
^i'suclitrn  Wrrtiir  vitii  «/'  iht :  urnn  man  siv  da^f;:i'n  uut  .r,  y,  :  inul' 
tipliriit  und  nach  iIit  I>ivisi«in  ndt  r«'.*»|».  n'  -\  /■■'  »i*.  /#■'  -}-  r*  p', 
r-  ■\-  r-        o''  adflirt,  crliält  man  'iii'  cnliiM-lii'  Cili'iclinn^   fm  dir  Maximal- 

uml   MinimalwiTtliC  viui  o*: 

-III 
.*•  !/•  :' 

-I  -4-  I  ■ 

■I    1      -1         '•    I    *  ■    I      '*  "1    I      I    I      I  I        ■  • 

*i*  ■  f ■  ;■'  w  ff  -1-   r*  «•  »••     i     f"       -  !#• 

fndliih   iMgiht   hif'ii  n>*i-li   lur  dif  ICiilitnn;;  <'i^/    diT  llMMptaxcn  di*ii  l*unk 
tt'N    O: 

I  ■  •  !'■•'•  •  ■  I  * 

1/ ■        .        !■•      ._     I,-  /,-     .*         f—  I,'  I-*        •         /•  II 

•  «  ■ 

|Jl«*    \Vur/.i'lu     d«'r    riiliis(diiMi     Cflcirliun^    lii';;i'n     zwisrln'ii     *i'    }    r*    und 

/#'   4    ;  •'.   /.viihi-lii'n    '/•  -j    I-'  und   •■*'    }    /■'  iiinl  /wiM'lirn    ••'    *    1'  um!    -•     >. 

unil    ili«'  drt'i  Wi-rthi'   vun   /*         \»'  sind   di«*   drfi    I'aianirtiT  Ä.  h.  r  tirrirr 

I'*).ii-!irn   zwi'itrr  ^hdiiuii;.' 

I 

w 

A         .  I  . 
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i'nli'he  mit  di'm   KllipsMldc 
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c«intoail  »ind   uinl   ihnrh  den  Tunkt  tf'.iu:-   tdndurrh^idirn.     Vnn  dii*ii(*n 
FUchcn  ist  ('im*  ein   LIIi|iStMd,    dir  anilfi»'   i'iii  i'iiit'ncliOH    und  die  dritte 
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ein  Doppolhyporboloid.  Die  Proportion  für  cos  er,  cos  ßj  cos  y  zeigt, 
dass  die  Richtungen  der  Ilauptaxen  in  0  die  Normalen  der  drei  con- 
focalen  Flächen  sind.  Das -OrundcUipsoid  um  den  Massen mittelpankt  ak 
Mittelpunkt  mit  den  Ilauptträglicitsnidicn  als  Halbaxen  in  den  Kich- 
tungcn  der  Hauptaxcn  des  Schwerpunktes  wird  von  Clebsch  (Zar 
Theorie  der  Trägheitsniomcutc  und  der  Drehung  um  einen  Punkt, 
Cr  eile's  Journ.  B.  57,  S.  73)  das  zweite  Üentralellipsoid  ge- 
n«annt.  Man  erhält  dasselbe,  indem  man  auf  jeder  Axe  des  Massenmittel- 
punktes die  Länge  ihres  Trägheitsradius  aufträgt  und  in  dessen  End- 
punkte eine  £bcne  normal  zu  ihm  errichtet;  die  Enveloppe  aller  dieser 
Ebenen  ist  das  zweite  Central ellipsoid.     Legt  man   nämlich  im  Punkte 

xf/z  an  dasselbe  die  Tangentenebene,  so  ist     .,  +    i  +  - ..  =  1  deren 

rt'  ö*  c' 

Gleichung  und  erhält  mau  für  die  Richtung  des  Perpendikels  x  auf  die 

Tangentenebone : 


CüS  a  =     .,  ,      cos  p  =    .  •    ,       cos  y  ==     -.,-  , 
/r  b^  c 


woraus  folgt: 


(IT  *  1/ "  ^1 


x' 


und    dies    ist    genau    der    Ausdruck    für   den    Trägheitsradius    der  Axe 
(cfjjy),  wie  er  §.  iJ.  am  Ende  gefunden  ward. 

Die  Grössen  der  Ilauptträgheitsradien  des  Punktes  0  ergeben  sich 
aus  den  Parametern  A,  fc,  v  der  droi  confocalcn  Flächen,  nämlich  da 
r^  —  ^'*  =  A,  jit,  I'  ist,  so  wird  jp  die  drei  Wortlie  haben: 

Wir  können  daher  jetzt  den  »Satz  aufstellen: 

Um  die  Hauptaxen  für  irgend  einen  Punkt  0  des  Raumes 
zu  finden,  wenn  die  Hauptaxen  und  Hau  ptträgh  ei  tsradien 
des  Massenmittelpunktes  gegeben  sind,  construlrc  man  das 
zweite  Centralellipsoid  dieses  Punktes  und  die  drei  mit  ihm 
confocalen  Flächen  zweiter  Ordnung,  welche  durch  den  ge- 
gebenen Punkt  gehen;  die  Normalen  dieser  drei  Flächen  in 
diesem  Punkte  siufl  die  gesuchten  Hauptaxen  desselben  und 
die  Quadrate  der  Hauptträgheitsradien  sind  gleich  den  Sura- 
men,  gebildet  aus  dem  Quadrate  des  Abstandes  des  Punktes  " 
vom  Massenmittelpunkte  und  den  Parametern  jener  PM  ä  ch  e d. 
Dieser  Satz  rührt  von  Bin  et  her  {Journ.  de  Vceoh'  Polytcchn,  Cah.  XVI, 
p.   11,   1811). 

g.  13.  Es  s<M  tt  y-  h  >  c  und  A  der  Parameter  des  Ellipsoids,  ." 
der  des  einfachen  und  i'  der  des  doppelten  Hyperboloids;  dann  ist 


»i"'  -|-  fi  ^*  *>      ''*  -\-  .'•  ,-•  '•      '"*  4" ."  ^'  *' 
A  <  V'  r  --  /*  <  ''■'  <    -  A  •.:  «r, 

ller  k1i*iii8tf  vnii  «ItMi  ilri'!  Hau  pttrii^liritsrailiiMi  i>iii(>H  Punk- 
te« golinrt  aInci  iliT  Kiclit  II  ii^r.  wi'lclic  dl«*  Nuriiiali'  il(*s  mit 
dein  rcntraloUi  |isnicl  conrnrnliMi  Kl  li]iH(i  i  il«  ist,  tl«*r  mitt- 
lere der  Normalen  d  o  k  c  i  ii  fa  i*  h  i>  n  und  der  ^  r  ö  k  s  t  e  der  Nor- 
malen des  dop|ielten  11  y  p  rrboloids  an. 
Aus  der  Gleicliuii;: 


■I  •! 


I  •'  I  ■  .1 

ti"  ~\-  r'  •  —  u"         h-  -f-  r'         ü*         /"  -\-  r-       ■  u- 

deren  Wurzeln  {j^\  u..-,  (i,*  sind,  t'<d>;t,  indem  iiian  den  (*iieflicienten 
Von  if'  ^\v\v\\  der  Sinniiie  di*r  Wurxeln   Hetzt   mit   ^i'ändrrti'in  Viiry.i*ichen : 

yr  +  ^r  +  yr  —  -*  r-  +  «•  +  /;•  -f  #-. 

IMe  (Quadrats  lim  ine  tli*r  llaii|itt  rä  gli  ei  tsradien  eineH  l'uiikteN 
lileilit  d  all  er  mit  r,  d.  Ii.  für  alle  l'unkti*  auf  einer  um  tlen 
MaNsenmittel  |iu  11  kl  liesflirielienen   Ku^elt'läche  couMtant 

Ks  entstellt  die  Fra^e,  idi  es  nirlit  l*uiikte  .«-.  //,  :  im  liaunie  i;elje, 
ftir  welche  zwei  Ilau|>ttr:i*rlii'itsr:idien,  alsn  aurli  zwei  Haupttrii^lieits 
niiiniente  einander  ^leirli  werden  und  tVd^lirli  das  i  'e!itralelli|iNiiid  ein 
KiitaiiiinHelli|is«iiil  wird.  Pa  ied«*r  ])iaiiieter  ili*.««  ( 'nilrahdlipsnidM,  wid 
clier  in  die  Kl)t*nt'  der  gleichen  llaii|ittra;;lieitsradien  Hillt,  in  iliesem 
Falle  aIm  llanptaxe  aii*;eselieii  wenleii  kann,  ho  müssen  dii>  (fli*irliun^en, 
welche  die  Kirlitiiiip-n  der  llanplaxen  aiipdieii,  für  Hoh'Le  l'iiiikte  un- 
alihAn);i|i^  vun  n,  ji.  ;'  ert'iillt  wenleii.  Dies  liefert  aber  die  drei  Falle: 
^  15=  n  und  11^  -j-  /■•  -  n'  -  O,  iider  v  -  n  und  fr  -\  r'  j*'  I», 
••der  :  -  O  und  *•*'-{  /■  *r  *K  I  »ie  t'urvi-,  aiil"  weloiier  ili-r  Punkt 
X,  }f,    Z    in    tlieseii    l'':i!li'ii    ile>;t .    ist    deniiiarli : 

'.        o.  •'•■     ..f     .•••■     .        ,] 

I  fi*   ■ —  ir  t"  —  n'  I 

<»der : 

I  -*         .         •<■'  I 

V       •».      .       ...  H      .       ,.       1    . 

I  t"  h'  tl'  h-  I 

oder : 

|:         '..        .'■     ,1         "•■     .         ,]. 

I  H'  I"  tf  -    i"  I 

Vnn  diesen  Ciirveii  ist  eine  iina^iiiiir;  tiir  «i  ^  •  /*  ...  r  it»i  e.s  die 
f>rBt<*9  in  der  f/:-Klieiie  liep'inle:  vitii  ileii  )>eii!fi)  .inderen.  welche  in 
dra  lifiden  aiidi*reii  ( 'iiurilinateiielii*iii-ii   liefen,   \>\  die  eine  eine  FilIipMi*, 
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die  audere  eine  Hyperbel.     Sie  sind  identisch  mit  den  Focalcurven  des 
Centralellipsoids. 

Man  erkennt  hieraus  weiter,  dass,  wenn  für  einen  Punkt  o:,  y,  ; 
alle  drei  HanpttrAglicitsmomente  einander  gleich  werden  und  alle  Axen 
üauptaxcn  sind,  also  das  Trägheitsellipsoid  eine  Kugel  werden  soll,  er 
auf  der  Focalellipso  und  Focalhyperbel  zugleich  liegen  muss.  Die  Ebenen 
dieser  Curven  schneiden  sieh  in  der  grüssten  Axo  des  Centralellipsoids; 
sollen  dieselben  einen  Punf^t  gemein  haben,  so  muss  die  kleinste  Axe 
gleich  der  mittleren  werden.  Für  a  =  b  <i  c  ist  die  Entfernung  solcher 
Punkte  vom  Schwerpunkte  *  =  +  V^^  —  ^^'  Mru  gelangt  hierzu  anch 
durch  folgende  Schlüsse. 

Ist  0  ein  solcher  Kugclpunkt,  so  ziehe  man  SO  und  lege  durch  S 
und  0  Ebenen  senkrecht  zu  SO.  Da  alle  Axen  h'  in  der  durch  0 
gehenden  Ebene  gleiche  Trägheitsmomente  besitzen,  so  können  irgend 
zwei  beliebige  zu  einander  senkrechte  derselben  als  Hauptaxen  des 
Punktes  0  angesehen  worden  und  da  die  drei  Hauptaxen  eines  Punktes 
alle  drei  unter  einander  senkrecht  sein  müssen,  so  folgt,  dass  SO  gleich* 
falls  eine  Hauptaxe  für  0  sein  muss.     Vermöge  der  Gleichung 

ir==  H  +  M '  sty^ 

folgt  aber  weiter,  dass  auch  alle  Axen  h  in  der  durch  S  gehenden  Fa- 
rallelebene  gleiche  Trägheitsmomente  H  besitzen  müssen.  Der  Punkt  0 
muss  daher  noth wendig  auf  dem  Perpendikel  liegen,  welches  im  Schwer- 
punkte auf  einer  der  Kreisschnittsebenen  des  Centralellipsoids  errichtet 
werden  kann.  Soll  aber  eine  Hauptaxe  eines  Ellipsoids  auf  einer  Ebene 
eines  Kroisschnitts  senkrecht  stehen,  so  muss  das  Ellipsoid  ein  Rotations- 
ellipsoid  sein.  Daher  ist  die  Ebene  senkrecht  zn  SO  durch  S  die  Ebene 
der  gleichen  Hauptaxen  des  Kot«ation8centralellipsoids  des  Schwerpunktes 
und  liegt  0  auf  der  dritten,  ungleichen  Axe.  Der  Abstand  SO  findet 
sich  durch  die  Bemerkung,  dass  der  gemeinschaftliche  Werth  //'  aller 
Trägheitsmomente  für  O  gloicli  dem  dritten  Ilauptträgheitsmomente  der 
Massenmittelpunktsaxe  SO  sein  muss.  Heisst  dies  C  und  sind  A  ==  B  die 
beiden  anderen,  so  folgt  ('  =  A  -]-  M  •  SO*  und  hieraus 

—  A 

M 
Damit   dieser  Werth  für    SO   reell   sei,    muss  C  >  -•/   sein.      Man    erhält 

daher  den  Satz: 

Damit  1*  unkte  existiren,  für  welche  das  Central  ellip- 
soid eine  Kugel  wird,  ist  erforderlich,  dass  zwei  Haupt- 
trä^heitsmomcntc  des  Massenmittelpunktes  einander  gleich 
worden  und  ihr  «i:om  einsam  er  Werth  kleiner  als  das  dritte 
Hauptträgheitsmomont  sei  (das  Cen tralellipsoid  ist  ein  ab- 
geplatto.tos  Rotationsellipsoid);  ist  diese  Bedingung  erfüllt, 
so  gibt  es  auf  der  A  xi;  des  dritten  Hauptmomentes  zwei  der- 


»«-+/'■- 
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artige  r  II  n  k  1 1*  «1  i  r  n  ij  o  i  t  h  ii  im)  j  «•  ii  s  c  i  t  a  v  imii  M  a  k  ^<  <*  ii  in  i  1 1  <•  I  j)  ii  ii  k  t  e 
in  gleich  Pill  Ahstaiiil«*. 

IU*iin  l'fbnrg.'ingo  vtiin  MaH.s«'iMuitt(*l|tiinktf  >'  y.ii  i'in«*iii  an«1«'rtMi  INnikt« 
o  ändern  kicIi  im  All^j^cMiicincn  <lii'  Uiclitunp'ti  ilcr  llaiiptaxiMi;  j(*ilocli 
lt|f*ilien  sif  sli'li  parallel,  wenn  <i*'r  l'unkt  O  auf  c*in«*r  Scliw(*r|iiinkttt- 
liAuptaxc  hrltist  lio;:t.  IhMin  «*int'  üoIcIm*  Axc  ibt  Ilaiiptax«'  »lifr  mit 
(li*ni  CLMitralcllipHoiil  cnntocaliT  KliiciiiMi.  l.-i'liri);i*ns  «T^iht  sich  ilirser 
Satz  aiti'li  auf'  fol^fiiilr  Weist*  Hohr  finfacli.  Vnr  AUfm  ^lellt  man  niini« 
licli  «'in.  ilasH,  wonn  Sit  eine  llauptax«*  für  ili-n  MaHNfiiiiiitti'liiunkt  iat,  bii* 

zngleicli  für  allo  iliri>   Pnukli*   o   llauptaxi'  iht.      Drnn   zwvi  von  den   In- 

-•  •  • 

t«*graitMi  /  ,v :  f/m,  /;.ir/i/i,  JA'tjdm  1»ehalton  liri  «Ifui  Furttioli reiten  Kinn 
Punkte  ''  cnnstanttMi  Wertli  um!  ttinil  als«i  furtwalirend  Null,  wenn  nie 
e&  für  N  waren.  Da  die  Axe  SO  eine  Uauptaxe  für  "  i.st,  hn  liegen  die 
beiden  anderen  Ilanptaxen  des  Pmikti-i»  O  in  einer  zu  So  Henkrechten 
Kbene.  Nun  zielte  man  die  liaiiptaxen  in  .S  und  IaH8e  zwei  l'arallel- 
linien  h  uml  h  nich  um  N  und  o  und  zwar  senkreeht  zu  So  drehen; 
die  'rriigheitHmoniente  in  Hezu«;  auf  stie  seien  //,  //'  und  hesteht  zwiücheii 
ihnen  die  Kelatinn  11'^  //  +  .V-  >'*'.  d.  h.  die  DitVerenz  //  //  der- 
liellien  ikt  furtwiihrend  t-niiMtant.  Hrreicht  daher  \sahrend  iler  Drehung 
//  Kein  Maximum  oder  Minimum,  no  findet  die«  zugleich  auch  hei  it 
atatt;  hieraus  f'dgt,  da.NK  die  Axen  der  kleinsten  und  grij^Hten  Triig- 
liciUfmonienle,   d.   Ii.   di«'   Il.iuptaxen   parallel   sinii. 

§.  lt.  Die  Tunkte,  fiir  wt>lche  i*in  llauptträglieitnradius  \f  ciin.**taut 
gleich   X  ist,   Iio;:en   auf  der  Kliiclie   vierten   <ira'!e.s: 

■  'I 

4.  •' 

tr         X'  -f    .» •  -\-  //•  -}-  :•         ''■         '''  -T"  •*      I    V    +  •* 

r*         Y.'  -•     .1  ■  4-  V  -♦-  r- 

Inileni  man  x  variiren  lüsst,  erhalt  man  die  ^raii/.e  ."^chaar  derartiger 
Flachen,  welche  in  p*wi.s(iem  Siiiiii-  coiifucal  genannt  werden  knnneu. 
Sie  zerfallt  in  drei  rartiaUchaari-n:  für  die  fim*  ist  x*  zwischen  r*  und 
//%  t'iir  die  anii<-re  y.\%isclien  fr  und  'i\  fiir  tiie  il ritte  zwiNchen  *r  und  X 
enthalten.  Vax  der  letzteren  tiattuii^  gehört  die  K i- e s n e l'hclie  Wellen- 
fläche   der  doppellirechendi'ii    Medien. 

{i  \U.  Die  Tlienrie  der  Diviatii>nsniiimi-iiti*  ^m.tif,  2  r/i  y : ,  ^mzj: 
i»t  in  neuerer  Zeit  (ie^reustand  i'iner  intere>.«i. inten  Schrift  ^eunrdeii 
%*«tn  II  a  t  ti  n  «1  e  I  a  <  1  lui  p  i  1 11  ••  i  »■  -.  V»  mmr-i'  >»ij-  uhr  thr»trtf  uuuvt'lh*  i/*' 
la  gt'ttmttnr  ilrs  mtt>si>  iJnurn.  lir  i  i>'nir'  inthft.  "i7'""  cali.  p.  '!.*»  Aul 
einer  neuen  (irundla^e  mit  lluilf  des  .,ima;;i  mireii  IÜIiIi'n  de»  Se- 
ilte nm**  behandidt  tiie  Theiuie  der  Ilauptaxi'ii  llesM-  in  beinen  ..Vnr- 
leaangen  über  analytische  (if>>hi«'trie  des  Kainncs.  iufebt>«iindere  über 
ObcrtlMcheii  zweiter  Urdnun^"   '.'J.'i.  und   L'i«.  \'<ili'>nng  . 
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Xn.  Capitel. 

Aequivalenz  und  Reduction  der  Momentankräfte  am  unveränder- 
lichen System. 

§.  1.  Die  Momentankraft,  welche  einem  Punkte  von  der  Masse  m 
die  Geschwindigkeit  v  augenblicklich  zu  ertheilen  vermag,  hat  die  In- 
tensität mr,  fällt  in  die  Richtung  der  Tangente  der  Bahn  des  Punktes 
und  stimmt  dem  Siunc  nach  mit  v  überein.  Im  Folgenden  werden  wir 
die.  sämmtlichen  Momentankräfte  eines  in  Bewegung  begriffenen  unver- 
änderlichen Systems,  welche  dessen  Punkten  zur  Zeit  t  ihre  Geschwindig- 
keiten zu  ertheilen  vermögen,  auf  ihre  Resultante  und  ihr  resnltirendes 
Paar  rcdnciren.  Auf  die  Benennung  der  Grössen  i/ir  als  Momentan- 
kräfte ist  dabei  kein  Werth  zu  legen  und  kann  die  fragliche  Redncüon 
auch  als  eine  Reduction  der  Geschwindigkeiten  angesehen  werden,  wenn 
man  einen  Punkt  von  der  Masse  m  als  m  fach  im  Sinne  von  Cap.  h 
§.  1.  auffasst  und  sich  denkt,  dass  jeder  in  dem  Gesammtpunkte  von 
der  Masse  m  enthaltene  Partialpunkt  die  Geschwindigkeit  v  besitzt,  iu 
Folge  dessen  die  (ieschwindigkeit  v  bei  der  Reduction  am  Rednetions- 
punkte  tn  fach  in  gleichem  und  entgegengesetztem  Sinne  anzutragen  ist. 

§.  2.     Wir   beginnen    mit   dem    einfachsten    Falle   und    nehmen  an, 
das  System  besitze  zur  Zeit  t  eine  Translationsgeschwindigkeit  p. 
Die  Momentankräfte  mr,  welche  Richtung  und  Sinn  gemein  haben,  lie 
fern   für  irgend  oin(*n   Reductionspunkt  O  eine  Resultante 

li  =  =  £  m  r  =  r  2!m  =  M  v 

derselben  Richtung  und  desselben  Sinnes,  wobei  M  die  Gesammtmasse  des 
Systems  bezeiclinet  und  ein  l'aar,  dessen  Axenmoment  iV  senkrecht  m 
R  ist  und  mit  Hülfe  des  Polygons  der  Axennioniente  aus  den  Axenmoinen- 
ten  mvpy  mrp\  m"vp\  ..  .  hervorgeht,  wo  die  Grössen  ;>  die  Abstände 
der  Momentankräfte  vir,  w'/',  //«"w,...  vom  Punkte  0  darstellen.  Nach 
Cap.  V,  §.  .*J.  ist  daher  das  Kräi'tesystem  der  Kinzelresultanten  R  =  Mr 
äquivalent,  wolche  längs  der  Oentralaxe  wirkt.  Dasselbe  besitzt  einen 
Kräftemittelpunkt  und  dieser  ist,  da  die  Kräfte  mv  den  Massen  der 
Angriflspunkte  proportional  sind ,  der  Mittelpunkt  der  Massen.  Daher 
der  Satz: 

Die  Momentankräfte  eines  unveränderlichen  Systems, 
welches  zur  Zeit  /  eine  Translationsgeschwindigkeitr  be- 
sitzt, sind  ä([uivalent  einer  Einzelresultanten  R  =  3/r,  gleich 
dem  Produkte  aus  der  Translationsgeschwindigkeit  r  und 
der  Gesammtmasse  M  des  Systems,  deren  Richtung  durch 
den  Massenmittelpunkt  geht  und  welche  mit  der  Trans- 
lationsgeschwindigkeit  parallel  und  gleichen  Sinnes  ist. 


XII.  Cu|i.     r>ii>  Miinii'nt.-iiikrirtf  ,  iw>|rlif  riiiii  \Viiiki'l<i^i'SL-liU  iii.I.  «•ntuprerlii-n.     7r>i'> 

Diese  Mniiit'iitrinkralt  //  vciniii^  fiiicni  rinikli'  vnn  ilci  Mhhsi*  M 
tli«*  <iescliwiiiili>^koil  r  /ii  iMtlicilfii ;  intlcui  111:111  /ii  ilii'siMii  l'uiiktc  «liMi 
^iaitheiiiuitti'Ipiiiikt   \«.'ilih.   tulj^t    urittM: 

Di 4*   KcMil  t:ui  t  e   Ii  lit'-it/t    fini*    1 11 1  f  iihi  t  üi .    v  crniii;;!*  ^  v\ 
vliOT  hie  ilo  III  M  ahsi'ii  mit  1  r  1  |iii  n  kl  r,   wi-  n  n    inj  li  in  il  i  r  (1  t*s:i  mint  - 
iiia^h«*    tirs    Systems    v  o  if  i  11 1  ;rt    war«',    «1  i  •■    ( ■  cm-Ii  w  i  n  <l  i  i;k  eit    1 
zu    ertliei  li'u   v  eriiiMcli  t  e. 

^.  'A.  Dhs  Systfiii  lti>sit/.i*  ciiK*  \V  i  n  k  c  1 '^rsrliw  i  11  <1  i;:k  1*  it  iL  um 
•  tii?  .Mtimentaniixe  *■  <  l'i^.  'Ji»»t..:  >\ir  iTsi't/i*ii  ilioNfllM'  ilurrli  ilie  ii.'ini- 
liclu'  \Vink«'l';rNrIiwiiiiH;:k«'il  iini  «llr  /.n  r  |i:ii:iili-l('  Am'  *",,  ilrs  Mamsell - 
iiitlt«*1|iiiiiktt's  X  iiiiil  ilii*  'ri-aiiNlatiiiiisi:i*srlivi  iiiilij^kt'it  ila.  wi>  n  ili'n  Ali 
•«taiiil  lit'jiU'r  Axcii  ln-iliiitct .  wi-lcli«'  lii-iili*  /.ii-aiiiiii«'!!  Jriii'i'  ai|iiival«*nt 
•»iiiil.      Dif    4 ii'siliw iiiili;4k«*it   lin   Im    .si'iikrcclit    /u    «Icr    KIm'IK'   ''''„■    hikI 

ii^.  /.. 


r 
O 


r 


'., 


// 


—        _  " 


X 


r 

• 

*//  ^/?           fff      ,. 

.    «v.        .    i'x 

-  ^  % 

•  ^  " 

r^ 

-''        rViV       V 

;;leicli  tlfi  (M*M'1i«iii(li;;kiMt,  \v«*l(lh'  ilci  Massi'nniitti'l|tiiiikt  in  r«i1;;e  iIit 
NViiikrIi;fM'!iwiii(1igk«'it  11111  ''  ln'.sit/.i  Die  MniniMitaiikratte .  wrlcln'  ann 
*l  Ulli  <*  iMit.s|tiin^iMi ,  hinil  .ii|uivalt'iit  ilcii  M<inii'iitankiätti'ii .  wrlclie  il 
Ulli  '„  nnil  Jer  'riau.slatiiiii.s*;(*hi')iwiiiili;;ki*it  itn  /us.'inimiMi  ('nt^|iri*i'lii'n. 
Dil-   1«*tztrr«'ii    }<inil    .-ii|iiivali'ii1    ^.  '-.    <li'i   !ki>Mltaiitrii    /!  yiiu.    welflü* 

c!i«ri.-li  ii**n    ^lasi•«•ll1nittl■l)lUllkt    >  liin>liirrli;;rlit   ninl   mit   tliT  'rianNlAtimi.s 
i;fl*irliwi  11(1  i;;k fit   Sin    nach    Kiilitun^    nini    Sinn    iitiri«'inhtimmt       Vi*rinii*;i* 
ilf*r   \Viiiki-1u^«'.srliM  iii<ii;;k('it   It    um   r,,   lifnit/t    rin    Tunkt    M  ilcs    S\^ti'ins 
im    A)i!>ttaiiilc     V/'         ;    vnn    «li-i     Am*    ••,    «lie    <  ii'M'li»  iiuli^ikrit    Sir    si*nk 
r»'flit   xnr   Kl»fiir   *f,.r.   miil  \\i'nn    "i   srini'    Ma>»«r   lic/i'irlinrt.   m»   ist    miit 
<lit'    Monii'iilankral't .    wrli'ln'    ilini    ilirsrlli«'    /.u    rrtln'ili'ii    \t*rnia^.      IntliMn 
wir  iilli'   o(i|i-)ii'    Mniiii'iitanki.-itti'    i'ai.'dli'l    iriit    iliifi    Kirlitnn;;   in   lu*iili'rli'i 
Sinn    iliiM'li    il<*ii    l'niikt    "^    iiin'luii-lili-^t'u .    i'rlialti'n    ^ii     im    >   al.s    Krtlnc- 
lioiife|uiiikt    t'in   A^^K'^iit    \<in    Kiit'ti'n   mSir,    iliicn    Kiilitiin^«*!!    hiininil 
licli   in   ciiM'    •luitli    N  ;:flii'n<i>- .    /u    '.,   M'iikrt'i'litf    lllii'ni'    lalliMi    nml    i-in 
A)!j?ri'j;at  Vnn  Kr:ilt»'|iaari'n    »nllr     s  1/,   ilci«'ii  A\«'nmiHiifnti'   \\v\\  HliiMirn 
•*„r}    |i.'inill*'I    Hiihl.      Da«»   •'i'»tin'    A^v*'*'r'**    li'-tfil    •iiu*    Krinltanlr 

/:'         II'  *.      nSir^iiiStf..         , 
wrK'li**,    «la   ««aiiiiutliili«"    Kiatli-  li    {Mi'iMUtii'n.'i!    -in-l.    ilii'-i'i   (I|«i«.si'   hi'H»*.t 
t*r«>iHiitii>nal  i^f ,  «••I.ism  ,-ii- 

/;       Si    /;-    -.  •  .  '■'  ^ 

Ü.  hr  .  :       Il I      CA.       1      Kl    ■    I«  \> 
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wird.  Ziehen  wir  durch  S'  senkrocht  zu  r,)  irgend  eine  Gerade  /  nud 
projiciren  das  Polygon,  welches  /?'  liefert,  auf  sie,  so  erhalten  wir,  wenn 
A,  A',  .  . .  die  Winkel  (r/),  (/*'/),  ...  bezeichnen,  für  die  Projection 
von  R'  auf  /  die  »Summe  ZmrcosX^  oder,  wenn  wir  r  cos  k  =  ar, 
r  cos  X'=  iv\  , ,  .  setzen,  £mn\  Diese  Grösse  ist  aber  die  Summe  der 
Momente  des  Massensystems  für  eine  durch  S  gehende,  zu  /  senkrechte 
Ebene  und  als  solche  vermöge  der  Eigenschiiften  des  Massenmittelpunk- 
tes für  jede  solche  Ebene,  also  für  jede  Gerade  /  Null.  Daher  ver- 
schwindet I{  und  ist  das  Aggregat  der  Kräfte  m^r  an  S  im  Gleich- 
gewicht. Das  Aggregat  der  Krilftepaare  m^r  •  S3I  spalten  wir  aber 
zunächst  in  zwei  andere.  Indem  wir  durch  die  Projection  p  des  Punk- 
tes ^1/  auf  die  zu  r„  senkrechte,  durch  S  geführte  Ebene  gleichfalls  zwtn 
entgegengesetzt  gleiche  Kräfte  in  Sir  legen,  erhalten  wir  an  Stelle  des 
Paares  milr  •  SM  die  beiden  ihm  äquivalenten  Paare  tnSlr'*,  dessen 
Axenintmient  parallel  i\i  und  mSlr  •  Mp^  dessen  Axenmoment  senkrecht 
zu  r,,  ist.  I^ie  sämmtlichen  Paare  der  ersten  Art  summiren  sich  nnil 
liefern  ein  Pa.ar,  dessen  Axenmoment  N  =  SlZmr^  parallel  r„  und  glei- 
chen Sinnes  mit  Sl  ist  und  die  Form  iV==ii,Vx„'-  annimmt,  wenn  man 
das  Trägheitsmoment  Zmr*  des  Systems  für  die  Axe  r„  als  das  Produkt 
der  Gesammtmasso  M  und  des  Trägheitsradius  x,^  für  diese  Axe  darstellt. 
Die  Paare  der  zweiten  Art,  deren  Axenmomente  den  Ebenen  (r„r)  pa- 
rallel sind,  liefern  mit  Hülfe  eines  ebenen  Axenpulygons  ein  Paar, 
dessen  Axenmoment  l\  wir  in  zwei  andere  Axenmomente  A";,.  nud  K^ 
auflösen,  l)eide  senkrecht  zu  <;„,  von  denen  aber  das  erste  der  Eben« 
(r<'„)  parallel,  das  andere  senkrecht  zu  ihr  ist.  Indem  wir  Cq  im  Sinne 
Von  ii  als  jjositive  r-Axe,  die  Kichtiing  SC  des  Abstandes  //  des  Massen- 
mittelpunktes von  r  als  jjositive  .r  Axe  und  das  Perpendikel  SY  auf  die 
Eben<»  (''„)  als  y-Axe  eines  r<'chtwinkligen  Koordinatensystems  der 
.r.  Vi  '  ansehen,   wobei  wir  den  i»(>sitiveii   Drehungssinn  der  ;<*;/ -Ebene 

mit  dem  Sinne   von  Sl  übereinstimmend   wählen,  erhalten   wir.   da   —  '   . 

/■ 

die  Iiiobiiui^^sinsinusse  der  Axe  pS  des  Paares   mP.r  •  Mp  --  tnSlr: 

^eiM'U   die   A\en    d«'r  ;r   und   y  sind  : 

/i'.  Sl  ^  m  .!•  :  ,        /i ,,  ■        -    i}  JL'  ///  //  : 

un<l  mithin 

l\  ■■■  ■  Sl  I  (Jl' /// .1' : )-  -|-  {^ffff/')'\'*^ 


sowie     Mir    ilie    iSeigun^    t    von    A     ^e«>;iMi    rlie    ,r-Axe:     ttj  i   -.=.  '      ■ 

.Setzen   wir   grösserer   lieberrMustinimunic  niit  iler  nezeiihnnni-^  der  Träg- 


heitsmomente  wejren  : 


^ni.r:  ,.,  2."/;;//:  ., 

,1/  '  •  M       "  ''■■ 


i 


XII.  Ch]»       l>i>*  Miiini'iit:iii»«i  il'ti  ,  Wi-lrln-  ■  im  r  \Vinlti'l'.ri*ii«|iwiii<I.  onlitrorhoii.      7**^ 


iio*;ntiv,   alhn  A,  ii  iiuajiii.'ir  :iu>l:il|i'u    kininrii.    i<*   nni'liilfiii  ilii*  |)i>vi:ilioiiN- 
iiioiiM'iiti-  ^in.i:,  ^".'v:    (iii-sitiv  i>iIim    iH-;r'itiv    siiii) ,    mi  htclli'ii  sirli   A'.., 


A*.  - 


JM/A-,      A, 


i»  l/ii'.     A     -  *1  »//  ;•■    i    .1',     r// 


Wir  or)ialtiMi  li-ilnT  NiIilij'sNlIih  fiir  «las  ifMiltirfiiilc  I*;i;ii  /•'  iIit  Miiiiifiitiui- 
knit'ti'   für  dif    Ki'iiuct'hiii   i|«*h   M.'ivstMiiiiittr<l|iMnkti'.s   uikI   für  ilii*   liiilitiiii*; 


t: 


I  .^•    :    A,     :    A  ,'       llMi  y..:   :   ä-   •   ,l^ 


«■ii.v  ir  «'i#\  ,i  «'ilv  r  I 


A ,  A  ,  V  /. 

|>li'   Ki-Miltaiit«'   /i'   iihil    <l:i.s   I*.-i:ii-   '•    ^in>l    iii'iiiii;irh    ilnii   Sv^lfiii   ili-i    M>> 
iiifiitaiikrürti*   ä(|iiiv:ili'iit   iiinl    \\ii-   iili.illrn    iliii    Satz: 

Mir  ^[  t»  III  r  11 1  :i  II  k  i':i  f't  I'  i'iiH's  11 11  V  c  1  :i  ii  il  1*  r  1  i  c  Im*  ii  Svstt'iiis, 
wfli  li('>  i'iiH'  \V  i  n  k  I' 1 ;:; (* ^c li  \v  i  II  i|  i ^k  I' i  t  11  um  «'iiii*  M  itiiir  11  tan - 
A\o  «'  im  A  )t  N  t  a  11  il  v  «1  \  ■iiii  AI  a.NSf  11  in  il  t  >*1  |i  it  11  k  t  r  N  licsi  t  / 1 .  si  11 «] 
;if|ii  i  va1«'ii  t  «•  i  11  c  r  I»  r**  u  I1  :mi  t  •>  11  A' ,  wcli-ln-  •liiirli  ilfii  Mas.si*ii 
tu  il  t  <*  I  |Mi  II  kl  II  i  II  il  n  I  r  li  ;^  i'li  t ,  in  V 1' r  M  ii  •!  11 11  ^  mit  i'iiii'iii  rcsiil 
li  ri'  II  i\  »■  n  l'aa  vr  .  il  i-  s.s  i'h  A  \  v  u  in  i»  im*  n  1  '."  i  111  A  1 1  l'  «*iiii'i  n  r  n  ■'••  *'t*  n 
ilif  M<i  mcii  t  aiia  \  !•  ;;i'iii'i^M  !>!  Hie  I»'«*  s  ul  t  an  1 1>  i.st  si*ii  k  r  i'clit 
7.11  (ItT  KImmii*.  \\  «' I  r  ti  I*  <i  r  n  M  :i '<  M' Il  Uli  1 1  «•  I  |Hi  II  k  t  n  ii  il  liii'  M<** 
miMitanaxr    i*ntli.'ilt.     .-« i  «■    lii'>ii/1    i'iii«'     I  n  t  f  n  ««i  t  ■(  t     /!  VHfx, 

vi*riiiii^i*  wi'lt'iHM'  ">  i  I'  «lii'si'iii  rnnkti'.  \vriiii  in  iliiii  ilir  (ir 
K aiiiiiit  ina  N  "•  t'  il  !•  s  S  \  s  t  I' m  1  vi- !■••  i  n  i ;; !  ;r«'ila(lit  w  i  1  il .  «lli»  (Ji«- 
•irli  w  i  imI  i ;;  k  r  i  t  ün  Y.M  f  1 1  II  (' 1 1  r  II  vi'ima;;.  wfltli«'  il  (>|-si»l)>(*  il  i' r 
W  i  11  kl*  l^t' *<  r  II  \^  i  II  •]  i ;:  k  I- i  t  um  ilii'  ^[  •>  111 1*  ii  t  an  a  \  i'  \i*rilMhkl  11  n  il 
Ntiniiiit  in  liii-litun'^  uii<ISinii  in  it  il  i  ms  i*r  nlirifln.  h:i.sA\f'ii* 
in  *Ui  *'  n  t  f'  il  •'  •«  r «'  V  i|  Il  j  |- 1*  n  il  r  n  |':i  a  m*  >  ist  il  •■  r  \\  1  n  k  i*  I ::  •■  hi  |i  u  i  n 
«li'jrkt'it   11   |»r  •>  ]i  ••  rt  i  ••  II  :i  1 .    si-ln««    ( 'um  |iii  n  i*  n  1  •'     V  .*!'//,'.    \*:i 

rnllcl    il  I' r    M  •■m  •' n  t  a  n  a  \  r.    ist    il:!**    l'rmlukt    au*«    ili'i     Winkel- 
;.'«•  s  I' li  ^^  i  II  il  i ;;  k  I- i  1     unit     ili-m      I  1 -i ::  li  c  i  t  ^  in  um«*!!  t  r     «Ifs     S\s|i'nis 
Tiir    «lii'    /iii    M '■  III I' 11 1  :i  M  a  \  I'    p  a  I  :i  1 1  <- 1 1-      \  \  i*    ili's    M  a  •«>.«•  n  m  It  1 1*  I 
iiunkti'^;     siiiic     /Ml     \|  >•  IM  •' 11 1  .1 II  a  \  t'     si>  11  k  1  i-r  lit  •■    (*iiiii  |i  •>  n  r  nt  f 
A'   /•-r  lallt    in    /.  vs  •' j    .iimIi  !••.    ^  1 1- i  r  li  t'al  l>    /.  u    ilicsri    A  x  i*    ^  i>  11  k 
ifi-litt'     ( '•■  m  |i  ••  n  >' n  I .- M  ,     \iim     iIimm'ii    <ii«>     i-ini'     A  .' '  ^' m  .1  : 

il  t*  r  Klit'iic  i|«',  M  .1  >•  s  I' 11  m  i  1 1 1' I  |i  11  u  k  t  r -«  u  n  ■!  ii*'i  \|  ••lucn  t  aiiH  \  •* 
tinran**!    I.intt.    \\.ilii<'ni|    ilif    aiiili'rc    A.  .'£  ^' ■'■'.>/  :    zu    1  li  r 

MMikr«*i'lit  i«t  liji'  ( '  ••  m  {■  ••  n  I' n  1 1' n  A  .  A  ^iii>l  ilii-  l'iii<liikli' 
aiiK  (l  (■  I  ii«';;atl\  j  f  n  •> in  In I- n  ••  11  \\  i  n  k  •' I  lT«' ^  «' li  ^  i  n  <1  i  j  kri  t  ii  11  il 
«lf*ii    H*- \  i  a  t  i  >>  M  -  iit  ••  in  •■  II  (  •■  Ii     2,.'//  2.  ■/!  7  :     *{*•"    S\     ii'iiis    l  n  r    li  i  •* 

liei  1I  t*  Il     /  ii     •-  i  ri  .1  II  <l  •'  I      I  •- 1  II  t  u  i  n  k  I  i .-  •-  n      \\  li  c  11 1*  it     •!  1*  n      \|  .1  «>  ^  i*  11  - 


l^yß  Centralaxc  der  Moment ank rufte,  welche  Ann  Sl  entsprinj^en.  XII.  Cap. 

mittel pnnktcs,  deren  Scliuittlinic  derMomentanaxe  parallel 
läuft  und  von  denen  die  erste  durch  die  Morucntanaxe  hin- 
durchgeht, wenn  von  den  Axon  der  a:,  ;/,  ;,  auf  welche  sicli 
die  D  eviiitionsniomontc  bozieheu,  die  w-Axe  dau  Perpen- 
dikel, von  S  auf  die  Momentnnaxc  gefällt,  die  t/'Axe  senk- 
recht zu  der  die  Moincntanaxe  enthaltenden  Ebene,  die 
Axe  der  :  nbt*r  die  Schnittlinie  der  beiden  Ebenen  ist  uinl 
der  D  r  e  li  u  u  g  8  s  i  n  n  der  .r  y  -  E  b  e  n  e  und  der  Sinn  der  z  -  A  n? 
mit    dem   Sinne  von  Sl   übereinstimmend   genommen    werden. 

Als  Specialfälle  sind  zu  erwähnen: 

1.  Die  Momentanaxe  ist  eine  llauptaxe  irgend  eines  ihrer  Punkte. 
Die  Parallelverschiebung  der  ;-Axe  in  die  Momentanaxe  gibt  dann 
.c  =  ft  -{-  x\  also  Zmxz  =  a  Emz  -]-  Zmx'z  =  0  und  2!myz  =  U, 
folglich  k'a-  =^  Ky  =  K:  =^0^  d.  h. : 

Die  Momentankräfte  eines  Systems,  welches  eine  Winkel- 
geschwindigkeit um  irgend  eine  seiner  Ilauptaxen  besitzt, 
sind  äquivalent  einer  I^esultanten  I{  =  MSla,  welche  durch 
den  Massenmittelpunkt  geht  und  einem  Paare,  dessen  Axen- 
moment  N  =  SlMy.^^'*  zur  Momentanaxe  parallel  ist. 

'2.  Die  Momentanaxe  geht  durch  den  Massenmittelpunkt;  dann  ist 
rt  =^  ü,  also  /?  ==  0,   d.  h.: 

Die  Momentankräfte  eines  Systems,  welches  um  irgend 
eine  Axe  des  Massenmittelpunktes  c  i  n  c  W i  n  k  e  1  g e s  e  h  w  i  n  d  i g- 
keit  besitzt,  sind  äquivalent  einem  Paare  ^'. 

3.  Tst  die  Momentanaxe  einer  Haupt  axe  des  Massen- 
mittelpunktes parallel,  so  wird  yr  =  (.)  und  sind  die  Momen- 
tankräfte äcjULvalent  einer  Resultanten  R  =  NSla  und  einem 
1* a a r  e ,  d  c .s s e  n  A  x  e n  m o m c  n  t  N  =  Sl .Vx„'-  d  e  r  M o  m  e n  t  a n  a  x e  pa- 
rallel läuft. 

-1.  Ist  die  ISromentanaxe  eine  llauptaxe  des  Massen- 
mittelpunkt os,  .so  ist  7?  =  0  und  A' =  i)  und  sind  die  Momeu- 
tankräfte  einem  Paare  äij  niv-al  ent,  dessen  Axenmoment  der 
]M  Omenta n axe  parallel  läuft. 

g.  4.  Wir  suclKjn  ji-tzt  die  Kednction  der  Momentankräfte,  welclit" 
aus  einer  Winkelgeschwindigkeit  entsj»ringen.  für  die  Centralaxe  der- 
selben. Das  resultirendo  Axenmoment  (r^^  dieser  IJeduction  ist  nach 
Cap.  V,  Jj.  2.  die  Projection  des  Axenmonientes  G  irgend  einer  Keduc- 
tion  auf  die  Richtung  der  Resultanten  R.  Da  die  Resultante  R  =  MSlu 
der  Momentankräfte  senkrecht  ist  zur  Ebene,  welche  durch  5  und  die 
Aromentanaxe  c  geht,  so  wird  ^\,  =  A,,  =  —  SlM^i^  und  bestimmeu  die 
(.)omp«>nenten  A  =  Sll\fy.^^'  und  A'.,-  =  —  P^Mk-  blos  die  Lage  der  Cen- 
tralaxe. Zunächst  ergibt  sieb  nämlich  ;inf  der  Axe  der  x  und  zwar  anf 
derjenigen    Seite    vnn    N'.    auf  weK'lier    der   Schnittpunkt   C  mit   der  3Io- 
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uiruXuu'.lW  liii'lit  lic^t.    ilri    I 'linkt  f\    so.    il:ihh  /.wri  t'iil;;i'i;4'ii^rsfUt  ;:lrii'li(* 

Krat'tt*   /i   riiie   \Vr1i*^un^    «Ici     Krsiiltaiiti'ti    paiallcl    mit    hicli    vmi   .V    um 

tlio    Sirocko   S(\        n'  uml    ein    l*ajir    /in'  lii'tVru.    wclrlii's    tla.s    J*iiar    .V 

til^l.     Aus  ilcr   Hrdin^ruii;:   liiortiir,    u;tiuliL-li    /iii  ---  .V.   t'il^t  ilor  Alibtaiid 

y, 
'I     -     "     uiul    ibt    iliTsi'llto    Itlits  Villi    ilcr  La^:«*    il>-i'  Moiiii*iitaiia\f,    niclit 
fi 

i\\tvr    Villi     ilor    Wiiik<'i^4'Kcli\\iutIi';krit    hMi.'ui;^!;:.      SiMlaiin     i*r;;ilit    .sicli 

i'tiriihii  auf  ciiKM'  «lurcli   <',   ;:C')iriiil('ii ,    ^iir    Miiiiiciitaiiaxo    ]iaralI('loii   (if 

radcii    i'iii   ^^«iterer    I'uiikt  f'  im  AliAlauiIc    ^*,  '      -  ^   j(-    nach    der    |ii<Mi- 

tiveii    mlcr    iiO'^alivcMi   ncM-liatTiMiIicit   vnii   A'.,   ilic.NM'it.s    ii«Ii*r  jl'nI>lMt^    ilor 

Kiclitun^  Sf\  snfln.vs  zwri  (lorls«'Hi.st  riii^chiliitf   i'nf;ri'«;iMij;rb(«izl«  Kriifte 

A'    <*iiir  Verl(**;uii^    «lor    ]icMiltanl<'ii    iiai'li    f^   uinl    rin    Paar    /if*'  lirfVin. 

wclclics   A".r  tilgt.     Dlt  Ah?.tainl  //  p'iiii;;!  i\vv  IW'ilinjrmi;;   /»//---  -  ■  ii.VÄ' 

iiml   wirii    lialirr    h --.  .  .    alsn    ;:Ifich falls    vitn    Ji    uiiahliiingi};.      Pio 

fX 

Ciorailo  (liiri'li  ''  siMikioclit  zur  KImmic,  wrlcln;  di'ii  Mas>('niiiitti*l|»uiikt 
iiiiil  «Hi*  Mniiifiitanaxc  ciitliiilt.  ist  iloiiinacli  ijii'  (^■lltl alaxe  der  MomtMi- 
taiikriifto  lind  Idldrii  /»  —  VSl'i  und  '.„  ^  —  /i.Vu*  tlir  KlriixMitc  der 
Kräftrrpdiii'tinii   für  b\v.      PaliiT  i'i**:ilit  sich   ilcr  Satz: 

I)ir  Contralaxi*  ii«T  M  i>  ini*n  ta  nkrafto  fim-s  iin  vriäiidor- 
lichcn  Syst«' III  >,  woIcIm^s  oIiim  W  i  nki*l  j^t'scli  wi  iid  i;;koi  t  St  um 
e  i  11 1'  M  n lii c  II  t  an a \i'  r  \'v>\i/.\.  \t*i  i-<>cli  t  w  i  n  k  li*^  zur  KhtMic, 
welche  tjurcli  dirsc  Am*  und  dm  M  asseii  in  i  t  tel  pu  n  k  t  N  ;;e 
liihrt  Mi'rdrti  kann  iiii«!  trifft  iliesi'  Khriii*  in  einem  Punkte, 
(|e***<i'ii  La^r  Vi*n  tler  I.a;:i>  der  M  n m en  t  n na  x  i*.  nicht  nhor  vun 
(li*r  \V  inkr'l;;i'>cli  wi  nil  i;^k  ri  t  ahh.inj^t.  /irht  niaii  in  diexer 
K^»ene  ilnrcli  N  /.  wi;i  (icrade,  il  i  e  eini*  parallel,  dii'  ändert* 
«iflMikrecht  XU  r,  SU  fallt  j  i' n  e  r  Punkt  mit  der  M  nnii'u  tanaxe 
Aiif  I- n  I  ;j p ;; «' II ;:  1'"  1"  I /.  1 1*  Sriii'ii  il  «■  r  «•  r »*!  i* r  <' ii  dieser  heiden  lle 
r  Alle  11  und  i>!  sein  Al>staiiil  «/  vnu  ihr  "  «•  J-'-hf  haf  feii ,  das> 
er  mit  dem  A  h.'«tan  ile  'i  der  M  •tiiie  ii  r  an  axe  vuii  ihr  ein  KechtiM-k 
tttt'  gleich  ileni  i^iiailrate  x.,-'  iles  Tr  .i  ^  h  e  i  t  •«  i  m  •!  i  U8  für  ilie  /.  ni 
Moment  nnaxe  parallele  (lerade  deM  M  asse  n  m  i  1 1  e  1  p  u  iik  I  r  •• 
bildet,  in  U**/.\\'^  aiil  die  /  n  r  ^Illnl  e  u  t  anaxe  >enkri*i'hte  iiv- 
rmle  liej;t  er  die  •»seit-«  uijer  jiMiNiMts.  Je  nafh  "lei  hesnii- 
dcM'i'ii   Art    ■!  e  r    M  a  >  m' n  v  e  i  i  li  i' i  1  n  n  ;;    d«>    Sv^irni«. 

Ut    ilie    Miiiiieiitjiiiaxi'    •     «ini'    llaupfax»*.     >•«    wir«l    A^    ■       A,  «>. 

aI»<i   ''.,  --  C    ''      •  *K    daher    sind    in    ilicseiii   i'nlle    liii     Mi'ineiitaiiki.iiri- 
riner  Kinz'dkraM    /;         '//!•/    ai|iiivalent ,    welche    in    ilie  /.iir   Muiiieni.4ii 
ji\n   r><'nkr(*clite    Khi'iie   de>  .\I;i'>>eniiiittelpunkte-    t'.illt    und  vkii    ilieKein    um 
liio   Strecke   n     ah.steht.    u>>fiir   a'i         x  .*'.      ha«i>elhe   liii  l*t    "»tatt .    wenn    •- 
rincr    llauptaxe  ile.-    Mao-^entiiittelpunkteH    paialUd    i«|. 

Hie    liliMchnn;:    '/ «i  x.,-    /.el^t  .    ila.-«.    die    Punkte    '  .    i\    letipi-'ki* 
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Eigcnsclinf'icn  besitzen,  sodass,  wenn  rlio  Moiiicutanaxo,  ohno  Aenderung 
ilircr  llicbtiing  durch  C,  hindurcligclcpt  wird,  die  Ccntralaxe  durch  C 
gohoii  inuss.  Die  Punkte  T,  C\  bilden  auf  der  Gcradcu  SC  zwei  in- 
vohitorische  Punktreihon  gleichartij^er  Lage  und  das  rechtwinklige  Dreieck 
Kif.'. -'äfi.  Ck'C\   (Fig.  2')0.),   worin   die   Höhe    SAT  =  X(„ 

fr  liefert  zu  C  den  Punkt  C^  und  umgekehrt. 

.Sobald  <lic  Punkte  C^  und  C  ihre  Kollen 
vortauscbcn,  wenn  also  die  Monientanaxc  c  durch 
f"'  gebt,  so  wechselt  das  Paar  Bb\  welches  A*^ 
tilgt,  seinen  Sinn;  es  rückt  mithin  der  Schnitt* 
punkt  (•''  der  Centralaxo  auf  die  ontgegeu gesetzte 

Seite  von  SC  und  bat  den  Abstand  —  —  v«»n 

a 

dieser  Geraden.     Eine   durch  C  und   S  gelegte 

Gerade  tritVt  nun   die  erste  Lage  der  Momcutau- 

axe  in  ('"  so,   dass  f'(  ":  C^(^=  n  :  (t\  also 

/•/•"—    "''  —  —    ^' 

V.'        — ^  /         / 

n  n 

wird.  Daher  ist  T*"  der  Punkt,  durch  welchen  die  (Vntralaxc  hindurch- 
geht,  wenn  die  Mcnnentanaxe  durch  C  gelegt  wird.  Wir  werden  später 
Von  dieser  Keciprocität   ausführlicher  handeln. 

55.  5.  Das  System  besitze  jetzt  eine  Seh  raub  eng  ose  iMvindi  "- 
keit  (ß,  //)  (Fig.  207.)  um  eine  Momentaniixe  <.  Die  vnn  der  Winkel- 
geschwindigkeit Sl  herrührenden  ^lomentankräCte  reduciren  wir  für  den 
Masseniiiillelpunkt   N  wie    im    vori;rcn    g.    und    erbalten    eine    Momentan- 

kraft  /»*'  ~   MSl'tj  durch  .S'  gehend  und 

senkrecht  zur  Ebene,  welche   S  und  * 

^  'n  f  enthält  und  rin  Paar  ^'  mit    tlon  Com- 

//       y      if  .„  ponenten    A\    /i.,..   A'.,.      Die    von    der 

•  j^  Translations^jesebwindigkeit     /i    veraii- 

^  JUiu  Insstcn     !\!t)inentaukrärtc    w///,     welche 

yt  jf         f^       /»  nach  Riebt ung    und   Sinn    mit   tt  übor- 

^y  '  einstiimnen,    liefern    naeh    §.    1.    eine 

j{  Momentankraft  /.'"=^  Mn  von    dersel- 

-it  ^»*'"    Ivicbtung    und    demselben    Siniir. 

wek'bo  gleichfalls  durch  X  hindurch- 
gebt.  /.''  und  Ji  liefern  (biber  die  l^'^^ultante  /i*  der  Momentaukräftc 
/?  .)/  /  Sl'tr  4-  //'.  Sif  nillt  in  die  zu  .ST  senkrechte  Ebene  des 
Massenmittelpunktes    und    ist    gegen    die   Axe    r   unter   einem    Winkel  c 

geneigt,  wntür  /rj  6  ==  .      Daher: 


XII.  r»|i. 


]>ii>  Mmiii  iit.iiiKi'.iltc  ilfi  Si-lii.iiiliL'ii;;i'->chitiii<li;rktML 


'M 


Dir  M  oiiUMitaiik  rii  f  t  «■  rincs  u  ii  vcr.'i  iidor  I  irliiMi  S}'n(i'Iiin, 
w  e  I  c  h  r  K  c'iwo  S r  li  r  a  ii  li  «Mi  ^  i*  m:  )i  u  i  u  il  i ;;  k  f  i  t  i  / ! ,  N)  ii  m  o  i  n  v  M  o  • 
III  V II  t  a  n  :i  \  c-  r  i  tu  A  l»s  t  a  ii  i1 1*  "  v  n  in  M  :i  .s  .s  v  ii  in  i  1 1  c  I  p  ii  ii  k  1 1*  li  f  s  i  t  xt , 
üi  imI  i\*\  II  i  vali'iii  i'i  uov  du  rt'li  il  i'ii  M  asM-  niuit  tfl  juiMk  t  ^cliciiilrii 
Ki'sii  1 1  an  ti*  II  /t  luiii  ei  nein  r«*  bii  1 1  irfii  d  c  ii  Paar«*  f».  KrHti'ro 
Il  u  t  i1  i  o  K  i  c  II  t  II 11 }:  II 11  il  (1 1'  11  S  i  II II  il  !■  r  ( ■  (■  K  f  II  u  I  iid  i ;:  k  i>  i  t .  w  o  I  c  li  v 
«lif.MM  1*1111  kt  in  Fiii;;i'  d  ••  r  St  h  laii  licii^o?.«' Ii  w  i  n  ili;;k  ri  t  lic*.*iit%t 
und  o  i  n  I'  I  ii  1  ciisi  t  ä  t ,  vcrniii;.'!-  \ir!i'Iirr  sif  iJirM'iu  l'iitikti* 
i1iri^i*ll)i*  (i  i*M'li  wind  i^kcit  oitlirilfii  kiiniitc,  wniii  in  ilini 
dir  ii  VH  a  in  in  t  in  a  ^  s  r  d  r  s  S  y  b  t  v  ni  >  v  «•  r  «•  i  ii  i ;:  I  w  ii  r  r.  |)  a  .■»  r  r  mi  1 
liriMidr  Paar  lu't'ol^t  il  icM*  Iln'ii  i^i  I  il  n  u^.s;;t'.N  et  /  r.  wir  wrnn 
«l.ifi  System  Md^  die  W  i  ii  kcl^chi'h  wi  ii  d  i^kf  i  t  ii  iilim*  ilii* 
'l'raiislal  inii  .s;^i'si'li  w  i  M  <l  i;^k «' i  t    u   hf^iisM'. 

liidinis  drr  ikcdiu-titin  t'iir  ilic  C'i>iiti-a!a\r  .s|ia1trii  \\\i  dir  A\fn 
liiiinit'iito  .V  und  h',,  {(mIi'.s  in  zwei  (*«ini{Miiii>ntfn,  paiallc!  und  M*iikrrrlil 
zur  Kii'liliin^  der  ]ii'>ullaiitrii  A';  dir  lu'idiMi  4'i.st«>rrii  ( '«iiiipiiiiriitm 
.V  t'its  ü  iiiitl  A ,,  rns  I  [.  T  -|-  ü^i  liildi'u  das  ri\<«ii1tiri'iid«*  Paar  '.■,,  der  (*t*iitrnl- 
a\r,  tli(*  Itciilrn  aiidfiiMi  A  sin  u  und  A .,  «'uc  u  Idiilrii  riii  Paar  N,  w(*I- 
t'lirs  mit  A.  /.Il^alllMlrll  die  I.a^i*  drr  < 'i-iiti-ala\<*  lii-.sliiriiiit.  Man  erhält 
liit-riiacli: 
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%«i'niil    A.  )/.'!/.     /.M    vri  liiiidrii    ist       /.iiiiatliii    liudi-t    iiiaii   aiit'  dft 

Ikirlitnii;:  ^f  wiedi'i  cinrii  PiiiiKl  ',  in  .Mtlilii'in  Alislaiiili'  •!  xnii  s.  ilah*« 
ili«'i  i'iil;;i'ji'n;;«>i-t/.l«  Ki.rtN"  //  linr  Vt'llr^iiti;:  \mii  fi  dultliili  lind  i'iii 
l';iar    /•' «i    lirlVin,    uilrln..    n   IiI^I.      \hf    r»rdin;^nii:;   liinrnr   ist; 

/; 

>ii«iaiin    liiiiji'l     iiiMi     in     d«'i    /m    II    >•  iikn  rldiii    riln-n*'    ilf  •     M.i  -  ••  ninKiij 
|iiiiikti'>    It'ii'lit    t'iiH'ii    Pnnkl    ''    in    '>>>lt'ii«'iii    Ali^t.iiidi     '   ',  ^     \imi    ^''. 

«|<i*N  /.wi'i  I  iil^i';:iii::iM'I/.ti  Kiüh*  //  eiiw  V«'ili'^mi;:  vnn  /»'  d«Mtliiii  und 
rill    l'aar  vri.tnla    <i  n  ,    wid«  lif  ^    A.    iil^i.      Ilii-ivji    i^l    «  iltii.li'ihi  h  : 

A  •  A 

/•'  /    .'i    '      •      • 

Ihiiili    '      j^i'lil    .d.'.-l.tiiii    dii-    < 'rnti.il.iM*        Mall«  1    ili-i    S.ii/. 

I  i  I  «■    ( '  I  n  I  I  a  1 .1  \  I     d  I  1     M  ••  im-  n  t  a  n  k  i   i  t  1 1-    c  i  ii  i-       n  i.  \  i-  i  i  n  d  i- 1  - 
I  i  r  1m'  11     S  \  ^  t  I-  ni  -^ .      \\  •■  1 1  li  •■  -      •-  i  n  ••     >>  r  li  i  a  n  )■  c  ii  .: «  *>  r  li  w  i  n  d  i  ;:  k  <  1 1 
1  5!  ,  »« '    Im-  >  i  1  /.  l  .    \^\    I»  a  I   <  1  1 1- 1    d  !■  I  <  I  I-  '«  il  \*  1 11  d  i  ,'  k  I-  i  t    il  i-.-.    M  a  •    i*  ii 
III 1 1 1 1'  I  p  II  II  k  1 1*  o   "^  n  11  •!    I  i  i  I  1 1    •!]  <'    .:  m   iI  i-  i  •'  n  K  i  >  li  t  ii  n  ;:   m*  n  k  i  •'  i  li  I  '^ 
Kb«-li(*    di(*:-«-N    Pnnkti-..    in    r  in  ein    Piinkfi     '',    d«'>'>i'ii    A1>htandi* 
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h\  //  vnii  der  durch  die  Kiclituiig  dor  G  escli  wiii  d  igkrit  von 
N  zur  Muinontau  axc  parallol  ^oHilirtiMi  Kboiic  und  dem  vuii 
N  auf  diese  Axo  {gefällten  Pcr])eiidikel  durch  die  Forinelu 
bestimmt  worden: 


a 


//=  — 


während  d i e  R o s n  1 1 a n  t o  /Mi  n  d  das  r c s u  1 1 i r c d  d o  A  x c u  m o m oii  1 
<x„  die  Wert  he  haben: 

^  ySl-'a'  +  ir' 

wo   n    den   Abstand    der   M o ni e n t a n a x e   von    S,    —   M ^'^^    —  31  v' 
aber  die  Deviationsmbmente  /T.r,   A',y   Iiedenten. 
§.  6.     Als  Specialfälle  ergeben  sich  folgende: 

1.  Die  Momcutankräfte  können  sich  nur  dann  auf  ein  Paar  rodii- 
ciren,  wenn  u  =  0  und  tt  =  0  ist,  d.  h.  wenn  das  »System  Mos  Winkcl- 
goschwiiuligkeit  besitzt  und  die  ^fouientanaxe  durch  den  Massenmittel- 
punkt geht. 

2.  Sie  sind  einer  Kiiizelkraft  ätinivalent  in  allen  Fällen,  in  wel- 
chen ii(x„'"M  -f"  .«^"«ß^O  =  0  ist.  Dies  tritt  ein  a)  wenn  Sl  =  0,  d.  li. 
wenn  das  System  blos  Translationsgeschwindigkeit  besitzt,  b)  wenn  m  =  0 
und  ft  =  U,  d.  h.  wenn  das  System  blos  Winkelgeschwindigkeit  besitzt 
und    für   die   Monientanaxe    A'^  =  —  Sl£fnyz  =  0   ist;    c)    wenn    über- 

y 

haupt   6',,  =  A'  cus  o  -  -  A',,  sin  a  =  O,    d.  h.  Ifjo  =    ^     ,    als«»    die   ßesul- 

.     '' 
tante  von  A'  und  K,,  senkrecht  zu  R  ist.    Da  nämlich  A'r  in  allen  Fällen 

senkrecht  zu  R  ist,  so  wird  alsdann  bei  der  lleduction  für  den  Massen- 
mittelpunkt ii  soukrecht  zu  R  und  liefert  nur  eine  Verlegung  von  R 
in  die  Centralaxe  ohne   ifsnltirendos   l*aar. 

g.  7.  Die  H(;zii*limi^on  zwi.sclien  den  Kichtungcn  der  Monientanaxe 
und  dos  resultironden  Axenmunirntcs,  sowie  auch  zwischen  der  Grösse 
des  letzteren  und  der  Winkelgeschwindigkeit  können  in  ausgezeichneter 
Weise  mit  Ilülfr  des  CV'ntralellipsDids  Poinsot's  dargestellt  werden. 
Keduciren  wir  zu  diesem  Zwecke  die  >romentankräfle  für  den  Massen- 
mittelpunkt S  und  seien  //,  y,  r  die  Compuncnten  der  Winkelgeschwin- 
digkeit Sl^  sowie  ^'., ,  il,,^  (j;  tue  des  resultirenden  Axenmomcutes  G 
parallel  den  llauptaxen  dieses  Punktes.  Nach  §.  -.  sind  die  Momentan- 
krät"te,  welche  durch  die  Winkelgeschwindigkeiten  /^  y,  r  eingeführt 
werden,  äquivalent  R  — -  M!>la  und  den  Paaren  (»'.,,  ^'^,  Cz  und  be- 
stehen, wenn  --/,  />',  C  die  Trägheitsmomente  für  die  drei  llauptaxen 
sind,   die  Gleichungen: 

Vermöge  der  Bedeutung  des  (Jentralellipsoids  aber,  dessen  Halbaxeii 
(',  ßi  y  seien,  ist 


t 

J 
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I  .  I  I 

./  - 

( 

wimIui'cIi 


ft'  p-  y 


II' 


t*  u  r 

«■  j>*  )•■ 

uiiil.  no7,oirliiiiMi  tViiirr  .r,  '/.  :  dir  ( 'iinnliiiiitrii  riin'.s  ili-r  lifidcu  riiiiktr  ./, 
in  wi'Ii'liriii  dir  zur  Moiiiciitaiiaxt!  f'  |i:ir.'illrlf  Am'  «'„  iIi'k  Piiiiktrh  S  iIhh 
( Viilralidli|)h4dd  duri'lidriii;;t,  buwio/ di'ii   Sciiiiilianii'tri  N./,   sn   ihl  wriU'r  : 

j*  y  /■  Sl 

Kiitiiiiniiit  man  liirraiis  di(^  Wrrtlii*  vuii  /#,  «/,  /-,  mi  rr;;idirii  >\vU  mit  ilii ri- 
ll iil  fr  ^'.r,  /•'.,,   '•'.-  iintiT  ilrr  Form: 

f         tc  l         ,>•  /         ;■■ 

Palirr  tsiiitl  dir   l\i(-lltllIl^8l'MKinll^9(;   dt*ä  .\\riiiiit>iiu>nti-N  *•   ^li-icli 

/;/ '  «-'  *     /;/  '  ,i'  *     /;/ '  >■- 

und  wird  H  ---  '"     wimiii     ...  --    ',    4-   "  ,  4-    \    ^r.srtzt  winl      Ww  \\\A 

10  n-  «'  p*  ^■» 

tiiii{;br<iMiiiiis8r    f;c*lioii    dalirr  mit   lliilfr    dirsrs   AiiMlriK'k.s   vnii   '.'   iiImt  in 

...       '   .       ,  .     I.t'Ut  man   nun   im   I'unkti*  J  di«*  'I'Hn;;<'ntrntdM'ni*  an  da.*« 

( Vntinlrlli|iM)id ,   mi  M*lini>idt't   .sir  auf  den   llauptaxi-n   tliri   Stuckn 

i<*  />■  V 

Mh    wie  man   sieht,   umn   man  iliirr!i  ./  und  ilir  llan|>la\rn   rlniir  Sclinitlr 

1r|;t    und    ilirt*  Tan^rnlru    ziclit^      !>!«■   Nnmiali*  h,    von   \  auf   ilio  Tan- 

pi*iitriicd»iMi(*  p*fallt.   ist  ilit*  ^rni<'in>anii*  l'rojection  dif.stM'  Linien  uni|   .sind 

Ä  Ä  /i  /i.r       htf        h :     ,  ...   ,  ,. 

^.  .  I  ^. ,, .  ,...  odrr  ..,,.,  .  di-rrn  Kicli!un^'n'i".Mnnii>('  ^ir-ji-n  du- 
.S  .f       SU       St  I.'  .J"  •■ 

IlAiiptaxcn.      Setzt    man    ihre   (^Mi.idiat.<«unmii'    ;i)i>irli    !  .    .•*••    nliall    man   h 

;*1ric)i  oliij^fui  A  und    fur    ilin*   irn')ituii;;ricosinuNM'    die   olii^^m    UicliInn^H- 

CMNiiiUKM*   von   '.'.      Migrans  liit'.'*>t   drr  Satz 

IIa»    r  t'su  1 1  i  rt*  n  d  t'    .\  \  i*  n  nm  mr  n  t   '»'   lifi    li  i-il 'm- t  i  ••  n   ilrr   Mo 

montan  kr.i  ftr    fui     Avu    .M  a.s.siMiniit  t<' 1  ]iu  n  k  (     «Ir.«    S\.ttrni.H     '\>i 

firr    NormalfU    dos    ( *c  n(  i  airlii  )iN«t  iil  <«     in    ili-m    Tun  kl«'    J    pa- 

rAÜcl,   in    wrldifm   finr   zur   .Mi«mi' n  t  a  n  a  \i*    |iaiall«-!r    .\\r   t\vs 

M  aniit;  nm  i  1 1 1' 1  pu  n  k  t  ("«   li  .i.n.sc  I  lir   dunlnl  ri  n  j  t.     Pii-   (iik^m'   di*> 

« • 

A  xtMim  oni  rn  t  i'h    MMii^t    «•  i^t    ilri     \V  1  u  k  r  I^^i-m*  Iim  i  n  d  i  l; - 

/" 

keil    diii'il   uml   ilrm   rriMlnkto   ilr»   Si*  niiil  i  im«' 1 1- 1  <>  .'  ■!(•*   t'i'ii 

t  ralclli  piioids .    w«*li-|ifi    ,\'iv    Kivlitun^    dri    >l  ••m«*  n  l  aua  \<*    Imt 
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und   dorn   Abstände  d  der   Tangenten  ebene   in  /vom   Mittel- 
punkte 5  umgekehrt  proportional. 

Die  Ebene  des  resnltircnden  Paares  der  Momentankräfte  ist  der 
1'angcntenebene  in  J  parallel,  also  ihre  llichtung  conjugirt  zu  /  oder: 

Die  Ebene  des  resultirenden  Paares  der  Momentankräfte 
hat  die  Kichtung  der  Diametralobeue  des  Ccntralellipsoids, 
welche  zur  Richtun<j:  der  31omentanaxe  conjugirt  ist. 

Auch  das  zweite  Centralellipsoid  von  Ü  leb  seh  steht  mit  den  vor- 
liegenden  Untersuchungen  in  innigem  Zusammenhange,  so  zwar,  dass 
zwisrhen  beiden  Contrtilellipsoiden  in  dieser  Hinsicht  eine  gewisse  Kc- 
cifirocitHt  stattfindet.     ^Fan  hat  nämlich: 

^'.v  ('y  ('z 

und  wenn  //,   />,  r  die  Ilalliaxcn  des  zweiten  Centralellipstüds  sind: 

wodurch  (!,r  ^i,,  ^'r 

j/rt'  Mb'  Mc 

werden.  Hezeichne.t  man  nun  mit  d*,  y,  c  die  Coordinatcu  eines  der 
beiden  JMiukte  /',  in  welchem  der  zum  resultirenden  Axenmomente  0 
])arallelo  Seniidiameter  ST-I'  dies  (^Mitralcllipsoid  schneidet,    so  wird 

.r  //  :  /' 

uufl  hioi'durch   nehmen  /*,   //,  ;•  die   Form 

(r         .r  fj         ff  r.  ; 

''    '"  "1/7   "  r/-'  '  '^    '      3fr  '  fr    '  '■  j//'  '  ,•■-• 

au.     Daher  sind  die  liichtunj^seobiuusse  dei    Mumeutauax«! 

(i  ,r  fw  ff  (w  z 

MrSl    '/r  '         M/'Sl  '  fr'         Mf'Sl  '  r* 

und    wird    Sl  ,   wenn 

M  /  n 

1  .r-  //-  :- 

f)'-  //'  "^   />»     '     /;' 

j;ef>elzt   wird.      Die   liiehtunj^yco.sinusso  gehen  al»ev  iiacli   Kinfiihrung  von 

(Y  über  in      .',  ,      ,.',  ,       .*   und   sind    die  <ler  Normalen   des  Ellinsoids  im 
fi^         fr         tr  * 

Punkte    /',  wahrend  (Y  den  Ahstand  des  Punkte»  N  von  der  Tangente" 

el»ene  in    /'  l)e(l(Mitet.     3Ian   erhiilt  daher  iilinlich  wie  oben   die   Sätze: 

Die  Mo  ni  e  n  t  a  n  a  x  e  i  s  t  »l  e  r  N  o  r  ni  a  1  e  n  des  zweiten  Central- 
e  11  i p s o i d s  in  dem  Punkte  / '  parallel,  in  welchem  dasselbe 
Von    dem   zum    resultirenden    Axenmomente    ]iarallelcn    Dia: 


i 
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uictcr  potritlfi'u  wiitl.     IM«*  Win  kcl^i-scli  wi  ml  i;;ki.'it  /i         „  •*■ 

MI  o 

lüt  (liohCiii  A  xriiiuuiniMil  I-  iliriTt  ii  n  il  «Irin  ]'r<Mliiktt'  ilrK  /. u 
i  Vi III  parnllflrn  Sfinidi  amct  n  >  /  iiinl  Avs  A  Iih  t  :i  ti  tl  i'h  <)'  fli*r 
Taii;:oii  U'iirlK»  11  c  in  /'  vuiii  M  it  1 1- 1  pn  n  k  t  r>  S  n  in^t'k «' li  1 1  j»ro 
|i<>rtioiial.  IMt'  /ur  M  tiinciitn  n  a  \  <•  m'ii  k  r«-i*)it  «*  Klx'iio  iIcs 
M  AStfoiiiui  1 1  L')]iiiiikt  CS  ist  rit  II  jii^rii  t  (•  Mi:i  ni  rt  i  .iIcImmii*  (Iph 
zweiten  ('t>iitr«ilt'lli|isiiiil.s  znr  liiclilun;:  llo^  rt-Milt  i  rt'ii  ilon 
A  xcniu<Mni>iitcti. 

Die  luM'lrn  (.*iMiti-.'ilclli]i.s<ii(|f  lialini  ilir  Kiilitun^rcn  'li-r  l(an|it:i\fn 
;*oiliiMn;  ilie  linllu'ii  Iiaii<;fn  iI<mx'1)mmi.  r^.  |)'.  ;■  lur  «Ia>  rr.itr.  #i.  A,  #■  l'nr 
«Inj»  Kweitf  hin'l  :»•>  lii'frcliatVcn ,  ilass 

1  ...  I 


./  =- 


}hi\       /; 


ir 


3  b 


1^- 


Mh 


r 


1 


'/'  , 


2«0 


<;  '/ 


;/. 


;■'■ 


/ 


1 
v 


AiiC    jriliT    Axr     iK'h    Ma.ss«'iiniittrl|iUMkti'h    >((>llt     <1it    Sriiiiili.uniMi'r    tIc.N 
rrsteii    ilni    it'i'i)iiiikiMi    Wi'rtli    (irr    Wur/rl     auä    •icni    'ri.i;^lM-ii>ni>iiiiriiti* 
fiir  «iicso  Axt'  «lar,   wälirtMui   «lic  'ran;riMi(i*nri>cn('   iIcs  /wiiim    l'!lli)ioitiil>, 
wt'lclio  auf  ilir  .*«*'nk reiht   >telit,    aut*  ihr    ilrn  *ri.ii:)n-itM:nlins   !nr  >\v  al« 
»c'lmeiilet. 

5?.    ••*.       K.«»    i.*l     min     Irirhl,     .-iM/.ii^'t!irn  .     \\<'h'!it'n     (  m*>i  h\\  ini|i;:kritN 
xiiht»n<l   t'iii    ^r;;rhi'iirM   S\>1t'in    vnii     Miiiiii-ntanki.it'ti'n    in    cinrni    unvei 
.-iiphMlit'hi'ii    Punkt.t^.^^ti'in    hi'r\'i>ii  iilt.       IhTM'lln*     i>t     i'inf      ri.in>I.-iti>*iis 
Ci*Mh%iiii<ii;;krit ,      rinr     Wink<l;;«>rliu  in«li;;ki'l!      mli'i'      rin«'      >iliiaiih«'ii- 
griic!iHln<)i^ki'it   nml  Irt/trnr   Kall    rnth.th   al-^   ihr    all^rnifiii^tf  ilir   hii 
«Ich    i'r«t«'n    in     hirh.       Man     mlnriu*    ilit*    Si')iiaiif'fn;^rM'hu  i?i>ii;:ki-it     aul 
riiH*    'rr:tn^latiiiiis;;t>M'hwinili;;k('it    u    ninl    rin«'    Wlnki-l^i-M-liuiiMlii^krit    1\ 
lim   rinc   dnii'h   ilrn    Ma»rniiiillr||iiinkl    ^i  hi-nili-    A\c.      Pinn    nnis.si-n    ilir 
MfinifMitaiikiai't    V  fr   nud    >la.s    iVtai  ,    wih'ln     >ii     /.u    '^i  lnii    \  i'i  npi;^i'ii .    «Irr 
MoiiiiMilaiiki All     1%     iiml     il<'ni     l'aair    <•     .•.•|iii\ah-iit     mIm,    ilii'     ni.in    i'ihäit. 
wniii    man    ^Ia^   ;^r;:i'li«'nr    S\>trnj   ilrr   M'-nirntarikiälli'    tili     >Ii  n    ^Ia-M*n- 
lfiitlf'l|niiik(     ^    ri-'liii'iif .       Iii'>ii/t     •l.ihn     il.is     Sxstiin     nui      Tiaii^liiiunN 
|*CSi'hwin(li;;k«  it    n .    i>t    aUi*    i\  |^    ^•|     ist    '.  i)    ini-l    umi        .i]  ••    ain  h 

aIa»    rt'Multiri'ntli     l'.iar   ihi    ;^i  ;:■  lirrn-n    M<iiiiiht.>iiki-itli     hl  I    il«'!    h'i-ilui  ti'in 
iir    •^'  vcrM'h\\  iiiili'ii.      I*a    *\,\^     I'a.ii     Tm     ilir    ( 'nilia)  i  m-    .il-^i-Inl    ^«'iinni 
.■II    «14»   kh'inht«'   ist    iiiitir   alh'n  l!i-ihiriii>ni-ii.    >••   nniNN    i.  i)   ^v\\\    und 

•.        (Vntialn\r   iluich    >   ^«hi  n. 

Kill  Svsti'in  viin  M  niii  r  n  t  a  n  k  i  a  i  t  i*  n  .    wi  li  h.    .    ^i.  h    a  u  i  ••  i  n  •■ 

■ 

ciarcli  tl  f  11  \I  as.srn  mit  t  r  I  |i  11  n  k  t  i^rhcfnlr  1*.  i  n  ,- ■- I  k  i  a  1  I  ii*i|i? 
r  ir  l|  ka  II II  a  I  mi  a  ]  1  c  i  n  il  •-  m  Tu  n  k  t  •.  \  ^  1 1  iii  •  i  n  •  i'  i  .i  n  -^  1  1 1  i  n  n  ;• 
f;ei»rhwiiiilipkril   •■  1 1  In  i  Ir  n  .   nii«   \\\\*\    iihtltiii,   \\  •' n  n   iii.in   ili*^ 
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IiitcnHität  (lioscr  Kraft  durch  die  Masse  des  Systems  divi- 
dirt  und  stimmt  in  Richtung  und  »Sinn  mit  ihr  überein. 

Ist  i<  =  0,  also  R  =  0.  hat  also  das  System  blos  WinkcIgCBchwin- 
digkeit  um  eine  Momentanaxe,  welche  durcli  S  geht,  so  müssen  die  go- 
gcbcuen  Momentankräfte  sicli  auf  ein  Paar  reduciren. 

Ein  Momentankräftepaar  ertheilt  daher  dem  System 
ei  ne  Winkolgescliwindigkeit  um  (*ine  Axe  des  Massonmittcl- 
punktes.  Die  Neigung  dieser  Momentanaxe  ergibt  sich  nach 
§.  7.;  ist  das  Axennrnment  des  Paares  insbesondere  parallel 
einer  llauptaxe  des  Punktes  S,  so  fällt  die  Momentanaxe 
mit  dieser  llauptaxe  zusammen. 

Hiernach  erhJilt  man  zu  dem  Paare  C  der  Mumentankriifte,  indem 
man  es  nach  den  Hauptaxen  von  S  in  6'.r,  (»tn  ^'r  zerlegt,  die  Winkel- 
geschwindigkeiten 

0,r  ^'u  ('£ 

um  diese  Hauptaxen  und  aus  ihnen 

^^  -  .1'^  ^   /;•»  ^   (;••• 

und  für  die  Richtung  (f^ßy)  der  Momentanaxe 

cos  u        cos  ß        cos  y         1 

'^-  ^'•'  ,/  cos  ((  _  li  cns  ß  _  r  ms  ;'  __   l 

fr.r  "~  f',j  "~~  ('z  ~"    ^ 

Ein  Syhtein  von  ^Mftiiiontankräftcn,  welches  sich  auf  eine  Einzel- 
kraft reducirt,  kann  je  nach  umständen  eine  blosc  Winkelgeschwindig- 
keit «»der  eine  Si*hrauben«?e.8chwindigkeit  erz»Mijren.  Ebenso  ein  Kräfte- 
System,  welches  bei  der  Keduction  auf  seine  Centralaxe  sowohl  eine 
Kesultante  als  ein  resultirendes  Paar  liefert.  Km  diese  Fr.ige  zu  erör- 
tern, bedienen  wir  uns  des  Satzes  §.  7.  Es  seien  wieder  7?  und  ^' 
Resultante    und    Axenmoment   der    gegebenen    IMomcntankräfle    l)ei    der 

Reduction    für   den    Punkt    N;     //    gibt    eine    Translationsgeschwindigkeit 

p 
M  =         und   (»   eine  Winkelgeschwindigkeit  Sl  inn  eine  durch  S  gehende 

Axe  Cy.  Damit  beide  einer  bhtsen  Winkelgeschwindigkeit  äquivalent 
seien,  muss  //  und  folglich  auch  /?  zu  r„  senkrecht  sein.  Denn  dann 
veranlasst  //  blos  eine  Verlegung  der  Axe  /•„  in  eine  gewisse  parallele 
Axe  c  und  tritt  zu  ii  keine  Translationsgeschwindigkeit  parallel  dieser 
Axe  hinzu.  Ii(»gen  wir  also  durch  N  senkrecht  zu  7?  eine  Ebene  £,  so 
enthält  sie  alle  Kichtungen,  welche  <•„  möglicherweise  haben  kann.  Nun 
ist  G  normal  zur  Tangentenebene  des  (Vntralellipsoids  Poinsot's  in 
dem   Punkte  Jy    in    welciien    c^^   einschneidet.     Daher   kann  G    senkrecht 
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soiii  zu  ir;;('iwl  «'iurr  'riin^iMitciirliPiii'  (I(*m  ili'iii  <  Vnlia|i'lII)ir.nii|  iiniM-lirie- 
Ihmic'Ii  4*yliiitlfrs,  \irli>|i(*r  Ifiii^X'*  *^*'^  Si'lniitlcK  lirr  Flliriic  H  mit  iiiiii  iIüm- 
M«*lb<'  lirriilirt.  Dii*  Kitlitiiii^rii  vini  /t'  «'rtiiliiMi  iiiitliiii  fiiit*  xu  iIimi  Kr- 
ztMigiiii^sliiiii'ii  ilii*M>s  (\liiiilt*rN  srnkrfi'litc  KIh'!!««  A''.  Allo  KrÄfie- 
NVstciiii*.  für  wt*lf1i(>  '(  in  ilirsi'  Klinio  fallt,  lictriii  Mi»s  fiiu*  Wiiikrl- 
^f*H('hwiinli;;koitf  allr  ainli'n'ii  i'iiic  Srlii:iuii«'ii^'i*N('liMiuili^keit.  Füllt  t» 
in  ciiif  lliiii}tti*lif'ii(>  lies  ( 'riiti-a1cHi|)si>iil.s,  >it  t.illt  ilii*  KImmm'  A'  mit  ihr 
KiisAiiniuMi  niiil  iii'^^t  r„  in  ilt*rs eilten  l(:iu)itrlii'n«';  lallt  /•  mit  f*ini*r 
lIaii|it}iM'  Viin  N  /.n.Nannncn ,  so  Im!  (IIi'm*  /.ii>;lrirli  di«*  Axt*  r,,  Cinnx 
ülinlii'li  kann  »iirli  ilas  y.wfitt*  (*i'ntrali*lli|i*>iiiil  /,ur  KntM.'lifiilini«;  «Irr- 
artipT   Frji^iMi  vrrwanilt   w««nl**n. 

J;.  '.(.  Wir  wnlliMi  jetzt  flie  Kednction  der  Monirntankrafti*  l'ür  iJ«*ii 
Massi*nniitttd|»unkt  N  analytisch  einkleiden.  In  iSexii^  auf  ein  hrlieliiges 
r<*clitwinklip'S  t?<i<trdinatenhy>teiii,  ile.s.sen  rr^^jirnn;;  X  ist,  sei  "•:•'„  V« '» ' 
irgend  ein  l'iinkt  der  Minnentana\e  f;  die  Winkel^e.sihM imli^keit  Si 
um  sie  zerle^^en  wir  in  drei  ('niii|M>nenten  il,,  J!..,  il:  nni  drei  zu  den 
Axen  der  .r.  v.  :  parallele,  sirh  in  "  «dmeidende  Axen ;  ehenND  ä«*i- 
t7ilh*n  wir  die  'rranälati«»nsgesi'li\\indi<;keit  "  des  S\->teui*>  in  die  drei 
<\»m|>itnonten  i/,,  r/.,.,  r/.-.  Mie  'rranslHtii*n>^esrhwindi;;ki-it  veraiilnhst 
(lin  M'Mn<'ntankvat't  .Vf/,  weUhe  durch  N  hinduri'h;:elit  uml  die  drei  r*oni- 
|Minenten  .Vi/.,  Vf/,,  1///.  hat.  l'm  ilie  .r-A\e  ertheilen  wir  ilem  System 
fVrner  zwei  eiitj;e«;engeset/t  gleiche  Winke|;:eHcliwindi^keiten  ii^,  d.  h. 
wir  Huh.stituiren  t'iir  Sl.  um  die  ilurrh  ft  i^tdieuile  Axe  ein  ii,  nin  die 
^    Axe   und   dn>    Kiitati<inH|i:iar     -'!,,  --.    ,    welches   einer   TramdatinnM- 

grtchwindi^^knit    senkrecht    /.n    seiner   Khcne    :ii}uivalent    ist.      Indem   wir 
Aeliiilirlieti    in    He/u^    aui    ii.,   ii,    ausfuhren,    erhalten    wir    «lie   ( 'tiUi|Mi 
rieiiten  St,^   ii...   /£■    um    die    t '•nirdinatenaxen    und    tlrei    Kiitation.s|iaare 
(Si,,  —  ii.',   '^iv»        -i.l,    =-i..        *t  '.    nii'se  Taan*  lielern  uns  nach  der 
Metlindi;  von  'I'hl.  II,  i'ap.  III,  $.  <>.  die  drei   Translatinnsi^esiliM  indi^keiten 

liarallel   den    Axm    der  .i  .  //,    :,   widrlie   die   M<>mentanki<it'ti> 

Ilt■rheit^ihren  Sir  liiMi-n  mit  den  nhi^^en  ( 'iiMi)iiine!iten  Vi/..  Vu..  Vu. 
liie    Kesullante   /;   d'-r   Uediictinn    tiir  den    l'unkt   S  uml   \«enn  wir  .tet/.tii : 

■V       .v|'^    ;    iv,.:i.    -  :...*•,  ■. 
y        .V|./,    i      :..J».        .I..J».  ;. 

All  wiril   sii'   uml    ihri'  Kichrun^^     -i,  '<,  f'-    hestimmr   durch   die  (ileichun^en 

i'f .  «    tl  I  ii>    /*  r'o«    i'  I 

'•'     -  »     •    '■    *  "••         ^  y  /         /: 

Ilte    Kesultauti'    /•'    1  iliet     .•«ii  li     i  ■  oji  iithch      m«    ili  ii    heilten    |{e.-^|{iniltlieil«*ii 

.Wii  und    V.*i'/,   «■■IUI   i/  di-n    A)>;^tah■l   der   .M"iii«'ii1  maxi'   •    Vuni   Massen- 
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7()G        Analytische  Darstellung  rler  Kediiction  der  Momentankräfte.  XII.  Cap. 

mittclpunktc  bezeichnet.  Ersterer  besitzt  das  System  Yermüge  der  Trans- 
lationscompononte  it  der  Scliraubengescliwiiidigkeit  {Slj  ti),  letzterer  wird 
durch  die  beabsichtigte  Uebertragung  der  Winkelgeschwindigkeit  A  auf 
eine  zu  c  parallele  Axe  c^^  von  S  eingeführt. 

Die  "Winkelgeschwindigkoit  Sl  um  c^^  oder  ihre  Compouenten  Ä^ 
Ä^,  Sl.  um  die  Axcn  der  a*,  y,  z  ertlieilen  nun  nach  Tbl.  11,  Cap.  IV, 
§.  8.  einem  »Systempunkte  {ä' i/ z)  die  Gcschwindigkeitscoraponeiiten 

welchen  die  Compouenten  der  Mi)mentankraft  mv,ry  mvy^  mvz  entsprechen. 
Man  gelangt  zu  denselben  auch  sehr  einfach,  indem  man  durch  deu 
Systempunkt  })arallcl  der  auf  der  Momentanaxe  .S  aufzutragenden,  die 
Winkelgeschwindigkeit  darstellenden  Strecke  Sl  die  entgegengesetzt  gleiche 
Strecke  —  5i  zieht;  sie  bildet  mit  jener  ein  Rotationspaar  (Ä,  —  Ä), 
dessen  Axenmonient  ilr^  wenn  r  den  Abstand  des  Systempunktes  von 
/*„,  die  Geschwindigkeit  v  dieses  Punktes  nach  Richtung,  Sinn  und  Grösse 
darstellt.  Die  Componenten  dieses  Axenmomentes,  parcillel  den  Coor- 
dinatenaxen,  sind  aber  die  obigen  Ausdrücke  für  /v,  t>i  tu.  Die  Rednc- 
tion  der  MonicntankWifte  ////..,  mr,;,  mr,  liefert  nun  zunächst  eine  Einzel- 
kraft, deren   (Jomj)ononten 

X  m  r,,  =  2,';/!  (ii,,  c  —  ii.  y)  =  Sl,,  A'  m  z  —  Sl.  £  mi/^ 
2,' ///  r,f  =^  Sl;  21  m ,r  —  Sl,. 2? ///  : , 
2* /;/ /•.  1=1  Sit  2' m;/  -  -  Sl,, 21  m x 

aber  vernn'ige  der  Kigenschaflcn  Xmx  ^-  21  ni i/  -=  21  f/i z  ;=  O  des  Massen- 
mittelpunktes  vor.st'liwinch*n ,  suwie  tlie   Paare*: 

f:_,  -■-■■   21  in  [fi  r.  :  r„)     -^  -1';;/  [t/  (ii ,  //         i-iv^)     "  •  (-^i.--»'       "  ^^^  z)] 

Sl,. 21m  {iß  +  : ')        ^l., 21  m .r //        S2:£ m .r r , 
<;„         21  in  (:/■.,         .r/':)  ■^-  21m  \z  (ii.,  :  —  i^,//)  --  .r  (Ä^?/  —  Ä^.i-)] 

^—        11,1  m,vf/  -{-  Sl,,21in{z''  +  '^'')  —  ^^s^ümyz^ 
r;.  —   21  „,  (,rt\,  —    //r..)  --^  2"///  |,r  (ii..r  -  -  Sl,,.z)  —  //  {Sl^,  z  —  -^i.-;/)] 

ii, 2' ///..•:    -    Sl„2:m!/z  +  i^,2m  (x^  +  ß)  , 

Hezeiclinct  man  mit  Uüeksicht  auf  (?ap.  XI,  >}•  -•  '^i^  'riagboitsniomento 
und  DeviatinnfiiHDini^nt«"  des  Systems  Cur  di(»  Coordinatenaxen  «n,  das> 
man   s«'t/1 

21m  (fr  "4-  *')  -"^  ''ii  £in,rif  ^-  </,., 

21m  (z*  -\-  y*)  -^  ti.y,  Em y  z  —  r/,.. 

21m  fj"  -|-  //*;     -   r/j.j  2*w/  :  .r  --  n.y , 

So  nobmen   dioso   Paare  die   (n-stalt  an: 

(f,  ^.;     --  a.,,Si,         a,.,Slu  -4-  '/..'.5i.. . 
Ihr   resultirendes    J'aar  <.'   und    soiin*    Hichtnng    U^ßy)    sind    daher   durch 
die  (Jbnchnnjijon   bestimmt  • 


XII.  C.i|i. 


Lrlii-iiili/f  Krnt't  ilrH  Sy.stciiii«. 
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/'*•>'    Ä  f'fl.«    11  l'M.V     I'  I 

■ 

Wiinlf  ilii'  KimIiii  tiiiii  ili*r  .Mniiimtaiiki.irif  t'iir  riiifii  .'iikIitcii  l'iiiikl 
aU  N  vorl.iii;;1,  sn  .'iinlfi-tr  .siili  in  *\fu  Viir:»t«-iifiiiliMi  Ii('tr:u*lituii;;i*ii  iiiclir-i, 
als  «la.NSi  \\\f  (iröftscii  2.*//m',. ,  A';/fr,, ,  2^nir.  uW\iX  \ t>r<i']iM iii<li'iif  Ntiiiiii*rii  in 
ilfii  t'iiiiiiMiiu'iitrn  .V,    r,  /  als  weiten'  (ilicilir  /ii  «Iimi  iilni^rt-n  liiii/Jitri'tcii. 

%!^.  10.  Dil?  SiiiiiiiH'  'J  /'  ^mr'  ilri  li-tiriiili;4('n  Krat'tf  mr*  <I<t 
S\  .sti'iii)iiiiikt<-  ln"i.Hst  «Ii«*  l«*lii' II  il  i  •;<'  Kraft  il  «»s  S  v  ^t  i*  ins.  Wir  wullfii 
iiit*M*  Ciri•^^l'  liililfii  iiiiil  üin*  I tf /icliiiii^'i'ii  /.ii  il«'i-  ItiMini'titiii  ili*r  M«i- 
iiioiitaiikrät'ti*  :iiirsii('lit'ii.  Ist  r  der  Ali.stainl  lii  ^  Sy. »tfiniuiiiklfH  Von  i|i*|- 
MiiiiiriitaiiAXr   «*,   hu    wiril    ilas   t^uailiat    sriiin    1  ifsiliw  inilij^krit 

/  •    _.  //■  -I-  ji- 1- 

II Uli    mitliiii   ili«*   Idirinii^i'    Kral't 

'-'■/•  lmui''\     ii-/',  ]///'     !     Ji'-l"  im". 

«>iltT  wiMiii   wir  ila.s   'ri-.-i;;lii-itMii>iiiii'n1    um   «ii«'   Am*   «'   tinnli 

niistirückcii ,  uo  x,  x„  ilii*  'riit^Iii'itsiadifii  tur  «lii*  A\<-ii  f.  i'„  iiiiiI  */ 
«Im   Alislaii«!  %\%*v  A\i*ii   Ix'/ricluH'ii : 

•J  /■         »/w/-     j-  .'>-./'.  -)    :»'  )/x,.'. 

In  «lir.sfiii  Aiisiliiukt*  stflll  n'  {  Si'tl'  das  <Jiiailial  <i«T  tirsrliw  imii^kiMt 
»los  Mas.sciiiiiittrl|tiiiiktrs  N  il.ir  mul  jsi  ilalior  '/■//'  j-  li'il'  »lii»  lidirii- 
iii;;f  Kraft,  \irK-Ii<>  «Ücmt  l'unkt  lM>>it/.«>ii  wiiiilr,  wenn  in  ilmi  «Ii«*  f^aii/i* 
Ma^si»  d**>  Sy.stfiiis  \rri-ini;:l  w.'ih'.  rM>/.i'ii'}iiifii  wirsii*  mit  -'/'„.  ii''.Vi?„' 
«Imt   mit    J  /,  ,   Siidass    7"         /,,  -•     'l\    wird,   >••   crlialtcii    wir  di'ii    Salz: 

I>ir  Irlii"  II  d  i  l:«*  Kraft  -  /'  i'iiii'.s  in  1»  r  u  i' ^  ii  n  j;  ii  •■ -j  i  i  t !  f  n  i- ii 
ti  II  V  I' I  .i  II  il  «■  rl  ii'Ii  t' II  S\-ti'ni'<.  /  i' i  I  ii  i  1 1  in  /  u  «•  i  T  li  c  i  1  c  ,  '2  i  „  und 
-   y'i ,    Vmii    iliMifii    •!  !■  r    i'islr    J   /',  1/    i<  ■'     j     jl"'i/-'i    die    I  f  li  i' n  d  i ;:  •• 

Kraft    di*s    M  a  s>  «•  n  III  i  1 1 1' 1  |i  n  II  k  t  f  •<    darstrllt,    u  r  ii  ii    in    iliiii   ilic 
( ■  f*  M  m  m  t  m  a  S-.  i<    v  «•  rt*  i  n  i  ;„' t    i^rilailit    wird,    u.iliiriiil    iiri    a  n  il  i*  n* 
rin'il     -   /",  ii'V/,,'   dir    1  rln- n  d  i ;:  i'    Kraft    i>t,     Wrlilir    ilas    S\ 

•<  t  f  in  Im'  •*  i  t  /.  I'  n  w  ii  r  d  i' .  u  •-  ii  n  i'  ^  il  i  •-  W  i  n  k  r1  ^  •'  ■«  >'  Ii  v\  i  ii  ■!  i  j  k  i'  i  I  .M 
n  1 1- Il  t  um  i|  i  I'  M  ••  in  !■  II I  a  II  a  \  «■ ,  si.M.ii-rn  um  i'iiii-  /u  ihr  iiaialli'l«' 
A  X  ••   dl'-    .M  a  SS«' n  m  it  t  f  i  |<u  h  K  t  <■-•    ln'>.is^r. 

!Mit  dt'in  Kfotandlln-ili-  ..'  /.  Ii.'iiijcn  du-  < '••iiipoin  nliii  '<  .  ,  ^  .  '. 
il<*s  it"<ultiri'ndrii  IViiii-s  di-i  \f>nii'iit  mkiilfi'  mIu  t-inl  !•  Ii  /ii'^aiiiinrii 
Nacli    (*a|>.    \l.    vj.     .*      i  t     iMiidiili    •!.!-    '^l.«/lM•it■^Ml<•ill•'llt     t»ii     •iii-    A\i-    > 


\  'ill      lll'l        llll    llPIII^          (     .J  ^ 

•//.,                    «i,  ,     «   ..•        1 

t/   ,  ••••»    _.*' 

•       Ii 

1 

1                                                       '                 ■  f 
«    *l  1    ,    •  t.  «    1,     1   •■ »    .1                        1/ 

> 

Mit    Hnlf.'   \..ii    r           V  ...'  ...    " 
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7GR  Lebendige  Kraft  des  Systems.  XII.  Cap. 

Difterontiireu  wir  diose  Gleichung  nach  ii^r»  -^y»  «^21  so  folgt: 

» ■  /■» 

'     =   --    "jl-^i-r  +    «22*^<V    —   «■,»:» -ß.-    =    ^'!f 

^,^^'      =    —    f/,„  ß^.    —     //;..,  Äy    +     fl33ii.    =    r;,, 

(l.  h.  die  ])iirticllen  Differentialquotienten  der  Hälfte  des 
zweiten  Bostan  d  theils  der  lebendigen  Kraft,  welcher  der 
Winkelgeschwindigkeit  um  die  Axe  des  MassenmittelpuDk- 
t  e  .s  entspricht,  bind  d  i  <»-  0  o  m  p  o  n  c  n  t  e  n  de»  r  e  s  n  1 1  i  r  e  n  d  e  n 
Paar  e  fl  der  M  o  m  e  n  t  n  n  k  r  a  f t  e. 

Die    (irösse    T^    ist    eine    homogene    Function    von    ii,.,    Ä^,   Ä-, 

daher  ist 

ilM/'V*  =  2  7',  =  {a.ySl,  -  a,,Sl„  —  a^^Sl,)  Sl^. 

und  wenn  ni.in  einmal  für  Sl,.^  iiy,  5i;  die  gleichbedeutenden  Aasdrücke 
Sl  ros  a  y  Slrosß^  Sl  nis  y ,  das  anderemnl  für  C.r,  ^»'»/i  ^^r  die  Werthe 
/i'  /w;.s  A ,   ^'  ro.v  II ,   (i  vtis  V  setzt ,   so  wird 

=  (l  {Sl^r  COS  k  +  Sly  COS  (i  -{-  Sl;  cos  v) , 

d.  li.  die  (yomponente  /V,  fo.?  «  -f-  G,^C(fsß  -\-  0;  cos  y  des  resul- 
tirendcu  Axenmomentes  der  Moment  ankräfte  parallel  der 
M  o  m  e  n  t  a  n  a  x  e  ist  das  Produkt  Sl  .Vx„'*  der  Winkelgeschwin- 
digkeit und  des  Trägheitsmomentes  für  die  der  MdUientan- 
axe  parallele  Axe  des  1^1  asse  nmit  teljiunktes.  Die  Compo- 
nente    der    Winkelgeschwindigkeit    um    die   Axe    des    resul- 

tirenden   Paares  ist      ,     Vx,/-. 

Nach  ('ap.  XI,  S-  •»•  i^^i  wenn  ()  den  Semidiameter  des  Centrahdlip- 
s(»ids  darstellt,  welcher  die  Kichlung  der  Momentanaxe  hat,  ^'- •  :Vx,/*  =  1, 
daher  wird 

9  r  =  oder     Sl  =  o  i.  •>  r 

(l.  h.  die  Winkelgeschwindigkeit  ist  proportional  dem  Dia- 
meter des  Central  ellipsoids  von  ihrer  Richtung  und  der 
il  u  a  (1  r  a  t  w  u  v  z  e  1  a  u  s  d  e  r  1  e  h  e  n  d  i  g  e  n  K  r  a  f  t ,  w  eiche  der  Winkel- 
geschwindigkeit um  diesen   D i a m e t e r  entspricht. 


XII.  C*»]i.  Moiiifiit:iiikr:ifti.*  ili'S  rln-niMi  SvHtrini.  1lt\^ 

Don  Siitz  (los  §.  7.,  ilass  ilas  rosiiltiroiiili'!  Axonnifiiiioiit  dii*  llirli- 
tnn^  der  NoriiiiLlrii  tlrs  (*riitr:iIrlli|iMiiils  im  Piiiiktc  J  hat,  in  wi*lclifiii 
Ol«  viin  clor  A\o  '*„  «liirclilxilirt  wini,  licwrist  maii  Iridit  niialvtiNi  li  mi. 
lÜo    (ili*i(*]iiiii^   fli's    ( \'iiti':il<*ili)isiii<ls    i>l 

l-  f/, ,  w'  -\-  ft,..  fr  -\-  1/ . , ;  ■'  J  ity.  .r  //         "J  »/ . .  // :  -  "  ;i  - .«'         *  > 

iiimI    ^iiiil    liio   Uii'htiMi;:sc<i!4inu.sso    ii«'r    Nniiiialm    im    I'unktc   ^^.y-)   |>rti- 
|M)rtioii.il  tion   («rüsM'ii 


#  .1 


./,,i^.         uy^^lt.,        'i^,Sl:)    ,,   --    ^^ 


'V 


1  V"  ^  "v^         1 


wornii)i  (lio   Ho]iau|itiiii^  fol^t. 

Her    t^lhilllls    «Iit    Xoijriiii«;    ii«    ilrr    M<iiuriit:iiia\o    }:i'.:«'ii    ilas    Avi'ii 
iiii»iiH*nt   '•   ist 

tl.  li.  (las  l'riMliikt  aus  iltT  W  i  iikoi  ^rrscli  \%  i  iiil  i  l^k  eil  iiml  il  o  r 
P  roj  «*rt  i  •»  II  (los  ri'Mi  It  i  r«*  !i  i]  r  II  A  \  c  n  miniic  n  t  i*  s  ani  iliTcn  A\o 
i  k  t  f;  1  o  i  r  II  (Irr  1  (■  li  r  ml  i  ^  r*  II  K  i  alt,  w  r  1  c  li  t>  il  v  r  W  i  ii  k  r  I^  o  s  o  )i  w  i  n  - 
i1  i );  k  o  1 1  f  II  t  .s  |i  r  i  v  li  t. 

J§.  11.  Wählt  man  ilir  Ilaii)ita\on  Ars  Ma*<.st'iimittil|iniiktoH  zu  (*onr- 
diimti'nnxcii,   mi   wi'nlrii   'i,,         ff.  ".i    -     '*   "ii'^    vcriMiitaclifii   .sicli   ilif 

Ctl4*ichnni;i'n    uosoiitlich.      Sot/t    mau .    wir   UMirli,   liii*rinr 

•JA..    --/',      i^i,         7,      .Ji..     -    /.      •*,,  ./,      '/^j         /•',      .1.,         /*, 

■n    wird 

I^io  in  doii  viiiHtflicnili'U  %;$.  nitu  ickrlmi  'rii«'>irii  ii  ^iml  sn  w  irlifi;/. 
cIaam  wir  nio  in  ««ini;:!'!!  Kiii/.i'll.illrn  uriti-i  \  nt'oiu'i'ü  ninl  M<-iN|iirli*  und 
Anwondnii^«*!!   da/Ji   ^cIk-h   uiusm-ii. 

H.     l'J.        K«'  il  II I'  1 1  ■•  II     •]  ■  r     M  •■  IN  !•  n  1  .1 II  K  I  .i  i't  •■     •*  i  n  •■        •  t<  •  ii  •  n     S  \  >  t  •  in  -. 
I.    l>ii*  \Viiikflu'<"«i'l>^^ >U'li/Ki  i(    il   Ulli  '].i>   M>iiiii  iil.-iini  iiliMiii   *      >•■]•  1    ilii    zur 
Kli*'!**-    •i-liUti-«  liti      M<iiiii-ii1:iii:i\>     •         l'i/-    '.'■'•'*.      1"!      fjiii\  ili  hl    •lir-iü-ii     W  iiiki-l* 
!(•■■•  lim  iiniii'l.i  il  Sl  Ulli  ili  II  M.i  '■  •  iiiiiilti  I|<iiii1m  n  in  \  •  i  liiii>!iiii/  inil  •!>  i    I  i  iii->riliiiii« 
|^*<-|i«%  iiiiii^Ki  it    M  iiii.    wi-iiii     ^'  II    /■  «i  t/t   \\ii>l,   «%•■!>  Il    liii'   <!••••  )ii%  iii<ii^' 

krit  il*  %  Piiiikti-i«  .S'  i«t,  liii  ili-r.^' P>'  Viiiii";:i-  ili-i  W  iiik-  !.*•  •  Iim^i.'.i.'Ik  .1  um  /' 
bip^itxt-  l*i''  |*:ir:illi  !i  II  Moni«  iilaiikrilti-  itm  •!•  i  S_\  Ntiiii|iuiikli  li<  !•  iii  i-iiii-  il'iri  li 
jy  Ifrlu  ii<]i-   ](•  -iiltaiiti'    fi  Mu  ^lil'i    ^!>  !•  Im-ii   Sii.iu-«    mii  u.    >\n-   M'<iui  iit:iii- 

Ilr4fti*  mSlr,   Mii  ilir   l!iitr>Tii>ini:    n  1/  A>  ■•   ruiikt' «   ^  \<Mii   l><  li<  l-i^i  n   >\  •TiMiipuiikti* 
Jf  mtt  r  bt'Ai-it  liiM-t   i -t    tr<  !■>  II   Im  i  •!•  r   Wtiliii^i    -     i-ii     Ii  n   l'unkt  >  i'in.-  !!■  -iili.iitti-, 
b<  liCi  I  .    Ihmdi-  il.  i;   «.  u.  >'.  Ki  ••■■ .  1'* 
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welche  aber  vermöge  der  Kigonschaften  des  Massenmittelpunktes  verschwindet 
und  ein  resultirendes  Paar,  dcsscu  Axenmoment  N  =»  2mSlr*  =^  SlSmr*  ^  Mn^* 
ssur  Ebene  senkrecht  ist,  wobei  x  den  Trägheitsradius  des  Systems  für  die  zur 
Kbenc  senkrechte  Axc  des  Punktes  5  bedeutet.  —   Fällt  das  Momentancentrum  C 

in  den  Massenmittelpunkt  S,  so  wird  a  sa  0,  verschwin- 
det /{  und  8ind  mithin  die  Momentankräfte  dem  Paare 
y  =  flMyC^  äquivalent.  In  allen  anderen  Fällen  sind 
ilicsclbcn  wegen  der  Kechtwinkligkeit  von  R  und  A'  einer 
Einzelkraft  li  äquivalent,  welche  längs  der  Ceutralaxe 
wirkt.  Diese  Axe  erj^ibt  sich,  indem  man  auf  der  Gera- 
den .S'C,  welche  den  Massenmittelpunkt  mit  dem  Momen- 
tiiuecntrum  verbindet,  einen  Punkt  /'.*'  so  bestimmt,  dass 
zwei  durch  ilin  hindurchgfcfUhrte  enttre^engesetzt  gleiche 
Kräfte  //  eine  Verlegung  von  H  dorthin  und  ein  Kräfte- 
paar  li  •  S(f  =^  Ha  herbeiführen,  welches  das  Paar  A'  tilgt. 
Der  Sinn  von  A'  stimmt  mit  dem  Sinne  von  Sl  übercin, 
daher  muss  (f  auf  die  Seite  von  5  fallen,  auf  welcher  C 
nicht  lii'gt.  J)i«.'  GltMchun^^en  /{a=^  .\\  H  =  MSla,  X  =  flJ/x*  führen  zu  der 
Kelation  (lu  ==  x,,*,  welche  die  Lajre  von  (f  bestimmt,  durch  welchen  Punkt  die 
(-rntralaxe  senkrucht  v.w  C' C  hindurchgeht.  Errichtet  man  daher  iS'Ä  =  %q  senk- 
recht zu  SC  und  zieht  K ('  siuikreeht  zu  CK,  so  bestimmt  KC'  den  Punkt  C^. 
Ist  umgi-kehrt  (f  bekannt,  so  liefert  AT,  senkrecht  zu  Cf K  gezogen,  das  Momentan- 
centrum ('. 

2.  Vermi'j^rQ  der  (^onstruction  mit  Hülfe  des  rechtwinkligen  Dreiecks  CKC 
sind  die  Punkte  T,  <*'  reeiprok,  sodass,  wenn  C  Momentanccntruui  wird,  die  Central- 
nxo  durch  ('  ^ü\\i,  Lässt  man  daher  das  Momentancentrum  auf  einer  durch  S 
gehenden  (leradcn  alle  möglichen  Lagen  annehmen,  so  erhlilt  man  zu  der  so  ge- 
bildeten Reihe  der  Punkt«  ('  eine  Reihe  homologer  Punkte  C  und  in  beiden  Punkt- 
reihen ontspreelien  «ich  je  zwei  homologe  Punkt«;  doppelt,  sodass,  wenn  ein  Punkt 
«1er  einen  Ri-ihe  nach  C  rückt,  der  «ler  an«li«ren  in  den  Punkt  C'  eintritt  und 
umgekehrt,  wi-nn  er  nach  (i'  kommt,  jener  na«li  T  rii«;kt.  Die  Punktreihen  Ver- 
lan f«Mi  in  gleichem  Sinne,  dem  unendlich  fernen  Punkte  entspricht  iJ?  und  nir- 
gends können  homologe  Punkte  zu>5aiiimentr«'tVen.  Der  Ahstaml  C(f  homologer 
Punkte  kann  j<Mle  beliebige  (irü.ss«i  erreichen,  aber  unter  ein  gewisses  Minimum 
nicht  heruntergehen.     Der  Werth  desselben  ist  ^V/=*2)t.,.     Die  Aufgabe  nämlicbi 

die  Punkte  (\  C  so  zu  finden,  dass  ^''.'? -|-  SC  ein  Minimum 
werde  un.l  r'.V.  .SV-'  die  Hedin-ung  C^SSC  =  x„«  erfüllen,  ist 
iilentisch  mit  der  Aufgabe,  unter  allen  Rechtecken  von  constanti^m 
Inhalte  x„~  ilasjiMiige  zu  hestininien,  «lessen  Umfang  2  {ff  S  +  St"; 
ein  Miniuiuin  werde  (l'ig.  'JjVJ.'.  Dieser  Aufgabe  genügt  blu* 
«las  Quadrat  SKS'/v\  «lessen  Seite  SK  =  x^,;  denn  soll  d.« 
Re«-ht«!ck  SC  rt/  ihm  an  Fläche  gleich  sein,  so  müssen  dif 
Rechteck«^  ChS'W  und  K'll'P'l.-'  gleich  sein  und  da  die  Seite 
KS  des  einen  gl«*ich  x,  während  die  eine  A'/f'des  anderen  klei- 
ner als  X   ist,  so  muss  CA'  <^  K'C  sein.     Daher  ist 

r's  +  sc  =  x„  -f  K'('  4-  xo  -  CK  ==  '2x,  +  ;A"r''  ■-  CK)  >  2x.., 
wäbreii'l  der  halbe  Umfang  des  (Quadrates  j»leieh  'J  x  ist.     Die   Punkte,  deren  Ab- 
stau«!  ein  .Minimum  ist,  sei«»n  ./,  ./'  ;Fig.  260.)  und  6'.  C  irgeml  ein  anderes  Paar  homo- 
loger Ptmkte.     Imlem  man  in  die  (ileiehung  C'S  -  SC  =^  vl^^,  für  C'S,  SC  die  glcicb- 
beilcutenden  (J rossen  Xy  —  J'C'  und  x^,  +  JC  einführt,  gelangt  man  zu  der  Relation 

JC      ■!(• 

C  I'     r^r  ^^      -  1,   in  welcher   die  Stellung  der  Buchstaben   den  Sinn   der    Linien 


v'\ 


Fig-.  ifiSJ. 
-  T" 


K^  - 


^  I 


L 


r  K 


xii.r«|i 


Miiiiii-iit/iiiki.ifti-  ilrs  rUi-nni  Siüti-m-i. 


71 


I  -.  -■ 


./ 


'  r>    .y     r 


./ 


»ii{;<-lii'li.      Iliciii'Hn-  ilrürkt  >■■   u''it.   *\i»-    «üf    iir-|ir';Mu'Ii' l»«'   -Ü"    l"l'ifii   riiiiKtri-ili  ii 
:tiiH.     (*uii<«triiirl   man  /ti  r'  i|iii   jii    In /ji/  .lui    s   - .  uiiu»  tri',  ii   _-•  I«  „'■  n«  n   riinkt   '', 

//•       ir 

-II    L'ill    ui*'    lirliiliini    si       st     ...   X  ',     vmIiIi.-    iij  ...      -       I     »iln-rj-i  lul.il 

I    f       f     / 

wi'iiiiM   k.'iiiii.      l'ii     riiiiK:i-    /.    I  ,  I   ,  t'     .|iil    i..iiiiii>!.jHi  ii.     )'ijiii..;i- .   ari'ili>/   hii-riiitl 

hat   iiinii   riiiikl;;riip|i' I).   v\ii     /.    /'.  t  .   *'.   Ii.ti  tnon.i   il<     :•  n  n.i.!        Im-pI-    Aitiii  \mii 

I'niiktri'ilii-ii    !••  i.o.-i  ii    i  ii  \  <•  I  n  !  >•  i  •  -  c  1.  ■■    l'iinkT- 

Ti  ilii'ii .    <lii-    L'i-ilii  II     /'.   f        i'iMi  ri    •  iiii-    ^-tiiili 

lii-;:tiii|i'    I«i\i'lM!i"ii.  *\i'il.   ui'iiii  '    «.ii-li  i'-wt::!. 

''    ih'ii    Hl    «li  iii-<-l)ii  II    >iiiii>     r-'L'r;    •:!>-    IC' ii.i  n 

9\    f"       l'il'l'll     filM      »-litj!   L'ili^'i'»-t/''      lll\  kIiiII'.II. 

wi'il   ■•ii-    im   ■  ii!:.'i'/fni:''"''/trii   **iijiM    \  <  i  l.-iii!- ii. 

litt'    lil/ti  rt  II    lki-iii>  II    li.i'i'ii     /,     /     /'i     hi>|]M-! 

(•iilikli'U,     •!.    Ii     I'iiiikti  ,    in    wi'lt'liiii    Iiiiii.><|m^i> 

riiiikti'    /ii!*:iiiiiiii  iitirlli-n.       In     l'n/ii/    ai:     >!iii 

Kri-..'«  :i:ii    >'   mit    i'.t'iu    lk:ii!iu<>   x     ^iii-l    '  ,  '      <  >ii,  ' 

in^'irl-  \\>]f   iiii<]   1*1   ■!:«    /.ui    I "»  ntuilaxi-   >\ii.'j|i-- 

!rj^i-|j    pr;;fti    .S'    ^.'ijt^in.-.     ■l'iri'li    '"      Lrih'li  i'     \\''    '!■•     l'.il.nf    vnii    '*.        I'ji       •»  uhüi! 

lii  Iti  II    l'oli-    niiil    ri'l.iiiii    >ii  [    l.lii-iii'    l<ilil>  :;    x^\i-i     in    >  :ii-  '    I   '••  n      \<i'-iM:jt'-    ri  ti 

{iriiki-   S_\-t''ini',    ■!.  Ii.   /.\\i*i   S\ -ti  nn-    il- i     Vit.    ili«-    [■  •!•  iii    I'unkt-     -'.i  '    > -.i.fn    i-.n-' 

(tiT.i'lr    •l>-i    :iiiil''ii-n    •n;-]>iii!i;    ninl    ,'i!)>  ■-    l'iiiikt>-M    <  ii>  i    <ii;v!ii(    ii><ii.<<l<t^    hin«), 

wi'Kiii-  iliirrli  i'im-n  l'nnk:    l'-  •'>■  n.   niiü'lu !.  •lür-  li  -ii-n  I'mi.I.T.    wi-li-lf  :    ii-iii  i  iii-r.i'li>ri 

IhmiimIk;;    i-l.      r»ii    Vf\'-   Mi'i    rii!:iiiii   i-.n.  ^   Kri-ini  «   .lii-i     u'-i  i  h  rij-!    •  ii.- -    K«  .•••! 

^«  )inil!f'*  i!*l  ihi-of  ('iitv>-  'Si  Mrt   alii-i    l'-ili*.    (\ili-li«-    ni   i- m  n    r--!.i'<  n   !i>  :_'>  n.     Itit> 

.<t.tiiiiittlu-li<  n    >lHiii>-ntani  •  iiti.'i     in-l    >!i-     /  ij<  1,  -li:.'' n    l '>  ntr.it.iv- n    i-ii-i<  i«    •t<<iii:iiN 

/wi-i  in   I  im-r   l'.i  rni'   \«riin.j!>-    ii-iipr-lv    >\  ■>.!■  m»-.      VI. in    "•!•  1  !    i-.i''?,    ■!  i-«-   .tllt-n 

Mtinii-nl-ini'''iitriH   t',   w- !<  Ip-    in  •  in-  i    «••iii    n   .«    Ii-   -•ii,    (''iriiiix'n    •  :if-j  i  ■  i  Iumi, 

«ri-|i'iii    •iiiiih  •■iiii  n    r..nLl    lachen,    i   i'itln  !•   ■'''ii>ii   •!- ..    . -:iii    r<>i>    '/     \"ii  •;  in  l(>-/'ij 

»iit    ^   »\  iii!ij'lri-i'lM-ii    I'iin1»t  'f'.      I>i  r    l\i.i-    ii  il    .i'-i  i    \.t   -i.i  -■    i-iipi-ik-ii  ■•^xhImiu- 

finr   •  in>     i-ji  •  Iii>    l'n  •!•  iiliin^'       P.ii.-r 
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StM%^  äquivalent  sein  (da  cino  Kraft  nur  einer  Kraft,  ein  Paar  nur  einem  Pur 

äquivalent  sein  kann',  wenn  dicRc  Grössen  die  aus  dem  nnbekaiinten  Gescliwindif- 

keitszustandtt    cnt.sprin^cnck'U    Kraftreductionsclcmente    für    5   «ind.      Ans  dieici 

Acquiva1onzi>n   H=Muy  ^' =  i2J/xo^  ergibt   sieli   die  Translationsgcscli windigkeit 

f  •  f 

»=        und  die  Wiiikcigoschwindigkoit  Sl  =         ,,   crstcrc   parallel   und  gleichet 

Sinnes  mit  liy  Ict/.tero  ^Icielicn  Sinnes  mit  O.  Die  Orösseu  u  und  Sl  bestimneo 
die  Laf^e  des  M<iniontancentrunis.  ruilt  man  nämlich  von  <9  ein  Perpendikel  auf 
die  Kicbtunf;  von  /^  so  erlunp:en  die  Punkte  derselben,  welche  auf  die  eine  Seite 
von  S  fallen,  durch  tt  und  Sl  Gcsehwindig-keiten  gleichen  Sinnes,  die  der  änderet 
Seite  aber  eHt<,r(;gen<rir.s<'tzte.  Auf  die  letztere  Seite  fällt  das  Momentancentinn, 
weil  dessen  (ieschwindirrkeit  Null  ist.  Sein  Abstand  SC  =  n  geht  aus  der  Olei- 
eliung  fi  Sl  =  tt  hervor.  So  lange  fi  nicht  Null,  ist  auch  //  nicht  Null  und  folglicii 
C  von  S  versehierleu.  Für  I{  =  0  wird  «  =  0;  ein  Paar  erzeugt  mithin  eine  Winkel- 
gesehwindigkeit  um  den  Massenmittelpunkt  S. 

§.   i:i.     Iteispiele  zu  ^.    11. 

1.  Kine  homogene  materie.lle  Linie  Alf  (Fig.  261.)  wird  im  Punkte 
/  von  einer  M o ui e u t a n k r a f t  A'  u n t c r  d e m  W i n k c l  «getroffen,  wo  li<i gt 
das  Mnmentancfutruui  uuil  mit  weleher  Winkelgeschwindigkeit  be* 
ginnt  il  i e  Linie  sieh  in  der  d u r e h  ihre  und  die  K i c h  t  u n g  der  K rtft 
bestimmten  Kbene  zu  drehen?    Ks  sei  2/  die  Länge,  q  die  specitischc  Maiie 

und  <i/x„^  =  J  Qi^  das  Trägheitsmoment  der  Linie  AB 
für  den   Massenmittelpunkt   .S*. .   Mit    Hülfe   der  Masse 

.1/  =  '»Qi  wird  Xy  ==  /?'  1;  fällt  man  also  von  S  du 
Perpenrlikü!  S(^  auf  /'.  so  t;ilt  die  Gleichung  fia=\f* 
*Jß  wo  sc' =  a\  SC  =  //.  Setzt  man  noch  .S'r':=  i*-,  w 
wird  (t'=  «•  sin  «.  Nimmt  man  S /}  =  /  zur  Höhe  eine« 
gleiehrieitigen    Dreitrcks    KDKy    dessen    Basis   mitkit 

senkreehl  zu  (''S^  so  wird  NA'  =  ^jf  J  =  Xj,  und  wirJ 
das  M»>mcntaneentrum  C  dureli  das  Perpendikrl  K(.\  auf  C'K  errichtet,  erhalteD. 
Die   \Vinke]grschwin«ligk«iit  ist 

^  ff  sin  u  3  Pf  sin  « 

Für  a=^  \n  fällt  (J  in  A /i  selbst  und  wird  Sl  ein  Maximum  bei  constantem  e. 

2,  In  welchem  Punkte  muss  die  Mome  ntaukraft  P  die  Gerade.^^ 
rechtwinklig  treffen,  wenn  diese  um  den  Kudpunkt  /i  sich  drehen 
soll?    Aus  der  Gleiehung  //«':- x,,-  folgt  wegen  n -^^  l  der  Abst-ind  SCf=a=\l 

l> 

Hiermit  wird   Sl   ■-         • 

W.  lOiue  liiimogi'ue  Kreisseheibe  wird  von  der  Kraft  /'getroffen, 
das  Momentaneentrum  f- und  die  W  iukelgesch  windigkc  it  52  zu  finden. 

4.  Kin  ebenes  System  erleidet  drei  Momentanstü ssc  in  seiner 
Kbene  zugleich,  C  und  Sl  zu  finden. 

5.  Wo  und  mit  weleher  Intensität  muss  ein  ebenes  System  dnrch 
eine  Momentankraft  in  seiner  Kbene  gcstossen  worden,  damit  da» 
Monientaneentrum  eine  vorausbeze i  ebnete  Lage  und  die  AVinkel- 
geschwindigkeit  eine  gegebene  Grösse  und  einen  gegebenen  Sinn 
besitze  y 

C.  Man  soll  das  Momentancentrum  und  die  Winkelgeschwindig- 
keit  eines   ebenen    Systems    bestimmen,    wenn    dasselbe    durch    zwei 


XII   Vn\*.  StdNA  fiiiiT  Mitini'iitaiikrnfl  iitirmal  /n  i'iiirr  ll.iiiptcliciU'. 


i:\ 


M  itin<-iit  .111  k  ri'if  tf  in  .si-iiii-r  Klu-iii-  •.'«■•«tiis.'«*- n  wiril  ninl  /.  \%;ir  1.  imloni 
Bmn  liriiif  K  I  ii  1 1  ■■  /.  ii  Haiiiiin'ii -i  t/.  t.  _  iitilrm  in.-iii  t'iir  ii'«li'  fiii/.  i-ln  ilif 
Aufifulif  l'i^t   iiii'i   ilii-   I- r ii  a  1 1 <- 11  ■■  II    !■  i-iii  1 1  .i(  •■  nnii  )>  i  n  i  rt 

§.  11.  Wirkung  «  iiii-*«  M  i»m»- ii!  aiik  rii  l'l  r -»jk  -Ii-imi,  ui-lrln-i  ••  i  in«  r 
K  in  K  el  k  r.i  t' t  /'  ai|n  i  v.i  Ii*  ii  t  i^t,  lini-n  K'ii-Iitnn/  liiii-  II  .t  •!  pt  •■  )••' ii  •■  .VI' 
il  e  B  M  n  %  d  i-  II III  i  1 1 1'  I  |i  II II  K  I  •■ .»  s  ■■  i  n  ■  •>  i  i  ii  m  I  i  i  Ii  •  n  1'  ii  n  L  I  »  \  h  i  ••  m  <<  in  •  i  ii «'  in 
Piinklr /■  il.i    n:iii|.ta\i-    *»  \   iin    M-lan-lr   Sf        ,/   ii..iiiial   trilft    l'i;:    -•••-•). 

1.    Pi«-   Krätti-ri-iliictiiin.   tiir  -ii  n   l'iinki  .V  aiiK^'i  t'ulirt.  jilii  •lii*   Krafi   /'  au  'S' 
lincl    <Iai«    I'aar    /''/,    ili'*«*>i'n   Air    iiarall«  I    S }'       Wiu 
ersti'rt-r  <  rlaii^i  lla^  >\^telll  «li**  'l'raii>lati«>ii<*;rfM-li\viii 


KiK.  -••■■-• 

T 


cliffkrit    II  '^  .     lit/.t>'riK    i^ilit    ihm    ilii'    Winkel 


/'fi 


,    IUI)    «lii-    llaii]ita\i'  N  )'. 


ff 


.t 


.  p 

T  r 


ec<««'liwiiiiiii;ki'it    S\  -~     .,    , 

w«i    X  lim    Tiairlit-itM a<liii!<    l'ür   «lirM'    Axi*   In  ilfiiti-i.    7* 

M  lind  St  fiiinl  /.uhniiimm  iIit  \Vinki'l);i'orliwiiiili^ktit 

St  um  dii'  Miinn  ntana.\i-  r  .iiiiiivali'iil.  w*  l<-hf  in  <Iit 

lliinptibf'in'   A'  i' diT  Axf    V  i' im  Ali^^tan-lr  >^''.-s.ri" 

parallil    liiiifl    ninl    /war    anf   ili«*  Sriti*    Vi>n    s' 1'  rillt,    auf'   Wf!rlii«r  ('    nirlit    lif^t. 

Wir    ^.   11.    I  r;:ilit    .•«ii-h    na   --    x'    uii<i    li>-l'irt    ilir    ilorliL'i-    l'iinNttiirtion    mit    lliilii« 

cini')*  ri-i  litMiiikli^cii  I)r<  ii'rk>  «iii*  ri-ciiirnkr  n   I'nnkti'  /',   /*".     Pif  <fr<»(*li«iiiidi{rkrit 

p  ciiii'ü  ^vsti'ni|iiiitkti-H  in  liiT   l'.iittrriiiin^  .r  vai    n'  )'  i-^t 


l/x 


*i.  Kh  tri'lV«'  da-  Sy-Ifiii  inil  rim  in  l'iinl.t«-  /' d-r  llau|<la\i>  s\,  im  Al*i*t.iudc 
.S' 7*  -  .1  v>*ii  N  ;:i'l<'(r<'ii ,  aiit  i-iitfii  t>-iii  n  j'niikt  ii«*H  li;iiiiM*"<.  Mit  mtinii'nti'iii* 
Widrr«land.  ilfii  di4*-<i  r  l'nnkt  l*-i-<!i't,  wriiii  liti-t  ]d>t/1ii'ii  liii*  (■•■^rliwiiidi^ki'it 
%'i»M  7*  und  ii'illii;^?  dir  S\  .-.ti'm|iiink'«- ,  dir  <i»-«»idi\vin<li;;kriti*M  /.ii  äiidMrii.  I'ni  «lic 
Intm-ilät  IJ  dii"«rH  Wiili-r-tainl»  «  /.n  lii'!«tiniiM*'n.  l'iijiii  wir  d«  iiirnifii  di-r  Krat't 
/'  liinzii  «iiid  ntidl*  n  dii-  rii-iliii;::iiii::  ait',  d-i-^i  dif  lii  «rliwiiiilii^kiMt  •Im-  runktfii  T 
clfiidi  N'uJ]  ^\iTdi'.  Ml  'lii-  (ii  *>«  liwindi^k'-it  di*«  piiukti'o  '/  im  Mninfiit«',  %%••  -«ii« 
vcriiiirliti-t  «iiil,  .-i  iikri  « l.l  .'mi  j.l.iii.-  \  i"  i-f.  m.  i*:  a'i<li  '.*  •««-iikri-rlit  zu  dii"«cr 
Kl»«'ii«'.  Ihi-  l»i-d«n-tiiiii  tiir  N"  •ijilit  ilaln  r  ili«-  KraM  --  O,  i%id<'tii-  rni!  /*  an  S"  r\\ 
/"  -  fj  ikii*li  V  i-rliiipli-t.  ini'l  di"*  l'iir  'J.r,  w«  IiIp  •»  iiiit  /'i/  /ii-^ainm'-ii  i-in  iniir« 
l'iiar  f*a        'Jjr  Iiililt't.     Mi«-  Krait    /'        *J  •  rilf-ill   mtii  dii    l'r  iii«!atiiin'«^'i-^i  1ii%indi(* 

krit  11  —  *    und  dl'  P.i.ii    /'/i        V'    di'-  \\  iiiK«  ].'•  «•  h^iii'li^'kri!  '       iiin 

ditf    l(ii'i|'tax>-    N  i'  ni:d    In  tdf    .'M-amni<ii    ■•iiid    .i'jMi^  ili-iit   dir   \N  ink«  1;^*-Hi-I.wiii<li^- 

krit   Sl   Hill   •  iix    ii<  u<     ^^■Ml•  n!  iii  i\i    '   .    d -!•  II   Al-^laiid  i     \"n    >'  di-r    lli-diii^uiii:: 

.11'      m'    ;."'n'ijt  II    lim   "«.       r.:n    >\  *(i  mhimii!.  t    im     \l>*>l.iiHli-    ^    V"ii    >  /"    •  rlan^rl 

/'       n        /'.;       n  I 
<ladur«')i   di»-    Ci.  iiiliwiiidi;:l*i  ii    •  ,,    *     t  ,,      '  i        '"'    t         -'    '"^h  .h    iniin 

•itc  <ff«'«rliMindi»:ki-i(   ili-^  riiiik'.'-o  /,    \v<I(-|.<    \i  i^i-liM  Midi  II   nui""      .\un  •!•  r  <  il*'u-iiiiii|« 

•  -1-        *         *      .»        '»  iT 'il'l   ■'i«  )i  «l-iiiiiacli   «Ii«    ••liiki'  "  dl"*  Miiiii<'nlan«tii««i*<*, 

M  '      •       •  .■  I 

wtlriirii    «!a.'»  Svliin    in    /    'il'i'l-».    n  imlifli   n        /'         ',       ,  .    "d' r  mit   KiukAirlit 

x'    •-  .1  ' 

KUf  iiu    -«  x'   «n   di-r   1*1  •im    '.'         /*.- 

X-    -i 

.'t.  I*ii*  Int^Miiil.it  d' «  M«i-'  I  nluii-l'«  ■•  •>  '.'  n.  /  \'iriirl  mit  Irin  A)i!«tAni1i-  .t  ; 
•ir    rrrHchwiU'lrt    i'iir  .t     --         >•' .   d.  Ii.  Mi-nit     !•  r    ii-«t(    Tuiikt    in  '   ,   •!    h.   in    der 


fr 


77-1  8to88  einer  Momontankraft  normal  ssii  einer  Hauptebene.         Xu.  Cap. 

Momcntnnaxe  c  licjrt,  wie  selbstverständlich.  Für  alle  a:  >  —  a'  ist  Q  positir, 
für  A"  <  —  u  nef^ativ.  Der  Stos«  erfolgt  daher  in  verschiedenem  Sinne,  je  nach- 
dem der  fest«'  Punkt  diessoitd  oder  jenseits  C'  liegt.  Im  einen  Falle  fHllt  der 
tVstc  Funkt  uMt"  die  vordere  Seite  der  Kbene  A'i',  im  anderen  auf  die  Hinterseite, 
l'ni  die  Funkti!   7'  des  Maximalstusi^es   zu  linden,   ist  ihr  Ahstaud  x  aus  der  Glei- 

chunp:  ,.  "  =  o,  d,  h.  aus  .»■' + 'J /Ar  —  x' =  0  zu  suchen.     Man  erhält  hieraus 

,T  =  —  «'  d:  /  "'  +  "'"» 
welclie  (ileichunjj  die  Formen 

.1-  -J-  ,/  =  4-  /  X*  +  </'*  =  Ya  \a  -j-  a) 

annehmen  kann.  Ks  ist  aber  /  y.'^  -\-  a^  ilcr  Trägheitsradius  für  die  Momentau- 
axe  durch  ^'': 

/V^//+  //■  =  J  (fS    C'C 

und  .r  4"  //'  der  Abstand  r'7'  der  Funkte  T  von  der  Momentanaxe.  Daher  gibt 
es  zwei  Funkte  7\  T'  des  Maxi  malstosses  auf  der  Axe  .SA',  welche 
diesseits  und  jenseits  in  gleichem  Abstände  von  der  Momentanaxe  c 
ablie^ren.  Sie  sind  die  Schnittpunkte  von  SX  mit  einem  um  C  be- 
schriebenen K  reibe,  dessen  liadius  f/A  (Fig.  263.)  das  geometrische 
Mittel  i>t  aus  den  Abständen  f^S  und  ffC  der  Momentanaxe  vom  Massen- 
mittelpunkt e  'S'  und  der  Moment  unkraft  7',  oder  was  dast»clbe  ist, 
dessen     Kadiu?>    den     Trägheitsradius     der    Momentanaxe     darstellt. 

Heide  Punkte  unterscheiden  sich 
Fi  ff.  -'t'i.!. 
,.  —  .  von  einander  durch  den  Sinn,  mit 

\^    ^      __    ^  welchem  sie  stosscn,   indem  sie 

-      jf  "v  auf  entgegengesetzten  Seiten  der 

.. ''•  ^  Momontanaxe    liegen.      Da    die 

bi'idni    \Vi?rtlie    von    j;,    welche 

Y~  ~^~ff'        Ct'' s  T     P  Ö  ^'''''*    Abstjiiido      7'.*s,     7''.S'    vom 

Ma.sst.iimittelpuukto  angeben, das 

PriMlukt  --•/.'  lielVni,  so  sind    7',    1"  liunioloirr  Fmiktt»  der  involutorischcu  Heihec 

/'.  r.     her  lin«:  von  ihm-n  lii'trt  i'.iiuier  zwischviu  .S'  und  t\ 

Diu  IntenMif.it  di's  Maxinialstosses  ist 

|-^'ir  j  =.  n  uml  .i  --^  u  wird  dir?  StoHsinlen^ität  O  b(?Idi.-tual  dieselbe,  nämlich 
tj  —  /'.  Kt>  stossfu  «Irriiuaeli  d»;r  AngrltVspunkt  r  »U-r  Kralt  /'  und  der  Mas.s^-n- 
niitleljjunkt  glcivb  .stark,  ab^r  iiiclit  mit  diMU  .Maxiimuu  di.-r  Intensität.;  der  Punk: 
des  .Maximal.stossi'S 

'','  -- !/'('  +  /  '  t  ;) 

fällt  zwischen  beide  Funkt«-,  i  iu  autlrrii    Maximalstoss 

entspricht  »miiimii   j«n^eil.>i   ('  y:clr|rt"nc'n  ."^tns.-ipunktc. 

I.     F.illt    di-r   An'.riilVs|)Uiikt  <'    dor    Kraft  I*  in    d<.n   Ma>seuiuittolfiunKl  N.   i'o 
ist    //  ".  (I   und    .st«>^.-it    'las  Sostril!    in    ilciii    Abstände   x  v«>u    S    mit    dor    lutonäitHl 

V.' 

'>-/','       ,.      \'«in   dt-n  Fuiikltu  des  Maxiuialsti>ssc.s    fällt  der  eine  in  >',  'Ur 
H*  -j--  .'- 


XII   C»|i.  StoMs  filier  MonifntAukrnft  nuriiial  xii  einer  ITaii|ite1»riii'.  7T.'> 

JHiilrfi-    ill^    l*iieniili«')it\       Kill    in    T  i  .-mslat  i  «in    Im- l'I  i  t'f  i- rii'n    S  y  h  t  r  m    nlÜHit 
iiIivM   III  i  l   «1  !■  III    M  ii  •'S  I- II  Ml  i  1 1 1' I  |iM  i:  K  t  (•   :i  II)    lii-t!iL">ti  ii. 

.'i.    tti  i.t    ilii-    .MnM.inl'in:i\i'    ilun-l-    s.    int    ;i!«iii   u      ■  «"    iiii-I    fiil;:lii-|i    >/  i*-    -/., 
Molrlpr   Fall    riiii-r    \i  r«r)i\\  iii>!i-ii>l    kiiiiiiii,    Mii<*n  !li«-li    l>  rii<  n    Ki.-ilt    /',    u'Iit    .'lixt 

i'iufiii   pHJiro   lim.  l*ii    —    .V  rn!-i»iii-|jt .    ^<'   wii-I   tj  .V  ,  in.  I   •li--   \|  ixiiMiiiii 

x'     f     .1  • 

lii'»  Sto^xt  *•    iiiiili't    im   Al-^t  iii!>-     ;-     -     r     x    •»talt.      I  i.t    :il<i-r    <l.'i«   l'nrii    hi'lii-Si;;    in 

sriiii-r   |-!I"i-in-   j:»"«|r'lit   wir-h-ii   k;iuu.    so  kann  ji-ili-r   l'unl.'    iii   i!>-r   Llriii-   of iikr«'rhl 

xnr  Monifiii.-iiinxi'  -S'i'  aut'  ilfin   l'inliin;:>-    •  iiii-^    Kr'-ix*"«    \*^^\l    Ka-iiiM  x  uls    riinkt 

•le»  MniimaNtn.«!«!'?'   :iii;:i't«>)H'ii   MiT>!>-n.      I!i  ii  Sv«ti'iii.   wi-1«"Iii-n   •■  i  n  •■    Winki'i- 

fTCPrliM  i  ipl  I  ;:k  •  i  t  u  iii  !•  i  iii'  11  au  pt  n.\  •■  «li*  <«  M  asHr  um  1 1 1 «  I  (■  m  nk  t  •■  •«  )M-<«it  Kt. 

«It'iü^t    all««'    in    allt  M    l'iinkt«-n,    li  •  i «  n    AI'Htainl    \iiii     il  i- r    If  ol  h  t  ioiinn  xi- 

trli  ii'  h  ■!(.■  III  Tr-i  ^li  «'i  t  s  ra  il  i  II  ^  •!  it -f  1  >••  ii   i  <  t   mit  *\v  in  M  a  \iiii  um  •!  f  r  II  u  f - 

ti|;krit.     Hei  I  incr    hunMx;i-iii'ii  |)Hr.ill>-Ii-|ii|)«-<Ii<<r!.i>i)  >t.'in^>'.    ui'Iclii*    "ii'li   'iiii  ilii* 

siir   I.iinfT*'  /  M-nkitH  litf    Kaiiptaxt'    i1i>h    .\ri«st'iiiiiitti-I|iMiikt«'*<    ilri'ht,    uinl    iIit    Ali- 

*laii<l  ilcN   MH\iiii:iU!it>-i">  .f    -    X  -  -  /  /   i  .   I<«  i   i-iiK  •'   IkiMiiii^fi-iifii    Ku^fl   vuiii  Itniliiiii 

r,  «reli'lio  um  rim-ii   Diirvliiin!*'»!  r  r«ilirt.   i?«!  j-  --    x    -  -   i  /   .  . 

Mnii  kann  «l'ii  vurli-'u'"'  n-Iiii  Kall  ilii«'i't  !■•  hrinl'  In.  \\*  <«•  i  >  ili-»  Paar  tli-r 
Mcimf'nt.inkiüni'  'li'.s  Si^tt-m-«.  /"  il'-i  .^^tij-^Hiiin.kl  m  ili  r  I'.iiit'»-rniitij:  .r  \i»n  ilrr 
llAUptnxi*  S  }'  unil  ij  «Irr  Miim>'iitan\%  i'l«  r^tan-i  «l«  -  h  •«♦••n  I'unkti-  ii.li  r  tln-  Inti-n- 
flitJit.  mit  wrlrhor  ilas  >y^tcm  an««tli««-T.  hii-  liiilmtinn  ih-r  Kr.ittf  tur  S'  jiil-t  -  tj 
und  (Ins  raar  A'      -    fj.r^  w«-lclii'  in    '/'  ilif  tii-«*  liwiii'ii^koit 

-i-  .?■  i-ü  ii 

»/   ^  l/x' 

h»"fToriiilt  n     wiiraii.«  ij     ■■■   A  '        ,   lnli*!. 

X  '  •  •-  ./  '^ 

1*1      ll.-r   \Vi.!i-r-tanI       -  *J .    tvi|i||.  n    «hr   li.-'ti'   rmikt   zu   l«i».t»n   hat,   aul    \\*\ 

clirn  ila*  Sys-ti-m   mii   «li-in   Kunk!!-   7   «l«  r  IlaupiaM-  ,..  .,,  j 

•S"  \  in  »!•  r  Kntrrrnnii^    S'f--—  j    liirt"'.    hat   <iii'  In  f  .»■  j.  j- 

tt-n^ilat  fj  :      /'  Wir  /iili/iii  nun  'Iii  •/* 

tii 
Krnf!    /'.    wlrhr    in   '     aiiuMiiil      l'iu'.    Ji'i-J   iiini   Ji'.l 

nai'li  il«r    I  Ii«  •>rii    <li-r  l'ai  .illi-Iki  ttli-   in  /H\>i  ]«-iiaM-l>-  <  <>iiip<'ii>  iili-ii.    vi'ii  •I'-iifn  •lie 

riii*'   ili»-   Intcii^it.it  O  Kriitzt,  i:'' i*  k*  n   >iiir:i-'   irr.!  /'i-t    un-l    in   /   ai  ^'riilt.   u  ihii-iiil 

tli*    an'fi-M'  *J    uni|   iki    Aii^'rilT<*]iiiiik!    '/     ^''^miIiI   w»  r  !<  n  «••'! 

Man    liHt    •ianii    n.i«  li    t\*r    j*  ii.innr    n     Tlniiii     ',<     •     o  /'    :ii.il    »•  i  n    i     '\vr 

\\t'>ttiU'\  'I»  ■    l'unkti  -    /     \i'ri    S"  i*t .   tj    .i  .;  m  i     .    w-.i.iu- 


V  t  1 


'.'  /'  >Mil  i  x' 


fiiljf!       I '•■iiihai  II    i*l     /      •!■  r    .   I     /    i«i|pi«k»     l'ui.k!    ■!•  i    K'-il!»i'-l'tt  ti-n.       hu     «  iiMi 
|Mitit  nl*     tJ    an    /    \\:i't    iiun    'l>iri  ii    >!•  n    \\  iji  i  ••*  ii,  !  'i   •{•  >    ;.  «!•  n    i'Miks  -     \i-i 

iiirhli  t  iin<l  l'!»i*.l  «Li!.- i  \iiri  /*  ii'ii  fj  mI-ii.-,  w.IiI-  •:■  u  «f.-i  ..w  ii.  !i,'I.''j!«.'i*!.ii.il 
tify  >y*\vinn  \  >  ■»tni.Jnt  \\  ■  !■  In  n  il.i*-!  II«-  i:  ni,  u  n.  Aiipi  iIU  n  in  i«  n  *.-  •«•i  i.  l'-inkt 
brsitüt.  Itii  •!.  I  Ki-«!iii  t:«n  \>i.  ij  !.!  >  •i,';'t  ^n  !i  iiü  .ip  I  r<»i.»l  ili'-n«- 
f  •  «('hwin'lik'kf  it 

1/  If     .•    .       ' 

Ulli   «Iii-   Winkri^'i  ^>  liu  Mi'i./k*  if 
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iini  diu  Ifiiiqitaxc  «S'K  und  beide  zu8iammcn  sind  deritulbcn  Winkelgeschwindigkeit 
Sl'  um   eine   zu  Sy  parallelü   Moinentanuxe   üquivalcnt,  deren  Abstand  von  S  ist 

1/  X 

—  I  =   =      ,  ,    sodass    also    —  ^.v  =  x'    und    folf^Hch    g  =  ar    wird.      Die 

M(i  inuntanaxc  des  G  uscli  windi^^kcitszustandcs  nach  dem  Stosse  geht 
daliüf  durcli  den  Stosspunkt  7',  wie  selbstverständlich,  da  dessen  Goschwin- 
di^kuit  durch  dc'U  Sto-ss  auf  Null  reducirt  wird  und  ist  parallel  zur  ursprunjr- 
liülion  M  fMu  un  tanaxi*.  Din  (2rö.sse  \ind  der  Sinn  der  Winkelg'oschwindigkeit 
Sl'  nach  dem  Stossr  hän;;:t  von  der  La«ru  des  Stusspunktes  ab.  Für  .r  =  a  ist 
Sl' =  0,  d.  h.  wi'un  der  Stosspunkt  mit  dem  Angriffspunkte  C  der  Kraft 
/' zusainuienfHl  It ,  so  kommt  das  System  zum  Stillstand.  Für  x  ^  n  iit 
Sl'  gleichen  Sinnes  mit  der  urHprün^liclu'n  Winkelgeschwindigkeit  Sl,  für  x  ^  n 
hat  sie  ent;^e^engpsctzteu  Sinn.  Das  Maximum  von  Sl'  tritt  ein  für  die  Werthe 
von  j-,  welche  «Icr  (ileicliung  j*-  —  2 /i.?.-  —  x*  =  0  geniigen.    Für  sie  wird 


.V  —  a  =  ±V^  + 


X«. 


Da  die  Grösse  y a*  +  x*  den  Trägheitsradius  CK  der  mit  Sl'  parallelen,  durch 
C  gehenden  Axc  darstellt  (Fig.  203.),  so  folgt,  dass  ein  um  C  mit  dem  Trig- 
hcitsradiuM  CK  beschriebener  Kreis  auf  iS'X  die  Punkte  fij  (i  bezeich- 
net, mit  welchen  das  System  auf  einen  festen  Punkt  auftreffen  muss, 
wenn  seine  Winkelgeschwindigkeit  Sl'  nach  dem  Stosse  so  gross  als 
möglich  sein  soll.     Heide  Punkte  unterscheiden  sich  durch  den  verschiedenen 

Sinn  von  Sl',   Soll  Sl  =  Sl'  werden,  so  muss   -y  2  =  w  "i_l"  .«»  ^*  h.a:(flar  —  »•)s»0, 

also  .r  =  (I  oder  .1;=        =  «'  sein.     Die   Differenz   der  Winkclgcscbwindigkeiien 

Sl  und  Sl'  vor  und  nach  dem  Stosse  ist 

/'  /  //    _    //  —  j'  \  _      /'      -r  {fiiv  —  X*) 
M  \x«         X«  -f'jV  ■"   J/x»       \i  -f  x'  ~ 

7.    Die  (Jesehwindigkeiten  i»,  v    der  Punkte  7',   7'',  an  welchen  Q^  Q'  angrei- 
fen vor  dein  Stusse,  sind: 

«/=  Sl  •  rr  .-=  Sl  (//+  .1),       ?•"=  Sl  ■  c"r=  Sl  (a  +  a')  =  Sl  (r/—  -**). 

Setzt  man  nun  in  dir  .\iis«Iriirke 


K 


•I 


X«  +  .1'^   *  *  x2  +  .r" 


die  Werthe   ^/  -—      ,    und  /*   --  M  Sla    ein,  so  nehmen  sie  die   iMirm 


a 


%i         ^ X-* 


x'  -f-  .t*  x'  -}-  .r* 

o'  =  .1/  ..  ''l   .^  a  L'      ""')  =  .1/ .  ^'^   , .  ,/ 

X-  -f-  .!•'        V  ;r  /  >*    +  J 

an,    sorlass,   wenn   man   <lie   Masse    .1/   des   Systems,   in   zwei   Theile    /;*,    in    thfilt, 

x~  /  )/x^ 

welelie  sieh  wii:  x-  :  .r-,  d.  h.  wi«'        :  d*  -—  .       .?/) :  1»'  verhalten,  nämlich  m  =      "         ,. 

.r  X*  4"  J ' 

1/         ''i 

VI  ■—     .{-'     X  setzt,   fj  =»  /«/',  '/    -  in'r    wird.     Denkt  man   also  an  die  Stelle  des 
y/  -\-  .»■• 

stossenden  Systt-ms  blos  die  beiden  Punkte  7',  7'',  resp.  mit  den  Massen  7«,  « 
behaftet,  die  im  uni<r«rkehrten  Verhältniss  der  Abstände  TS:  7'.S  dieser  Punkte 
vnn  S'  stehen  und  Iieido  dm  eh  eine  iinverändorliehe  Linie  verbunden,  so  kann  das 
gegelx'ue  System  durch  dies  «'infac  lionr  ersetzt  werden,  wenn  es  sieb  darum  han- 
delt,  in   T  den:?eihen   Stoss  O  auszuiilien.     Diese  Gerade   mit    den   beiden  Masscü- 


i 
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|»iiiikti-ii    li»t    mit    ilcni  Systfiii   «lif  M:i-sc,    «I«>ii  MnH!«(>iimitti'l|iiiiikt    iiinl    i|.  i    I'i'iK' 
licitMiioiiM'iit  tiir  ilii*  .\\v  S  }'  (fi'iiu'iii.     ni-iiii  «lie  IrtztiTi*  (fri>!»bi*  ist: 

wij'  -f    Ml'     .  m'      .     J"'     f-  »«'x'  •      ,      -    i«'x'  -f    m%''     ~     m   -f-  w';  n*  =*    Wie', 

.1  '  .1  •  .1  • 

iIh  111  :  m'    -    k' :  .1*.       IMi-.si'lli*-    MMiiiriit.'iuUr.'ift    /*   .ml'    «lii-««'    I/iiii«- ,    wii*     Jitil"    t\sin 
Sy-tfiii  Mirkfii>l,  hi-sit/.t  •Ii-miiiirli  ilii'>«-llii-  Muiiiriit.iii.ixi-,  ilii**i«'|lM«  Wiiiki-l^i-ii  hwiii 
ili^rkfit  iini|   viriii.i;:    in    iilliii    ihr- ii   l'unktih    zu    Nt-i^MH,    wi.     •li«>    riitx|in'rhi'nili-n 
Piinktr   ilr-i  .sy^-ti-iiiH.      Di,"    I'iiiikti-   t\f*  M.'ixiiiiiNt.i'^siH    i'ur  •I»ri  Tall,    •In«!*  /'  ins 
rii(ii*ni(  lio  Vi  rm-hwiiiili-l .  aiicr  liaM  l'üHr  lim.  /'«i  lilciht.  /..   M.  HtuHMfii,    iln  für  flii* 

•'*  ^^   '.h   *  *'*f  •  '^1'*  *->^'  >'>  il>»>'"  '!■<'  Mafien   \   >/  vcii-ini};!  wiircii. 

5j.  ir».  Wirk  II 11;;  i'in»'.-»  M  niii  i>  ii  t  a  ii  k  rii  t't  r  ü  v^tr  ms,  wi-lrln-s»  i-iiicr 
Kincolkrnft  /'  äiiui  vulrn  t  i.st,  «Iiti'ii  Kirlitnii;;  imiii*  11  a  ii  p  t  i' I«  r  ii  r  .VI' 
dcit   M  HNariimi  1 1 1- 1  |Miiik  t  c H  .S'   in   ir;r>*nil   riiii-in    l'iiiikti-  f    iinriiinl   trifft 

1.    Dil-   Kräfli-mliii'liiiii    für   «Ifii  Punkt    V  lli-ft-rt    ilurlstlli^t    •li>-    KrafI   /'  uml 
«lü«  I'niir  ff  =   f  ■  Sf\   tli'Nsi'n   Klirin'    ni-nkriilit  /.-ir  lliiii|it«  >><'iir   X  }'  im«!  ili'HÄen 
Axv  mithin  «Umer  Khnif  iiiiriiMi'l  i.it.     Nh>1i  .:i.  Ii.  Ii.it  iIh-m    A\r  '\'f   Kiilitiuii;  tU-r 
Niirmulrn   tlcii  ritiiiHtii'Hclu'n  ('i'nlrHl«-IIi|> 
poiilü  in  ilnn   runktt*  ■/.  in  wi-K-Immii  ilic  iIit 
Miinn-iilniia\o  r  iiarallrli*  Axv  s./ilrs  MaMpii-ii 
fniil«-l|innktrN  ilifSf  l'läclie  'Iiirclulrin^rt.    Da 
die  Hiclitiini;  S fi  dir  Axtr  ilt*«  l'aHn-.s  in  dm 
lliiii|ilüchnitt  fälil,  Hii  Ntriil  (lif  'riin;r<'nt«'ii 
clx'Hf  in  ■/  M'iikrvi'lit  Hiit  di'iii  }laM|<l?trhiiitt 
und    fällt  iIaIkt   ilif  Mimu'iitaiiaxi-   M-Ilmt  in 
ihn    hiiifiii   und    i*«t    ronjiiprt   kii    S(\      Die 
Kratt  /'  an  .S"  iriht  ili«-  TrniiHlatiiin'«;;fMdiuin* 

di^kt-it  w  — -        .  iliH  Paar  (i  iihrr  «Ii«-  Wiiikrl 

(•i'ni'h%«indi):kiit  11  um  dir  A\f   ff,  di-ren  Sinn  mit  //  hannimirt  und  diTi-n  (irüAHC 

?s.  «i.     Sl    --   ti'lA   ^  l'.llfi^    wiMiii  \/        /,    s//        1^,    Sf         ,/   ir,'f»i-trt  »ird.     u  nnd 

SX  znoAniiiMii  lii  fiTii.  lia  ^\v  st-hknTht   /.t|  i-inanili  r  siml.  «iii»'  Winkt  l^«Hrh««indi(r 

kt  it   II   um    »lif    mit   .S*  /    |.arallrli-   Moimnlanax'    r ,    w.  IiIm-    auf    ilir    Si  ili-    vnn   S.l 

fällt,  «II!   w.l.h.f   r  uii  lit   lii-irl.     Wir  /i.  In  n  dunli  d.  ii  Anu'iitNpnnkt  '"  d.-r  Kraft 

/*  ihrnfnll'.    •  iiir    Parallr!«'    /.ii   /'/iiii.!    )•• /i  irlnnii    d>-ii    Ohm  li^rlmitt    vnii    S  r  und 

•I.-r    Miiiiimtaiiaii'    .     mit    ' '.     -uwii-    iL  ii     Vh.Hlaiid    '"N    ml    #/'.      Wu     Stdiiiitt|iiinktr 

*li«-»r    P.iralJi  li'ii    iin<I    ihr    \\v  r    mit    i  im  r    durrli    n    iri-li  ;:!iii    >.  nkriM-lilin    m  ii'ii 

'"    nn«l  t\  Hin!    S'".        //.   i\s        ,i .     I'rr  .\hotaiid  •/   •!•  r    Mmni  iitanaxi'  voin  ManM-ii- 

,        ,        .  .        »/  I 

initti  I|iunktt    i-»!   null    ,i  ,,      ^  •     • '•  '    ^*«'«l    d- r   hiiiiiiti<<n  diu  (  t-ntralollin 

»Mi'ln  /iitidiTi    ila»   l'i  i^'lti  ii  HiiMiiii  hT  •■•  I    \\,    /    /  •!.  ri  W.  «tli    I/k'  hat     »i        ««'         ■ 

*tavT  v«rm«tj:i    ilir  1  r<'|i>Tti"n  .   w.jili.    in   I  ..l^«.    .1.?   K.  •  htwiii»  li^'k' ii  \iin 

<  ''uml  «<,    ^ttwi.-    V..II    /  .'  .    iiii.|       »..,».••  .    ^n.1,1«.»    lUii   .j.j         «'  wird. 

llici  ;;il>t  im«  ili-n  >.i'.' 

I»if    M'>in«  II  f  ina\'     ui)<l    •  i  ii  •     i  h  i    paiill-  !•  .     d  m  i  •■ '     d.  n    Anjiiff-« 
p  linkt   di-r    Kl  all    /'   l' •  I  •  :.•  t  .•   ii.ri>|i     «.t.h.n    \..iii    M  a- -•■  ü  m  1 1 1  ••  I  pu  nktf 
um   Mrrr  k  •ii   .ili ,  dl  !  I  n    PrM.In  k  t   l'I«"  i*h    d  •■  m   «,i  ii  i  d  r  a  l  •■   t| .    ,    T  r  .i/lifi  t« 
rndinn    l-ir    .lii-     ihn  in    j  1  .■  i  •■  h  t"  .4I  K    |.  aralhl-      A  \"     1.-     M  .iHM-nm  1 1  li*  I 
punkti'B  int 
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Die  Punkte  Cm  (\  sind  reciprok.  Ks  sei  t  der  zu  /  conjugirte  Semidiameter 
SJ\  welcher  in  die  Richtung^  SC  fällt,  ferner  seien  or,  ß  die  Halbaxen  des  Yor- 
1icf;euden  Ilauptschnitts  des  Ccntralellipsoids  und  d"  der  Winkel  zwischen  /  und  f. 
Dann  ist  nach  einem  bekannten  Satze  über  die  Ellipse  ifsind"  =>  aß.     Zugleich 

ist        =  ftin  d".    Bedenkt  man  nun,  dass  d  sin  9"  =  a,  dt  sin  9  ^^^  a   ist,  so  geht  die 

Gleichung  ad='K^  über  in  d  et  sin*  d"  =  ti^,   oder  dd'=l  .    ji  )*"'**(_,  p)  i  oder, 

1  '       /      t      \*  "      t 

weil  J/x*  =  „    ist,   in  dd'=  |  —  ,^     I  .    Setzt  man  daher  —  -t^t  =-  X,   so  erhalt 

''  \ctß}'Mj  aßVM 

man    dtt  =  Ä*  =  (    .     A      d.  h.   die   Punkte   C,  C*,   nUmlich  die  Ancriffe- 

\.vi/i  -if/  *' 

punkte  C  der  Kraft  P  auf  einer  durch  den  Massenmittelpunkt  gehen- 
den Geraden  .SV."  und  die  Schnittpunkte  Cf  derselben  mit  der  zuge- 
hörigen Momentunaxc  bilden  eine  Involution  gleichartiger  Lage  (T 
und  cf  liegen  auf  verschiedenen  Seiten  von  S)  für  den  Massenmittel- 
punkt als  Mittelpunkt  dersclbeu.     Das  Produkt  der  Abstände  CfS  und 

SC  ist  das  Quadrat  (   .    ^)  des  Trägheitsradius  x  für  die  der  Momen- 

tanaxe  parallele  Axc  von  'S,  dividirt  durch  den  Sinus  des  Winkels, 
welchen   die  Momentanaxc   mit  der   ihr   conjugirten  Richtung  bildet. 

Denkt  man  sicli  den  Angriffspunkt  C  der  Kraft  P  nach  und  nach  alle  Lagen 
des  Hauptschnitts  einnehmend,  su  erhält  man  für  jede  Lage  der  Geraden  SC  eine 

( 
Strecke   X  =        .,     ,   welche  den  Abstand   zweier  Punkte   auf  SC  diesseits  und 

ctßVM 
jenseits  von  S  bezeichnet,  welche  homologe  Punkte  C,  C  der  Involution  auf  SC 
(ideelle  Doppclpunkte)  sind.  Da  jedes  X  dem  Semidiameter  f  der  Ccntralellipse 
{oiß)  proportional  ist,  welche  mit  ihm  in  dieselbe  Richtung  fällt,  so  bilden  die 
ideellen  Doppelpunkte  der  Involutionen  eine  der  Centnilellipse  ähnliche  und  ähnlich 
liegende  concentrische  Kllipse.     Das  Aehnlichkeitdverhältniss  ist  X:t=  liaßVM 

und  die  Axcu   der   neuen  l'^llinsc   .sind      ,,       und  ,    resp.  in  den  Richtuncren 

ßlM  ul  M  ^ 

der  Axen  a  und  ß  der  Centrnlüllipse.    Construirt  man  für  jeden  Punkt  C  zur  Mo- 

meutunaxe   c  die   synnnctriscli   gegen   S  gelegene    (.ierade   c\    so    ist    letztere   die 

Polare  von  C  in  Heziig  auf  diese  neue  Kllipsc  und  crjribt  sich  der  Satz: 

Auf  jedem  Diameter  der  Ccntralellipse  bilden  die  Angriffspunkte 
C  der  Kraft  P  und  die  Schnittpunkte  C*  mit  der  zugehörigen  Momen- 
tanaxc c  eine  Involution  gleichartiger  Lage.  Der  Ort  der  ideellen 
Doppel]) unkte  aller  dieser  Involutionen  ist  eine  der  CentralullipSf: 
coucentriHchc ,  ähnliche  und  ähnlich  liegende  Ellipse.  Die  mit  den 
Momentanaxen  r  symmetrisch  gegen  den  Massenmittelpunkt  5  ge 
legenen  Geraden  c"  sind  die  Polaren  der  Angriffspunkte  c  in  Bezu^ 
auf  diese  Kllipse.  Die  Punkte  T  und  die  Mumentanaxen  sind  dalier 
reciproko  Systeme,  sodass  allen  Punkten  T  einer  Geraden  Momentan- 
axen entsprechen,  welche  sich  in  einem  Punkte  schneiden  und  um- 
gekehrt. 

beschreibt  C  einen   Kegelschnitt,   so  umhüllt  c  ebenfalls  eineu  Kegelschnitt. 

Die  Glcichunc:  X  =:    .      ■  oder  x  =  i  sin  &  lässt  eine  einfache  Interpretation 

sin  V  ' 

zu.    X  sin  9  ist  der  Abstund  des  Endpunktes  von  X  von  der  Richtung  des  ihm  coa- 


^ 


XII.  ('h|i.  Stuns  «*iiirr  Mt'iiiiiitaiikrAft  iioriiin!  eii  eiiii*r  Ili4ii|itvbcDo  77!' 

jii)prt('ii  DiniiH-tcrH.      Itifncr  Ah^tniid   iitt   rli'iniini'li    ii<*r  TrH);lii*iti«riitliuii  für  ilicHi*ii 

«'oiijiii^irtfii   niHiiii'ti'r. 

*J.    l'.n  ir»  tTf   ilu"  SystiMii  mit   i'iiifiii   Piiiikti'   '/' ili-r   ll.'iii|it«'l)i'iii-   .V  i' niif  virifii 

fi'Mcii  Piiiikt,  \Vflt-lh-r  «hirrh  si'iiifii  Wiilcr-^tiiiiii  --    {J  i|i'iMt<-^rliuiiiili;:kritHZU9tiiiiiI 

niuililu-irt       Tiii    ilii*   Iiiti'iisittl    iIi'-m-II.'-u  y.ii    )if*<titi)iii>  ii.    liilin-n  wir         *J  fiii    tiiiM 

•»!l/.»n   »iir    all"   /•  IUI»!   ■  -  fj  •■uti»|»rinL'' m-Ii     (Ii-Hi-Iiwiuili^rki  it    i!i  k   I*iiiikti'f<   T  vA^'uU 

Niil).  wflclu*   Hr<liii;:iiii^   /.iir  liiotiuiiininp 

ron  fj  t'iir  dii*  Vi-r-ifhu'ilfin'ii  I.a^i-ii  >«iij    /  '*'■  "" 

in    tU'r    Kl'fiii-    .V  i'  liihrl       Zu   rinn    KipIi'  ^ 

i'ivhvu  wir    Ki^r.  'Jtiti  ]  7  A"  |iarHlIi'I  SJ  uml  '"'^ 

lifiii);«-!!  an  /."  /w«-i  «'Ht;rr;.'i-iijfi'ift/.t  ifli'icli**  .     II    ,^  '  mw'^  ^ 

Kräfte  —  *J   iin>l    tj  Hfl       l»ir    Kritl    -  •  fj   m  -^     *    V  *•       .  > 

an    A".    wfli-lic    luit    /'  «■iiiu'f^i'n;:fHftztiMi        "^  '.r*       if'i,.Sjf 

J*innfH   imI,    lii>lianil<  Im    wir   mit  /'  zu  hu  in*  •. 

-     »  j»     —  • 

iiion .    tltkft    l*ajir  fj-  i  K   appart.      I»ii-  J*  .         *  .       \ 

K*-'hi<'ti>>n  Von  /*  umi  'J  für   •!•  n  Tniikt   S  '     ^  -^in  ^ 

Iii-fi*rt  n'in  /llnä^)l^l  liiMtM'DiHt  i'im*  Kraft  \     . 

/'  —  //    IUI'!    ein    Paar     /*#/         Or.    unin 
s'/.*  ."  r    irt'nctzt   wir«I.      l!i>tfri'    ;»ilil    *\\\ 

V  -     n 

Tr«ii!»ljitiiin.>*;;e!ieliwin«Ii^ki'iT     i/  .  _  "  ** 

und  !i't/:ti.Ti-r  dii-  Winki  l;:i>*>i-liwinili);ki'it  Sl   -    ,l*tl       tjr   'A  um  SJ     Xmi  tnidfn  äu 

/•  --  n 
»Ainnirn  crlnnirt  di-r  Punkt    /  dii-  (n'Hrk windiirkoit  *  -\-    I'tl        fjr   M/«,  wiMin 

i,  —  /".,  s'  ili'r  Alintnnd  df.s  TunklfN  7' vi»«  SJ  if«i.    Vermi»;:«'  tWr  Urlntiiintii  .!/«■  •-«   ^  , 

u         h        6  /'      o       /'/i  -  -  nh 

SÄ        -s;        jr«"Iit  «lifHcr  Aufdruck  iilu»r  in        ,.  "  4-        -.    ,*     i  ^*>dM'i  «Uo  /i  unlrr 
H         r  l  .»/  »/n* 

drr    F'»riii    Fl  ■■-         ,,    ,"       i-r-x-hiint.      Ihit«    Paar    -      '*     7A*.    di"»H'n    K^cni«   dor 

•lurcli   ^-Z  ^''-hi'inii'ii    zur  Klu-ni'    VI'  .tfnkiri'htt'n  niAm«-triili')>fiii'  de*«  CrntrAlrlliii 

•«lii!«    parAÜi  I    i-t.     n/i-'ij't     riin     \Viiiki-l;;i-'>o)iwinili;:ki'it    l\    um    dfn    zu    ^J   vuw- 

jijj^irti'ii    l>i.iuiit'  I    *»'■    MM'I    ufiMi   v^ir    /  t     -     /',    ili'U    Al»^!and    di*?*    Punkten    7*  \oii 

S'     nii!    A.    N //     .ilii  r    mit    ^    lit  zi  iilimii  .    -'i    wird    /*  fjf     iA,    fili-r    w«'j;fii 

I        A  rV  /*/. 

Wk  '  -    ....  .    a  II  li    /!  .    '..         Punli    /»'  •■ilanirt    /    du    ( jt-^tchwindi,; 

/  '       /  .'  »/  X  ' 

o'A 
k«-it  «^    •.     '■    dp  •■•■Mm-    i-^t    WH     «lii     \»»n   f/  uuil   /!    lurrulir'-ipli- .    -ittikri-i  ht    cur 

Mm' 

l.hfU-      \i.     il'«  I     ji-h»  I     «  i.t^'i-;:i  it;:i-.t  i/i        >«'l/i  II    Wir     ili  iiiii.'trh     ilii"    (ii*«nninit 

i:r«rhwn:dii:ki  it   \>«ii    /    •!•  r   Null    jl<i>)i,    "■■    •  rliall'-n    \Mr    /.iir    nt'Ktiinmuni:    \  nn    '.' 

«iif  (t|i>ii  huniT 

/•         #/  /'.j  *j/.  II' 

'      .  •         '.  •  I) 

1/  l/y-  I/k  ' 


M  or.iu<« 


I     t 


folf^t      ^'  •■r.-«  Iii-iiit  liii  r  :i\-  «in«    KuiMtmn  >"fi   '<  uikI   '»,  ■!•  n   A*'*t  ihd«  ii  «li««  Punk 
!«>•    /    Villi  'ii-m   duiili   'ii-n    \n  jriiK|iunk*   f'  >|i  r   KrAlt  /'  ^'i  L*  ndrii  uiid  «lim  «hi-Mi'Tii 
cunj'i.'irti  n   l'iun.iti'r    ^f    uni    n/       \  ut  «la^n«!!«!-   /'.   d«  ii^>  Dtii  Punkt   /'  und  daR- 
•clhf  A  Kiiri!    «laKi  r  fj  •  in   M-i\in.irM.    w«  nii    *■         i»,    ■!    I.    wiun    /   in   «li-n  dun  h  '" 
gcbrndi'D  I*iAiiii-tfr  fillt.     I-t  «iif.-*!-  ori«t«-   litriin^'uiii;  di  s  MaiiMiinn«  \on  ij  frluMl, 
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«■  +  ab 

Bo  blcilt  nur  nouli  der  Ausdruck  Q  ^  P   -i\"if    i»  BeinK  auf  den  Abstand  i  h 

eitlem  Hnxiiniini  zu  macbon.     Dies  führt  tu  der  ireitereo  Badini^n^ 


wcicliu  mit  Utilfc  vuii 


*'P 


=  nd 


in   f'  +  l4e  —  il<{ ^  H  umgcäcltt  werden  knnn.    Diese  Gleichung  liefert 

'<  +  >(''  +  y>f{'fT<i), 

wodurch  mau  den  Satt  erhalt: 

Dil!  Mnximiklplinklo  di^s  Stusses  Uci^un  auf  dem  durch  de»  An- 
(CriffHiiniikt  ('  <\<:r  Krnft  P  (cchendi-n  Diameter  doa  Central  elHpRoidi 
und  iiu<l  die  ScEiiiittiitiiiktc  dosBelbon  mit  uinom  um  C*  bcschriehencD 
Kroiitc,  dessen  Kadi«»  «Ins  geometrische  Mittel  ans  den  AbstündeD 
der  Punkto  S  und  ('  von  C  ist. 

DiK  Grilsso 

an  9*     ^ 

Eci|^,  dRNs  der  Ab!<taud  der  I'unkte  deit  MaximaliitiiBScs  von  der  Momentantu. 
nüinlich  diu  ffrilsHc  {e  +  it)  *ia  9  tileich  dem  TrÜffhcitsradiuii  für  die  Momentan- 
axu  ist.     Mhii  knun  daher  den  -Satt  aueb  ro  ausdrücken: 

Wenn  ein  »ysttim  eine  Winkel|;cachwiudigkeit  um  eine  in  einer 
llituptcbonu  den  M iLEsciimlttcljiunktes  sele|;ene  Momenlanaxe  bs- 
sitzt,  SU  lic);<^n  '!>*'  beiden  Pnnktu  dieser  Kbctic,  mit  welchen  das- 
«clbo  KCRcn  einen  festen  Punkt  am  heftigsten  ai.stösst,  auf  dem  lur 
KichtuuB  der  Momentimaxc  coujußirlcn  Dinmctur  in  gleichen!  Ab- 
stände  von   dicker   Axn  und  zwar   ist   dieser  Abstand   der   TrUgheiti- 

Itcidc  Miiximnliiimhte  sind  houiidoRc  I'unkte  <Ut  Involution  des  Slrales  SC, 
du  diis  Produkt  ihrer  Ah»liludc  e,  ■■'  ven  S  ^'Icicb 


.(./■  = 


Für  diu  Inteusitiit  ilcs  Mii 


ximiilstosses  iTjiilit  s 
,ts|,ri 


id  S  sreiefcnen 
hat  ','  ctoiebtn 


der    positive   dieser  boidi'U  Werlh 

Punkte    T,   diir   nejintive   d.im  jenseits  f'  [.'clejn 

Kinn  mit  /',  für  letzteren  entt,'e|;cnßCSRtxten. 

Ceht  /'  durch  S,  sn  wird  ,1  =  U,  bIm.  ()  -=  J  P  (1  ±  l),  <lio  Punkte  dci 
Maximittstnssi's  sind  der  MiiHsenmitte1|iunkt  .V,  welcher  mit  diT  Kraft  ft  ^  P  iti'üct 
nnd  ein  uncndlii-h  ferner  Punkt,  in  welchem  die  Krnfl  0  versehwind^t. 

Verschwindet  /■  im  rncndlicbin.  sodass  aber  lim.  Pil  xicb  uinor  heatimmt.D 
(Irunze  nähert,  so  ptelit  die  Mumeutanaxu  durch  .S"  und  liegen  die  Punkte  iei 
MoximalKtoi'seH  um  v  von  ihr  und  mithin  um  x*in  fr  =  1  von  5  ah.     Haber: 

J>ie  Punkte  des  M axini alHtosxeii  eines  nm  einen  Durcbmcstri 
dpa  ('enrralellips.iids  rotirenden  Svstems,  welches  in  eine  Hau|>t' 
ebene  füllt,  sind  die  Endpunkte  des  ihuj  in  dieser  Kbeuc  uonjufirtei 


XII.  C»|».  SluHU  ilus  SyKifiiiü  auf  irfri'inl  «'inen  fpiitrn  Punkt.  "JHI 

PiirrhtiifMfiorH  ilrr  Kll  i  |>mo  ,  Wflflii*  i!rr  Ort   iIit  id  o«' I  If  ti  Ii«)|i|m<I|iii  n  k  ti* 
ilvT  ri»fi  jir«»  kf  II  Svwti'iin'    '',  *     i<t. 

.'i.     l-'iir  ili-ii  Hit    iilli-r  l*iiiikti>   ih-   11  iii|it*irlinilti"t    .\  i.   in  v\t-|i|ii-ii   il.i-t  Sv^tiiii 
im!    trlt'iclicr    liilt-iisit.it    *J  u /'   Kt"-«-.!,    itIi.iU    nriii    /.w  i;«!  lim  A   iiinl  f,    nN    Cntir 

liiiiAti'n  ilii-  tili-ifiiHh;;: 

"  (  1      }         .     i         .)  1      f         .   . 


•"Irr  Mrt'iin  man   >tutt  A  iiii>l  /#  'lii-    I.änji'ii   -S' /.'      -   f   nii'l   /•  J      -   /   «-iiitiilirt   iinil   Mir 
iilii'r^ii'litlirhtT    mit    ^.    i;    iir/i-ii-lim-t ,     <«••    i*rli.iit    man    mit    Miili«*    ili-r    iCflalimini 


"(•  ♦  i « ;0   •  +  ';;• 


wii  i'iir  X  :  jcr'ri  «>  inul  «':  «i;i  4^  iijic)i  Nr.  1.  -  Si-lilii.Hfi'  k  innl  l'  ^'•■•«i-tEt  i<«t.  Moi!ii.<«N  l' 
iloii  X    i*iit«|>roi'Iicn'lrii  Sriniili.-iint^tvr  iIit  Knifi.**!'  lit-r  hti|»|ic||Miiikti'  lioilfiiti'l.    Vfr 

■chiebt  ninii  nun  •{«•n  rrN|iriiii(.'  «Irr  4<  U  •'(*i'*  ^  >■*  'l«'"  l'uiikt  |  -  l  .  ij  o, 
■«•  koiiiint  \i'rni*i^r-  r///'         X  : 

..,-(;: » ;;>   :;   .....   ... 

Iier  Ort  ili-r  runkti-  ii  i- t't  i  ^'s  t  f  n  Mo*.ic«i  ist  .'ilsn  •  in**  Kllipsf,  üliulii'h 
■1er  ('futmlrlliiiür.    ili  n-u   M  i  1 1  «•  I  nun  kt  axit'  t' ^  im  Ali^tnuiif    \         vuii    s 

lii'jrt       Für    '  \  ii    /i     -    I  n,    .1    Ii.    für    "     "    J!  !  (  *     ♦    /      V  *)• 

il.   Ii     für   il:iH    Mjiximum    ifj.    ihr    St<i*»iintfn.tit.-it    rrilui-iil    «•irli    ilii  m-IIm'    .iuT   i-iiirn 

wirr  ilcii  iin«ii-ri-ii  «li-r  Mitti-IpMiiKtr  ili*«  •«i:irk>*ti  n  StuoHi-N  iiimI   hir    I  v   n         I       ■      ,  . 

(I.  h.  für  ff  ^T"*!  <•  r  .'iN  ili-r  rliiii  an::t'L;i  Im-iii-  Wi-rth.  \\it*\  n'n-  ima^in.ir.  ui'il  fj 
liit'lil  ^r<tHHi>r  :\\-.   Aim   Maximum   üit  >t(i'<^inti-n!iit  ir    Mrrili-n   kann 

§     li'i      Stii.HH    tiiii-H    Ii  II  \  I' r  .1  n<i  «■  I  1 1  r  II  •  II .     III    !•  ••  i\  «■  LTM  n  ;'    lii-;:i't  f  I  ■  n  ■- ii 

SviitfmK  auf  ifi;«'!!'!   ■  in«  n   i«  iti  n   Punkt       In    ln-/ui:   aiit   iln-    Maii|it:i\i  n  *\»-* 

S«iit«-m«   al-«  ( 'iiiirilinati-iiaxi  n   '«•  ii  ii    ',    v.   :   iIk*   l'4i<«i>linatiii   A*'*   S\  H|i>iti|iiMikl<-->    /', 

«rlrliiT  nuf  ili'ii   frsti-n  Punkt   Iriiil  iin>i         fJ  ili-r   M'mii  nlaiiM  iili-r^t.'%ii<!.   ilni  >lii-«fr 

funkt   leiHtf't.      Wir    nilm  in  n    •IiIimiIIiiii   Im    >!#  n   Ma^-i  nmitl«  l|Minkt   V  und   i-rlinl 

trn   iilii  C'iim)M»ni*nii'n  \,  I.         /   mii'I   aN  1  •im|<i>ni  nti  ii   iIi*«  •liiri-|i  iti'iiii>  Vcr 

IriruiifT    nn    V    rini'i'iiijird  II     Pa.iri- •  ','      ^/     ilii      .\  x*  iinuniM  iit<  f^ '/.  :  i     , 

:\    —  .r/J.  I  }  I,  \         ^iii"!     il-»»»    \,.,    J.,.    ^•..:     /•.%     "...    -^,1    'ti.     itit 

tt|»r**r|H-n>!oii    ltiM|iii-liiiiiHi!i-iiii  nti-    tli-r    ^>  ;••  li«-ip-n    M"ini-ntaiiki  all«    •!•  ^   .*^\  «ti-in*«,     .•• 

lirntiiiiiiH  II  ilii    Kiiit*-    \.,    t     \.    I..    T     i.   /     t    /   ninl  ili«-   P.rir«-    /..,  v/         :'    . 

-W»        (S  X  .1  /    .      ^„         ..«  i  .»/  \       'In      tii  'iliMiiMli^ki  iti-ii     ilrr     Si  ^trm|iiiiiUTi-. 

|>ir   i-rntfri  II   rr!lii-)li-n   nun  ■!•  ni    Punkt«*    t.   >,.   .'   di«*    i'raio|-itiiin«;*>-^i  Iih  imlii^kciti  ii 

•Vi  "t-   .V       i'.,   t-    I        /..    i     /  .,    •       .,  1        ■     .  .111. 

....  ,    wiiiii     1/  iin-    Ma*"«»    •!»■•   Ni^tiin-»   ihI.   •In-   ilr«  i   Ii  t.- 

M  1/  »/ 

Im  alM-r  lit-ii-ni  /.nn  n  li^it  «In-    \\  mki  !/•  »i  l.u  iit<lii:ki  if*i  ••mpxiii  ntt-n 

wenn  n,  A,  r  «lii*  'l'r.i^'ln'it-'ra'lii-ii  tHr  (in-  ll.in|ita\>  ii  i  ,  u.  '  «iii<l.  Ihirtii  -ir  «r> 
laagl  ilnhvr  ilrr  Punkt  [ttf.  •{!•  tii««  li\«in«liu'k>  iti-n  •/:  i  <, ,  r  >  pz.  pj/  ^x 
■nd  tinil  ili  ninni*li  lüi-  ('«tm|fii>-nti-n  ^mur  <iiii(-liMiiiili|*ki  it   ul>i-rliau|it 
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I.' 


^'v  ^ 


M 

£0  +  } 

oder  also  mit  Hülfe  der  Werthc  für  p,  r/,  r: 
A',  +  A- 


-f  y:  —  r.y, 
+  rj;  —  //:, 


i' 


.r 


t' 


M 


-.»/«^  '^--  =''+  ^^^  + 


X 


(.Vi,  -  zK  +  jZ) 


Diese  Componentcii  müssen  nun  in  Koljje  der  Wirkung'  de.s  Wiilcrstandc'»  —  0 
verschwinden;  daher  folgen  dessen  Componenten  —  X,  —  J',  —  X  aus  den  Glei- 
eliungen : 

(//«//» -|-r»:»  +  A*r»)  \  —  //«.r»/  >'—  r*.rz  V.  =  Ä«//  .V.,  -  r»:  .1/,.—  &»r»  A'„ 
—  ./«.r.V  A'  +  r«r«  -|-  «» j' -f  r« «» )  J'—  r« // :  /  =  r-'  :  A.,  - ü\v  .V,.  -  r« ««  J "^ 

"//«.ii\  — />V/:  i'-|-(«*.t*4-Ä«//*-f^/*Ä*;>^  =  ^/*J-.V.,- //-'///.„-  '/•''*^o, 
wozu  noch  hinKukuiiimcn  für  O  und  seine   Kichtun^  (a^;0: 

y.  ==  .V,  +  >-«  +  x«,  :7 ;!  = :;";  =  ••:";  =  ^, . 

I'lir  diMj  Hpeeicllen  Fall,  welclicr  sich  an  di<»  I$otrachlnnjroii  doj«  <J.  15.  un- 
niittcliiar  hätte  unschliesHtin  lassi-n,  duss  nanilich  der  I'inikt  T  in  der  llauptebirue 
der  ./■//  liej^e  nml  /  =  0,  A'„  =  J'„  =  0,  also  aurlj  .V,,  =  n  sei,  rrostaltut  >icb 
dii'.  Ki'chnunfj  einfach.     Man  erhiilt  A'  =  0,    j'  =  n,  /  =  O  uml 

(,,2. ,.2  ^  /,2,,«  _|_  fil},t^^  n  =  ,,2^. .]/,  _  /,?,/  /,,  _  ,,2/,2  '/^^ 
Hierin   ist   weiter,  iiiii    ilic    Hezeidinnnf^sweise    mit  ^.  !.'>.   in  Kinklun*.'-   zu    briutreo 

''0   ==^    '   »         ''!»   ■— "   .Vii ''u   '   '    '11  '  0    =^   //n  '   I         "''n    ■""    -II  A„   —   .»\i  Äy    :=    —    .l^ /*. 

wenn  a:,, ,  /^  ilie  C'ourdinnten  von  r  sind. 

J5.  17.  SlosH  i;ines  Punktes  v<»n  der  Masse  m  nortnal  zu  cinor 
Haupt  ebene  Ai'dcs  Massenmittelpunktes  .s*  in  einem  Punkte  r  ein  er 

Hau]itaxe  S' .Y  (Fijr. -ü7.:.  Wir  nahmen  in 
ilen  §ij.  l*i  li).  an,  dass  die  Monuntankrin«; 
des  System»;  einer  einzelnen  Krat't  /*  Äqui- 
valent seien,  ohne  ilass  wir  über  lien  l'r- 
sprunj;  dieser  Kraft  eine  Vorausset/uui:  macii- 
ten.  .letzt  wollen  wir  anm^hmen,  dai.s  /'  da- 
durch gfejrcben  sei,  dass  ein  Punkt  von  «Kr 
T I  Mass«*  m  mit  der  (icschwindij'keit  v  senk- 
recht zu  SX  in  C  das  .System  trilft.  V.»  ist 
dann  aber  nicht  etwa  die  Mumciitankrait 
Wiv,  welche  der  Masse  ;/*  ihre  (ieschwindiiT- 
keit  V  zu  «^cbeii  verma«;,  die  Kraft  /-*  selbst,  sondern  nur  ein  Theil  derselben. 
Im  Momente  de>s  Anprallens  bildet  nUiidich  m  mit  dem  Svsteni  ein  neues  Svsteni. 
auf  dessen  Punkt  r  die  Momentankraft  mv  wirkt;  man  hat  zu  bestimmen,  welche 
Gcsehwindi^^keit  //  «lieser  Punkt  f  annimmt;  dieselbe  Geschwindigkeit  nimmt  der 


Y'vA.  -'«M. 


V 


> 


4— --. 


/ 


.1 


XII.  r«p. 


StiiXH  oiiicü  MnH3vn|»iiuktofl  nnf  (U<i  Syfltvm. 


1<\ 


mit  ihm  7.iirtniiiiiiiMi(ri'tToiiiU*  iNiiikt  m  an  und  «In  (ii'-üfr  v-hImt  di»'  (ri-«e)iMiii(li(;- 
k«-it  r  Im'*(a.<<-*,  um  liiit  i-r  r  n  Vi-iluri-fi.  iK'tnn.-iili  i.nt  run  «Iir  \|itnii  ntuiikriit't,  wi'lrhc 
tii-r  iH'iirn  (.«•■Mchwiii«li;;ki-it  vuii  tu  •iit'i|irii-)it  uml  m  i  -  u  iit  fii|;:li<')i  rli<>  Mo- 
ment alt  kr  nt't    /'.   wi.Ii-li»'   im  Stos>»'   an!"  ■I.i-  >y'«t«ni   «irkt. 

1.    Kü    !«i-i   n'iii   «  tili    .Mii<«4i-iiinitti-I|iiMikt    lii  •«  itt«,iiiiiiit'«mt' niü    il<*r  M.i«ofii   .1/ 

UU'I    Tit.       M:in     Ii:it    il.-iiiii  .,-...  •    rti*",    «■IUI     N"''  =    '     u'i-^f.'l/l 

m  M  M    f   "i 

»ir«I:     .V<  Äi  ,    .v/"    ._  ,      ViMi    ili  n    M.iuiit-iwn    ili;*    Mii*>*«i*Minittf|  ■ 

.1/   -f-   »«  .»I   -\     m 

|iinikte«  X  t'iir    iI.'in   li<-**iininit*«yoti  in    licr    MaMüi-ii     1/  ini<!   ^'<    t'-itlt    liii'    i-ini-    mit    V.\ 
ztiüMiniiii'n ,    ilii'    :iiiili-nMi    «iii'!    |inralli'l    n  >*  iin*!    \/.      Iii-iin    )ii-trii«-httt    man  «   al« 
den  rrs|iriin^  \on  ('iiKrtliiiatfii   4.   'j  •   s  ^'»n  •l«iioi-n>«'ii   liii-iitiiiiir'*ii,  wii-  ilii'   Iriilir 
n-ii  .r.  //,  r,   «»ii  ist 

Ulli!  lit'lVit  der  i'iiizrliir  Ma^!(fn|iiiiikt  m  in  f  ki-iin-ii  |{«-itra;:  /.'■  'lii.'*>«T  Siiiiim**, 
•la   ?«i'in   1^    Niiii    i.«t;    tiTin-r   \:^\    ^mi^:^  21mfii  ■>,    *\:\   alli;    ^     -   :    iiii<l    r/    — ■  y 

und   für  '*  HiiMiiiil   ^  ;il>   r^   Null   nin>l.    i  i)<I!ii-})    i'^t 


2.  mXi      -    ^mz    J  N  »       -   i  wi :  .1      ■     n  »  2.  ". :      -    • » 

aii.<<    iilinlii-lifiii    tirniidf.       hii-    Ki.itt  '.'.•■    i-rthi  iit    nun     <|i-m    (ii't.ininit^vfitiMii    i-ini* 

Tr<in'<ilatiou«t^rnc)iMintlii:ki'it            ,  •«•■nkrt-i-ht    /.ur    Il.iuiiiflu-iii-    \  I'   unil    «-int* 

Winki-liTi-oi  liwiniii^'k' it    il   -         ,,  ..  nm  ilii'   Ilanptiixi-   «/',  %%<•  n    •!•  n    l'rä^ 

lit-itürA  liui  tli  ü   lii-NaiiimI.H\  »li  iii>   lur  t\'u"^\-   \\«-  •InrAt'-llt.     halor   ciLinct   ili-r  Punkt 
t'   di»'   (tr<ir1i\i  in<liüki  it 

»»I  r  .t/';ii  »  .1  ' 

,       ■    ,            .|                         "             )/     I  f:i      *        V     f     /;i   'jc'-' 

und   n  ir  i,  wi  il                                          '  ' 


M 


I  1/    • 


x '     •     m  .1 


i«t,  dirsi-  *ir" 


"»"•i" 


»/...' 


■«•wii-   I  n>lli-  ll 

l/x" 

/•      '"      ,, 

*J        I'lr     Killt     /      i.'li  1       ll  I       I  Im   jl     \.'n     ■.'.      U«  !■  In       «In      |liMi."lll/     ■!•■*    >\-lilli- 

lM«tiM.nit,    t-t    iiiit    •!•  I    l.-i.i     •:•  «    l'<inl.ti  ^   \  •  r  iti-ii  r  li*  K .    «n-    i«*i    •  ^n    M  «\irnnui   f>.i 
X   (  -   <i,    WiM.ii    :iN>i  '     in   •!•  n    rniikt    ^    t'illt,   »ii-    ii-iruiit   nnt    \%a<  li*i  ti>li-Mi    <    nt>   Mi<d 


1/ 


»/     •     • 


Mui 


vrf^riiniii'li  t    ii.i    .i  j        |i>i   W'i  i!)i   >!•  •«   Maxin-iii."   («t    /' 

kann    nun  fi    un-l   i-    aKi  r    "■>    .i!  •    I  iniili-.r.- n    \"\\    i    r-'lifiiiiHn.    •!  i*-   •<•     i  "i -«tiiii 
KIriKt   iiii'l   /'lur    alli     l'Mi.ki'     '    «I-r  ^i.!^.|t■rl    n\   •ii-n-t   '"H    W  •  rtli   U  %\ ,    .»i.    m    n 
Hfl  rc'i   i«t   Vfrni><^>-   •!•  <•   Aii-liU'k«   i  ir   -ii'    •    Ht"^'*»*   •  r  !<ird<  rliili .  •!  i»« 

'.,    x'     t     i'  '"..iW  M/i\ 

M  /.■• 


•  ••durch 


x'    i      .  ' 


-,n.l 


f- 


:  I 


«»      .       l' 
1/  /.  • 


ird.      I»»i*    ('•'iiHlaiiS'h    /•'    III.!    ■■.       »  i'.ji.  rn«  r     i-i«/ n-lf  »n  k-ii .    *<n  n    n      und    i.    »Iir 
Werthc  Tt>n  m   uml    i     ü.r     >  <».    n.iniln  ).    '. 


1//.  X 

I     » -    '4 r    .,  .     .    woraus 

X»  »/  //' 
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WInX* 


B^  =      " -  -    nntl    wf»  =  «„»tj,  foljjt.      Man   erhält  hierdurch    für  »i,   v   niid   P  die 

Formen : 

x'  x'  +   »■'  'W 

'"  -"  "'••  «»  +  ..'  •  "  ^  ••"         X«  ■     •  ''  =  """'"•    M  +  m.,  ■ 


Wl'ü 


Diese  Kraft  ertheilt  dem  System  eine  TranKlationsgeschwiudigkeit    ,,  =*    ir  _j_      » 

unahhän^i^  von  .r  und  eine  Winkeigfesehwindigkeit  um  sl'^  welche  Function  von 

ur  ist,  nilmlieh: 

_  mv  •  sC        1HVX 

'"   (Tl  +~m)%*   ■"  (.V  +  ;«)  x«"+  Mjr«  ' 
deren  Ausdruck  mit.  Ilülfo  der  Werthe  für  m  und  i*  die  Form  annimmt: 

{M  +  Wp)  X* 

3.  Der  Theil  P  von  mv,  welcher  die  Bewegung  des  Systems  liefutioimt,  wird 
in  dem  extremen  Falle,  dass  m  verschwindet  und  v  unendlich  gross  wird,  jedoch 
so,  dass  mv  constant  hluibt,  gleich  mv  selbst  und  mtt  =  0.  Don  früheren  Be- 
trachtungen der  Wirkung  einer  Momentankraft,  welche  unabhängig  von  der  Stelle 
angenommen  wurde,  wo  die  Kraft  angreift,  liegt  daher  dieser  extreme  Fall  eigent- 
lich zu  Grunde. 

4.  Wir  nelimcn  jotxt  an,  das  System,  welches  von  der  Masse  m  mit  der 
Geschwindigkeit  r>  gctrotfen  wird,  stossn  jsugleich  auf  einen  festen  Punkt  T  in 
der  Linie  SX  und  wollen  den  Stoss  fj  auf  7'  hestiinmen.  Wir  fanden  nun  §,  12., 
dass  die  Kraft  /*,  welche  in  d«;r  Kntfernung  Sf'  r:^-  tt  angreift,  auf  T  in  dem  Ah- 

tt        -t  ff  "     //  i* 

Stande   .S  7'  den   Stoss    fJ  ^=  P     ..    ,       *      hervorruft.      In    dem    vorliefirenden   Falle 

X-  -f"  •' 

tritt   .V   an   die    Stelle    von   S;  x'*,    sC  —-^  §   uml   s  T  =^  ST  —  .S'ä  =  /<  —  .S**,    wo 
N  7' =  //,  sind   für  x,  tt  und  .r  zu  setzen,  sodass  wir  zunächst  erhalten: 

x'«   ■\-    (h   —    ■s.v.)'? 

worin  aher  /*  «len  hetrelTendeii  Tiieil  von  mv  heileutet.     Nun  hat  mau  aber: 

„  .>/x*  .,  ,,  (.1/  4-  fti)  X-  +  7«.r*  m.r 

(M  4-  w)  X*  -f  »tjc^  [M  +  wo»  M  ^  M 

mit  Hülfe  welcher  Werthe  erhalten  wird: 

,.  »'  +  /'S 

/'    -  -    MV 

h'  f-  /'•-  -t-  "j|  ;i    -  /'/-' 

Für  ^  --^  h,  «1.  h.   wenn  f  mit   T  zusauimcntallt,  wird  /*  ----  mv\   für  J  =  '-'  i'*^ 

l/l  I'  x' 


/'    :    - 


X-.'  +  (i  +  _;;)  /.^ 


X« 


und  wächst  /'  von  J  «=  0  bis  |  ^  A;    für  J  :-=  —  ist  /'  --  0   und  für  |  =  jc, 

/*  =  0.      Ks  gibt  daher  ein  Maximum  von  /'.      Dasselbe  entspricht  einem  Werthe 
S,  welcher  der  Gleichung 


X  / 

genügt,    wo  ==  //   und    //  +  //==/  gesetzt  ist.      Diese   Gleichung    gibt    zwei 

Punkte  des  Maxiiualstosses  in  gleichem  Abstände  von  dem  I'uuktc   ,v  =.i  —  A'. 


i 


XII.  Va\>.         Kiut'iilirnii^  iiiuiulliih  k'HiS'-ir  M.i-^hi-ii  ■»taft   ft-nti-r  riinkt«-.  7n"> 

llciüliiri.      K-  si-i  1,    A      -    >i ,    :iNii    /   «iii   I'iiukl    tl«--   Miixiiii.'ilitot'^i-.t 

•li?«*  t:f^»i|iciii-n  >yfi!«ni'»  ji1ii.'«'>^«'Ihm  vmi  m  ln-i  •!•  i  I»r«ljimL'  mn  -^ /'.  An-«  iIit 
Itli'ichiini'    5'    f-  "J  X  5         .'»x'     -  u    l"<il/i-ii    ilii'    AIimI  •-•■11    «!•  1    M.iiiiii.-il-*t<>-«<«|iiiiikt<' 

4  ■   -    x    -*      X  f    ti,     Wtihil     O       -    wir 

IJ  i    I  /  «' 

§.  l?^.  Wt'iiii  «las  Syst«'iii  uii'lit  tVri,  .s>iim1i'Mi  an  nnlittt^iiiii;«^!!  j;r 
liiiinli'ii  ist,  •/..  h.  t*iiii'ii  t'i'.stcii  l'uiikt  /AI  1i>'sit/.tii .  tun  «'Iih*  iVstt*.  Axf> 
hii'li  zu  ilrt'licii,  mit  ^^rwisstMi  'l'lit'ili-n  ii->t<*  Kliit-lifii  /.u  In'iiiliri'ii  n.  n.  w.« 
Sil  l«'i^t«*t  ilaKM'llit'  vi'rniii^r  iliocr  IU*«lin^iiii;r('ti  im  Monii'iiti*  iltT  Kiti- 
^irktiti;;  iii«>iiifntaiM*i'  Kratti*  ;j;('w-issi*  luMiiuMitaiii*  WitltTstänilc  Führt 
man  <lii*.s<«llii*n  als  Mniin'ntankrat'ti*  i'in  iiiid  tii;^t  a'w.  ilfii  i^i'^-lifiiirii  Mti- 
iiH;iitankr;iftoii  liiii/ji,  sn  kann  alMlann  ila.s  S\>t(*iii  .ils  rin  fn'ii-s  l'fhan 
ili'h  wonli'U.  In  niauilHMi  Källi'n  kann  man  jt-ilurli  ilif  iSrilitt^'un^fm 
ilnri'li  Klntiilinin;^  uni-inllicli  ^'i-nsx-r  Massen  in  <ia*«  Sx^tcm  crM't/.fn. 
I  »ii'?»#*  IiliM*  wiinl«'  /.m*i>t  Villi  l'ninsut  an.sp'S|»riirht'u  \Suf  /♦/  m*tm>'rt' 
#/•  nifn*n*'r  *i  hl  thfUitini'fiir  ili  s  rt.rfts  //'«/'»'x.  »■#//»■  »t»  >  t'nr/t^  >^u  nn  .••^ufifntSf 
•/» /i»'.N  fnif  ih  >  *th>t*n'h's  ji.tts.  l/ni  n  v  1 1 1  f ,  .liiurii.  »If  .Malli»-m.  1*'""^  S/tii», 
T.  IV.  |i.  171  'I>.'il')|:  ilirrr  Wii'litiLrk«'it  wi'j^i-n  uoll»-ii  wir  aut  ilifM-lb«* 
liiiT  in   rtnt'ni    Talli'   rtuas   ii/jImt  t'in;.'('ln.'n. 

lia.H  Svstfni  lifsit/«'  iMn«'ii  i't-.st<Mi  Punkt  ./.  il.  li.  fin<'n  xilclicn, 
mi'lclii'r  «lurcli  kein  Sv.*<ti'ni  vnn  ^|l•nl«•ntatlkratt(■n  t'inc  <ti'>f}|\i  iii«li;;ki*it 
t'rlan;:t.  KiMlui'irt-n  wir  i'in  ln'li»'lii;i«'s  ^i"_'i'!iiih'.n  Sx^li-m  vnii  Mnnn'ntan- 
kräftcii  für  i^mi  Ma.sM*niiiittfl}iuiikt  ^ Un-l  iintt'rsUilH'ii  wir.  wrlrhi»  Ma>so 
«l«'r  l'unkt  ./  li'sitzi'n  niuss,  winn  «t  «Tu*  Ii"lli'  i-im-.-  fi'>lrn  l'uiikti's 
p*|»it*li'n  •*m11.  w.'iliH'ml  «las  S\^tini  als  «'in  t'n-irs  aiiirr-Ni-lim  wir«l.  I>i»» 
Krättcr<'>)M('ti«>n    lii-lfit   i'in«*    Ifi'siiltanli*    H  wwA   *'\\\   r(-.suItiriMitIi'>   I'a.ir   '• : 

iThliTf    iTlInilt    «hin    Svstfiii    I  in»'     rianslaliniis-'rM'liU  ituli^kril    n         .    , 

li'tÄt<'r«'.s  «in»'  \Vinki'l;4i-si'liw  in'liiikii?  li  ■       ..     .,  um  rini'  ilunli  >"  ^iIumhIi' 

A\i'  »■  «Hill  wi'nn  «^  >\ri\  AI'sI.umI  «If.s  l'unktcA  ./  \'*u  iln  A\»'  •  'M/i-ii  !i- 
ni't,  sti  sinil  »  unil  li*^  A'w  < '•iiii|i'<n»ii!<n  «Irr  ^ir.srliw  imliirki-i!  «Iis«,ill.i«n. 
Hiliift  nun  /i'  niil  «l«-!  L'iilitun;:  V'Mi  .'!'■  ih'n  Wink«'!  n.  sn  I>t  «las  f^hi.idiat 
tliT  (ti'M-]|u  in  li^ki'it  \mm   .1  •^\i'\t\\    n  "     f     ji'r^'  -»/.'* '^  •••>  t- ;    «laiiiit    il.is- 

M*lli('  unal>1i.iM;:i^  \<mi  i>,  \%<|ili'r  Wink**!  mit  >\fi  Walil  *\*'>  Ki.ilfc^v  sti-niN 
\  ariirt .  M-r-rliu  inil«*,  inU'--  n  "  nn»!  '^  •»  -.••in.  Pio  «-lotiri'  UiMlin. 
^unj;  lirlrrf  1/  X,  ilii*  /u«iTi'  1^  <»  1  »•  1  Tunkt  t  iumsh  milliin  au!' 
t\vT  M«"ini'ntana\i"  ii«"'i'n  nntl  ilir  M.i«-si'  ■li-s  S\sti-nis  muxs  uncuillicli 
gr'»^f»  M'in.  1  Ja  «li«'  Am*  »  "luri'ii  >  ;^«'lit  un«l  )••  nai'l»  l'H-ili.itlfnlitMt  «li-s 
KrnttcHv^ti-m.s  Mi^-rliirilfnc  iti«  Ittmijrn  lialuMi  kann,  I  .ilifi  strts  :iiil 
ihr  lit'^'t .  -M  tälli  ./  niit  ^  /.u.saniiin'n  Pn  li"«!«'  l'unkf  i.iu«-*  .iU<i  ili<i 
M«iMK(*nmittt>l|>unkt  M-in  l.i'i^t  man  il:ilii'i  «li  ni  runkfi-  I  <-int'  un«-nillii'li 
^oft.Hi*  Ma.sst*  lii'i.  Sit  >inil  aili*  lH-ilin.:iinj.'«Mi  rrlullt  unii  kann  «las  >VNti'm 
aK  «'in   Iri'irs   liflianilt-lt    ui-iili-n. 
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Es  sei  nun  f.i  dio-  dorn  Punkte  A  zuerthcilto  unendlicb  grosse  Masse, 
während  .V  die  Masse*  des  Systems  an  sich  bedeute;  es  ist  A  der  Massen- 
mittelpunkt von  fi  -{-  M  und  .S  der  Massenmittelpunkt  von  3/;  die  Ent- 
fernung AS  wird  unendlich  klein  sein.  Das  System  kann  nur  rotireu 
um  Axen,  welche  durch  A  gehen.  Auf  das  Trägheitsmoment  und  die 
Winl^elgeschwindigkoit  des  Systems  um  solche  Axen  hat  die  Einführung 
von  |it  keinen  Einihiss,  da  A  auf  der  Axe  liegt.  Indessen  ist  es  ratb- 
lich, den  jetzt  vorliegenden  Fall  als  einen  Grenzfall  anzusehen  von  dem 
Falle  eines  Systems  |it  -[-  J/,  in  welchem  ein  Punkt  A  eine  sehr  gr«»süe 
Masse  ^  besitzt.  Der  Massenmittelpunkt  x  dieses  Systems  fällt  dann 
zwischen  A  und  i^  und  tlieilt  ./i^ini  umgekehrten  Verhältniss  der  Massen 
iV  und  |ii,  sodass,  wenn  As  =  /,  AS  =  ti,  also  sS  =  d  —  /  gemotzt  wird: 

._      Mfl  ._       fi(f 

ist.  Das  Trägheitsmoment  von  fi  um  eine  Axe  des  Punktes  är  senkrecht 
zu  AS  ist  ftr,  das  von  M  ist  My.t^'^  -{-  3J  {d  •--  /)'-',  wenn  k„  der  Trag- 
lioitsradius  für  die  Parallelaxe  des  Punktes  S  ist.  Daher  wird  das  Träg- 
heitsmoment von  ft  -|-  iV  für  die  Axe  des  l'unktes  s: 

(„  +  m)  x'  =  ,tr  +  ..Vx„-'  +  .»/  (rf  -    /)■-•  =  V  /x,,-'  +  -      ''-'-.     Y 

(i  / 

Wird  nun  fi  =  ex,  s«  ergibt  sich  hm  (fi  -\-  M)  vr  =  3/ (sc,,*  -f-  */•),  wel- 
ches genau  das  Trägheitsmoment  des  SystiMiis  1/  um  die  Axe  des  Punk- 
tes A  ist.  Der  Träghoitsradins  x  nähert  sich  der  Null;  indi\ssen  ist  i 
unencllich  klein  gegen  x,  wie  man  aus  der  (ihMchung 

^-^^^'t^' ('  +  !)] 

X  " 

ersie,lit,  welche  Um    '.,  =  oc  li«'fert.     Dagegen   ist 


x^  '       '    \       '     u  /  .     x< 


eine    endliche    J^änge    und    liedeutet    den    Abstand    des    zu  A    reciprnkeii 
Punktes. 

All  iiiJissgchcndor  Literatur   für   «Ion  Inlialt  «Irs  vorsti-hciiilcn  Cnpitels  führoii 
wir  lUK'.Ii  nii: 

J'oiiisot,  Thi'uvii'  nouvcilr  de  hi  rutatiou  tlrs  co/;i.v  ( Liuu  v  ill  c,  .lonrn.  de  M.'itlicin. 
T.  XVI,  j>.  i»  u.  2S\»  ,1851  i;  ist  .'uicli  si'par.-it  in  zwin  Ausj^nlmii  iH'fl  orschioiien''- 
r.ori'its  is;»l  hatte  Po  insu  t  der  Pariser  Akadoniic  «lii;  Lösinitr  ile.*  Dotation*' 
{ir()I)K'ni.s  t'iues  uiivorändorlirlicn  Systems  ohne  Kinwirkuiig  eoutinnirlichor 
Kräfte  in  liiitT  \\«Mji;r<T  ausfiihrlirlicn  Hi'arhritnntj  vorirelejrt.  Dietelh-  wnrJt 
aufh  al.N  Aiilian^»'  simiumi    hlh'uwns  tir  stutiijuf  beig^cfiigt. 


I 


Xlll.  (*H|i.  Ikciliictiiii)  )1or  riiiiliiiiiirlichrii  KriifU*.  7^7 

1*0  in  Mit,    fjiifktions  ili^nniMH/urs.      Sm    la  pfrrnt^inn   thx   rorft*.      <  I.  i  •>  II V  i  I  1 1* ,  Jitiiril, 

l'«iili9Mt,  Sut  lii  tfnnntilf  t/r  unnfrm' nf  i^ni  *  \t  tiitfisinitf  ti  ii»i  rm  fts  jmr  Ir  ihtiftiun 
/Hiinr  mtifisif  tjiii  vwnt  Ir  frapftvr  ttui^  nur  i/iintiurt  ilttnuf'-.  -  L  ii>ii  v  i  1 1  u  .litiini. 
.ji.int.  S.rir,    r.   IV.   |,.    li;i  . 

Ki»1m  ,  Jfitfiit  nuitvilti'  tli  iiontvriif  Ht  t/'uii  1  !•//#.*  it'n  t  /i.i'Utnts  tlr  f'  .ttttii.  th'H  Mim- 
rv«,   i/f  ♦   httiv\    it  1/' A    Kt  tm.i    tuts    lir    /irli/h/ut  ^   1*»' im-  .s.'rii  ,    1"    XX  «  l**«!.'/ ,    |i.  -t.'i'i  . 

Dii-^r  Srlirit'ti-ii  ^iini  /iiLrI(-i>'l>   t'iir  «lii-  näiliottol^ri  n  li-n  (':i|iiti'l   \mii   Itt- h  iitiiii^'' 


XIII.  (-w|.ii.I. 

Aequivalonz  und  Rccluction  clur  continuirlichcn  Krüfto    orRtcr  Ordnung 

um  unveriindorliohun  Syntcm. 

^.  1.  I>rr  <M"«i'!iwiiM]iirk<*it>/.Uht.'iii(l  v'iuvi*  iiiivt*raiic]rrlk'lii*ii  S\iiti*iiiN 
zur  Zeit  /  v^Inl  iliin-li  ili'ii  dii-scr  /«-it  riit.s|ii't'rliriiili*ti  noM'liI<Miiii^iin;;s- 
Z^^ta1lll  lll>^^t•Ibl•ll  utn'inliicli  \M-iii;:  ;it'.-iii<i<'it,  iiidriii  /.ii  «Icii  (t(*.scli\%  itiilij^- 
kf'itrii  r  «liT  Sv>t«*iii|iiiiikti*  dir  KliMiifiitarlifscliItMiiiij^iiii^«'!!  tiu  ■  i/  tif 
hiiizutri'ti'ii,  um  dit*  drr /•■it  t  ~\-  »It  «Mit>iiri'i-lii'iHliMt  <ii>rliu indi^kidtrn  »■' 
zu  liildt'ii.  \Uv  MiiiiuMitaiikiüiti'  m  i\  %v<'lrlif  dli*  (i<'N('hwiiidi':ki'itiMi  r  zu 
f^iditMi  viTiiin^x«'!! ,  ^Tidnii  idioiiMt  jti  ilif  MiiiiuMitniikriit't«*  //i »  ,  uidcli«*  dtMi 
(f«'M*liwiiidi;;ki'it<'h  ''  fiit.spirilicu .  idxT,  iiiilcni  «ich  mit  ihiH'u  di<*  un- 
cfndlicli    kif'iticii     Kr'it't«*    mtlu  m*;  lit     iiarli     diMii    l'ai'iillt>l«»^ramm     df*r 

KrätW*  Vfiliiiidcii.  Pii'.sc  Klfim  utaikr.ittc  durch  il.-!*«  /ciiidt'mi'iit  divi- 
dirt,  .stollt'ii  dii*  i'iiiitiuuirlii'lii'ii  Kiältt'  m*i  dar.  duivli  wrlidic  diT  Ht*- 
fcchIr*uiii^uii;^>/.u>tMiiil  dt'.s  S\*.t('ms  lii>.<«tiiiimt  \\iid.  Wir  wrnh'n  dil•^•^|ll•'n 
im  r>d;:*'nii4'ti  rfdiiriifii,  dfii  ni-M-lilt'iiiti>:iin;;*«/.ustand  luvstimmfii.  wid«'lii'ii 
f*in  j:«*j»«d«iii«'h  l\riittf.t\  >tfiii  }irr\iiriiilt  und  /usidn-n.  w'w  dir  llt- »«';;u!i;: 
•Ifs  Sy?»t«'ui.s  uiiit-r  Kinflu«»'»  ;:«';:idnnii  Kriittc  .siidi  vnn  /cittdcmi'iit  /.u 
/«Mtid«'iririit  aii'ici'l.  Arlmlirli.  wir  liri  «Irr  !k«*ilu(  liuii  dir  M«iiiiriitaii- 
kriiMi*  in  <'»)>.  \1I.  vrrdirm  .-iiuli  liifi  lirini'rkt  /.u  wcrili'n,  tl.i^^  dif 
Itozi'ii'hniiii^  ilrr  itinsHin  „n^  ;j1*«  Kialti-  rr-lrr  <  »rdiiunj:  um*  4-.-riirii«-li 
und  mit  It'h'kNirlit  anl  ilji-  lifilnitiiiij.'  vnn  m  aN  rinr«  IiIi.shi-h  (*iM'ft). 
cit!nti-n   tl*-i    \Vritlii/k>  it    liii-    Kiattrniliii-iinii    im   <iiui>il*-   «-iiii*    lu  ilmtiin 

llcr    nr.si'}di'UlM;:i|li;:r|i    ist. 

Ci:     'J.      Wir    Itf^iiiiK'ii    mit    i-iniMu    «'iiitaclii'ii    lallt*,     iiamlitli    mit     lici 

Kf'<iuctii>n  «Irr  Kialii'  rln«"«  »'ln'hi'ii.    in  ■•i'imr  Hl-t-m     l'i"Wi';:!iili«  n  >\nIi-iiih 

Va  b(M«'n    '     und    '•      l'i;;.  -••'^       das    Miim>-iitanri>nli  um   und    lian    Itrsfldfu 

ni^unjf.M'riitrum   dr-Ki|lM>|,      l'ld.    III.    f'a|i.  \].    t:.    I.      /ui    /.«-it   t  und   ti 

dir    \Vink«d^tMli\\  iiiili-^ki  it    um    '.      Ihr    lii  >«  Idi-iini^UM^'   >;    •irn--   S\!»iriii- 

|iiinkti'.s    1/  im    .\ii>t.iiiil*'    V'*         f*    >"ii    't    liat    /wri    < '«•m]i«>ii(-Mti-ii .    <'in<* 

C^lilri|M*tali>.     uarli    ^    ^«  1  i<-]it(-tc    i'/«    uml    t-inr    /n   dii'M'i    «'tikiiiditc    lau 

tili 
^^nlinli*  •  /♦ .    d'i«!»    Sinn     ji-    n  uli    iln     ]ni"-l!i\*'n    ««ili-i     m-;' »ti\  i-n    lii*- 

.".1 1  • 


7^S  Rcductioti  lies  ebenen  Kräfte systemn.  XIII.  Cap. 

.sdiailenlicit   von   —   mit  Sl  harnionirt   odcT   dishaniionirt;    ip   nelbst  hat 

il«n  Weilli   (p  =  p  j/si*  +  ( 7? )  =  ^^'   "^'^'^^   ^  ^  V  ^^  +  C!^T 

die  Bcsclilennigiing  oines  Systompunktes  in  dor  Einheit  der  Entfernung 

vom   Bescbleunignngscentruni   l)<»zeiclmot.     Die  Kraft   mg?,    welche   dem 

n»r.  2^^;s.  Systerapnnkte   die   Beschleunigung  tp  zu    ertheilen  ver- 

6?'   ^  mti^^    zerfällt   demnach    gleichfalls   in  eine   centripetale 

/  ^^     I  und  eine  tangentiale  Ooinpimcnte,  deren  Grössen  mSirp 

,  .»?r  und  m  —     u  sind  und  welche  nach  Richtung  und  Sinn 

'  ^*'  mit    den    entsprechenden    Beschleunigungscomponeiiten 

ühereinstiininen. 
Behufs  der  Keduction  der  KrJifte  f(ir  das  Beschleunigungseentrum  C 
legen  wir  durch  diesen  Punkt  ein  beliebiges  rechtwinkliges  Coordinaten- 
System  der  vc^  y^    dessen  Drehungssinn   mit  dem  Sinne  von  Sl  überein- 
stimmt.    Die  Oomponenten  mSl'^jt  und  m    "    p  halien  in  Bezug  auf  das- 

stdbc   die  Uichtuncscnsinusse   --  -    , ■      und    —    '         --  :    sie  selbst 

/'  /'  P        P  * 

zerfallen  daher  iu  die  Oomponenten  —  mSl'.c,   —  mSi*y  und  —  m  —  y, 

/O 

///     ,    .r.     Demnach  hat  die  Resultante   7?'^'  der  Kräft(?reduction   die  Com- 
dt 


ponenten 

XiU  ^  ...   pj^tmv  —  '^f  2://///,         )•'>'  =     -  i^V^my  +  —  Zmx, 


wtdche  ab(»r  mit  Hülfe  der  Coordinaten  .r„,  //„  des  Massenuiittelpunktcs  ^ 
welche,  den  Gleichungen  ^/if,,  =  Hm.c ^  .)///„  =  ^my  genügen,   die  Fonu 

annehmen.     Nun  sind  aber,  wenn   man   dit»  Entfernung  des  Massenmittrl- 
punktes  N  von»   BeschhMinigungscentrum   <i,   nämlich  .S^' =  /*  setzt : 

-  Ä--.r.,  =  W-V  (  -    p') ,       -  -  i>-' ,/„  =  iiV  (—  -'j!  ) 

die  (^»mponenteu  der  centriptitalen  Beschleunigung  Ü'*/  des  Mas.senuiittt*l' 
})unktes  und 

'   di  -^^  —  .//    ^  \        /•  /  '         ~dl   ''"  ~"  dt    '   \f  ) 

die     der     tangentialen     Beschleunigung     desselben     und      stellen     daher 
-     /l/ii"'.!',,,    —  /VÄ'^//„   die    C«)mp()nenten    der   centripetaliin    Kraft  är(i 

dSl  dSl 

snwie,    -      .1/         //„,     M         .r„    die.    ( ?(»mnonenten    der    tangentialen    Kraft 

dl  fit 


\lll  r.,l, 


KurlilL'ti'ili    'Irr*    i>ll«-|Ji*Ii    Kl  lt't<*  •\f(t(*l1l- 


l^'J 


V         /  il:ir.      |)a  luMilc   (*oiii|iiiiM'tit(Mi   zu  r>iiian(Ior  rorlitwiiikli^  hiinl,   >o 
orli.iltf^ti    wif   \'\\\    ilir   lii'.siilijiiitr  «In    Kriifi«T<'«liH'ti«in 


/ 


•ni\' 


ir".vfl'^^-\  C;;;) 


J//  [f . 


nit'M*   Kr.'it't  uiinlr  iloiii   M.'is>i>n]Mittrl]>iiiikti*,   wimih   in   iliiii  ili«*  (Si*haiiiiiit 
iiioaM*  ili'h  Sy.-ti'ins   vrrt'iiii^l  wünli',  «li«*   IU'>cl>]riiiii;;ii!i'»  fxf  /.u  fitlii-ih'ii 
v(»rin«»«jeii.      |)i(»    c'(*iitri|M'tiiIi*n    Krüttc    mll'/i    Vn'iriu    lu'i    ilt-r    Kcdiii'tinn 

keine   l'narc,    da    n'iv  durcli    den   ]%tMln(*ti<tn.Niiunkt   f,   liiiidnrt'h^'lu'n ;    die 

,/<>  tfSi 

tanp-htialf'ti  Kräfte  w    *' ;#  dii;;ei'en   liefern    Paart*  m     .     ir  von   ;:<.'inein- 

M'liaftlieher    Axciirielitnn;^    srnkreclit    zur    Khfne    ilfs    Svitenis    und    «*iit- 

>|irin;;t  aus  ihnen  al.N  reMdtirende.s  Paar  ^'  "  der  Ki'diu-ti*>ii  /t'"---  ^mir. 

-.  '// 

Wir  erliallen   ilalirr  den   Satz: 

I>ie    i-tin  ti  nui  ilit-lii' n    Kratte.    welche    ein    elu'ncH    Sy  >t«'ni 

in    >eini>r  Kl>eni*    hesch  li'nn  i;;en,    sind    at|nivalent    einer    K*f 

»ultanlen     A"",     wrli-hi*    durch    ila.*«    Ite^oh  1  i'u  n  i^ii  n^Ace  n  t  rnni 

h iiid  u  rt' li;;t> h t,     unil    ei  nein    resiilt  i  r<'ndi*n    Paare    //",    de.s.scn 

Axe  M'nkrei'lit   zur   Khfnc  ist.      Mie   Hi'hultante   hat   di<'   ICieh- 

lun;:    und    ili*n    Sinn    iler    Me.sfh  leu  ni^iiii^    di'ä    M  ahsen  niitt  f>l  • 

puiikti*!»    und    ist    ;;Ieii-h    ilein   Prnilukte    auM    ihr    und    der  (ii** 

^alnnltn1a.sM•   d  e>  S  v.st  i'ni.s.     I^a.s  Paar   i>t   ;;leirh   dfin  Protlnkti' 

AUS     il  •' r    Win  ke  Ih  e.se  h  !r  u  II  i  u  u  n;r  ih's    Svstt'ni.s     n  n  il     il«'iu 

tll 

Tr  ii^li ei t  sni«! nuMi 1 4'     lIes^(•lh^n    in     Ite/ u^    aul    ilii*    zur    l'ihi'ni* 

i\v^  Sv  Stents    MMikriM-htt'   Axe    ilf.s    Itr  seh  I«' u  n  i  ;;u  n  ;^Necn  t  r  u  ni  h 

Wir    knnnrn    h-ielii     ilii'?»««    Kfdiictioii    Avy    Kraflt-    aul    den    Mnh-iMi- 

inilti-ljiitnkt    >   iilM'rtra;:i'n.   indem  wir  // "  an    dii'M*n    Punkt    vcrh'^eii   und 

da*    au.«»    ilii'Ä«'!     Vit!«  jnii::    «•ijtsj»rin;:<'nile    Paar    i/i*'',  /i'.i    mit    ih-m 

paare   ^■'''  \rrliitidfn   ■  I'i;:.  -••'.'  :.     Ij»t  i.  »li-r  Wink»'!,   weK-h«'ii    /•  ''  mit  d«'r 

Hii'litun^   dtT   tan;i»*nlia|t'n    •'•in>p«Mn'ntr  di'r   Ih-srhlrunii^un;;  di'.s   M:i^-fii 

tnitlelpunktes  )iihh*t,   s.i  i^t    h        /  i-ü«  !•    dt-i   Arm  '\v>  /Ji/utn^rnden  l'aans 

/f'''Ä    und    ila    dahM-ilii*,    wir    h'irht    /M    srhrn.  »..:•• 

in   alh  n  Palh'n   rnt;:t';:«'n;i«*M't/.!i  ii   Sinn  v.in 

f ;  »     hat,    M.   \*iril    '.,  =  '•  '  li^'f^nsu  f? 

iImii    nrui*    Paar     der    Kcdurtinn     M-in         |)irN(>    'ff'- 

Itleif'hiiii;;   ^ilit    ahi-i    mit    Iliill'c    •h-i    Wi'itlic 

V 


h 


«'• 


/;'  - 


itt 


^nif.'.    /.*  '■  M/  if  und  mit  IJürk 


lirht     daran!,     da»««     dir     laii;:rnti.ih'    < '«•m|iiinenti 


O  rns  u     -     "   i^t ,   /,    '■ 


ili 


I  ^  m  i»' 


•!«r     l(i'^r}di*iini;:unL' 
V/'i.     Nun   i.-l  '\\'**T  nai-li  riiHMu 


700  Kcrliiution  fies  cIk>ir'Ii  Kniftcsystcnis.  XIII.  Cup. 

Iickanuicn  »Satze  das  Trägheitsmoiiieiit  21  mir  für  das  HcscIiUninigiiiigs- 
ccntrnm  (i  gleich  dem  Trägheitsmoiiieiite  .Vx„'-  für  S  in  Verbindung  mit 

.1//-,    sodass  r;/»>  =  '       3/x,;-  wird.     Daher: 

Die  Kräfte  des  Systems  sind  äquivalent  der  Resultanteii 
/?(»)  =  iV/'O ,  welche  u  ach  U  i  c  h  t  u  n  g  u  n  d  S  i  n  n  mit  der  H  e  s  c li  1  e u- 
nigung  f9  des  Massenmittelpunktes  übereinstimmt,  durch 
ihn  hindurchgeht  u n d  i h m ,  wenn  in  ihm  die  Gesa ni ni t  in a s > r 
des  Systems  vereinigt  wäre,  die  Beschleunigung  zu  ert hei- 
len  verninchte,    die   er   in    der  That   besitzt,    in    Verbindung 

mit  dem  Paare  ^'/'' = --.    /Vx,,-',  gleich  dem  Produkte   der  Win- 

kelheschleunigung  und  dem  'rrägheitsmome  nte  des  Systems 
in  l^ezug  auf  den  Massenmittel|ninkt. 

Die  Kräfte  eines  ebenen  Systems  sind,  wenn  ihre  KesuUante  nicht 
Null  ist,  einer  Kinzelkraft,  gleich  dieser  Kt'sultanlen  ä(|uivaleut,  welche 
längs  der  Centralaxe  des  Systems  wirkt.  Um  dieselbe  in  dem  vorlie- 
gonden  Falle  zu  ünden,  haben  wir  IV^'  in  einen  solchen  Abstand  /«'  v*in 
von  S  zu  verlegten,  da.ss  das  aus  dieser  Verlegung  entspringende  Paar 
/»^*7/  das  l*aar  (V,***  tilgt.  Damit  dies  Paar  mit  '»Y"  entgegengesetzten 
Sinn  erlangt,  nniss  diese  Verlegung  nach  der  Seite  der  au  N  angreifen- 
den Kraft  //''^  hin  erfolgen,  auf  welcher  das  Heschleunigungscentrum  il 
nicht  liegt.  Den  Abstand  //'  erhalten  wir  aus  der  Bedingung  IV'^h'=  (i','*', 
welche  nach   Kinsetzung  der  Wcrthe  von 

/•'»»=,  ''-^^-   M  y-i^      /,..  n  _   v/-  c'>  =      '^[      .  /•  r,.s  u  .  {>  cos  Ci  =       ^[      h  -  ''"^^ 
*  fit  CitS'  ((  rißs* «         iif 

in  h li  =^  y.y^'  CHS*  ((  übergeht.  Mit  Kücksielit  auf  h  -- f  cns  et  und,  WiMiii 
die  Entfernung  SU'  des  Punktes  N  vcm  dem  Srlinitlpunkte  von  /»'.s'  mit 
der  Richtung  der  zu  ^uchenden  Centralaxe  gleich  /"  gesetzt  wird,  auf 
/■'-■-=// ro.v  « ,  kann  dies«}  GbMchung  in  der  Form  A/=  x,,"-  tlargeslellt 
werden. 

Ist  /i*''  n.  so  ist  das  System  dem  Paare  /.',"  äquivaltMit,  welches 
eine  belii«blj;:e  Vt'rlegung  in  tler  FImmh'  erleiden  kann.  Ks  wird  H^^^  mir 
Null,  wenn  /' —  O,  d.  h.  wenn  das  Ht'Mehleuni^nni^sceiitrum  mit  «Irin 
Massenmittelpunkte  zusannnenfällt;  in  «liesem  Falle  wird  /=  3C  lunl 
rückt  tlie  Centralaxe  ins  l'n endliehe.     Diese  Hetraclitung  liefert  <len  Satz: 

Wenn  das  Heschl  cun  igungsce  n  t  r  um  /."  nicht  mit  dem 
Massenmittelpunkte  N  zusammenfällt,  so  sind  die  Krätto 
d  t^s  ebenen  S  y  s  t  «mu  s  (w  n  c  r  K  i  n  z  e  1  k  r  a  f  t  W ' '  =  M  f\>  ä  q  u  i  v  a  1  o  n  t . 
w  «'Ich  e  d  e  r  U  (» s  c h  l  e  n  n  i  g  u  n  g  d  e s  M  a  s s  e  n  m  i 1 1  e  l  p  u  n  k  t  e  s  p  a r a  1  Ifl 
und  mit  ihr  gleichen  Sinnes  ist  und  die  Linie  HS  auf  der 
Seite   von   N,    auf  welcher  ^'  nicht    Fn^gt,    in    einem    Punkte'» 


I 

i 


XIII    (  .i|> 


li*<''lii('ti>iii  ili'»  ••lii-iii-ii   Ki.it'tcH\  iti  III . 


:»i 


-•I  sc  liiii'idct.  il;i.ss  tlri.s  l*rtnliikt  /tV  •>*'.''  .jli'ifli  iIimii  *J  ii  .'hI  ra  t  p 
•1  ••.s  Träj^licitsraili  II  s  t'ni  ilni  MasM'ii  lui  1 1 1>  1 1)  u  n  k  t  wird.  Fällt 
aKiT    '•'    III  il    N    z  ii>aiM  IN«' II  .     .»«'•     •«iiiil     "lii'     Kraft«»     ili*in     l'aarf 


'•V 


r// 


l/x„-   ;i  i(  u  i  V  a  1  v  ii  t. 


^  r 

.V 


Jj.  \\.  ])a.o  M  niiir  II  la  II  rc  h  t  r  Ulli  ',  A\'X  S  r  ji  n  i  1 1  |i  ii  u  k  t  f*  «Iit 
Kill /. «'1  ri'Mi  lla  II  t  «•  II  A'  lit-r  M  ««nu'ii  t  a  ii  k  i  äft  •■  mit  d  «•  r  Liiiii;  ''S 
und  d  i  I*  lii'idrii  Punkt«'  't,  't  ,  iiamlii-li  da'«  l>i'hr  li  1  «*  ii  ii  i};u  ii  ^s - 
IM' Htm  111  und  il «' 1  Sc  II  II  i  1 1  pii  II  k  t  der  K  i  ii /«' 1 1  i*>ii  It  au  t  «*  ii  A' "  d«*r 
r  nntiii  tiirliolii'u  Kr.-it't«'  mit  *»  S  lii>;^cii  aiit  «'in  ti  iid  d«' msc  lln'ii 
Krj'i'»«*  Fij;.  -Tt'.».  Narli  Caji.  \II,  ??.  1-.  in'>tt'lit  iiämli«;li  z^iIm'Ik'Ii 
«leii   Alistäiidi-n    l'S        ti .   St  n'   dl«'    litdatinii   '/«i         /.„*.    aii.s    \v«drlii'i' 

in  V«'rldnilun^  mit  d«'i  tdii;:«'!!  (il«'irliun<;  1 1  ^^  J^..'  I«d^t:  nn  ■  ff'. 
Pnd  «liT  viiT  l'iinktt*  '',  ''';  't,  '.'  ln'.stimiiH'ii  ilali«-r 
«l«'n  virrtiMi.  Fallt  ilas  Miiiiicntaiu-i-iitriim  ''  in  >. 
alho  ''  \\\>  FiH'ihlliidi«',  «1.  li.  sind  tlir  MiiiiH-ntan- 
kriift«»  i'iiu'iu  Faar«*  ;n|uival«'iit.  •»»•  winl  der  Kn-i«» 
uiii'ii«ili(di   ;;r«ish   und  j:«'lit   in    ili«*  (irrad«*  '•" '•    uImt;  0  6" 

idioiis«»   wriin   '*'   in    V  lallt,   «1.  li.  wniii   «las  Sy«»tiMii    *. 
v\\\v  'rrniislatiiins^<*'*rli\\  iudi;:ki'it   ln'sitzt.     nii>*.idl»c* 
tritt    «'in.    wenn    «'iin*r    d«'r    Punkt«'    '.",    Ü    in    «(«'u 
Mnji.s«'iiniitt(d)ainkt  N  lallt:   «Irr  Kr«'is   •;(dit  dann    in 

di«"    (i«'iad«'    '*'     ülii'r       Tritt    ti    in    ^   ««in,    -«1    lin'kt    ti'  ins    riM-nilliidif; 
•  li«'    (-MiitiiMiirli<'li«'ii    Kr.i't«*    siinl    «'iiM'iii    Paar«*    ;ii|uival<'nt.      I>t    f^    mit    '.' 
•l«'r    Fall,    N«»   «'Utti'rnt    sirli    ilas   Ifi'^i'lilfuni^iin^rtri'ntiuiii    iii>   Fn«  iidlii-li«* 
lind    HiTilcn   «li«'    n«'M'lil«'uni;riiii;^rn   all«'r   Systi'uijiiinkt«'   |iaiallil.    -li-ii  In-n 

A''  . 

Siiiiii's   iiihI    ;:l«'it)i  .      Fallrii    '"    und    'i     in    >,   s«»   li«'>i!/t    da-»   .^v^fi-ui 

i'ini'  'rraiiNlaiiiiii».;;i'Mli\\  iiiili;:ki'ii  und  halun  allr  Punkt«'  ]>arnlli  !«•  uimI 
i^b-itli«'  l!«».rlil''Uiii;jiiti;:«'n  ili'^-idlM-n  Sinn«''.  l'allfii  t'  iiiii|  r,  in  N.  »••• 
wiril  da>«  Sv>ti'm  vmh  i-int m  VI<iiii«-nt.inki.it't«'|t.iAii*  i-i;:i  iltcn  und  \'>n  «-iiH'iii 
Paai«*   i*i>ntinuirli(-lii'r    I\iatl«'   iMsrliJi  uiii;;t 

Maii  kann  l«'i«lit  uln'i».r!irn .  \%i«'  «11«'  |if\\»'^un;i  «!•  •«  S\".fi'iMH  ^i,-|i 
viin  Miiiiii'nt  /u  Mniiii-fit  .-mdi  it.  /ii  •!•  1  Mum«  iitanki  itt  A'  /iii  /«'it  /. 
iMdrln-  ilurrli  ''  ;:•■!!>  im  1  /.u  ^'  >iid%it'«  lit  i*.t .  tiiti  di«*  F.li'iiii-nf.irkiatt 
A*  ■  •/'  und  liiM»l  mit  II'il!«-  d«  -  P.ii  dl«  {«».rianim».  ih'i  Kii't«-  dif  ^I'•lll•  i  t.in 
kr:it't  A'  tur  dl«-  Z'dl  t  •  1/'.  |ud«'iii  mm  \«»n  >  aul  >i«'  •in  Pi-i{"  iMÜk*  1 
fallt,  t'rlialt  man  •l>'ii  Pujiki  '  '  1  dji-««'  /'it.  /u  wilidii-m  dii  t  il'ii  Inin^ 
Hfl  X.'  ji-n-rits  N  d.i-«  ip'iH-  \|<im>  ti;.iiii'i'iitium  liiffii.  Pi«'  Kiat:  A'* 
lii*!«timmt  «li«'  \Vinktd;^i^tli\\  iiidi.;k«'it  um  da«sidl»«'  u.  »•  w.  Fm  'li'it'liili 
/.ii  s«lii'n.  \%il«lii-  uii'Midli.  Il  kl'iii«'  ( '••mjt««ii«'nt«'  >fl\  ili»'  Kra't  A'  '  •/'  «!«t 
\Vinkidj;»'>«diw  iiitlijki'ii  und  um  >m  I«  li»"»  t '«  iitruui  '»i«*  iln  di»'».idl.i  «itliidll, 
/.ii'lipn  wir ''' uu«l   "Utli'-u    aut    tlirMT  •  it-iadi  n    diu  Punkt   /'.   uiit  ««dclifii 


702  Kcduf!tion  (Ich  cboneu  KrUftc^^ystcms.  XIII.  Cap. 

ilSl  erfolgen  rnuss,  damit  Sl  -\-  d£l  um  6"  zu  Stande  komme  (Fig.  271.). 
Zufolge  Till.  II,  Cap.   III,  g.   1.  ist  hierzu  die  Bedingung 

cvr  _  er  _     er 

C(f       Sl  (J 

zu  erfiilloii,  aus  welcher  der  Abstand  fJr=Sl  •    -■    =     ,■      (s.  S.  381) 

(ISl         dSl 

dt 

sich    ergibt.      Der    Punkt   r  fällt    also   in    den   Tunkt  //  (Fig.    133.),   in 

i.,j..  271.  welchem  die  Tangente  der  Curve  der  Momeu- 

tancentra  den  Brosse  sehen  Kreis  der  Punkte 

"^.  ohne  Tangentialbeschleunigung   zum   zweiten 

/  "^      .  Male  schneidet. 

/  "--^.^  Errichtet  man  daher  im  Beschleu- 

*'  *  nigungscentrum  G  auf  dessen  Verbin- 

dungslinie mit  dem  Momentancentrnm  V  eine  Senkrechte, 
so  trifft  diese  die  Tangente  der  Curve  {C)  der  Momentan- 
centra  oder  die  Kichtung  der  Wechselgesch  windigkc  it  des 
Monirn  tan  centrums  in  dem  Punkte  //,  um  welchen  die  Kraft 
/i^*^  dem  System  die  unendlich  kleine  Winkelgeschwindigkeit 
dSl  ertheilt,  welche  die  Winkelgeschwindigkeit  Ä  nach  Grüsec 
u  n  d  C  c  n  t  r  u  m  n  b  ä  n  d  e  r  t. 

§.  1.  Mit  Hülfe  der  vorstehwiden  Enirterungen  ist  es  jetzt  leicht, 
{\q\\  Beschleunigungszustand  zu  ermitteln,  in  welchen  ein  gegebeneis 
Kräftesysti'm  das  ebene  Punktsystem  versetzt.  Wir  reduciren  dasselbe 
für  den  Massenmittelpunkt  auf  die  Ivesultaute  /i"'  und  das  resultirendc 
Paar  <r'^^  Da  dfis  Kräfte.system  dem  im  Vorigen  veducirten  System  der 
Kräfte  m(p  ä(|uivalent  sein  muss  und  eine  Einzelkraft  nur  einer  Kinzeb 
kraft,  ein  l^iar  nur  einem  Paare  Hquivalent  sein  kann,  so  folgt,  da&s 
mit  Rücksicht  auf  Ornsse,  llichtung  und  Sinn  die  Gleichungen  be.stehen: 

/.'O)  ^  Mf9,       f.f»  =  'I"  My.,;',       0-'  =  ß'  -f  i^'^y. 

Diese  (ileicliuugen  li(^fern  i>  und  /',  sobald  il  bekannt  ist;  zugleich  be- 
stimmt sicli  der  Winkel  r^,  welchen  die  Richtung  der  l»escbleunignng  mit 

ihrer  tangentialen  Componente  bildet,    durch  di(^  Kormel  fq€<  =  Sl'*: 

dt 

und  unter  demsell»en  Winkel  ist  auch  ein  Perpendikel  auf  ^rS  gegen  ß 

geneigt.    Die  Lage  des  Beschleunigungscentrums  ist  vollständig  bestimmt, 

sobald  man   noch,   um  über  die  Seite  v(»n  S  zu  entscheiden,   auf  welche 

dasselbe    fällt,    vorher   die  (/\*ntvalaxe    der   gegebenen    Kräfte    oder   ala» 

den    Punkt   ('/  anfsudit.     I)(*r    Kreis,    auf   welchem    6\   i'\    /;,   (V  liegen 

und    die    (Jleichungeu   fl'=y,^^\    h h' =  y.^^' ras* u    sind    zweckmässig   zur 

Oonstruction   zu  verwerthen. 


XIII.   C.ip  Kl  •lili;ti<>li   •I>-.<<  <-}icilL-Fl   Kial'l<->\  >ti>lii>  7lt>( 

Im   nun   «lic  l{t'hnlt;inti'  A'"'  n'n'Iit  Null,  »•  «Tplit  .sirli   i'in   lii'b(iiinnt«'H 
l{«'beliIiMiiii^un^M'(Mitriini  in  «•ndliclirni  Alist.inilr  vnu  X;   i.nt  uImt  /r"  |*If'ii*li 
Null,  bo  wini  /'     -  <)  und    fallt   iia>  rM'M-1i|iMiui^iin;;sc(Mitruni   mit  >'  zumiiii 
inoii.     IkT  M«\sM>nniitti'I|iunkt    ln^it/t    in    dii'M'ni    Fallr    ki^iiii'    HrM'lilfMi- 
ni^un^  und  .'in(i«'rt  >ii'Ii   milliin  M'inc  (Ii'M')iuinili;.'krit   im  tn!;;i'n<lcii   Mn- 
niontt*  wcilcr  iiarli  Iiim.hm*,   mirli   n.u'li  Kirlituii::  nn<i  Sinn.     Pii'  lli'M'lilru 
iiigun^    aller    üliri;;('n    Punkte    i>t    <lun-li   ila>    Paar  '•'*    l'r^^finnut   um!  auf 
cnnciMitriM'lirn    Kni.sen    um   S   riiUNtant.      Ist   f»  ''     -    n,    nicht    hImt    A**'  , 
Ml  p'lit   <lie  rentralaxe  der  KWitte  iluri'li  N  und   riillt  da.s  Kvbcldi'uni^un^i» 
coiitrum  ins  l'ueuiUirln*.     Mir  n<'.*>cldeunif;un<;en   aller  Syhtem}iunkte  .tind 

IiArnllel   der  liiclitunj:  vm  f!  und   -Kdeli      *  .     l.st    A""  -  -  n  nud   O"  -     O, 

hn  tinilet   im  Syntem    j^ar    kein«'   lU'.M'ldeuni^un;:    htalt ;    t>  wird  -    (), 

al.oii  il  rnn^tant.      Piese   |{e>ultate   liefern   un.s   ilen   Satz: 

K  in  Kr  a  t't  e  .>  v  .s  t  e  m  ,  w  e  1  v  li  e  •»  a  n  e  i  n  e  m  e  Ij  c  ii  e  n  u  n  v  e  r  ii  u  der- 
liilien  Pii  n  k  t  >  V  .Nt  eni  in  d«*s.sen  Kl>ene  wirkt,  ert  heilt  d«*m 
beUiiMi  i'inen  ]t(  .schien n i;;un^>/n st  an d  um  ein  hehtimmtob 
]tef«rlile  n  ni;:uii^hi'ent  runi.  Ibt  da.s  Ki  iit'i  ehy  >tem  einer  Hinxel- 
kratl  .-ti|  n  i valen t .  .<•<!  lie^rt  dieb  (*ontrum  in  enillicliem  Ah- 
htande  vnm  M  as>e  n  mi  1 1  e  I  |i  u  n  k  t  e ,  si»  lan^e  ilicbellie  nicht 
iluri'h  diehen  1'unkt  selli>t  h  i  n  il  u  rc  h;;eh  t ;  eh  t'iillt  ahor  iub 
l'n  f*  II  i!  1  ich  e  und  werden  alle  |t  es  i-h  leii  n  i;;u  ii  (;en  parallel  und 
;:liich,  .soll  all!  dieser  l'all  eintritt.  Ist  das  K  rä  1 1  i*,sy  .sleiii 
••iiiein  Paari'  ä  <(  n  i  val  ent ,  .s«i  er/.  «'n;;t  dieh  He^c  h  leu  n  i^uii ;; 
um  den    \I  a.s.se  n  Uli  1 1  elpiink  (   als  Centrum. 

nie    nehi'hleiini^un^   de.s  Ma>siiiinittel|iunkte.N  S  wird    in   allen   Fallen 
durch    die    Ke.sultatite   A' '     di'r    iCi-ductinii    tiir    ^i'  allein    lu'.shiniiit.      Henn 
•lan   Paar  '•''    ei/eii;:i    lM->rlil«uhi:;iiii;.'   um   .*^'  .lU   Pr^chli'uni^uiii^xcentriim 
uuil    erlan;:!    in  l'nli^e    ile.N.sen  dieser  Punkt  vun  '.''"  keini'  P»e^ihl*Minij;un;: 
IMe   Kesultaiite   eiflieili   aluT   dem  Sv>(<'m  Mesi-hlenni^iin;;   um   ein   iiiiend 
liili   iVriies  (*riitrniii   uinl    «»ind   ilie  ne^chh'Uiii;riin.::en  aller  Punkte,   welche 

%nn    ihr    lieriiilin-n .    u'h'ich  und    parallel    A' ''.      hii-    nc.schleiini^rnii;; 

«•ine«.   lieliidii|^i-n   SyNii-rnjninkt«'-    m-I/I    -ich    au««   I»eiden    lh'.-chh*nui^un'^eii 
xubammeii.      Mau    inij^ert    hieian^    in.slM*>.i.i,ili>ii> . 

Kedliciren    sirh    während     iIiT    l»i'Wr;^Mn;r    lU's    Sv«.|eins    die 
K  r  alte   t  Kl  t  w  .!  h  I  I'  n  d    .1  u  1    e  in   Pa  a  I  .    \%  r  I  <-  Im-  >>    •«  i  i  h    II  a«  h    i  1  u'  ■  n  d 
wolc  h  ••  m  t  i  e  se  !  /  r  V  r  r  I II  d  e  r  n  in  \  j:,   s  ••  1«  I  f  i  '•  l   d  i  i-  4  i  i->r  h  w  i  n  d  i  ^ 
koit     des     ^I  asM' II  ni  i  1 1  i-l  |iu  n  k  ti-^    nach    fii...-!-    11  ml     Kichtun,: 
ciiuntant    uiiil    h  1"  s  I  !i  i  «•  i  |i  f    •iiisri     Punkt     «ini-    ^«'rade    l.ini»' 
gleich  I  ••  I  IM  i ;;. 


71)4  Rcrluctiun  des  ebenen  Kniftesystcms.  XIII.  Cup. 

llo.ducircn  sich  die  Kräfte  fortwährend  auf  eine  durch 
den  M«iS8oninittclpunkt  gehende  Einzelkraft,  so  haben  alle 
System  punkte  zugleich  parallele  und  gleiche  Boschlouni- 
gungen  von  der  Dichtung  der  Kraft;  die  Richtung  und  In- 
tensität dieser  Beschleunigungen  ist  im  Laufe  der  Bewegung 
mit  der  p]inzelkraft  zugleich  constant  oder  veränderlich. 

§.  5.  Denkt  man  sich  zur  Zeit  /  die  Reduction  der  Momentan- 
kräfte und  die  der  continuirlichen  Kräfte  heide  für  den  Massenmittel- 
punkt ausgeführt,  sodass  //,  C;  7?^*',  G^^^  die  Reductionselemente  sind, 
so  hildot  sich  aus  H  und  der  Elomentarkraft  R^^^dl  die  Momentankraf^ 
/i'  für  die  Zeit  /  +  tif^  indem  beide  an  dem  Schnittpunkte  der  Richtun- 
gen von  I{  und  fi^^^  nach  dem  Parallelogramm  der  Kräfte  zusammen- 
treten; ebenso  liefern  /»'  und  6'''M^  das  resultireudc  l^aar  G'  der  Mo- 
mentankräfte für  die  Zeit  /  +  tlt.  Da  das  Axenmoment  von  G  stets 
senkrecht  zur  Ebene  des  Systems  ist,  so  ist  G^^^dt  das  Differential  von 
G  im  gewcinlichen  Sinne,  während  R^^hli  das  geometrische  Differential 
von  R  ist,  da  letztere  Grosso  auch  der  Richtung  nach  sich  ändert. 
Denkt  man  sich  die  beiderlei  Kräftereductionen  für  die  Centralaxen 
.lusgeführt,  so  gestaltet  sich  diese  Betrachtung  noch  etwas  einfacher. 

Sind  z.  B.  Ti^*'  und  ^''*'  fortwährend  Null,  so  ändert  die  Momentan- 
resultante weder  (Jrösse  noch  Richtung  und  bleibt  G,  mithin  auch  51 
constant.  Der  Massenmittelpunkt  beschreibt  eine  Gerade  mit  constantcr 
Geschwindigkeit.  Nach  Cap.  XII,  §.  V2.  ist  //  =  MSla  und  behält 
mitliin  das  Momciitancentrum  C  von  N  constanten  Abstand  a.  Der  Ort 
dor  MomentanccMitra  im  System  ist  dahrr  ein  Kreis,  um  den  Massen- 
mittelpunkt beHclirieben.  Aus  iler  (iloichiing  ri^/'=  x,,'*  folgt,  dass  ancli 
A'  von  S  ctuistantcn  Abstand  n'  behält  und  da  R  weder  Richtung  noch 
(irnsse  ändert  uinl  seine  Richtung  die  der  (iescb windigkeit  von  S  ist. 
so  folgt,  dass  der  Ort  (l(\s  Momentancentrums  im  abs<duten  Räume  eine  Ge- 
rarle  ist,  welche  im  Abstände  a  mit  iler  geradb'nigen  Bahn  von  »V  parallel 
läuft.  Demnach  l)est<'ht  die  Bewegung  des  Systems  in  dem  gleich- 
förmigen Rollen  dos  Kreises  d<'r  Momontancentra  auf  einer  Geraden 
und  ist  also  di«'  ( 'ycloidenbowegunj;.  In  diese  Bewegung  wird  da* 
System   durch   eiiu'o   momentanen   Stoss  vorsetzt. 

S-  '>.  Wir  reducireu  jetzt  «lie  Kräfte  für  den  allgemeinsten  Fall  der 
Hewogung  eines  unverändr^rlichen  v^ystems.  Nach  Tld.  IlT,  Cap.  VIII,  §.  3. 
bat  die  Bescidcunigung  eines  Systempunktes  ;)/  zu  (-omponenten  :  1.  die 
centripetak^.  lU'ScIdeunigung  Sl'-p^  siMikreclit  zu  der  durch  das  Bescblou- 
nigungscentrum  zur  Momentanaxe  r  parallelen  xVxe  /'j ,  von  welcher  .V 
den  Abstand  p  besitzt  und  dem  Sinne  nach  dieser  Axe  zugewandt; 
2.  ilie  von  der  Winkelbrsi'lileunigung  «  herrührende  Beschleunigung  n'\ 
wenn  c)  den  Abstand  des  Punktes  Jil  von  der  durch  G  parallel  mit  der 
Axe    der   Winkelbcscbleuuigung    gelegten    Axe    «|    bedeutet,    senkrecht 
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XIII    (*H|i.  liu'liK-tiiiii  (|<>r  riiiiiiilicliiüi   KräflrNvsti'iiic.  l\^y 

zur  KItciic  diiri'li  ilichc  A\f  itml  ilni  riiiikt  M  iiini  ilnn  Siiiiir  ii.icli 
mit  (Ii'iii  lln*hiin;^s>.iiini'  vi>ii  a  h.'iriiiiiiiin'ixl.  I)ii'  ( 'iiiii|iiiiH>iit('  aA  kniiii 
in    xwci    .iiiiiori*    znlr^t     \M'rii<'ii :     «i .    rini'    t:iii*;<*ii(i.'ili'    ]ii*M-|il<'iini;;iiti;; 

p  .stMikroi'lit   /.iir   Klic'iii'   k,,  .1/),   ntlt   il  iIimii  Siiiui*   imrlt   linriiiniiiri'iiil 
iit 

•mIit  ililii  <'iil;rr;;<'ii;;('M'l/.t,    jo  iiacliilfiii  |iii.>itlv  mliT  iii-;;.'iliv  i.sl,    Wfli-lit* 

,/Ji 
(*i»iii]iiini*iiti*  Villi  rliT  'raii«;i'iitialt'iiin|Mfiiriiti'  il«*r  WinkrllM'firlili'iini^iiiijj 

liornilirt,  miwIi*  //)  «'iiir  ('ninjMUH'iitc  ii^i'*;*,,  lii*rriiliri'iiii  v<»ii  iliT  Nnriiial- 
winkrlli(*>clili>inii*ruii;;  Sl  *\*  iuh!  s<'iikriH'lit  /.iir  Klu-iif  iliircli  V  und  ilii* 
mit  ilt*r  \\v  ili'r  \Mrni:(}\vinkt'llM*M'lil(*uiii;:unfr  «IiiitIi  't  iiarallel  ;;(*/.•  ip'u«* 
(•nrado,  wficlii'  tuMailo  ilii'  I*rMJfrti..n  vnn  «.,  auf  fin«'  zu  /',  M'nkiocliti* 
KIm'Ui*    ilfs    Punktes  /»'    i>t.    wnliri    r,   i{i*n   Alistanil    «icN    ]'uiikt«\s    M  vnn 

(licMT  (icrailon   lnMlr'utrt    und    */'*  iht,   woiin   «Ai   iIimi   uni'UiIiii'li  kliM- 

ui^n  Winki'l  zwriiT  Mnuioiitanavcn  lic/oiolinrt.  dio  ilcu  /«MtiMi  /  und  /  ~f  tU 
i*nt>|»n'clion.  Dir  Krät'ti'.  wididir  ilii'M*n  I(r'*i*ldfuni^ungKi'nui|Miii(>ntrn 
zukiinniirn  und  mit  lürhcn  niudi  Kidituu^  und  Sinn  iilirri'inhtiinmi'n.  »ind: 
I.   ilir»  CcnhipPtalkrart   mli'/t  und   "J.   dii-   Kraft   muA^   widrln«  If»t/.lt»rt'   in 

dii'  iM'idf'U    andi*n*n    n)  Aw    taii;;«'ntialr   Kraft  »i  /#    un«l    fn  dir   Kratr 

lit 

niSl'l^r^   /.iTflillt   worden   kann. 

$?.  V  Wir  roduoinMi  dir.*»«*  Ki.it'ti'  /.una(*li>t  für  tias  Mi-.si'lil<Mini^iin;;M' 
riMitruni  '#'  als  h*i'iluc(i<in'<|iunkt  und  li'i^i'n  /u  dli"»«'iu  HrliutV  durrli  dah- 
sidlM»  rill  rrrlitwitikli;;«'^  ( 'unrdinati-nHystrin,  di'sst'n  |iohitivi»  r-Ax«*  nncli 
Sinn  und  liii-litini;;  mit  der  MnuiiMitaiiaM*  «*,  uliorcinstimmt,  wiilnrnd  dii* 
.r  ■  und  ff  •  .\\o  iMdiidij;:  in  der  zu  t\  M'ukrerliti'n  KIm-ui'  wälilliar  s«'in 
Milien.      \ü*'   t 't'ntii|M-talkrait    m!i'/*  hat    alsdann    dir    Kirlitun;;si'o.Ninussf> 

,    <•    nud    fid-rlii-li    ruf    ( 'nnip<>n«*ntf|i  irijl-.r,       -  iriii'v,    (». 

/'  /' 

...  .  .  tlil  , 

IM«'      Kirliliiiip:'*«'i).>.iiiu>M'     der     tan^^entialcn     Coniiionciiti'     m  /i    sinil 

til 

,  ,    •'    uuil    MI-    zi'Mallt    daher    in  m  7.     '«  .'',    t».      Im«» 

/i        f*  lU  tit 

Kr.ilt    wij!  ■/•'»,    /.eitalleii    wir    alti-r    auf   f"'il;;i*ndi'    Wei.Ne.       K?»    sei    X    drr 

Winkid.     >%elilieii     iiii>    A\e    di'i     NninialwInkelliesrhh'Uiiij^UU^,     uelidie    in 

<lei    Khene    der    .1  ff    lli'^l.    liiil    liei      i    A\e    hihiet.      JKuill    liAt   ii'l*  die  (*.>ni- 

|M>neiiten   /i  •/'"•■">  A ,    H'I^MUf.   M   und   erthi-ilt  dem  Sytteniimnkte  iinLiHel 

den     ('••••I  diiinlenavcn     die     ni->rl)h'uiii^un'^<-n      <^      Thl.    III.     t*ap     VII, 

5J     I.     .**  '/»'  >tfi  f.  '  : .  :i  '/''  •ii'.  f     : .    !l  •/•'  r,.\  »ff         .*!  ■/»  »;»i  ä      i  .      Si«» 

sind     .i>|niva|eii(     »lei     !*e-ihh'iini^Uli;:     -!'/•/.     •[•••»■»el'-i  n ;      dah<  1       lielert 

•lie    Kraft    mH'l't,    die    ( '«MiiiMiiiiMiten    mll'l*  y>n  K    ;.  ;«•••/•. •.«  «  •  :. 

mim^  i'*t\  y  ■  V  r/i  '  * '/'  M/i  ^  ■   r         ]  >•  mnai  )i     hit     •!■•      Kiitt    iilierhan|it, 

welche   di-iii    Punkte    .1/   ».eine    nexchlemii^un^    eilhetlr.    zu    ( *oui|M*nenten : 


7()f>  Rcdiictioii  der  räumlichen  KräftcHystcme.  XUI.  Cmp. 

—  mSl'*x  -  -  m        y  -{-  tnSl^z  sin  k 

dl 

"^    '         dt 

m  Ä  Wt/  cos  A  —  mSl  Wx  sin  k . 

Iiidoin  wir  dicso.  Ausdrücke  durch  das  ganze  System  hindurch  sammiren, 

crhaltou  wir   die  Compoiicnten  A'^^^    Y^^\  Z''^  der  Reductionsrosultanien 

R^^\  welche  für  alle  Ueductiouspuukte   dieselbe   ist   nach  Grösse,    Rich- 

tuug  und  Sinn: 

A'i*>  =  —  Sl'^Zma^  —  '^  Zmy  +  Ä'P  sinkSmz 

dSl 
r(U  =  _  5^2  2:my  +    -    £mx  —  SiW  cos  k  Smz 

Z<''  =  SIW  cos  k  Smy  —  Sl ^  sin  l  Zmx, 

Bezeichnen  nun  ti\,,  ^„,  r^  die  Coordinatcn  des  Massenmittelpunktes  ^, 
sodass  also  £mx  =  Mx^^^  £my  =  My^^^  Zim  =  Mz^^  werden,  so  neh- 
men A'">,   l'f»,  Z'»»  die  Form  au: 

A'«')  =  —  MSl'Kx^        M  ^^^  y,  -f  MSm^z,,  sin  k 

K<»»  =  —  ;1/Ä''y„  +  M  '1^  a-,,  —  MSI  Wzy,  ros  k 

Z<')  ----=  MSI  ^Vy,,  cns  k  —  MSI  »p-.av,  sin  k. 

Die  Vorgleichung  dieser  Ausdrücke  mit  den  V(»rhiu  gebildeten  Kraft- 
componeuten  des  Systompunktes  zeigt,  dass  sie  die  Produkte  der  Gc- 
sammtmasse  dos  Systems  mit  den  l^oschlcuuigungsconiponcntcn  des 
Masscnmittolpunktes  sind.     Hieraus  folgt: 

Die  Resultante  Ji^^^  der  Kräftercduction  ist  das  Produkt 
a  u  K  der  (t  o  s  a  m  m  t  iiui s  s  o  des  Syst  o  m  s  und  der  JK*  s  c li  1  e  u  n  i  g  u  n  g 
d  (^  s  M  a  s  s  e  u  m  i  1 1  c  1  [)  u  n  k  t  (^  s ;  s  i  c  s  t  i  m  m  t  n  a  c  h  1\  i  c  h  t  u  n  p:  und  Sinn 
mit  dieser  Beschleunigung  ü))erein  un<l  würde  dorn  Reduc- 
tionspunkte  die  l^esch  leunigun  g  des  Massenmittelpunktes 
zu  ort  heilen  vernn'Jgcn,  wenn  in  ihm  ilic  (fesammtmasse  dos 
Systems  vereinigt  w  ii  r  d  c. 

Bilden  wir  jetzt  die  Componeuten  des  Paares,  welches  sich  bei  der 
Keduction  der  Kraft  des  Punktes  M  i'ür  den  I*iinkt  (»'  ergibt  und  sum- 
miren  gleichfalls  durch  das  System  hindurch,  so  erhalten  wir  als  Coin- 
ponenten  fi^}\  ^'^'\  fi[^^  des  rcsultirendeu  Axenmomentes  G^^^  der  Reduc- 
tiou  für  das  Beschleunigungsccntrum: 

CO )  --_-.      5i'*  £m  ;/  r  -  '|y^'  £m x  :  +  Sl  U^  ms k  i:m (y-  +  :"•)  —  Sl  'I^  sin  k  Xm xu 

dSl 

^•;» '  -  -  -     PJ'  2-///  j' :         -   2; m  //  c  +  Sl  »/**  sin ).  2;/?  {z-  +  .r ' j  -  -  SIW  msk  2"/«  xu 

/;<^)  =  ~ 2///  (x'  +  y-)  —  Sl  'P'  ros k £m X z  —  Sl  ^Fsin  k  -Tw  v :. 

dt  ^  y 


I 


XIII.  Cfi|i.  Kmliirtiuii  ilcr  riiiimlirlion  Krüftrsy-^lmiiv  7*J7 

Man  (*rkoiint  in  dirhiMi  AuKclrückcii  (lri*i  Krfirti'|inarr.  iiiiinliili  1.  iln.s 
roKuhiri'inli'  l'nar  ilcr  (*i'ntri|H*t:ilkr.'irtc*,  di'sst'ii  (*iiiii|Miii('iit<'n  li'l'nitfz 
und         l'l'l^mj':  .sind.  iIi'km'h   A\fiiiiiiiiiH'ii(   mitliiu  dfii   Wcrth 

Sl'  I   { A' wi  .t  :)  •'  -]-  ( -1' m  1/  :  ) •' 

liiit;  \i.  i|;iN  ri'Hiiltin'iidt;  l':iar  ilrr  tiuii^t'iiti.-ilfii  Kr:iih',  ilfssfii  <\)iii|iii- 
lifiitdi 

lU  dt  fll 

*«iiid,    Villi   ili'iKMi    ili«'    If't/.ti'n*    aiu-li    in    di*i'    Kiuim  .Vx,*'   ^jt-MdirirluMi 

dt 

wrrdi'ii   kann,   wenn   x,   dm  Tra^lii'it^railius  ilrs  Sv.itcino   tnr  di«*  A\f  «', 

lii*ili*iiti*t ;   das    Taar  .stdiist   ist 

•'S.  da«i  ri'bnltirt'nd«*  l'a.ir,  widclirs  vnii  den  Krätli'U  li<'i'lii'i;j:t'tiiltil  »iid, 
wididii*  dnn'li  ilii'  Niirnialwinki'llic.scldi'uni^un^  vcranla>.st  wcnlin:  alli* 
imirli  iilirip'ii   Cilii'dcr  liildni  srinc   Hi'.stamltlitMlr. 

l>aH  nr.Miltircndt'  Paar  d<'r  (N'nlriiM'talkrüf't«'  bildet  Niidi  au*«  di*n  l'aa- 
ri'U    Sl*pz,    drn*n    Axcn    Hcnkrfidit    .sind    xii    «Ifn    KImmich    •',.    V-;     daN 

rfSiiltinMid«*  Paar  ilrr  tan;;i>ntial<'n  Kiätti*  iridit  ans  di'U  l'aaii'n  in    ,    i«    ^  .V 

liiTViir,  diTiMi  Am'U  in  dii«  Klirnrn  'r, ,  V)  Jalli*n.  .h»  y.wi»i  sulidii*  Kl«'- 
iiU'Uti*  l)C'idtT  ri'hultiii'nilfr  I':ian>.  wtdtln*  drnisidlirn  I'iiiiktf  .V  «*n(- 
ii|im'h(*u ,  lialit'n  daln'i'  /.u  finatidcr  M-nkrcrlit«*  Axcnnionit'nt«*.  lIi•Tall^ 
f'n|||^t,  liasH  aticli  lii'id«*  ii'^nltip'ndt'  Paare  /.n  rinandi'r  senkrerlitf  Axeit- 
nHiiiu'iit«*  licsitzi'H.  Man  liest  dies  aneli  in  idd^en  Kurnieln,  denn  die 
Kichtiin^M'<ihinu.'<>e  ilieMT  Paare  .siinl  ]irit|MirtiMnaI  ^'//n/:.  -  ^»i.rr,  H 
und  --■  2,m,c:.  ^mtf:^  Afw'.i-  j-  v*j  und  diT  t 'i»sinn««  ilireN  Winkels 
\^\  iiiitliiu   |ir<i|Mirti>>na1 

iil.sti    Null.      l)as    ie>nltirende    P;iar    di-r    tan^'enti.ileu    Krallte    .s|i:illrt    sicli 

dli 
in     ZHei     andere.        Denn     lÜr    P.iare    m  Ji  •  *»    1/.     iiiis     denen    eN     lieiV'ir- 

df 

i/Ji  dil 

pdit,    hind    äiinivalcnt    den    l\iari'ii    m  u:    uiitl    m         ir .      Pie   A\<*n 

•"       '  *  dl   '  dt  ' 

nii»uii*nt«*    der    er.steii'n    .sidineiili-n    die    .\\«-    •'.    rin'litw  inklij    nn<l    liefern 

das  l'aar 

dil  .  ,    . 

i/il 
die    Axi'nninniente    iler    anderen    sind    <*,    iiaialli-1    un«!    liet'etn      "  Va.' 

'    *  dt  ^ 

K1h*iisi*   /.eifailt   das   re*>n]tirendt     Pa.ii    di'i    N>«rni:il\\  inkelln'M'lil«  tiiii;!tin;:N 
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kräfte  in  zwei  Paare.  Denn  die  Paare  m  Sl  'Fr,  •  G  M^  aas  denen  es  sich 
bildet,  lassen  sich  spalten  in  mSm^r^p  und  mSlWr{^.  Die  Axen  der 
ersteren  sind  zur  Axe  der  Winkelbeschleunigung  rechtwinklig,  die  der 
anderen  sind  ihr  parallel  und  geben  Sm^£mt\^  =  SIWMk^^  wenn« 
den  Trägheitsradius  für  die  Axe  der  Normalwiukclboschleunigung  dar- 
stellt.    Wir  heben  aus  diesen  Betrachtungen  den  Satz  hervor: 

Das  rosultirende  Paar  der  Kräftereduction  für  das  Be- 
scbleunigungscentrura  entspringt  aus  drei  anderen,  dem 
resultirenden  Paare  der  Centripetalkräfte,  dem  der  tangen- 
tialen und  dem  der  Kräfte,  welche  durch  die  Norinalwiukel- 
boschleunigung  eingeführt  werden.  Die  Axenmomente  der 
beiden  er  stören  sind  zu  einander  senkrecht. 

Denkt  man  sich  die  Winkelgeschwindigkeit  Ä  um  die  Momeutan- 
axe  zerlegt  in  die  Winkel<^eschwindigkeit  Sl  um  f,  und  die  Translations- 
geschwindigkeit  gleich  der  von  der  Winkelgeschwindigkeit  lierrührendeu 
(Teschwindigkeit  des  Centrums  ii  und  reducirt  die  Moiiiontankräfte  mSlp 
der  Winkelgeschwindigkeit  um  r, ,  so  entstehen  Paare  mflp'fr3If  deren 
rosultirendes  Paar  ein  Axenmoment  parallel  dem  Axenmomente  der  tan- 
gentialen Kräfte  und  senkrecht  zu  dem  Axenmomenti»  der  Centripetal- 
kräfte ist.  Auch  ist  die  Resultante  der  Momentaukräfte  benkrcebt  zur 
Hesultanten  der  (-entripetalkräfte  und  i^eht  letztere  aus  ersterer  durch 
Multiplication  mit  Sl  hervor.  Die  Paare  von  Momentankräften  mSlp-G!^ 
zerfallen  endlich  auch  in  mSlpz  und  mSlp'^y  von  denen  die  letzteren 
Axenmomente  senkrecht  zu  r,  halxm.  H'w.  liefern  daher  das  Paar  Sl^tfip-, 
aus  welchem  das  resultirende  l*aar  der  ('ontripetalkräfte  durch  ^lultipli- 
cation  mit  Sl  abgeleitet  werden  kann.     ' 

§.  H.  Fallen  Hesclileunigungscentrum  und  Massenmittelpunkt  zu- 
sammen, so  sind  .>*(j,  //„,  z^^  XuU  und  also  /^"i  =  0,  d.  h.  die  Kräfte 
eines  unveränderlichen  Systems,  dessen  l»<»schleun  igungs- 
centrum  in  den  Massenmittelpunkt  fällt,  sind  einem  Paare 
ä  ([  u  i  V  a  1  e  n  t  und  umgekehrt. 

(ieht  die  Axe  '*,  durch  den  Massenmittelpunkt  hindurch,  so  werden 
;r„  =  (),  //„-=(),  also  A't" --=-  J/5^*i^;„.v/// A,  J"' =  -  M  Sl'Fz,,  ros  k, 
Z".'  =  0,  /i''^  =  ;)/ii'*Pr„  und  sind  sifi  A,  —  ms  A  die  Kichtuugscosinuss«' 
von  7^'*^,  d.  li.  es  bildet  //  "  mit  der  //-Axe  den  Winkid  A  oder  steht 
/?'^'  senkrecht  auf  der  Axe  tlov  Normjilwinkelbeschl(?unignng  und  fällt 
denmach  in  die   Richtung  der  Orthogonalgeschwindigkeit. 

Ist  'i^=(),  so  wechselt  die  Momentanaxe  nicht:  das  resultirende 
Paar  f^"'  bildet  sich  blos  aus  den  Ix^iden  zu  einander  senkrechten  Axen- 
momenten  der  C'entripetal-  und  der  tangentialen  Kräfte.  Ist  zugleich 
die  der  Mcnuentanaxe  parallele  Axe  eine  Ilauptax«',  so  sind   l^fn.cz  ^^^  0 

tlSl 

und  2,';/i//:  ■■=■  0  und  reducirt  sich  6'''^  auf  ii[^^  ^=^  .Vk,*. 


XIII.  Cup. 


KLMliirtioii  fliT  r.iiiiitlii'lii'ii  Krliftosv-'^tonio. 


IW 


Jj.  \K  I)i(*  für  lins  Hi'Kelilciiiiipin^scciitniiii  gi'iuiiiIiMii'  Kr.'iftt'n'dui*- 
tiiiii  ktiiiiH'ii  wir  null  Iriclit  ailt  il<*ii  Mn^^:•lllllittl•l|l1lIlkt  N  iili(*rtrn;;t*n, 
tli'b.sfii  ( 'ooriliiiHti'ii  in  n<'/.n;^  aiif  ihis  M>}ii'ri^>*  ( *iiiinliii.i(i'ii>v.striii  .f,,, 
f/„,  :„  hiiiil.  I>i(^  KN'.siillatiti'  A"''  ilri  KiMliirtii*n  rrlridi't  daiici  keim* 
AfMiiliTunji,  zu  il«*iii  rf'suliii-i'ii«Ii'n  Paar«'  iriit  alüM  ilas  Paar.  wrlclifH 
liiiri'li  «li«'  Vcrl('<;iiiii^  vnii  A'  '  an  ili'ii  Punkt  >  i*iit>ti>]it .  Iiin/ii.  IMcs 
Paar  cilialtcn  wir  aLsi«  ilmvli  KiMhirtinii  Aw  Kial'i  •.  .\  ''.  -)''',  /  '  i 
:in    N  in    !W*zu^  auf    '• ;   liasM-l^i'   hat   «Iminacli    /ii   < 'nnijinni'nti'n : 


--  <.V.,  >^ 


ii 


-f        V.^i   •/»*.(■„  I/o     ^'"     '^     ^       .1/  /  i   '/•■    *M.V     >.        V.,'        t         .-11  'j 


r/r 


•.  •'., 


-f-    VJi  •/•  sin  A  •  *.i„*    •    :„•■.  l/ii  'l\i „1/.,  r„s  >. 

i     )//!  •/'•....:.,  ION  A    i     Vid'i^/.,:,,  M/i  A. 

l'in   ilii'HC  (.*<)in|iciMt'iiti*ii    mit    iIi'ii  ( 'nni|Mini*i)trn    '»' ,  '/  ',  '•'"   «It'r   Kfilni" 

fiMii  liir  't  Im'.smt  vi'rt>iiii<:iMi  zu  kennen,  nrliin«*!!  wir  >  /.um  Ir^^iirnn;; 
riufs  (Iciii  vnri>:(Mi  paralli'h-ii  <  *nMri!inati'nNy.st«*niH  <li'r  .i  .  7,  :.  I)aiiii 
üiiiil  .1  .  7.  :  zu  rrsrtzrn  «luicli  .»  -•-  .1.,,  7  ~f  »/  ,  r  -}-  r,.-  ntMnnarli 
%i«*Tii«'n  ilit'  riuniii'Urntrn  i\r^  icsultiicniicn  Paari*^  diT  Ufiliii'tiiin  t'tir 
lien   MaHSfnmittfljiunkt : 


*. 


11.*  \- 


i*  -l'i;i    7  -j     7,,.  (r   -)    :,,J 


ift 


^m  ■  .t   -4-  .1-^, .  ,  ;    i    :,, 


f- ii  •/' #'«i>>. 2.'/«   (7 -j    7.;*    f  '■  :    I    :..'-'|        Sl'h'  >in  k  ^'ffi  .t  -j    .1..      V    i 


'/., 


f>.'  l/,/   -    ^ 


^■" 


r/i! 


1/.I..7,        i*.  '/*"  »'".vÄ  •  V    »/.•'    i    :„•'    -1    .*!  •/*■  V.i  .7,,  >'«  A 


ii'  ^m  '  .1     *     .1 


1// 


-i'//*     V     •      7 


1    .'»    I/.1,:.,    i 


r/' 


1/ 


1   '•    ^   •'.,'*:       ii '/•'•■">/. ^i/i  1.1    1  ,1,.     7  •   7.« 


«.-' 


dt 


Int  '    .. 


.1" 


•     ■ ';  ■  •     7..  ■  i 
ii'l'rii.s  A  A/ij  '.I   -j    .«,.•':    :    ."  ii  7*  wii  Ä  A'i»!    »/    i    '/ . '  ' 


./ii 


•  »•I**r      k«ir/.i'r      \riiii«'j:»-      «Ifi       lii:.'i*nsi  Ii;iifi'ii      il«".      M.is-.i*niiiittf!|iunkti'ii 

n 


Am.i 


^  "I  7 


^"'/i  : 
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<;n)=  Sl'^Smyz  —  ^^  £mxZ'{'SlWcosk£m{y^+z^^  SlWswk£mxy 
(;M I  =  .  -  Sl^ Em az  —  ^^^ümrjz+Sl ^i" si» X Zm {z^  +  x^)  —  Sl ^'cos IZmxy 

r.M»)=  ^^^  Zm{x^  +  y^  —  Sl^UcoslZmxz—Sin^sinli:myz, 

Die  Form  dieäor  Ausdrücke  ist  ganz  dieselbe,  wie  die  der  Grössen 
G^l\  Cw^^\  G^}^   für   das   Bcschleunigungscentruni.     Auch   gelten    die   oben 

beinc^rkten  Bozieliuugon  zu  der  Keductitm  der  Mnmentankräfte  für  den 
Massenmittelpunkt  in  gleicher  Weise,  wie  iiir  das  ßeschleuniguugs- 
centrum. 

Bei  derKeduction  der  Kräfte  für  den  Massenmittelpunkt 
erhält  man  eine  Resultante  H^^\  gleich  dem  Produkte  aus  der 
Gesammtmasse  des  Systems  und  der  Beschleunigung  des 
Massenmittelpunktes  und  nach  Richtung  und  Sinn  mit  dieser 
Beschleunigung  übereinstimmend.  Sie  würde  dem  Massen- 
mittelpunkte die  Beschleunigung,  die  er  besitzt,  zu  erthei- 
len  vermögen,  wenn  in  ihm  die  Gesammtmasse  des  Systems 
vereinigt  wäre.  Man  erhält  ferner  ein  resultirend  es  Paar, 
welches  sich  aus  den  Paaren  der  Centripetalkräftc,  der  tan- 
gentialen und  der  Winkelbescbleunigungskräfte  bildet,  als 
ob  das  Beschleunigungscentrum  im  Massenmittelpunkte  sich 
befände. 

g.  10.  Um  den  BeschhMinigungsznstand  zu  bestimmen,  in  welchen 
das  Punktsy-stem  durch  v\\\  gegebenes  Kraft csystem  versetzt  wird,  kanu 
man  das  Kräft<\sy stein  für  den  Massenmittelpunkt  S  reduciren.  Man 
erhält  eine  R(^snltante  H^^^  und  ein  resultirendes  Paar  (»i/'*,  deren  Oom- 
ponenten  mit  den  im  vorigen  §.  gefundenen  äquivalent  sind.  Zerlegt 
man  also  l<^^^  und  ^'„^''  nach  drei  zu  einander  rechtwinkligen  Richtungen 
der  Xy  y,  r,  von  denen  die  c-Axe  die  Richtung  der  Momentanaxe  hat, 
während  die  beiden  and(;ren  sich  in  S  schneidenden  Axeu  eine  beliebig«* 
Lage  hal)en  können,  s(»  tlienen  die  drei  (fleichungen  des  5}.  7.  für  A''^', 
}"»),   Z<»)  und    die    drei    letzten    des    g.   10.   für   i:\l\  (;;^'»,   /;•;»'  dazu,    die 

Coordinaten  der  .r„,  //„,  c„  Avi^  Massenmittelpunktes  in  Bezug  auf  das 
Beschleunigungscentrum  und  mithin  auch  die  Coordinaten  — x„,  — :  y„, 
—  r„  des  Beschleunigungscentrums  in  Bezug  auf  N  zu  tinden.  Die  drei 
letzten  Gleichungen  aber  liefern  die  Tangential-  und  Normalwinkel- 
beschleunigung    "     und  i'l'*l^\    sowie  den  Wink(d  A   und  mithin   .-luch  die 

nt 

Richtung  der  Orthogonalgeschwindigkeit. 

Ist  7^<»)==0,  als.>  .V")=  }•(»)=  ;^i'J=0,  so  verschwinden  a-„,  //,, 
ty,    d.  h.  viMSchwindet    die    Resultante    der    K  räft  ereduction, 


XIII.  C'ap. 


lii*<1i|i*ti<iti  il«  I  liiiiiilnlii'n  Kr'irt'HV.HtiMiir. 


sni 


hf*   l'iillt    ila.s  lU'srIiI«' Ulli  ^Uii^x'i*  iit  I  u  III   mit    ili'iii    M  :is.s«*ii  iiii  1 1 1*  I 
|iiinkti*    /.  iis.'iiiiiiM' II     Ott  IT    ('in     i'a.ii-    '•'''    crllK'ilt    «Iimii    Syht«*iii 
It  r  Ni- )i  Ifu  li  i  ;^ii  II ;;   um   iIimi    M  .i.nm' ii  in  i  1 1  «*  1  |i  ii  ii  k  t. 

I^l   '»..'"     -  n,    >n   filaii^i'ii   all«'   S\ >!i*iii|>niikli'    ul''i«.li*'   niul    panillfK) 

/*  ' 

ni'HcliIiMiiii^iiii^i'ii  Villi    liiT   Iklrlitiiii;;    iiihI    'ii-iii   SiiiiM*   liiT   Ki'hiiltaii- 

I)cr  Mas.s('iiiiiitt(*I|itnikt    nliiilt    ><'iiii*   lti*si'|iIiMiiii;.niit<^   hlns   iliircli  il'u* 

]i(Mliu*tit>iiM'i'.'*iiltant<'.    iiiticm   ila^   rfMilliimilf    Paar   mir   iiiii   <ii*u    Ma>!*(>ii- 

itiittcl|iuiikt  si'Iiist   ncM'lilciini^uii'^  i*rtlii*ilt.      hi>'   Knit't   /i""    tii^t   niiiiilirii 

zur  K<*>ultaiitcu    /!  der    .Miuiiciitaiikialtf    ilii'   KlciiMMitaikratt    /•  '  tit  liiiuu 

uinl   liililit    (lailiiri-li    die    MiitiiiMitaiikrai't    t!     tur    ilii*   /.fil     /   ■\-   *it.      Das 

AxiMiiiiiimriit  //„  "  !ii^t   t'lifii.Mi    /.it   ilriii   A\<'iiiiii>mi'iit(*  '#'„  <l<'i    Mninriitaii 

kr.'itUTi  iliietiiin    t'iir  lii-n   riinkt  >' ila.*«  iiin'iiiilicli  klfiiit*  A\i'iiiiiMmriii  '«./''f/r 

liiiuii.    um    «liiN   AM'iiMiomrnt   '•'.,'   ilt-r   Mium'iilaiikiafti«    Hir  /  -j"  *''    ^•'*   •''"■ 

ziMi^rii.     K>   >iinl    ilrmiiai'li    /»**//   uint    '».,'"'//   «lif    ::«Miim'iii»irli**ii  l>irt*'n-n- 

fini«'    uinl    // ''    uimI    '.,.'*'    «lii»    ;:»'iiiin'tiisi-lii*ii    lli'riviili'ii    v.m    H  uinl    *•"... 

Ist   also  ^',. ''  -  -n    M»   .'iiHlnt   sii'li   'f..   n'u-lit,   vnlil   aluT  //'''  um  A' '•'»//   uii«l 

«lit'M*    KIriiiriitai krall.   wi-Irlic   ilnrcli  <l<'ii  Ma*«MMiuiith'l)tiiiikt    «rflil.    crtlirilt 

/i ' ' ' 
fli-iii   S\M(Mii    ilif    uiMMiillirli    kirim*    'rraiislatiiin.sL;«>M'li\\  iiiili;:ki-it       ..     <// , 
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^li'ii'lir  !•  i'M- Il  I  •■  11 11  i ;:  11 11 1.'  v>>ii  li  1*  111  s  I' I  II  t' n  Sin  im*  u  m  •!  i|iM'«i'l)M'ii 
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•j  cu  i  (  Il  t  (' ,  -.•!  )i|<'i'>i'ii  ilii*  Il  !•  •.  II 1 1  i  II  t  I'  li  II  ■!  <la^  i  •'  iilfiii-nili' 
A  \  »•  11  IHM  III I'  II  t  «1  •■  1  M  ■•  tu  ••  h  I  a  II  k  i  .i  I  i  i*  m  n  .:  ••  i  ii  •!  •  i  t  n  a  •  li  <  I  i  ••  •  ■  i' 
■iii'l    Kii'litiiii^. 

Ili'h-iii  inaii  '«il  !i  iIimi  <  ii-mIiu  iii>H;:ki-it-/.i|x1.iliil  iiili-u  AM;:i-ii)>lirk 
%%aliri'iMl  iliT  Imwii:!!!!'  in  ili»-  Ti.iimI  iii»iii»';^'">i  liu  iinii^k»-.'  ^I«'h  li  Iit 
I  •('•»!  ]iu  iiiiii^'ki'it  <!<■>.  MaNM'iiii.itti  liiiiiikti"«  iiikI  •in'  \\  inki  L  i-^<  ).\«  iiiili;.' 
k«'it  um  «lii-  ^l'•m*■Illall.l\•■  «lii- ■••  l'unkl«'*«  .inr;;i'I«'-t  i|i*iik!.  Axf  M>>niriit.iit 
kiiilli«  A'  iiiiil  '.  I'i'-liiiiiii»  .  wtjrli»'  i|ii"»i'ii  lic^i  liwiii«li;:kfil'/.i|N|ainl  zu 
i*IJt«'ii;;«'li  \  »iiii-'ir«  II ,  i-lki-iilit  iiiaii  «li-iilliili .  wl«'  'Iiiiili  lliii/iitirtrii  \iiii 
/f ''«//  innl  '•.•/«'  •lii"^'-  f;ii'-j»«'ii  A*  nmi  '.  ^'\\\\  Vfii  ^l««iiu  i.t  /.ii  \l<<iii«*iil 
hiitl«'tii  iiml  ilailiinli  /.iijh'ioli  dt-r  <  ii'M  ln\  iii«li^k«'il>/.«ist:iiiil  >i«s  Sx'.ti'iiis 
vnriiii.  Iiiili'iii  man  .|.i>  A  \<  nm'iii«  nt  '..'»/■'  mit  •li-m  AMumoiiii  nii*  #.., 
iln   M<iiiH'iitaiikiatit'    in   **    null  •hm   IVn  ilK  !•■.:!  imm  vi-i'n  •':•!.    ••i^-ii  !     i*  1» 

HtlirM.      Ilif.    I,        ■!        I-   «.     11.       I        K      ■      •-  -il 
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8(  )2       Symmetrisclie  Darstellung  dor  Kcduction  der  coiitinuirl.  Kräfrc.       XIII.  Cap. 

ilas  Axcninonient  ^',/  der  Monicntankräfto  für  den  folgenden  Zeitmoineut; 
indem  man  senkrodit  zu  ihm  eine  Ebene  führt  und  im  Centralcllipsoid 
den  zu  ihr  conju^irten  Diameter  sucht,  erhält  man  die  neue  Momentau- 
axe  nebst  der  neuen  Winkc^lgeschwindigkeit.  Die  Ebene  beider  Mu- 
mentanaxen  enthält  die  Axe  der  Winkelbeschleunigung.  Man  kann  d\v- 
Axe  der  WinkelheHchleunigung  aber  auch  dadurch  finden,  dass  man  zu 
d<T  llichtung  dva  Axenmomentes  ^r,,'^'  eine  Ebene  sonkreclit  führt  und 
im  Oentralellipsoid  zu  ihr  den  conjugirten  Diameter  bestimmt;  denu 
um  ihn  erzeugt  G,,'*''//  die  unendlich  kleine  Winkelgeschwindigkeit  dU, 
welche  mit  Sl  zusammen  die  Winkelgeschwindigkeit  des  nächsten  Mü- 
mentes  bildet.     Auf  di«»8em  Wege  erhält  man  die  Winkelbeschleuuiginig 

u  und  ihre  (Jomponenten  ,  Sl'^F  und  die  Kichtung  der  Orthogonal- 
geschwindigkeit u.  s.  w. 

§.  11.  Die  vorhergehenden  Keductionen  der  Kräfte  geben  uns  eiin' 
deutliche  Einsicht  in  den  Vorgang  der  Bewegung  tl<;s  Systems,  abor 
vermöge  der  speciellen  Wahl  der  Coordinatenaxen  unsymmetrische  Foi- 
mcln.  Um  dicj  Darstellungsweisc»  symmetrisch  zu  gestalten  und  insbesoii- 
ilere  die  Compouenten  des  resiiltirenden  Paares  in  einer  für  die  Kcch- 
nung  zweckmässigercn  Gestalt  zu  erhalten,  wählen  wir  drei  beliebig»* 
n-chtwinklige  (Joordinatenaxen  <les  Massenmittelpunktes  ^S,  welche  im 
»Systom  fest  und  mit  ihm  beweglich  sind  und  bestimmen  in  Bezug  auf 
die  Moment anaxe  dieses  J*unktes,  wie  in  Tld.  III,  (Jap.  VII,  §.  4.  die 
(Jomponeut<Mi  der  cputripetah'u  l'icschlcunigung  des  Systinnpunktes  Cry:'. 

i^,  {j'Si..  +  f/.%  +  zsi,)  ■  -  SV 2 

nebst   den  ('Omjionenten   der  Winkell)eschleunigung: 

fisi.,         iiSi,         Ji^,     _   iisi,         iiii,.         tni., 
,it    '       dl   •^'       dl  •*"""  df    ''       dl   '*  "    dt'  ''' 

i)'ni  (Jnmpunenten  «1er  Kraft,   wcdehe  dem  Punkt«*   diese;   Deschieunigunüs 
coiii])nuent.en   (^rtlie.ilt,   sind 


/// 


/// 


[it.,  U-ii...  +  .'/ii„  +  zil.)  -  -Ji-'//  +  (  '';J- -  ..■  -    ''J/'   .-)] 

uml  sie  liefern  die  l\iare.  // /  :  )',  :  .V — .i'y^,  xY  -  if '\  •,  welche  durch 
das  ganzti  »System  hindurch  zu  sunnnin'U  sind.  Bilden  wir  dii»  Bestaud- 
llit^ile.  welchem  von  der  Wink(dbesihleunigun«i*  lierrühreii.  Sie  lieiern  in 
tue   Sunnne   A' i // / —  zY)   die   (flieder 


Z  -  m 


XIII.  (*Ap.        Syiiimi'trisr.lif  ll.'iMti'lliiiii;  iIit  Ri-ihir!itiii  iIit  o<iiitiiiiiirI.  Kriifte.       Stti\ 

^  ;/i  1 1/'  -|-  z •  j  2.  m  .t  1/  2.  m  .r  r , 

tit  dt  *U 

Wfli'lif*  mit   Kiu'ksii'lit   auf  ili«*   ni'/<'ii'liiiiiiiL:.N\\<'iM' 

Xiii.»  tf  —  #!,.,  -     #1,,,        £mifZ    ■     »1..,      -  «I...        ^ini.i'  '  -  tt  .^^     -    ti^^ 
in  <IiT  riiriii 

*air  'in,,  ilil: 

jrrM-liriflM'ii  w<*nl»'ii  kann.  KIm^iis«»  i-nthaltfii  lii«*  Siiiiiiui'n  A*  1 :  .1'  —  j'/i 
iiiitl  2.'<.f  }'        tf\)  Vi»ii  Seiten  iliT  \Vinkl'li>l•^c}||l'uni;^(ln^  flif  lifstamltlieilit 

»nir    .  '/.^^  »ii^l:  ,  '/.*i.  '/-^i/  '/^i. 

llii'   V^'rj;leit!imi^    illfMT   Ausijriicki»    mit  (  a|».   XII,   §.   l*.   «S.   Ttliij  ssrijrt 
nfter,    flass   d'w   iliei   so   ^cwiinni'in'n   (Jn'i.ssen    di«'    partiellen    llillerential 
■|notieut(Mi   <le|-  ( 'iim|Miiieiiten   «les   i-esiillireinlcii  Paares',    iler    Moini^nfan- 

kialte    nach    t,    n.imncli       .     ,  ,       .      sih<I.      r  iir    iiie    nestaniltiieih* 

0tt  tlt  dt 

\%ek'Iie   ilii*  ( Vntiijietalkrarte   in    «lie  iilii;;en   Sunnnen    liefern,   eiliülfi'n   wir, 

^enn    uir   resji.    mli,  ■  .«  •'.    inii.  •  i/\    m}i,  •  :*    iinler  «len    Snniuien/.eiclien 

aii'liren   und   siilitialiireii ,   z.    M.    fur  die  or^te   Sunim>': 

11,  I        !*.  •  A*m.*  :         <i,2.*;/ji/:    1    il^lunx'    \    f,' .\ 
.*>,  I         :i.l'm.it,    i     :i„l'm:'    \    ..  '  i  5i.l'uiu:\ 

Kl'eii».!!    !il|-   ilie   Itridi-n    ani|eirii    Suiiiliieil    It    '.  ,  •  '  ,  '•     .    /'.'.",  -  -  , '• 

Filmen  uii  all»'  'riii'il»'  /usaniiiien,  -«i  iTuelien  «.iili  «lie  ( '••ni|Mini'nt<-n 
/.  '  ,  '.*'',  '.  '  il«'s  lesiiltiii'nilt'n  l'aaie.s  ',  "  fur  tjen  Ma-^i-ninittiji.uhkt 
iirnl    in    ili-r^i-liien    rMrni    fur   «las    rie>i-ld«'Uui;^unj.'NC<'n1iuiu.    n.iudiili 


// 


dt. 


I 


t 


tt 


W.ildt  man  ili«'  llauplaMii  de*.  \|.i>>enmi(t«-l]tunktes  •.nlfr  auili  il*-^ 
|it*Ai')deuni^iini;sientiuni^  /.u  den  lie\s  t-j^lirlu  n  ( 'iMUiliunti'na\>-u  »ler  .<.'/.  :, 
fett  Herden  ilir  < '••iu|>i>ni*nt*'n  dt"*  Paaie«  '■  liiT  M«tni<'utanki.it{«'  '•'.  "n.'^.. 
#,^  --.  #j..J!    ,    f.  ,1     :i     ii^xi».    -^11  •    S"   11-  .    ••d»'i,    iu'li'Ui    \sir   na«  li    *\*i 

iililirli«-n  ne/.i'irlinun;:»'«' i-e  .*!  /i.  .*  *  y.  Ji  /;    II,,  .1.  «1  . .         /.'. 

f I  ^  —  I     Brt/.en ,    t, ,  f/».    '..,  /.'•,■.   /,"       -  '  ;     und    neliiuin    ille   J'oni 

|itinenti*n  il>'^  re-ultiM'hd*'ii  l'.iap'-o  d*  i  •'•iii!iii>iii  lii  le-n  Ki  i\U'  iIh-  |  xiin    ui 


S(Jß       ZusammonliaiiK  der  coiitiiniirl.  Kräfte  iiud  der  Momcutankräfte.       XIII.  Cap. 

.r,  y,  z  und  /f^.,  O  'y  </..  die  Componciitcn  von  G  boEÜgHch  der  Axen  der  jt',  y,  :', 

sodass  z.  n. 

und  fülglicli  •'^  .r  -r        y  -r 


''^'.r  ''^r.     .      ,*ff'u    .      ,.''^'z    .     ^    *ia    .     ^     da'  ^.     ela' 


'.r  '•'.»■      ,        f"'if      .         «•"   -z      ,      ^     "«      ,       _      M«       . 


^y  und  diüso  ist  zugleich  6'".     Daher  fi»Icri  6'''*  =     _,  '  +  P.^G.  —  Sl.G,,,    Aelin- 


r//  ///       '  r//       '  dt      ^       '""dt     '       y   dt      '        '    tU 

wird.     Nimmt   man   nun  m  in   der  Kntfcrnun«^  ploieh  der  Einheit  vom  Keductioiia- 
punkte  an,   so  werden   g  =  ^,    »j  =  «',   J  =  «",   also  nach  den  obigen  Formeln: 

da  _      ,         _      ,/         da  n      "        r>  ^"  n  o      • 

f/<  =  v      '        r//  •«  -    '         dt  "  '^ 

Da  man  aber  über  die  Wahl  der  Axen  j*',  i/\  z    beliebig  vcrfüj]jon  kann,  so  lassen 
wir  die  Axe  der  .r'  mit  der  Axe  der  .1;  zusammenfallen,  wodurch  «  =  1 ,  rt'=  «"= «» 

und  fol^Mich     '    =  (),       '    =   —   Xi.,  =  Ä,^  wird.     Hiermit  erhält  man 

dG^, 
\\>   ist  aber  die   (ioschwindi{;koit.scom]ionento   des  Punktes   G ^•y  G  -^  (#,■  pa- 

rallel den  festen  Axen,  d.  h.  die  absolute  (ie.sehwiudijkeitscomponente  dos  Punktes, 
weleher  im  System  die  C'oordinalen  ^Z^,  6'  ,  </,  besitzt,  d.  h.  des  EndpTinktes  vuii 

dl 
lieh  für  die  anderen  Komponenten. 

§.  VI,  An  die  Koductioii  der  continuirliclioii  Kräfto  schliosscn  wir 
einige  S/itze  an  über  den  Zusaminenhanp;  dieser  Kräfte  mit  den  Mo- 
iiioutankrärtcn. 

1.  Das  System  der  Kräfte  wjn.  welche  den  Syjstenipniikten  M  ibn* 
Jk^schleunigungon  (jp  zu  verleiben  vermögen,  ist  ät|uivalent  dem  System 
der  Kräfte  l\  welche,  am  Punktsystem  angreifen.  Reduciren  wir  daher 
beide  Kräftesysteme  für  denseÜMMi  J*unkl  *\  so  stimmen  die  Kednctions- 
resnltanten  und  die  resultirenden  Axenmnmente  nach  Grösse,  Kicbtung 
und  Sinn  über(».in  nn«i  haben  mithin  auch  gleiche  Componentcn  oder 
Projectionen  in  Hezng  auf  irgend  welche  A.xcn.  Projiciren  wir  zunächst 
die  Jtednctinnsresultanten  auf  irgend  eine  Axe  ,r,  so  erhalten  wir,  da 
ihre  I*r«>jectiou<*n  die  Projectionssunnnen  ihrer  Componenten  sinrl,  die 
(ileichung    2^///()n.,  ^-- ±V\ ,    wi»    der    Index    x    die    Pn»jectiou    hczeiclniot. 

10s  ist  aber  rjp.,  ,  '  ,  mithin   erhält   man   weiter; 

und  indem  man   diese  (ileichnng  über  riu  beliebiges  Zeitiiitervall   /     -  /„ 
integrirt: 

Es  stellt  bii'rin  alier  ^nn\,   ilie  Prnjc^ctidn   der  Ixednctiousresultanten  d«^r 
Momentankräfte  auf  die  Axe  .r  zur    Zeit  t  und  J£(nu\r)   dieselbe    Grö.sso 


\lll   ('.i|i.       /iir«.-iiiiiniiiliaii:;  >i- I  (  oiitiiiniil.  Ki.ti't«   'iii<!  t1' i  M<iiii>iit;iiiKr:ifli-.        "^ilj 


'dLur   Zeit  /„  dar    uml    ist    /',  i//    tlrr   Klciiii'iitarantrii'l»    licr    l'ii>ii'i'(ii>ii    ilrr 
Krat't   /*.      I>alii'r: 

I>ii'  A  c  II  il  «•  r  u  n  ;;,  wi-li-li«*  il  i  «•  l*i  ■•  j  «t  t  i -•  n  ilii  |{  r.mi  It  .-in  t  r  n 
ilor  ^l  •iiii  eil  t  a  11  k  i-:i  1 1  f  aiir  irjrrinl  lin«-  A  \  i*  im  I.auti'  «li-r  lii- 
^r-iHli;:;     \l-llir('llil     il'^»'li«l     riljrh     /.  c  i  t  i  li  f  i*  r  v  :i  1  1  i'.s     c  ilriil  rl .     iht 

^Ificli    (liMii    Tu  t  a  lau  1 11  (' l>     ;i  1 1 1*  r     auf     'iirsr    Ave     [■  i  i>j  ir  i  rt  ni 
K  V  ä  \'\  V   \\  si  II  r  V  II  «I   t\  V  f  h  «•  1 1«  r  ii    Z  v  i  t 

Man  kann  das  Systt'in  sflli*«!  aiit  ili«*  A\i-  |iitijii'nt  iloiikcii.  ji'iIimii 
l'riijrcti<iii^|iunk(f  ilic  Ma>h(>  ili\*i  IIan|it|iiiiikt<'-<  li<-ilf;;cn  iiinl  «Irii  Satz. 
aU  fiiuMi  Salst  fiir  ila?»  rniriiif  vrra!nl«Tlicln'  Sv.il<'ni,  wi'lfln"»  ili«'  Vit*- 
jrc'titiii  dvti  iif'^iAwurii  i>l,  aiiUa.sscii.  I  >!«■  (ilriclniii;;  */'2."w».       •  XI*,  th 

'in . 


>i\z,x    im  (111111111'    nii'ltl>  uritiM'    au>,    i\\>  (l<-i>- 


r// 


/; '■,    ui-iiii    /;.    A"'" 


•  lii*  Kt'i{iihant«'ii   ilrr  .Mniiii-iit'inkiat'tt'    iiikI  iln   i->>iitiniiiilir|ii-ii  Ki.iMi*  >\\n\. 

I>l    2/'.  -     <i.   Ml   i.st    Xm',    (iinstant. 

-.  l'rnjirin'i)  \\\\  ila>  ii-suitirrii'li-  A\<'iiiiiMiiifiii  iN-i  Kratti*  mr;  imhI 
ila>  «liT  Kiat'tr  /'  an!  «lii*  A.x«-  .i .  Wii  rili.ild'ii  ili«-  rr>>ii'rtii>iH'ii  ilii-si-r 
(ipivsiMi.  iiidiMii  wir  mfi  iiiiii  /'  aiit  ilii-  Kiicm-  si'iikroi-lit  /.n  .r  )ir<ijii'in'n 
iiii'l  iVw  M'HiH'iiti'  iltrt'r  l'rMJi>rti«iiw'ii  Inr  •li'ii  Sc)initt|niiikt  ilii>.>rr  Khriif 
mit  ilrr  A\«'  .»  iiflimi-n  Sin>!  •;  . ,  O;  i7i.  y  ilj«-  l*ri>ircti.in<Mi  \**\\  7  iiimI 
/•  iin>!  iliir  Al»>tan'li'  vnn  «I'T  A\i'  .1,  m»  ln'sti'lit  ilmin.irii  ilii*  (■Irii'liiiiii; 
Xmrj.a         ■^'.'7-      Nun    iht    al'«i     null   Tli!.    IH.    Cay     I,    J;     'Jl.,    Wi-nn 

•;/•,    ila'    \|i>mi'iil    'l'i    <  i«  srljw  ih'liL-kiil    i>t , 
halt    man  : 

nini    li>l,:tii  }i    'ImmIi    lrtti':.'iatli'ii 


•;  ,  «^  .      1  >.iln'i 


«1- 


^  m  •  , /. 


—  •  in  '  ,  /..  ■ 


'(■ 


*'f  >ii 


Mi<iiii  ."li-llf  '"'./'  ■-^-  ^l>>i>i'iif  l'-i  M'  ini-iilaiikiitt  ni  t  hh.I  !..|^'tii  Ii 
—  »i',/i|  ili«  I*i'«ji"iH"ii  «It'  i*-»nl!  il  rii'l«  II  A\«  iiiii"iii»iit' ;  .!••!  Mi'imiit  III- 
I.r.iJtf    .Uli    'li»-    A\r    .'     -lai         P.iliri 

\^\t'   A  »•  II  •!  I- 1  II  II  ■.' ,  u  I  1  «■  It  I-  «1  I  •  r  1  •'  1  •  k  I  I  •  M  •}  I  ■  I  •   M  1 1  i  i  I-  n  il  i>  n 
A  \  •  I.  IM  •■  iw  •  II  t  «•  •  '! '  I  ^I  ••  III  »•  11 1  i  II 1. 1  1 1 1  r   ■  II  r  1 1  .  •  II  ■!  I- 1  Ii  •  A  \  V 

im     I..I  II  !  I"     -1  «■  j     I'»  •    \\  I   ,:  «Ml  ^     i|  I-  •.     >  \  :-  I  •■  in  ".     W  .1  li  I  i    li  «l     i.|  ^i-  li  'l     t    i  11  I    ., 

/  •■  i  t  i  n  !  •  I  V  .1  1 1  -  -^   •  I  1  !■  i  ■!  I  t ,    i  -t    j  !  r  i  rli    .i  i- 1    >  u  m  m  i-    i|  i- 1    \I   -m  r  n  t  <- 
a  1 1  •  I   K  ra  t  t  1 1>  !  I  I  •'  l<  •-    im    I'»«-  /.  n  ^    a>i\    •!  i  »■  -• «  1 1«  ••   A  \  i-  %\   i  li  t  •■  ii  «1    «1 1-  i 
>•  I  l>»-  II    / 1*  i  t. 

M.in  kann  .ii«  ^i  n  >  it/    il  •  liinMi  S.if /.  i!'"i   -li«    I  'i  -i'  « ti.'ii  •!•  >  >\  -l»in>. 
auf    ilii«    /.ui    A\i"    .'      »iikMilri.     I.Imii-'     »uü.'h».!  Jl.    wiiin    lu  im    -iiii    l'ii»|»i 
tii>ii^|iiinkl>  II    -li«-   M»-H.-  .ji-i    II  iii|.t|iiitik*i-    lt«;li_:'       l'»«  I'i'|«i  !i..ii    .\  •.!»':ii 
ist     Wliilrliii     ili  I      |i»\\ » v'llij     \  iiaii'U  I  In  'i  !»■      /.  I     '•lWli.lt      lir  ••■l»«|i' 


^08       SSusHmmeuliHii^  dor  continiiirl.  Kräfte  uu(1  der  Mumentaukriiftc.       XIIL  Cap. 

Gleichung  sagt  nichts  weiter  aus,  als  dass   -j^  =  C?2\  wenn  G  und  (r^*- 

die  rcsultircnden  Axenmoinente  der  Momentankräfte  und  der  continuir- 
liehen  Kräfte  für  den  Tunkt  0  hedeuten.  Lst  ZQq  =  C^)  =  0,  so  bleibt 
Zmv^p^  =  G.x  constant. 

3.  Man  kann  den  vorigen  Satz  etwas  anders  formuliron.  Zu  dem 
Kiide  ziehen  wir  vom  Reductionspunkte  0  aus  nach  allen  Systempunk- 
ton  M  die  Radienvectoren  OM  und  hetraclitcn  die  EleinentarHCctnrcn 
OM i\fi=^  dSy  welche  sie  im  Zeitelemente  dl  durchstreifen.  Da  die  Pro- 
joction  des  Bogenelementes  M J\f  gleich  ly^df  ist,  so  stellt  ^Vidi'p^  den 
Inhalt   der   Projection  dS,r  von  dS  auf   die   zu  x  scnkrcchto  Ebene   dar 

und  ist  mithin  r,//,  ==  ^^  /''^ .    Hiermit  erhält  man  die  Ausdrücke  in  2. 

,  "  '  df 

unter  der  Form: 

dl*  '^ 


f 


2:.,  ^^'  -.  ^  (-  ^)  =  \jk^^i  =  i  {r.r      r.^rX 


"       f. 


d.  h.:  Zieht  man  von  irgend  einem  Punkte  O  nach  allen 
Punkten  des  in  Bewegung  begriffenen  Systems  Radien- 
vectoren und  juojicirt  das  System  sammt  ihnen  auf  eine 
Ebene,  so  ist  die  Summe  der  Produkte  aus  den  »Scctorcn- 
besclilrun  igu  nge  n  der  projicirten  Radienvectoren  und  den 
^r  a  s  s  e  n  d  er  S  y  s  t  (»ni  j)  u  n  k  1  e ,  aufweiche  s  i  c  li  letztere  beziehen, 
gleich  dem  halben  resultir<»nd  en  Axennmmente  aller  Kräfte 
für  den  Punkt  0  als  Reductionspunkt,  projicirt  auf  die  zur 
E b  e n  e  senkrechte  A  x  e.  Di  e  A  e n  d  e r  u  n g ,  welche  die  Summe 
der  Produkte  aus  den  Massen  und  den  Sectorengesch windig- 
keiten  der  projici  rt  en  Rsulien  vectoren  im  Ijaufc  irgend  einer 
Zeit  erleidet,  ist  die  halbe  Aenderung  der  Proj  ection  des 
resultiren  d  en  Axenmomentes  der  AI  omentankrä  ft  e  auf  die- 
selbe»  Axe,   über  denselben   Zeitraum  erstreckt. 

Ist    insbesondere    ^''*' :^=  0,    so    bleibt    die    Grösse    £m  ^  '    constant 

•;  dt 

und  wird  ^mS^r  der  Zeit  proportional.     Also: 

Ist  die  Projection  des  resultirend  en  Axen  mouieutes  für 
einen  Reductionspunkt  0  auf  eine  Axe  während  der  Bewe- 
gung Null,  so  ist  die  Summe  der  Produkte  gebildet  aus  den 
Massen  der  Sy  stemj)  unkt  e  und  den  Sectoren,  welche  die 
Projectionen  der  von  i>  nach  ihnen  gezogenen  Radienvec- 
toren auf  eine  zur  Axe  senkrechte  E  b  e  n  o  w  a  b  r  e  n  d  i  r  "■  e  n  d 
einer  Zeit  besclireiben,  dieser  Zeit  proportional.  (^Princip 
der   Fl«Tcheu   für  die  zur  Axe  senkrechte  Ebene.) 


XIII   C*ji|i.       /.u.tHiiimeiiliiiiii;  ilrr  fiiiiliiiuirl.  Kr.ifl«- uiul  iliT  M«>iii>iit.iiikrJirti;.       >«l)0 

1.  \t>i  'f'"'  --  n,  aImi  /,■'!•  für  JimIi»  Axc*  Null,  «1.  li.  rohu-iroit  ^iclI 
iHf  Kräfte  dv»  SyAtcins  auf  ciiit'  Mom'  Kr.snltniitf  y/"',  sn  ;;ilt  «Ut  vi>r- 
htrluMuli*  SalÄ  für  allf  KIm*ii('1i,  I.st  alu  r  '."  ''  n,  sn  lilfiltt  li.is  ri'hiil- 
tirriiilc  paar  '■'  der  Mnnit'iilaiiki.'ifti*  iiacli  (irn.sM*.  Kklitiiii;^  iiiul  Sinn 
iiiivi'rändcrlirli   lunl  ;:ilt   <la>Ä«'llM'  fiir  sv'iiw  I'rnjiM-tiiin  ^',  auf  ir^ji-n»!  i'iiir 

i/.S. 

Axo.      I>a    nun     ^ni  '1  ^»»ir^it^   -  -    ^^',,     al.su     in     ilii'srm     Falli' 

£mS^        2L{mSj\  --  £m(S,         S,)         \fi,  it        /„»,  h»»  wir«!   «lir  Suniim* 

(li*r  mit  ili'n  Ma.sKcn  niulti]ilicirtcn  Soi-t'iriMi  mit  '■',  ^Iciclizciti^  fin  Maxi- 
niuni.  DiT  ;:ri>!«.NtL*  NVcrtlt,  diMi  f» ,  annclniK'n  kann,  iM  aUor  '»'  .si*lhbt. 
I^ahcr: 

Wenn  ilio  Kraftr  »l«'s  SvNt«'nis  hii-h  anf  i'ini*  lilnhc  11*- 
liultaiitr  /i'"  mlu  firm,  m>  [;ilt  ilas  l'rinri|i  «1  f  r  Flai-hrii  für 
iillf*  Kljriii'n  <Ii'N  Kaumos.  Kür  tliv  z iir  Axr  ilr.s  rcsnlt  i  rcndon 
l'aaii's  (Irr  M  niiicn  t  an  k  raft  <*  hCMikrcrlit  r  Klicn«'  i^t  ilir  Snnim«* 
f1i*r  mit  (Ion  Massen  ntiil  t  i  jil  ii'irt  cn  Sertoren  ein  Maximum. 
l>icM'  Kltcnt',  Mclrlir  hii'h  wäliriMid  der  Hi'wr^nn^  des  SyMnuh  l'nrt- 
mäliri'nd  parallrl  !))cilit,   InMSHt  die   i  n  va  ri  alirlr    KIm'ii«'   des  Sy>tfm<. 

'/'', 
Tl.   Dil*  (tlfirliun^  ^'w/,         Sf\   in  Nr.  I.  wtdlrn  wir  dun-li  qr ,   — 

»// 

luiil   f.    .-     '   ,    wriin   '/.'    ilif   l'rniiTlinn   d<•^   n«i;;i*ii«'Ii.'nnMiti's  auf  «lii*   Axo 

,r  ist,    wrlc'Iii'h    d«'i    S\>t«;m|Minkt    V  im    '/«•itflomiMi!«'    lH».M'lirril»l ,    iim;»!»- 

'■  I '/''  I  '/  •  A  Ji  f/i  •• ,  * 

hlaltcn      Ks   wird   7,  ,    mitliin    i'wi«;  .  /  ninl  wriior 

ff.r  if.i" 

Wc*nd(Mi  wir  das  l'rMJit'imi  u^vh  aiil  /wei  iindrrt*  A\>'n  v,  r  in  ^Iriclirr 
WcMäi*  an,  Ml   kommt: 

iiiifl   fiiirrli    AdditiiMi   aller  dici   <iI<'i('liiin;:iMi   mit   liUi'ksii'lit  auf 
^  \  W, "   -f-   2,  \  w  r./     •-    ^   K  rn  '    •  \  JLw»": 

I>ii*   ri'clitf   S<'iti'   >ti*l!l   mm   ilii-  Simnin«   di-r  Kl«  MH'nt.ir;irlirit«n   di-r  Krat't 
r«»fii|i«>ni'ntt'n    /', ,    /*. .    /*     vmi    /'    dar.      |)i<*^i'   (ii-.iHsi-    ist    lür    Kl<'mi-ntar 
mlM'it  Villi  /'.   widoln"   Ulli   /*'//»  ln'/rirlinrt  wridm   ni'ipji'   Iin^;'«   d«*.-  Wr^i-h 
1/.1,   drn    'l«T  AM;:rin.>|tnnkt  \"n   /'  im   /iiiid«'iiifnti'   lif.srliii-ili!.     Inti'^^riit'n 
fb'ir   di«'   \iiiNti-hriwlr   <  ili'irliiin^    lind    )M-/.<'ii-liiii  II    di«'   di'n  Wi'itlirn    •.,  riit 
•|iri'rhiMidf*n    XN'iitlii'   kiIi'i    Itii^ri'n.iliot.indi'   ^   mit    «..,   m>   rrli.iltm    wir 


\  A//«.  '  •    Im 


SlO       /usaiiimt'iiliHii<;  <1or  cuiitinuirl.  Kräfte  itnri  der  Momentankräfte.       XIII.  Csp. 

cl.  1i.  (lio  Aendcruiig,  welche  die  halbe  lebendige  Kraft  beim 
Uobergange  doi>  Systems  aus  einer  ersten  in  eine  zweite 
Lage  erleidet,  ist  gleich  der  Totaiarbeit  aller  Kräfte  längs 
der  Wege    ihrer   zVngriffspunkte.      (Princip    der    lebendigen 

Kraft.) 

(PS 
i\,    I«    äliulicher  Weise  kann   man  dio  Gleichung  2m  -v-!r-=i^'" 

ai*  ^ 

umgestalten.  Setzt  man  nämlich,  wie  S.  214.  die  Sectorcngcschwindig- 
keit   -J^=  '?.'-i    die  Sectorenheschleunigung  — ry-  =  -r''^  =*=  '«f^.rj    so  wird 

. .,    =     ,  -  =      „.      =        ,;:  und   indem  man   noch    zwei    andere 

dt'  (U  tlS,r  (fS,^ 

Axeu  y,  z  hinzunimmt,  sodass  Qtj  durch  yP.  —  zPj^  dargestellt  werden 
kann ,  geht  die  obige  Gleichung  über  in 

d  .  üm^ir'^  =  i:{yP,  —  zPy)  dS,^ 

und  ebenso  erliält  man 

(/  .  £m  n,r  ==  2:{zP,.  —  xP^)  d.%,      d  •  Sm  rl^  =  £  {.vP,,  —  y  P^)  i/.S\. 

Durcli  Addition  dieser  dn-i  Gleichungen  folgt  dann,  wegen 

v.r'  +  V'r  +  vr  =  T-> 

wo  t}  die  Sectorongeschwindij;;keit  dos  Kadiusvcctors  OM  darstellt: 

d'Zmji'=  i:[{yP,—  zP^)dS,r+  {zP,,—  .rP,)dS,+  {a^  P,,  —  tj  P,)d  S,], 

Es  sei  nun  dS  der  Elementarsector,  den  der  Radinsvcctor  vou  0  nach 
«lem  Angriffspunkte  J/  von  P  im  ZeiteleincMite  hesclireibt,  dann  ist,  wenn 
die  Normale  seiner  El>ene  die  Richtungswiiikol  «,  /i,  y  besitzt: 

'/'S»  =  dS  •  f*(is  «,      dS,,  =  dS  '  ms  /i,      dS;  =  dS  •  cos  y\ 

ferner  wenn  das  Axenmoment  P  des  Paares  (/*,  -  P)  die  Kichtuugb- 
winkel  ^/,  A,  /•  hat : 

//  /'..  —  zP,j^=^  r  •  ros  a ,     c  /',-    -  •  X /*.-  =  /'  •  ras  h ,     x  P,,  —  //  /V  =  /"•  tuts  c. 

Hiermit  wird,  wenn  A  den  Winkel  zwisclien  jener  Normale  und  /'  be- 
zeichnet, der  Inlialt  der  Klammer  unter  dein  Sunuiienzeielien  rcclit? 
gleich    l'dS  •  rus  k  und    folf^lich 

//  ■  £  m  tj^  =  2^7'  rus  A  ■  tlSy 
sowie  s 

2^m  tj'         2^m  >y„-  =  2  j  P  ms  A  •  d  S, 

Die  (irösse  I*osk'iiS  kann  der  Analoj^ie  mit  der  Arbeit  von  /*  wegtii 
die  Pilementararbeit  des  Paares  /'  längs  des  Sectors  dS  genannt  werden. 
Denkt  man  dS  auf  dcv  Normalen  wie  ein  Axenmonirnt  aufgetragen,  s«^ 
kann  die  Elementararbrit  /'  ros  A  •  dS  delinirt  werden  als  das;  Produkt 
aus  dem  Elementarsector  dS  und  der  Projection  des  Axenniomentes  7"  auf 
seine   Ebene   «»der   als    das    Produkt  von   /""  und   der   l*rojection  von  dS 


i 


XIV.  (*Mp.         ProliKrinc  <U:i  KfWi'f'iiiic  ciiicK  iiiivi-r.-iii>lrrliflii'ii  Synti^iiiei.  S|  | 

auf  die  Klionc  iliPBCb  Paarcti.  IHi*  (ii-msm*  i/j  i/'  hjiirlt  t\\v.  ItolK*  ciiicr 
,.lvbrntli);pii  Socturoiikraft '',  ilucli  «liirrtc  dn- (icliiaiiüli  iliohcs  Aiiticiriii-kh 
iiiclit  zu  ('iiipteliliMi  Kriii. 

$.  i:(.  I.st  (las  Sy.sti-iii  iiiolit  f'iri,  hMii<li'rii  ^rwi.s.-«rii  llrdinpiii;;;^!! 
iiiilorworlon ,  nm  \iii'(l  man  dicscllicii  (IiiitIi  Kriittr  aiL.>ili-iic-k«'ii  iiihI  ddii 
gi'^fliciiiMi  KräftcsYMiiii  liiiiziit'ii<;('ii.  I>ii>  I'.'ii.strlliin;;  ilcr  A«*f|iiivnl«Miz 
cli*r  Krähe  ;/i7  iiiid  der  «;i';:flicii('ii  KräTti*  i'iii.^clilirhhlicli  iIit  /.ir/.iitu;:i*ii- 
(Irii  Hc(liii^iin;;>krärtc*  liilirt  zur  Krinitti'lun^  ili'r  McMf^^nii^  ilfs  SvHli'niM 
uiul  (Irr  IiittMisit.'it  uml  Kiflitun^  dw  Hr<liii^uii;:.skr;irtr.  lic*hilzl  das 
SyMi'iii  i'iiifMi  tV'slrn  Punkt  »mIit  i'ini«  tVst«'  A\r,  an  kennen  ilirn'  H«*- 
tlingun*;oii  aucli  durcli  unendlich  }^roi>Ho.  Mat«!»en  t'in;;i*inlirt  werden,  wie 
raj..  XII,  S.   IH. 


XIV.   (\i|dtrl. 
Probleme  der  liowcfcunf;  einen  unvuränderliehcn  ByHtomn. 

%;.  I.  Wenn  der  (ie.N('lnvindi;;keit.szu>tan'l  eini's  niiverandeilirlien 
Sy^tenl^  zu  iij;end  einer  Zeit  /„  liekannt  ist,  >ei  es  dadnveli,  da>!i  die 
Ciehrliiiindi;:k(*lteii  dr«'ier  SysteMi|Minkti'  mjer  dadurch,  dahs  ein  Synteni 
%'nn  Mninenfankräften  ;;e>;elii*n  ^ind,  vi  eiche  d«'n>elhen  hervurzurufen 
venii"j;en ,  wnin  feiner  der  nese!ileuni;4iin^'»zu>tand  tiir  alli»  Zeiten  ho- 
kannt  i>t,  sei  (*.n  dun-h  die  MeM-hlenni-jun^en  dieirr  Punkte  «»der  durch 
ein  Ki.it'teriy^tein,  w«'lclie>  ihn  erzen;;!,  so  i.st  di-i  Vnrjjan^  der  Mewe^unj* 
ile»  Sv.Hteniii  he.slinniit  und  kann  im  All;;emeineii  erniittell  werden,  hin 
treten  nänilieli  zu  den  (fruSHcn  //.,,  '>.. ,  naudich  der  Kesultanleu  uml 
dem  n^Hidtirendru  Paar««  der  Mtim<Mit ankralle  zur  /«»■il  t„  die  Fllententar- 
krafle  !{\y*ll^  '','.''''  hinzu,  um  die  Itrsnltaiite  A*,  ruid  da.s  ref«u1tirent|e 
Paar  ^',  tut  den  nMrh.sttid;;enden  /.«■itntumcnt  /,  /.,  {  ill^,  zu  hilden ; 
dunli  Zutritt  «li-r  Kleuii-ntarkrält«-  li^^'df.  t,'^^,lt,  wrlcln-  der  Zeit  /,  enl 
niiieehen,  hilili-n  -ieh  rl»en>M  /; . .  /,  .  tur  <1»'ii  tnl^endi-n  Mnment  /.  u.  t*.  w 
Sind  aNi»  A"''  mihI  '.  ''  und  mithin  l!  '  'if.  ff''</f  zu  alh'U  Zi'iten  he 
kaiint .  M>  kennt  ni  ui  am-h  /•'  und  '>  zu  aih-n  Zeilen  Purch  dir  Mn 
tnt'Utankrät'le  i.<«t  ahn  naeh  t'-ip.  \II.  «1er  t  ie-chvi  ln«ii;:ki'i|r*zu>tand  ile.s 
Sy^tenin  lur  alle  Zejtt-n  he.stinnnl.  {>\  ahri  dei  t  ii"«i-|iwinili;:keit.s/.u>taud 
fiir  alle  Zeiten  hekannt.  >•>  .siidii  mau  leirht,  viie  die  l.a;;e  de.s  .^ysteniN 
SU  jedrr  Z«'il  hi'stinnut  i>t  .  lalN  .-»ii«  tur  irgend  eim»  Zeil  aU  ^e;;ehen 
AU^en«uniuen    wird 

.!••  nachilem  dif  cnntinuiilirlien  Ki.ill«*.  '»dei.  w a>  da>M  ll»e  ist.  A"'' 
itud  '•'"  aU  runeti'iniii  des  l»it('>,  d«'r  Zeit,  d«-.-»  <M'-ihw  iutli-xkt'ith- 
BUStAnd«'A  u.  s.  \\ .  In'-.iiniuit  ."inil  ,  umilitlriit  >ieli  <lao  Pinhli'm  der  |(i*- 
wrguiip. 
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§.  2.  Um  Olli  Prolilcin  der  Bewegung  oincs  unveränderlichen  Systems 
behandeln  zu  können,  drücken  wir  die  Aequivalonz  der  KrHfte  mq>^ 
welche  den  System  punkten  zur  Zeit  /  ihre  Beschleunigungen  q>  zu  er- 
theilen  vermögen,  mit  dem  gegebenen  Kräftesystem  aus.  Dies  ibt  auf 
verschiedene  Art  möglich  und  führt  zu  sechs  Gleichungen,  welche  inau 
die  Gleichungen  der  Bewegung  des  Systems  nennt.  Da  die  Coinpu- 
nenten  der  Beschleunigung  qp,  des  Punktes  tUi  (a\-,  y^,  zi)  parallel  dreien 
rechtwinkligen  Coordinatenaxen,  die  wir  iin  Räume  fest  annehmen  wollen, 

die    A\erthe    ^^.^  ,     ^^^,  ,    —   sind,    s<,    stellen   m  ^-^  ,    "' ^^  >    ""  'ifi 

die  Conipoiienton  dcT  Kraft  wqn,  dar  und  liefern,  indem  wir  sie  für  den 
Cnordinatenursprung  reduciren,    eine  Resultante  von    den    Coniponenten 

Snii    /.,',    £m,    ,*./,    2£m,    ,?,    und  ein  resultireudes  Paar  von   den  Coin- 
(«*  ///*  (11^ 

ponenton 

/     ,r'z.  ,f'r,\  (     ,P.v.  ff'z,\  (    ,f,jt  rf-'a-A 

2".,  [ll.  ,„,  -  c,  ^,^,  j,    E„u  \z>  ^,^,  -  a-,  ^-^  j,    2,«.  [a-,  --,  -  y,  -- -^  ) 

wobei  die  Sumination(»ii  über  alle  Punkte  dos  Systems  zu  erstrecken 
wind.  Sind  andererseits  X,  Ti,  ^«  die  Componenten  der  gegebenen, 
am  Punkte  {xitjiZj)  aiigieircnden  Kraft  /',,  so  liefert  die  Reduction  dieser 
KrHfte,  die  sich  an  irgend  welchen  Punkten  auch  auf  Null  reduciren 
können,  ebenso  die  Resultante  von  den  Componenten  -TA',,  -^I',,  2^7. 
und  das  resultirende   Paar,  dessen  Komponenten 

Z  {tj,  Zi  -     Zi }',) ,     £  {z,  X,     -  .r,  Z,) ,     £  {.Vi  y,  ■—  tj, Xi) 

sind.  Die  Aequivalonz  beiderlei  Kräfte,  oder,  was  dasselbe  ist,  das 
Gleichgewicht,  welches  zwischen  den  ersteven  und  den  im  entgegen- 
gesetzten Sinne  genommenen  Kräft«?n  (b»r  zweiten  Art  bestehen  masi^, 
ergibt  dalier  die  folgonden  sechs  Bewegungsgleichungen: 


V  ''  y»  V   L' 

2,///,  =  2,  J-/, 


V  ^  ''*^''  ''**A  V/         f  .,N 

"'   V'    r//-^     ""  •'*'    r//-'  ,/  ^^'      '  '"  '^''^'^ 


Tu  dieser  Form  sind  die  Bewcguugsgleiehungcn  zur  Lösung  eines 
Piid)lems  nicht  uinnitt(»Ibar  zu  verwenden,  denn  sie  enthalten  die  Coor- 
dinalen  aller  Syslenij)unkte,  während  du*  Kenntniss  der  Bewegun-i^  dreirr 
Systenipunkte  hinreiclH,  niii  d'u'  aller  übrigen  zu  bestiinnnui.  Sie  inüssru 
dcMnnach  so  transf(»rmivt  werden,  dass  blos  Bestiinmungsstüeke  der  B«*- 
wegung  dreier  Punkte  darin  vorkommen.  Als  solche  Be>tininiungs- 
elemente  können  die  Coordinaten  dreier  Punkte  gelten.  Deren  sind  neun. 
Da  aber  die    drei    Punkte    unveiänderliche  Abstände   behalten,    welches 


XIV.  Ca|).         Prulilüfnc  *\\'t  n<.*wc|!iiii/  i'iius  iiiiviTÜiiilcrlii-lirti  S>BU'in>i.  S\l\ 

liiircli  drei  lUMlingiingsglfirlniii^ni  aiisp?(lriii'kt  winl,  hi>  hloiliuii  \thtt* 
*<(*c1iM  jciiiT  Cnnrilinati'U  als  cit'Mrilcrlirli  ütui};;  und  zu  ilin*r  n('8tinniiuii|^ 
rcMclicu  dii'  scriis  ll^w('^uu•;^^ll•ii'llun;;4>u  liin.  I)i(^  drei  Vunktr  .sind 
liidiidd};  waldli.'ir.  ViTinr»jii'  hidm-r  aus^czt-iclinct«*!!  Ki^^cuMdialtfu  nu- 
liluddt  >irli  l'iir  fli'U  rinon  Vtir  allen  di*r  Ma*<,srnniittfd|»unkt  .^'.  In  di*r 
Tliat  lii.sscn  hii'li  mit  lliiltf  ilcrsidiM-ii  dii*  dnd  «•i'^tcM  (flrii-lnni^^i-n  hulnrt 
ho  uniMliiiMliOn,  das.s  in  ilinrn  .srini*  ( '••••idinati'n  .1.,,  v,,  •  '..  •dl>'iu  vi>r- 
kiinnn«*n.  Si't/-i'u  wir  nandiidi  .1 .  -  -  .r,  -•  ;..  //,  •  -  //„  -j-  »j  .  '.  ■-  r..  -{-  ?,, 
!«iida>>  ;..  #,,.?,  di«;  < 'ininlinatrn  •1«'>  SvsliMiipunkt«'.s  .',7,:.  in  |{iv.u^  nut" 
•■in  «liMn  U'>ti»n  ('«»i'rdinati'n.sy.sti'nj  |iaiall«di'N  ln«wr^lirli«'s  CnnrdinatiMi- 
^y.^t^•nl  "ind ,   •lc\'»»i'n  l  r>|irun^  im  Mahsi'nmitlid|iunkl«'  (.1  ..  »/,,.  :„!  li»'j;t,  mi 

wild  ,t'\  ti'- 1  ,/.'  ,/•',• 

2.m,  =-  2.m,  -j-  iw«.  ;,     -    '/     ... 

tll-  tif  ill'  dt- 

•  i.i  ^m,  4         1^  nnil  idicnsu 


2.  m,  M        .    ,         2.  m.  -    1/ 

./r  dt'  dr  dt' 


•  la  2.'m,  ij,  -  I)  und  l^/n,  ^,  ■-  ()  i>t.  Man  crli.'ilt  drnnuu'li  an  ilic  Sli  lli> 
tli»r   dri'i   iT-li-n    ]M'\\r;^nnj;s;;li"iidiunjci'n   dir   t'(il>;('ndrn : 

f//*  *//•  tfi- 

wrli-lic  die   l*M'M-ld4Mini>:nn^M'>>m)i«)nt'ntfn   di'-   Mns-('iiniitt(d|iunkti*s  ^Icitli 

2\V,,  —  ),.      ..  ^/,    ^'«'lic-n    und    dun-li    ihn«    Intc^ratiiMi    dii'    Uv- 

wi'i^un^  di<*><'>  l'nnkti**«  iH'stimmi'n.  Pit'M*  <il(*i('liun>;fn  sind  di«'  tdni's 
Punkt«'-,  an  v\tdi'li«Mu  >li<'  Kräl'lr  ^\\',.  ^  ),.  A/,  an;^i-i*ili'n.  Palirr  kann 
man   >a^i'n : 

\U'V  M  a.s^  •' n  III  i  1 1  !■  I}in  n  k  t  t\v>  Sy  sti'ni-*  Im'wi««;!  .»-irli  nm,  all» 
"1»  all«'  Ki.'iJl'-  dfs  ;^i*  i^rli  ••  n  «■  n  K  lii  t  t  «'.n  \  -  l  r  ms  mit  il  f  n  <«  rl  Im*  n 
I  n  t  <' nsi  t  a  t  i' n  nn<l  narli  •{mM-llion  K  i  t- !i  1 11  n  1:  <■  n  an  iiini  an* 
^  I  i ;  I  i'n 

l.tyiMi  wii  •liiicli  lit'ii  Ma-*si'miiitt«'l)iunkl  >  /.wci  zu  «'inandi'i  t« nk 
r««  III«"  .\\i'n.  wrlilii-  l«Mii  lM\M*;;rhhi'n  S\>ti'nn'  aii;rrttiiicn  und  w  ihl«*n 
wii  .11'  dif».i-n  in  *[*  .  lünlult  di'i  l'!tit'fi  nun;;  \«tn  >  ji-ni*  lu'iiii  n  iit  rli 
nl»li;:»:i  l'niikli".  >ni«:  •.  ,  '■ ,  »■;  n.  '•  .  •  «lir  ikii-iitnn^Nri>-iniis«f  di«MT 
hi'iiii'n  .V\»ii  >»';:«'n  »li«  .\\fn  il«'i  i,  ^^ ,  ."  ndi'i  d«'i  .<  .  v,  :.  ^"  -trilfn 
ilii-si-  (iiiiK.iti  /ii^lrii'li  «lii"  t '••«•iiliiiatiii  c.  i^ .  .;  dfi  lM'id«*n  Pnnkli*  dai 
If  ri*."-*'!!'!'  .'^\  miiirii ii*  d«-i'  l''iinhlii  wf^in  nimnit  man  n<>i  li  dif  diitlf, 
4U  Jfnrn  •«••iikii'i'lili-  .\\<'  liin/.u  und  Itiv.i'irliiirt  Du*'  Kiclifun^'-i  ••ninnsM» 
ndl  'I  ,  '•' ,  »  .  '/ui  Wald  dii --rr  ili»i,  d«'iii  .'**\^t«■nl  iii;;idi"ii^i'n  A\rn 
<*ni|'l«ddfn  sii  h  iliii-i  au'*L'*'/.i'ii'liiM'ti-u  Ki:;i>n'*i  li  ilti-n  liiii«iiliilii-)|  (|i>|  Kratti*- 
n'iinrtjtin  w«,:«*n  ilit-  lliuplaMMi  dfs  Ma>Ni-iiiiiilTid|.unkl«"' ,  di-irn  wir 
1111.1   dalici    im    i'd^i  h<i<-n    luitw  ilm-nd    l>idM'n*ii    v^cidcn 
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Führen  wir  zunächst  die  Substitution  Xi  =  ar,,  +  Si,  y»  =  y»  +  Vh 
Zi  =  z„  -j-  ti  in  den  drei  letzten  Gleichungen  aus,  so  wird  z.  B.  die 
linke  Seite  der  ersten  von  ihnen: 

^«1,  (y^  ^^^,  -  r.  ^^^,)  =  2...  [-.u  ^,,.  -  ^  ;,,^  j  +  ^V  (^y,  ^^^,  -  c.  ^^ .,  j 
und  die  rechte  Seite: 

Wenn  man  dalicr  die  bereits  trausfonnirten  drei  ersten  Gleichungen 
benutzt  und  die  Itechnung  vollstilndig  durchführt,  so  nehmen  die  drei 
letzten  Hewegungsghnchungen   die  Fonu  an: 

Um  nun  liie  Grössen  r/,  6,  r;  a\  b\  /:';  //",  //',  c"  in  diese  Glei- 
cliungen  einzuführen,  nelimen  wir  die  llauptaxen  des  Massenmittel- 
punktes als  Ci>ordinatenax(jn  der  a*',  y',  z\  sodass  die  Coordinaten  |,, 
1/,,  f,  durch  .r/,  ///,  r/  mit  Hülle  der  Formeln  (S.  115)  ausgedrückt  wer- 
den, nUndich: 

o  /    I       /    »    I       ff    f 

&/=^  r.<.\  +  r ///  +  ^  *'i 

worin  a*/,  ///,  r/  die  Lag«',  des  Punkt(».s  im  Systrin  gegen  die  Hau]it- 
axeu  festsetzen  und  von  d<*r  Zeit  unabhängig  sind.  Die  linken  Seiten 
<l(;r  zu  transformireuden  GhMchungen  sind  nun  die  Derivirten  der  Ciun- 
ponenten   des  resultirenden   Paares   der  Momentankrälte,   nämlich   von 

V       /      dS,        y   *ln\  (     dii  dii\  (     d»ii  ,/§A 

^"'  V^'  dt     -    ''   di)^      ^"'  V-  .//  ^'  di  j>      ^'"'  V-  dt    -  '"  dl  j' 

sodass  zunächst  diese  Ausdrücke  umzugestalten  siml.  Nun  liefert  di«* 
DiiVerontiation   der  vorsteln*nden  Formtdn : 

dt,i  _        ,  da  ,  da  .  da" 

dl    -^  •''    (//  "^  '^'    dl  +  ''     dl 
dtfi             ,  dh             ,  dh'  ,  ilh" 

dt    ~  -"''   dl    +  ^'    dl  +  ''     dl 

dii ,  de  ,  de  ,  de" 

dt    ^  '''  dl   +  •^'    dl  +  ''    dt    ' 

worin  alK»r  die  Diireri^ntiahjuoticnten  der  Hichtungscosinusse  durch  «11«' 
()<impon(;nt(^n  ;/,  y,  /'  der  Winkelgeschwindigkeit  nach  d<»n  llaujitaxfii 
auszudrücken  sind  mit    Hülfe  der  ri)rmcln   (S.    ir>*J): 
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II    S.W    i'iit.s|)riii^>'ii.      Sitli.stituirt   man   dic^i*   AiiMlriii-ki*   in   «lic    I)f<ii\ii'ti*ii 

v.iii  ^,,  I,,,  f,,  liiMi't  liii'iaut' •ii<*  firiiNM'ii,  \\i«*  2" «/,  ( i^,      '         1*.      '' )  »i.  -    w. 

iintl    licriii'k.siL'hti^t    ilii*    Ki>;i'iiM-Ii:it'tfii 

^nt,A.  7,     -  n,        A/w,  V,':.        n,       -li«,  :,'.*-,'       i» 
il*'r   ll.iii)»ta\(Mi .   >••   kuiiiiiit   /..   ]i. 

2.iti,  lt.,  V,  I  'h*'  hr\r  ■/•#•  /#  I     tf     2.iti,.r,' 

V    '//  •///      .         ..   .         ...  .  ,.  ,     .       ,   V  -i 

■f       \hr  h    t    )  n  Ihr  hr      /|2.MI,y. 

I      I    //    *  In"  '  if  'hr  hr"  ]  f,\  £,tl,Zt\ 

\%i'lrh«'i    Aii»<ilrn«'k   aluT  mit    llülri*   ilrr   Kolatiinifn     S.    It(i- 

li  r  h   f  n  r  $1  r   n  U         «/  h  it    h       ■   r 

/#  r  hr  fi         r   n  rn  it         n    h  nh  f" 

h  t  h  t  It  r  tl  I    II  h  It  h  It  ff  r 

iilMT;r<'lit   in 


;/i 


iiiiil    mit    lltilff    «l«'!'    'ilitirlii'U    ri<*/.>-ii'liniiii;.'    «li  r    IIaii|itti:i;:lirii^mMiiii'n(<*. 

nainlirli 

^'". ''/.■'  -^     :.  '  /.        -i.'",    .*.  •'    J    ■• .     '  /•'  im.'.i,  •    -f    »/,  ■  '  , 

•J^ffi..»  /.    i   '         ./,     L'-lm.i/.  /     1    ./         /..    -'2.1/1.:,  •        .1    i    /.        # 

t<»l:;i*n  .    iicli-t    «Iimi    lni'ii-n    analo^in    .\ii-iliiirki-ii    *\'\r    l''>iriii   .iiiniiiiiiit 

2,Ut.    ^  V     ^^^       ■        s.     ^^^     ;  .//.  .1      i       /.yil      }      '    /  .1 
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Man  erkennt  auf  den  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  die  Projcctionen 
der  Coinponenten  Ap^  7?y,  Cr  der  Compouentcn  des  rcsnltircnden  Paareg 
(r  der  Momenlnnkrlirtc  auf  die  Axen  der  x\  y,  z.  Demnach  nehiucn 
jetzt  die  drei  letzten  Bewegungsgleichnngeu  die  Form  au: 

jj  {Ap  a  +  Bq  ri'+  Cra')  =  S{mZi  -  g,-  T.) 
j^  {Ap  h  +  Dq  li  +  Cr  //')  =  £  {i,Xi  —  |,Z,) 

^  {Ap  c  +  Bq  c  +  Cr  O  =  E  (g,i;  —  »/,A'/). 

Uierin  sind  uuu  noch  die  Differentiationen  auszuführen.  Vollzielit  mau 
diese  Operation  und  comhinirt  die  sich  so  ergebenden  Gleichungen,  iudeiü 
man  sie  d«?r  Reihe  nach  mit  ri,  6,  r;  fi\  b\  c\  n\  b'\  c'  nmitiplicirt  und 
uddirt,  dabei  aber  die  llelationen  «'*+  ^^-{^  c^=l<i  r/«'-f-66'-f-cr'=0,... 
da      .     ,  •  dh'     .         de  da'     ,     ,     db"     ,  de' 

di    ^        dt      '  dt  '  (//       '  dt       '  dt  ' 

(8.  MS)  berücksichtigt,  so  erhält  mau  mit  Kücksicht  darauf,  dass  die 
entstehenden  rechten  »Seiten  der  neuen  Gleicliuugsformen  die  Compo- 
nenten  des  resultirendeu  Paares  der  c<iutiuuirliehen  Kräfte  bezüglich 
der  Ilauptaxen  sind,  die  wir  früher  0\\  ^'*",  6'*,*'  nannten: 

-•''If+(^-/0 '/'•  =  '.•!." 

/;  'In  +  (../         C)  rp  =-  f.;'i 

Dies  sind  die  EulerVchcn  Oleichungou,  welche  sieh  bereits  (Jap.  XIH, 
§.    II.,   S.  SO'l   ergalieu. 

5^.  .*5.  Der  Sinn  der  im  vorigen  JJ-  ausgefülirteu  Transf«»rmation  \]vt 
IJeweguugsgleichuii^en  ist  nun  der,  dass  die  jetzigen  drei  ersten  Gh^i- 
chungen  die  Bewegung  des  Massenmittelpunktes,  die  drei  letzten  (Eu- 
le r'sehen)  (Jleicbungen  die  Bewegung  der  Ilauptaxen  dieses  Punkt«': 
charakterisiren.  Nun  kann  die  Bewegung  eines  unveränderlichen  System" 
immer  in  eine  Translatinnsbcwegung  gleich  der  Bewegung  irgend  eim'S 
»Systempunktes  und  eine  llotationsbewegung  um  eine  durcli  diesen  Punkt 
gehende,  gleiclHalls  in  'IVanslatiiinsbewegung  begrilVene  Moinenlauaxr 
aufgelöst  werden.  Der  hier  ausgeführten  'rransformation  liegt  die  Spal- 
tung in  eine  Translationsbewi'gung  gleich  der  Bewegung  des  Massen- 
mittelpunktes und  eine  Rotationsbewegung  um  eine  Momentanaxe  dieses 
J'unktes  zu  Grunde  (vgl.  Tbl.  I,  Cap.  V,  §.  7.,  S.  71).  Mit  bescnidercni 
Vortheil  wird  man  sich  nun  behufs  der  Behandlung  der  Bewegnugs- 
gleichungen   der   Kuler'schen  Transfornmtionsformeln    (S.  15,*;)   bodieuoii, 


XIV.  Cji|i.         liowc^iin};  «'Iik*:«  iinvcriiiiil.  clirinii  SyNtciiiM  in  !«'iiiiT  Kboni*.  S|7 

wolchcr  mit  lliilfo  <lrei«»r  Wiiikrl  7,  f,  t>  ilii*  L:ij;r  il»'r  liewoj^lichoii 
]Iaii|»tAX(*ii  ^t'^«*!!  i'iii  l'cstoti  «tili-i*  in  'JVan.sIution  lir>rritVciirA  (NMinliiiatcii- 
hy.stiMii  'tI<T  .*  ,  v.  :  «mIit  «irr  .1',  Vi  :  i-lianikti-ii.Hin'n.  /ii;;1t*ii'li  .iIimI 
iliuiii  t)i(*  ('tiiii|Miiii*iitiMi  /«,  y,  r  (ior  Wiiikt'l^i'si  lii%inili;:ki'it  .'£  «itircli  t\U* 
S.  I.'il  ;inp*;;rliC'iH*ii  l'iirnirlii.  wurin  .Si,.  ii,,,  ^i.  mit  //,  y,  r  iilii'rciii- 
btimiiifii ,   uu.s/udriii'krii ,    iiiimlicli   iliiidi 

'  iit  ^    ^    ///  ' 

«/{►  ,     f/ü' 

V  --—  -       .    Stil  w  -1-         <•«>•  H  stu  *f 

/A/  i/r.« 

r/f    ^      r// 

Kndlii'Ii  siinl  '#^'',  '.'*',  'f''.'  ;;lfiflifnlls  diirrli  7,  i.',  \f  «Inr/iiKtrllcii.  So- 
lialfi  tiios  ^rM*li«'lirii.  lict'i'rii  ili«:  Kii1iM-*s('lii*ii  (ilcicliiiii^cit  in  VitMii- 
ciiiii;*  mit  lii'ii  Aiisiliiii'ki'ii  l'iir  /«,  7,  r  diircli  fini*  zwc*Iiii.'ili';i*  liktt';:i:iiitiii 
9,  1.',  <^  iiiiil  /',  '/.  r  hI.s  Fiiiictioiii'ii  (|(>r  7*v\X  iiiul  «'lii'iiäH  ::<*1m>ii  ilii*  ilii>i 
iTHti'ii  (ilcii'Iiuii^cii  .1',,,  v.M  *,.  iiimI  (li(*  < 'nm|ii>ii(Mitt>ii  ilci  (ii*iic}iwiiitli|;- 
k^it  ili's  Mii>st'iiiiiittrl)iiiiiktrs.  |)i«*  xwiilt'  <  ^Ml.stalIt<'ll .  ui'K'lii*  die  liit<*- 
gratiDii  der  .>rt'lis   H4'\M';:iiii'^N^Ici('liuii;;i'ii  i'iiif'iilirt ,  siiid  diitcli  dii*  Wortln* 

.,  *h      '/i^'     '/i>      «/.'..     '/.'/.,      '/?.,    ....  ,     . 

v.iii   g,    I.'.    {►;    j...   v„,    r..:  .  ;  tnr   irj^iMil   ciiir 

«//        ///        <//         f//  «r/         iit 

Zoit  /...  d.  li.  liiinli  die  Sti'lhiii^  di'.s  Systriiis  und  tlii*  ( 'iiiii]HiiiiMiti>ii 
SfiniT  'rinii!«l:itinii.s  •  und  s<*iiii*r  Wiiikcl^i'hclivi  iiuli^koit  zu  dit'ACT  Z<*it 
zu   li('stimm«'ii. 

s^.  t.     \>X    ila.H  Svsti'm   n<*dingiiii^cii   unttTM^rtVii ,   «n   uiid   man   iincli 
l'iii^taiidi'n  MiMÜtiratiiHH'ii    in   ilrr  ulii^iMi  'rraiis!<irmnti(in   di*r  IWwc*^uii);!- 
^Irit'liuii^«'n  cintK'd'ii  lasM'n.     Sn  /..  li.  uiid  man.    \\<'iim  da>  SyNfi*ni  «Miicn 
|i*Nti*n  l'niikt    lirsil/t,   dicsm   »n    die  Slrlli'   d«'s  Ma.NNi'nmittiI|iunkti*K  tri'tiMi 
lAJtAcn. 

«i.  .'1.      Kill   IUI  V  ••  r.iiMh- r  I  i  r  )i  c  H   i'liriii-«   Sv-^lfMi   li.«i-/l    «iii  li    111   -i-iin  i 

Hbf- III     II 11 1  •■  f    K  I II I  I II  ■> '^    V  ••  II    K  r.i  l't  I  ti ,   wi'ii- In     1 11   •! Il<>     M"  n«     I  tili  II. 

III  »  n  ii>>l  1  •!  i '    Jii  \\  I' ;;  II II  ;r  ili  ihi- I  !•  •  n  !••  -tiiiiiniii 

Niiiiiiit  iii'iii  ilii  r.lii  iii-  •!•  H  ^\'.tiiii  /ni  .r  V  •  l.l>>  ric ,  ••!  «iiii*l  In  iii«  i'liiiii;.**  ■• 
ilri    \U  MffpnfiL' 

'tt'  tfl'  ilt 

ilflriil    :  ".    .•|]|<     1 'iiiii|iii||.|,1i  M    /  II,    ;,  y  II,    r      -   $1    wrnliii.       */».•    Im- 

fljl'ljti  t    •ll'«     I  I   i^'l.i  iIhimiiIIii  lll    *     1:||    ilii-     .'.lir    Ll'i  llr    ^'llk  Ti  cllti*    1 1  :il1|it.-lli-    «Irtt   Mmn-*!'!! 

fiiitti-l|»iiikt> -•    iiii'l    '•'  '    li  !•>    .'i'ii    ilii-iii    ruiiLt    Im>/.ii/ciii'    ii*«iilliri'iiiip    Kriiltr|i:iii 

flif     li*  i'll  II    I-I^!i-Il   (f  !•   ti  liUll;'!   ll     Im      tllllliM  II     illi-     Im   -Ai-ZMII/     *\'  "     M 'I  • '«rlllllill  rl|tllllk  li' 4 

iin*l  fii}ir<  II  \  I  I  liit' ,'i  i!ii>ii«i  ••II  tiiifik  •  iii,  U'lihf  'Ihm  ll  iln-  l.i/i  •li> -«r«  l'iiiikl«  « 
VII  iriTfiiil  i-iiirr  /.<  il  /..  uimI  «lii  ( 'iiiii|itiiit  iil- n  'Irr  <M'»i'hMriii>li<^*krii  /m  iIit-»«  IIü  ii 
Zeit  N|ii;ritlU-   Wrrllif  iilml-iii:    •in    itiitli-  (tliirliiui^    liiMcrt    ilii-   Winkrlci-^ohu  in 

diffkeit  und  <li'ii   Winkt  1  O.    Milrlii-ii  •  im-   ll.k:i|>tt% i>-r   mirii   •  mr  iM'lirln^*-    (!•■ 

radr  dr«  M-tH^iitiiiitli  l|iiiiikii  *t   mit  i!   i    '     \\>    i-iM>  1       l>i'-   l'riiii-n  ilurrli  .1«.    Int' 

!«clirll.     |l.r--tir   <l.   |t>  M.   u.     I.    kiiil'.  ll*. 


g[^  Bewegung  des  ebenen  Systems  ohne  oontinuirliche  Krilftc.        XIV.  Cip. 

gration  dieser  Gleichung  eingeführten  Consjtantcn  werden  dnrch  die  Lage  und  Winkel* 
geschwindigkcit  des  Systems  zur  Zeit  (^  bestimmt.    Mit  Hülfe  der  Gleichungen 

iVi  =  .To  +  I, ,         5,.  =  a:/  cos  O"  —  ///  sin  ^ ,         ^^  „   ^ 

Vi  =  I/o  +  niy        Vi  =  ^'i  «in  d"  +  j//rosd',  ''' 

erhnlt  man  die  Componentcn  der  (iesehwindigkrit  der  Systempunkte,  nämlich: 


n 


I  f/.r„     ,      "Ol  uivn  /'-AI,       '  Q.^    n 


"'  ".70       I  "  ",70      I      /      '  o.  '       •       Ä\ 

"'/    ==       ,/^      =    ^/r      +      ,//      =      fit      +    ("'•    '''''  ^    -    ^'     *'"   ^^ 


Ä. 


Um  die  Lage  dos  Momcninncentrums  im  System  zu  ermitteln,  sind  v^  und  r 
gleich  Null  zu  setzen.  Dies  gibt,  zur  Hestimmuug  der  Coordinaton  .r/,  ^|'  des- 
selben die  Gleichungen 


.Tj'  Äi/i  *&  -f"  y/  '*''*  ^  = 


lO) 

".r_  (0)  _   (h.. 


?»' 


Ä  ■''  tfi 


.0)' 


w«» 


.r,  rz/Ä-Jt  -  .V,   Ä/«  i>  -^  ~      ^  v^'  =    ^^^    » 

woraus  Ä.i;|'==  i'J"'  av/i  ^  —  rJJ''  ca«  -0-,  ü//,'  =^  /'}/  roA-  -O"  +  t'JJ'^  .vi«  ^.  Die  Elimi- 
nation der  Zeit  aus  diesen  (ilcichiingon  führt  zur  Kountniss  dos  Ortes  der  M<^ 
mentancentra  im  System.  Setzt  mau  die  Wortho  für  u*/,  i/,'  in  die  AusdrHcke 
für  5|»  '?!  '^"  *^^6  Slello  von  .»•/,  //^.'  ein,  so  urjjoben  sich  dio  (Koordinaten  J|,  i;i 
des  Momentancentrums  und  liiermit  des.sen  absolute  Coordin.-iten  .v,  =  j-^  -f"  iv 
//,  =s  //„  -|-  iji  und  liefert  die  Klimination  von  /  don  Ort  dor  Moraentnncentr»  in 
der  abHoliitcn  Kbono. 

Die  (^nn|winonti!n  «p^.,  tp  der  nosrlilrniiijrinijc  qt  oinos  Sydtenipunktes  zur 
Zeit  /  siml: 

''^y^   df'   ^  dt^  +  //^»  ^  i/^*  +  (.r..  ro*^  +  ;/.  .v/,/ ^)  ^^^   -     ^.r.  .svn  ^  + //,  rm^j  fi-, 

//*.r,      z/*//o      ^/Ä  ^'^1      ^^1        ö^^^ 

wo  für  -*-',        '  *  ;        •-  die  Worthe     -      ,       ,,;,,.,  i"-"  setzen  sind.     Für  das 
dt*        dP        dt  m  M        Mi^^i 

Boschleunigungsceutrum  sind  q?,.  und  tp  gleich  Null.  Man  orliält  daher  die  Coor- 
dinaten  dieses  Punktes  und  die  Orte  aller  nescbloiinigiingseoiitra  im  System  aud 
in  der  absoluten  Ebene  ähnlich ,  wie  vorher  die  des  Momentaucentrunis  gefunden 
wurden. 

a.  Ks  sei  in.s  ho  sondere  die  IJewegung  <lcs  ebenen  Systems  zu 
uniersuchen  für  den  Fall,  dass  auf  dasselbe  keine  com  i  iiuirlicIiLMi 
Kräfte  oder  nur  solche  wirken,  welche  sicli  fortwährend  Gleich- 
gewicht halten. 

Hierfür  ist   EX-  =  2;K  =  0,    6'^^'  =  0    und    mithin    ''**^'"  =  O.    '^^'  =0. 

da  I  »       »  ,ifi        ^   ^fft 

dt    ^  ^^'  woraus  j-y  =  ,//  +  «,    ,f^  -^  hl  +  ß,    Sl  =  Sl„,    -Ö«  =  Sl^,f  +  ^„  f,.l|rt. 

J)er  Massenmittelpunkt  beschreibt  eine  gerade  Linie  mit  constanter  Goschwiriili-:- 
keit  und  das  System  droht  sich  mit  constanter  Winkolgeschwinrlijriioil  um  den 
Massenmittel])unkt  zugleich  um.  Der  Kinfachhoit  wegen  nehmen  wir  die  Aufau^- 
lagc  des  Massenmittelpunktes  und  einer  durch  ihn  hiudurchgehouden  (ieradcn  zum 
Coordinatenursprung  und  der  .u-Axe,  sodass  a  =»  ß  ==  -ö'j  ==  0^  hIso  .r,  =  «'. 
?/o  =  '>'»    ^  -=■•  SIqI  wird.     Man  hat  alsdann: 


XIV.  (*a|».       Itfwu^.  tlvH  vhviwn  SyiitrtiiK  iinti-r  Kinwlik.  i'iin-s  coimt.  I'nnreii.       S]ll 
.1^    —    ,//   +   .tlrnh  Sl.t  —   /// *7ii  Sl.t,        f'^      -    n    -     t  ,  ^  xn,  Sl   t     \~    »/,' oi«   *i„f.   Sl„ 

V,     -   '''  +  .</  *i'i  /!„/  H"  V,'"««  ii../,       »•,,  —   '•    ♦      ','"•*  Ä  t         v,'  «I«  fl.7'  Ä, 
iiml  l'iir  ilii-  ('"••iiliii.'ili  II  Ar**   Minii«  iilaiiri-ntriiiiis: 

5      1       I  ? 

IIitraii>  t'ii]j»l  .1,'  -\  //,'*  -  ci  i  •  ''■  '■■  *^'''  **'^*  '^'^  M«'»ni'iiliiiiri'iitrii 
im  SvMttMii  \:*\  «in  KriiM,  um  ilni  M  :lsniii  mit  t  <■  1  pii  ii  k  (  Im- si- )i  rif  ln'ii  mit 
fiiu'iii   Kailiii'i       \    Wenn    r,.  il  i  i-  <i  «si-li  w  iipli^'k  i- it  r /i' -j' '''  <li('r«ffi  Punk 

t«rb  livdi-iit  r  t    Ulli]   writiT   A.r,  ♦/!/,     f  ^j  o,    ,1.   II.  .Ir  r  Oi!  i|it  Mm 

III  1*11 1  ;i  lief  II  t  DL    in    «!i-r    aliMii  n  t  i>n    Mlii-n«-    int    i'ini*   (ti-r.'Lili',    %\f|i-lir    im 

„'  -l-  /,»         ,.' 
A  )•  «t  .1  ntir  -         mit  iIitKuIiii  «Ich  M  .'iM.si-nmitt  r  i  pii  n  k  t  •■  ^  Itarulii-l 

l.ini't.      Di'mnai'h    ist    dir   iSr  wt'L'iiiiL'    <!rs    Sx.itt'm*«    «lii*  <'\  r  Iniil  i- n  Ih'm  i> 

>:iii»j    •».  s.  ."»•»,  ji    1:;.  . 

Kür   il:iM   lii-Nr)il«-iiiii<^'iin<^A('riitiiim    cilii'iii    m.in,    wrnn  .i^,  ///  H(*ini-  Ciiufilin.i 
tri!  ««11111 : 

wiir:iu«*  .f/  ;/.,'  n  r<il:.'l.  Mas  !•<  ■«  r  h  1 1- ii  n  i;riitiL"i('*'iitrii  tu  l'illl  ftirtuäli 
rtml  mit  il  i- m  M  a-<  ?••  um  i  1 1  ••]  jiii  n  k  1 1>  /.n>amm«'n. 

A.    l\>.    Sri    t'inii-r    iIiih    S\sifiii    der    K  in  \v  ir  k  ii  n  ir    tini*«!    rniiHi  an  t  «•  n 
l'aari"   '#'  '         .N    ii  n  1 1- r  w  nr  t"«'ii.      I»ii-  <ii«'i«')iuii]r<  ii 

lii  f>  rii ,  i\i-hii  v\ir  iiii-  .\nraM:'ila;ji-  il«--<  Ma*>si'nmitti-|jiiiiikti'*<  zum  ('(Minliiiati-ii 
iir«)irnn/  und  di«'  Kii  litiin;;  .sriiii-r  «'«mstanii-n  lM-t«i']iwiti>li^krit  zur  A\«'  ilrr  .i  im 
iii-linw-ii 

Uli  riiiil    \\<ri)in   >lii-   <'iMiri)iiial«  ii    «'in«H  S\  4ti  m|>iiiikli--«   i.i    ,  .«/ 

*,..       /,.         .i/w«    1.11/'    }     «»  /)    }     ./..i    »»;•    j    .«!../. 

niid   di<    ( '■•iiip>in>  nti-ii   »■•incr  <••  >«  lii\  iiidi/.ki-it 

(.\i.i    in/'     I     <»./      f     .,.'...*    iul'     \     n.t\    11/     ♦     /!  I 
/    ...s     Jii/"     {     i»   /  ./  *;.     ;  II  f»     I     •»   /  I    Ht    \     Sl. 

Ih-  l«:i^<  d<  1  M'HiK  iil.iiH  rnlritni'*  im  S^.<«t'iii  rind  di  i  aliinluli  n  lili  Ui  li'-NtiiiiiiM-n 
du-   t'..iiriliii.kli  II    I,.   •,,.  .1,.   f^,,   ui«:«ii 

11/    I     .'!    • .'        '.  •/.-.  «I- M/*    t     -i  '  •        'i         '•.' 

lu/     j      .'!     ..,       -    f..  I..*     '  II/»     1      «»    /    ,         V,  ,     1      o     ■ 

Ilii-r.iii'«    iTL'iI't    "i,  I,   .1    '•     l     I  '»    .     (  '.).'■*    n  ilii  rl    *i.  li    d.il.t-r    mit   »arli 

•■  '    •  •  \ii  r    1     J!  / 

f"  _ 

■rhi!i  m    /    da«    Mi'm<-iit.iiiri-iilriim    ii'-m    Ma-^üiMimitti  l|iiinkli-    Idn    zum    .Mtütiiinli-     ^| 

•Jiyinptiitiii«  h  an  h'-r  *U*  A^r  M<i(ni>ntant-«  nir  i  im  ■!•  r  al>«tdiilrn  KIm  iic  inl  *U*' 
ffleirli^'-iti^i-     liv|MrliiI    ."'i'»!     \     *•   '...'«i     -   •■'.    d«T«  n    MÜlfljiunkl    im    AI-«!  in  li- 


.'iL*  • 


M2<)  Bcwcgnng  eines  rUuml.  SystcinB  ohne  contin.  Kräfte.  XIV.  Cap. 


j-,  =  — 


ßu  "ll 


vom   Ursprung  auf  der  geradlinigen  Huhu  des   Ma.«senniittclpnnk* 

tcs  liegt. 

§.  6.  Ein  köriicrlichcs,  nnvorandorliches  System  bewegt  sich 
ohne  Einwirkung  von  continnirlichcu  Kräften,  man  hoII  die  Art  der 
JJcwesrun"'  desselben  ermitteln. 

1.  Da  keine  Kcduetion.srrsiiUanto  H^^^  vorhanden  ist,  so  beschreibt  der  Massen 
mittclpunkt  'V  eine  Crorade  mit  cunstanter  Geschwindigkeit  und  bleibt  die  Resul- 
tante der  Momentankräftc  nach  Or<"i8Sc  und  Richtung  constant.  Weil  das  resil- 
tirende  Paar  G^^^  der  eoutinuirlichen  Kräfte  Null  ist,  so  ist  auch  das  Axenmomcct 
0  des  resiiltirenden  Paares  der  Momentankräfte  nach  Grösse  uml  Richtung  con- 
i«tant  und  besitzt  das  System  eine  invariahclc  Ebene,  die  Kbcuo  des  Paares  G, 
die  wir  uns  durch  den  Massenmittelpunkt  gelegt  denken  wollen.  Der  I)iameter 
des  Centralellipsoids,  welcher  zu  der  mit  der  iuvariabelcn  Ebene  z  usa  mm  enf  all  en- 
den l)i:imetrabd)i>ne  desselben  conjugirt  ist,  ist  die  Momentanaxc.  Da  dieselbe 
im  Allgemeinen  sebief  geuei<;t  ist  gegen  <1ic  Diametralebene,  so  tritt  diese  in 
Kolgi>  der  Eleineiitarrotation  um  die  Momciitanaxc  aus  der  invariabelcn  Ebene 
heraus  und  gtdangt  eine  andere,  ilir  unendlich  nahe  Diametralebene  in  dieselbe, 
ileren  conjugirter  Diameter  dadurch  zur  Mumentanaxe  für  den  folgenden  Zeil- 
moment wird  u.  s.  f.  Obgleich  also  G  nach  (iröt'se  und  Richtung  nnverilnderlicli 
bleibt,  so  wechselt  die  Momentanaxe  doch  von  Moment  zu  Moment.  Bios  im  Fall". 
dass  sie  eine  Hauptaxe  und  mithin  zu  <lcr  ihr  eonjugirten  Diaraetralebcne  senk- 
recht ist,  bleibt  sie  fortwiihrend  dieselbe.  ^^ulIte  also  einmal  im  Laufe  der  Be- 
wegung eine  Hauptaxe  senkrecht  zur  invariabelcn  Ebene  werden,  so  müsste  da 
System  sich  alä<lann  fortwährend  um  diese  umdrehen  und  würde  die  Kotation'^- 
a\e  im  Systeme,  wie  im  absoluten  Uauiiio  coiistante  Richtung  behalten,  w:ihrrr.d 
im  All«;emeinen  die  Momentanaxe  sowohl  Im  Systt^m  als  im  absoluten  Räume  fort- 
während wechselt. 

Nach  Cap.  XllI,  4j.  12.,  S.  810  ist  <lie  Ifbemiig«^   Kraft  2  T  consUint  und  zwar 
mit  Riieksieht  auf  Cap.  XII,  {5.   lo.  sowohl  der  liestandtheil  2  y,.,  welcher  der  Dt? 
weguug  des  Massenmittelpunktes  entsjiricht,  als  auch  der  2  7',  =  Ä*X/Hr*,  welcher 
von  der  U'ittation    nm   dii;  Momentanaxe   des    Massenmittelpunktes  herrührt,  je>lrr 
für   sieh.     Ist  /   «ler   Semidianicter   SJ  «les   Ceutralellipsoids,    welcher   in   die  Mo- 

mentanaxe    fällt,   so   wird   nach  Cap.  XU,   jj.   U).  (S.  7Ü8)   2  7",  =    -^     und  bleibt 

folglich  während   der  IJcwcgung   die  Grösse  constant  und   Sl  proportional  Jeir. 

Semidiameter  /,    nämlich    Sl  =  ll"l'l\. 

o  y 
Aus   Cap.  Xll,   ii.   10.   (S.  ?<»'.))    folgt   weiter,   dass  9^  cm  xp  =  ^-*  ,    d.  h.  Ji«' 

Ciimpon(Mit(*  diT  WiulNrlgeschwiudigkeit  um  die  Axe  d«'s  resnitirenden  Taaros  ilor 
Monicntaiikriifti'  const.'iiil  bleibt.     Endlieh  ergab  sieb  bereits  Cap.  Xll,   i>.  7.    S. 'fd- 

Sl 

di<!  (ilüiciiung  (i         ,.  ,  wo  9  di.n   Abstjiud   «ler  TangentiMii-bene   des  CentraKlüi»- 

10 

soids  im  Scltiiittpuiikte  ./ desselben  mit  der  MuiiieutMnaxe  vom    M:L^seninittel[ii)iikf'^ 

bi'«leutet..      1>M    iniii  und   (i  eoiistant    sind,    so    folgt,    d.nss    ;iueb   A    eoustnii!  I^*- 

Diiber  iMliillt  die  rjinofi'iiteiiebi'Ue  dos  (-(MitralellipsoiiN  im  Punkte  -A  welcli«'  mit 
der  zu  /  e(injiiL''ii'ten  Diametralebene,  also  aueh  mittler  invarialielen  Ebene  par:il!el 
un<l  senkreebt  zu  fi  ist,  während  der  IJewegung  eonstanten  Abstand  vom  Mas^cn- 

Sl         ]  1  'J\ 

mittelpunkte.      Eegt   uian   al-^n   im  Abstände   8  •—    ,,,  ■=-         ,       von  .S  eine  F.hene 

In  h 


XIV.  r«i». 


]trw«*''iiM!'  «•iiii-'t  r  iMiiil.  S\->l<-Mi.s  •ilnii-  i-«iiitiii    Ki.it'li-. 


^IM 


tt« 


_  "iikri-clit  zur  Axi*  '\v9  rrfniltii'inItMi  ra.'tri-M  »Icr  Munii-titnnkr.iMt  .  -"'  winl    li-  ■ti'Hn* 
wäiirt-nti  >Ii*r  l{rwt';;tiii;r  vnin  <*i'!itnkl4-ili|i*>'iitl   in   iiliiht  :iii<]>m-ii   miii)    «iiiliTt-n  l'unk 
ton  iK'riilirt. 

IIii*r«!iirc]i    i»t    ili«>  Iit'Wt-r^iiii/  A'-s  CiMklrali  ilij'^niiU   iiii<l  'i;iiiii!  •!]••  ll''W<*;riiii:r 
fli  <«  SytftiiiH  Hrlli!«!   viiINliiiKÜj    klar  iiinl   hat   tu. in   A<  ii   >:it.'  : 

r.  i  n  n  nviTäml  r  rl  i  rli  •  •<  S  vn  l  •■  in  ,  w  ■-  ii-  !<  <  ^  nie)]!  \  mi  c  i.n  t  i  n  u  i  r  1  («'Ij  •■  n 
KriiftiMi  n  l"f  i  (■  irt  \v  i  it! ,  lnwi-^M  »«irl»  -n.  «1  ;i  •  ■  -..-in  M  .i  <i  •<  c  n  tn  i  *  ( •  I  |im  n  k  i 
c'ini*  <tL'riiili  i: ! i>  i  r  li  t'ii  r ni  i  IT  !•  i-nf  ii  i  ••  i  !•  t  iin<l  li.in  t  •■  i. !  r  a  I  •■  II 1 1'«  ••  i'l  ant 
t'incr  K  Im' II  f.  wo  Irin-  in  i' i>  Mutant  fui  Ali-<tahl>  i)  \  iini  M -i  -  «  •■  ti  m  1 1 1 1- 1- 
|iiinkti'  ]iar.ill(l  ni  i  t  -s'wU  iHrtrürkt,  liini<il!i.  Pii*  iir>>.<ii-  iiin!  ICit-li 
lun^  iliT  (■  I- Hfli  w  i  n<I  i  ;:k  4>i  t  ili.^  M  a  isi' n  ni  i  1 1  <  IpanktcM  \\  i  i  ■!  ilircli  liic 
11 II V  e  r  ä  n  •!  !•  r  1  i  r  ]i  i>  Iv  «■  Mi  1 1  a  i\  I  ••  /^  •!  •■  r  M  •(  ni  •  ii  t  a  n  k  r  i  i  l r  li  r  ^  1 1  ni  ni  t  u  n  'I  i  •  n  i- 
■  iiv  nrinli  ilc  KItih'  i^t  M-nk  reckt  /.  nr  A  x  i-  •!  •  •<  naih  ltr<->''i-  nn*!  Ax«-n- 
rit'htiin;*  t-unst  a  n  t «  n  rmn  1 1  i  n  ml  •- n  l'aaii-H  fi  il  r  r  M  "ni  f  n  I  an  k  r.i  1 1 1>. 
IIa»  r  i-n  t  ralf  11  iji  "»iii  il  'Irclit  -«ii'ii  ji-ili-ii  A  n  ;.'•  ii  I*  t  i  i- k  um  •■irn'h  amii  i  i*  ii 
lMiini(*ti-r  *J/.  n.iniN'li  um  •! «.  njr  n  i  ^i- n  .  \vi-li'liir  «iurrli  Htinin  lirnih 
r  iin|;A|iiint  ■/  inil  il '         jn  var  i  alic  !•' n   KKi'ni-    L'^kt,    .iiit'   U'  ii-lii-r    r  ••    r'^ill, 

Jl  il 

fii'ini-    W  i  II  k  I  I  i:r!«flj  w  i  nil  i;r  k  »  i  l    il    i ->!    /    ]•  r  >i  [Kirl  i  >ina  I ,    •»'■•las«'.     "'      * 

cnnstiint  Mi-ilii      liirM'  Cnnütan  t  r  ,  iliin-h  Air  Hr '"*}**•  iIi-h  rt-Nii  1 1  in*  ii«l<' n 

A  1  t>n  ni  «iini'nto.s  ilivi'lirt,    ;:ilit  •!  i  n  Al'^tan«!    ^   •li>    M  ».>•.'<•«  n  m  i  t  dl  pn  n  K 

tt*-    Viin   tlor    in  V  ar  i  alir  1 1  n   Kh  •■»•-:    ili.<«  f^n.nlrat   ij^  r>i- 1  li  <- n  ('ein -«t -i  n  1 1- n 

!•  (•  ile  II I  i- 1    ili-n    un  V  •' I  i  n<l  •- 1  I  i  i'li  I  n    1!  •■  «»ta  nilt  In- il    Avt    Ifin  n^I  i  ;:  ■  ii    Kiati 

■!  0!c  S  viit  I  in  «i ,  \vi' ]  (- li  I- r  \  i'ii    1  •  r  IS<'t  at  i  iiu  um  •!  i  «■  Alnm  «■  nt  an  a  %  i    li«- r  r  m  kr  t. 

IMi*    (*iiiii|Min  «'n  tf    >ii-r    \V  i  n  k  il  ;:<' -i-li  a  i  n -1  i^k  t-i  t    ii  in    «li«*    A\r    (lr5    iitiil- 

nt 
tiri-n'ii  II  I*iiiiri'.s  fi  liN'ilit  ri>ii'<lant  ^'Iri«  !i     *'    . 

In    f|i-iii    In-.">«in"!rri  n    Tall'  .    -li--.   /.u    ir:;i-n«l    •  iiii-r  /••it    ■ia-»    >\  •!•  »n    'n-i    ■  iin 
ilan|il»\i'  •hu  t 'riitrali  l)i|>—>i'iN   i'.;iit.    Mi  ikt  iÜi'm-   A\'-   l<>rt%i  •liiii'    l.'--i  iiiiiii«.i\i 
iiifl    <iii'    \VinKi'I;ri  <•  litMn'liirki  i!     •    'ii-taiit.       Ihr    llaiti'l.ix' n    ili  »    ( 'riitr.ili-Ili]i><<i<l« 
lii  i'<!«rn  •lalit'i    ani'li   p  •  i  in  i  n  ■  n  l  •     K  i> !  a  ( i 'in  -  l  \  t  n  *[*•'*  >\  ^l'-iw». 

\:n  II  ('ii|>.  \n  li>  «tiiiiii.t  III  (11  li  !•  i  T  il    I.  .ini.in;;lii  k>  n  <i>  >«f hwintlj jkLit>/*i'>taiii| 
il*  »  ^yxl'-iiir*  an-"  •!•  :i    \I<Mni  ii!.iiiki'.iit»  ii .    \^i!<li>    li.io..  Dm-   in    l'n  wt  junj;  m  t/i'ii 

•J.     Ati*    rii!     I.  r.i|.     N".     .  '.•.    i*!    Iiikinni,  '<!  i«*'.    «In-    l:<  iv«  ^'im;:    •  iii»-^  nn\ii 
.•n<1<  riiilii  n  ^X'^l-ni^     i<|in\al>iit    i-*!   •!■  m    K>il|i-u  «-ini  •>   ^imi-^ih.    «Ii  in    In  mcjIii  li>  n 
>\  »ti'in   an;!«  Ii'«ii;.'' n  K<vi-!-.   /ii   ij-  «  ■•  n    \li1t<  l|i'iiikt   nii    In  in  Im/«  i  >\ -»ti  ii.|iii|ik  ?    ,;• 
walilt   wi-r'l«  il    k.iiin,    anl    riip-n   aii  i«  ?•  n  l\i  j*  I    inii  'ifin  •  lli-  n  Mi!li  iiiiiiil.ti'.    \\»  I«  \>vi 
i-ili«    Trai'.slati'iii  •li«-\\  I  ::i»n/  !••  «il    1.    w  ii*   -«i«-  'luiili  iIh    Id  i\rj;«iiij  'l«  •«   >y««Ii  n  ji  iiik!>    , 
Mi-Iih«'r  ;:« iiifinsi  l..irili«lii-i   Miit«  Ij-unkt  In  fi' i  l\*  ::■  i   i«t     l>i  «tinin  i  \\  iiil      Mir  >  r  Ir 
Kt'j»-]    i-ti|«rihl     /')  .illi  I   M-'!i  1-1:1. ma  \«  n    l«  -  M  if  i«  1|iii!ik!<  •   tiiiS\vl>iP,   «Ici    .'t\*iN 
tf(  r   <)it     I'      tll-  r    mit    •!•  n    \l>ii.-  iit.iiia\>  n    |>ai  .k'k-I' •  .    ^iili-iu     i-  in  in    Mitli  !,>mm.  t> 
•4-}iii>  ili-ii  I«  r  <frra«!i  il.     In   nii -•  i«  :ri  1' iiji-   i^t  iI»  r  Mif!>  1|iiiiikl   !>•  fli-i  K«  .:' !  •!■  '  ^(.i- 
•■I  iiiiiill«  IpiinUt .    h'  I  K«  /<  I    /'    X  liii-  i<(«  i  >1  i  -  t '«  nti  il«  I  ip«  'i'l  Ml  <  >!.•  r  (  ■•i\« .  M«  !•  I  « 
•lif    ii«  rnl'i   .11  ■  ^i'iink'-      '   lii'  '  ■•  it--  Il    in!    •!•  I     iiivai  i  \\"  l-  n      I   «■■  *    i.'<  :••  I"  i>'      >  iilk  «il. 
•)•  r    /^«•it'     «irkii«  i<l«  1    'li«-«i     r.l>*  !••     Ml    ']<  1    ('mi\<    .li!«  i    runks     /      in    .\il.lii.    «Im 
-•-Uli    im   li.uiii-   >l>r   i<ii\i.'niij   \>n   •Um  < 'riitiali  ]!i|>'4'm<1    Im  ?■     -;    .\ifit.       Ih«    «ivif 
(?iirv«     a'it    tll  Ml   I  lli|"*«>i'!    n«  IUI-    l'-il.  ■»«•!    «li«-    |'«ilii'li«       \itU   ^wn^    m  •!  tn*«^      ^^  «  i! 
lii  !»    r>«k-H    /  ■!•  r    Mi«tn<  ntanax«  .    im-lil  .,i'"li|i!i  ",    »i«-    iimii    .   :u-il>ii    '-ii'ii  *.   .    »Iii- 
iMiil*    •  lii-ii«    ('m\i,     i  ii    \\i|i':«i    >\  iIit«  n  i    >Ii'i    Im^^i-^'iiii^   mii     •  f   t«     i>i  i'.il.f«  ii>i   Iimi 
ruiil,    i*ii«-i     ^t  lil  iii^'i  n.ii ii.-i  h    \\  1(1'!  iii^'i  n    »•^-i-n    ilii-    11«  i]<i<l>><!i         \«<n    <^>:irii, 
l  ri«  i"l.'  n        •  il«  I«  In  II  .       I '  ji  I    ■    !.•  i'ji     I  'ii;  \  t  II    u  M  .1    .'  i.      I'i    .•  •    ■  !•  *    **\  it^  in  •    ii. 

•  ■in;;«-  '<  II  lii,"  ?'  I    V\     1  ■       «  'i  ii  i..ti  ;  i-.iit.     >i'     '    I ../    I,  \  .•■.    •■•  :.   I  i  i  ■!  :  i\i  11    ■.        I      i  'f  .' 
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ellipsoids  und  von  dem  Abstände  des  Musscnniittclpunktes  von  der  invariabclen 
Tnnjrontcncbeno  ab. 

Um  die  Polodie  zu  bestimmen,  bat  man  auf  dem  Centralellipaoid  den  Ort 
aller  Punkte  zu  suchen,  deren  Tangontenebene  vom  Mittelpunkte  denselben  Ab- 
stand S  besitzt.  Sind  «,  ß,  y  die  Ilalbaxen  dieses  Ellipsoids,  so  bestehen  mithlu 
für  diese  Curvo  die  Cjl  eich  linken: 

Sie  ist  daher   die   Schnittcurve   des  Centralcllipsoids  mit  einem   anderen  concen- 

ff«       fl«      y* 
triscbon  und  coaxialen  Ellipsoide,  dessen  ^Ilalbaxen    ^- ,    ^-,    -~-  sind.     MaltipU- 

cirt  man  die  zweite  Gleichung  mit  8^  und  subtrahirt  sie  hierauf  von  der  ersten, 
so  ergibt  sich  die  Gleichung: 

5o-,';)+^('-p+;:('-.?)-«. 

welche  die  Kegclfläche  (F)  darstellt,  welche  die  Mon*entanaxen  enthält.  Die 
Polodie  ist  demnach  der  Schnitt  eines  EUipsoids  mit  einer  conccntriscben  Kegel- 
lliichü  zweiter  Ordnung.  Diese  Haumcurvo  vierter  Ordnung  zerfällt  in  zwei  ge- 
trennte Thoilo,  von  denen  jeder  für  sich  auf  einer  invariabclen  Ebene  rollend 
angenommen  werden  kann,  um  die  Bewegung  vollkommen  zu  ehnrakterisireu. 
Jeder  dieser  Theile  hat  zwei  Paar  Scheitel,  welche  durch  die  Hauptebenen  dcf 
EUipsoids  bestimmt  werdou.  Der  Abstand  6  der  Tangentenebene  ist  nun  nicht 
kleiner  als  die  kleinste  und  nicht  grösser  als  die  grösste  Ilalbaxe  des  EUipsoids. 
Es  sei  «  <  P  <  y.  Für  S  =  cc  reducirt  sich  der  Kegel  auf  die  Gerade,  welche 
die  Axe  ff  enthält  und  die  Polodie  auf  zwei  Punkte.  Dasselbe  tindet  für  d  =*  y 
statt.  In  diesen  Fällen  rotirt  das  Systo^u  fortwährend  imi  die  kürzeste  oder  längste 
Axe  des  Centralcllipsoids.  Ist  «  <C  <)i.<I  ß»  »^  cntliält  die  //i- Ebene  keine  reellen 
Geraden  des  Kegels  (F)  und  um^iibt  derselbe  aläo  die  J--Axe,  d.  Ii.  die  kleinste 
Axe  ff  des  EUipsoids.  Für  ß  <Z  ^  <Z  Y  schneidet  die  .r//- Ebene  der  Kegel  nicht 
in  reellen  Gera<len,  also  umgibt  derselbe  die  längste  Axe  y.     Für   d  =  ß  zerfällr 

der  Kegel  in  zwei  Ebenen      ^  (l  —    ^^j  +    *.^  ( 1  —  -^^  )  =  0,  welche  durch  die 

mittlere  Axe  ß  hindurchgehen  und  gleich  geneigt  gegen  die  Ebene  \€cß}  sind. 
Sie  schneiden  das  Centralellipsoid  in  zwei  Ellipsen,  von  denen  jede  als  Polodic 
{^elten  kann  und  welche  beide  sich  selbst  in  «  en  Scheiteln  der  mittleren  Axe  treä'cn. 

In  allen  Fällen  ist  die  Polodie  eine  geschlossene  Curve,  welcher  Umstand 
sich  in  einer  gewissen  Periodicitilt  der  Bewegung  des  Systems  ausspricht. 

Die  Polodie  kann  nacli  Obigem  als  der  Ort  der  Berührungspunkte  einer  Ebcue 
mit  dem  Centralellipsoid  detinirt  werden,  welclie  zugleich  die  Kugel  J-'-f- //•  +  ;-  =  ^' 
berührt.     Der  Ort  «1er  Berülirungspunkte  mit  «ler  Kugel  ist  der  Sclinitt  diesur  mit 

dem   Kegel  .r^  (l  —   ^'^')  +  /y«  (l  —  ^*)  -f  2«  (l  -   ^'^)  =  ^^    *-''"e    Mphilrisch 

Ellipse. 

Fällt  man  vom  Massenmittelpunkte  S  auf  die  invariabele  Ebene  das  Perpou- 
dikel  SI\  so  ist  /*J  die  I^rojection  des  Semidiameters  S./^  welcher  nach  dem  r»c- 
rülirungspunkte  der  Polodie  mit  der  Herpolodic  hinführt.  Nun  hat  SJ  ein  Maxi- 
mum und  ein  Minimum,  entsprechend  den  Scheiteln  der  Polodie,  daher  hat  auch 
der  Radiusvector  der  Herpolodie  ein  Maximum  und  Minimum  und  sieht  mau  leicht, 
dass  diese  Curve  sich  wellenförmig  zwisehou  zwei  um  P  in  der  invariabclen  Ebene 
mit  dem  Maximum  und  «lern  Minimum  von  /'./  beschriebenen  Kreisen  hinwinilet. 
Der  Kegel  (T),  auf  welchem  der  Kcrel  (F)  rollt,   zeigt  daher  Oauneliruugcn  und 
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int   /.wUclirii   iviv'i   t'iini'Oiitri^rliiii  Kn-isKi'^rlii   fiitliiiltni.      DcrürilM'  int  im  All(;c- 
nit'iiiuii  trniiseoiiilrMit  iiii«l  ki'lirt  iiirlit   in  Nirli  .srllittt  /iirück. 

In  •li-ni  Kall«-  ^  •■  -  (i  ist  liir  llürpulmlii'  fiiif  Iiii|i|iil>|iiri»lc,  wi-Icht*  in  un- 
eiifllicl)  vi«-Ii'ii  Wiiiiluii^'rii  vuii  l<t-i<li'ii  Sfitfii  («ich  «Irin  l'iiiikti-  /'  Aijk  iii|itiiti>cli 
iiiltcrt. 

Ist  ilart  Criitnilt  Ili|iMiiiI  «'in  K<it:itiitiiselli|>»<iiil,  .•»•  wrrili  ii  lit'iilf  ('iirvrii  Kn-iifr; 
[•^t  rN  i-iiii-  KiijTi'l.  Mt  i':illl  «Ii«'  Miiiniiit:iii:i\i-  mit  >lrr  Axi-  A*-^  Ii-Miltlri  iiili-ii  I'aari.'i« 
«)or  Miinii-ntaiikräfli-  /.iiiiiiinicii,  In-i*!«-  Ciirvi-n  ^inil  i'iniklo,  wrlrltr  fiirtMahri'iid 
Vi  rrini^t  Mrilieii. 

Dir  liniilfii  KlIipHrii.  wi'lclic  ili-m  Kallr  A  —  ji  :i\>  l'nl'ulii»  riits|irifli«'ii,  Eor- 
K'^en  «lio  niicrtliicln'  iIi-n  KIIi|tsitiiI{i  in  /.wvi  l*aar  Solu-itolrätniH* ,  welrlu'  in  ilon 
hviileii  Sclii'itclii  iKt  mittlen  ii  Axo  /iiHaniinciistu>M'n  iiii<l  Vüh  iIciumi  «Ium  «-im'  ilii* 
ScheiU-1  tli  r  klein!«U-ii,  «lan  amii-ri*  dio  'Ii-r  ^*p'>.<(ti*n  .\\r  i-nthiilt.  I>ii*  KlIipMi-n 
IrfiintMi  flir  Sdi.inr  r<»lniiirn,  wrioh«-  iiin  ilii-  >i'liritfl  ili-r  klciiiHtrn  Axi*  hcniiii- 
IiiiitVn,  Vdii  ili-iieii.  wi'li'lir  (lio  Sclii'iti'l  ili-r  «;ri<Nsti.-ii  A\i-  uin^chlii'üeirn  Wiri)  oiiiu 
ilcr  )i«i<li>ii  A\iin,  ilii-  t;.:..sr>te  «»ilcr  A'iv  klfiiiittL-,  ilor  inittU-ri-n  n.ilii'Zii  ^luii-li,  lo 
win!  lUr  Sulnitrlrauni ,  im  ihr  /n^'i-liürt .  M*hr  i'ii^,  lii-r  an«li  n-  n^hr  writ  Fallt 
iIlt  l'iil  7  in  oiniMi  ilcr  Kätinii-,  s<i  Mcilit  «t  in  ilfniHrllii'H  iiii<l  hi'ii-hri>iht  ilii-  |*o- 
lifilii',  wolt'ht'  iliiri'li  ihn  hiii(lnri-)ii:il-.t.  iliornai'lt  kann  liciirthrill  ««cnli'H.  welche 
Avnili'riin-;i'ii  in  ilcr  Lhitc  «Iit  Munwiitunaxf  vnr  »ich  ^i-hi>n,  wimmi  ilii'  Iti.'nt:;;iini; 
iliirrh  liii  kU'iiU'ii  MuiniMtankriirtf|iaar  ^r^t>"irt  winl. 

I>ii'  Viirntflifmlfii  Mi'trai-'lilitn^rcii  iin>l  >al/.e  vi'rilankl  man  {'uiimut  'i'ht'trir 
ntturflU  i/f  lii  rutittiun  ifrx  rl^t  f§<i ,  fnt'»rnttt'  i'i  C Institut  **'  1'.».  i/i'il  If^^il,  ailrli  aIh 
AnliHiiu'  in  »Irn  Hf' m- ntx  ift-  Stutufuf  iIi-h  \  i-ifa^^sor«;  in  crwritt-rttT  I'nrin  i-racliii*- 
iitii   |M.M   in  LitMi villi*    fnurnui  r/<-    \lnt!f'm.  T.   W'I,    »iiwir    rfopnrat    in    1"  iiiitl  8"). 

W.    lU'liiifi»    <Ut    Iiin    anal%(iHi-h>  n   Iti'li  iM'lliin;;'iW«i^tr    iinsi-ri"  i'mhti'ni'*  i*olii'ii 

wir  Von  'li-n  K  ulr  r'sehi'n  (i|i-ii'hiitt-'<-n  >?.        ..ii».  in  wilrln'ii  ti^  '  —  'i'  ti ,  *  :=  ii 

int,  Hoila>'<  fiii.'  lauitii: 


Man  rrh.ih    -«■il'uit   /wii    liii«-;:r:i'       '-  io<-lhon,   iinli-iii   ni  iii    •!•-  «Lia   rinr  m«!   mit 
.Ift,   liif,  I  r,  ii.i-«  aMi|i-i>-   mal   mit   p ,   7.   t    riniltiiilii-irt   nii<l   aihlirl.   iMnilich: 

.»/''     *    /•v"    -1    '•'  ''. 

%%'<■'»'-.  A  -lit-  In(i-/ralii*M'ir<in-«t.inti  n  lii-/i-i>  inii'n.  Mit*  Ili-'li-iitiin^*  ilfiti  IIm-ii  i^i  kl.ir. 
1  la  f/i,  /i'y,  i'i  'Vir  ('iiiiipnii.  hii  II  ili'.t  ri-^nllir«*iii|t  II  Taari-s  «li  1  Mnini  ntatikr.it'tf 
«iii'l.  ^M  i-'  /;  >[ii  ^  r.i.ir  •••■ll'^il.  '  «!•  II!  n  I.  h  l\k\*.  MI.  f^.  II  ilii  !•  h*  n>lit;>'  Ki.iit 
*J  /,   «lar,   \%>K-h<    iiai  h   Nr.    1.   1  ••i.<t-iiit    i-«i. 

Tur     h--    Pmikti-    •!•  r    M-irin-nl  niax'      un    S\»tini    i-t  "    ,       Sulfit 

III. kii  ilt-ii  [.'•■iiii'iiisi  |;ai'tli«'hrn   Wi-rtli  «itf^i-r  i/iintii  ii(i-n  /!•  i*  h     ,   .    ■'••Ian<i    p  -—  l.i, 

V     -   il '/ ■    >  ^-    v^ii'l   nuii   •  liiiiiiiirl    ii.'ii-h  il-r  Siih^titiitinn     lif<irr  '•r••^>•-n   in  -Ii- 

(•rii|i*n  liit«-i'rali- •li-ii  |-'.ii  i>ir  *.  >»  <  «-rhtit  man  uN  ( h  t 'li-r  Miimrntana\>  n  im  Syf«triii 
•I«*n   K' :••  I  /'%fi!iii  (ira'li». 
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Mit  Kücksicht  auf  /l  =  -^ - ,    ^  =  j-,    C  =  -,  und     -  ^  8*   (s.  Nr.  1.)  nimmt 

a*  p*  y'  ö' 

diese  Gleichung  die  Form  unter  Nr.  2.  an. 

Für    die    Systempunkte,    welche    auf    der    Axe    des   Paares    O    liegen,    ist 

-j  =    '     =     *-    und   folglich,    wenn   man    -•//>  =  Aar,    Bq  =^  Xy,    Cr  =  Iz  xn 

die  obigen*  Integrale  einführt,  so  erhält  man  als  Ort  der  Axen  des  resultirenden 
Paares  im  System  der  Kegel  zweiten  Grades: 

J    (6-»  -   Ah)  X*  +  -^   (fft  _  Bh)  y«  +    J-  (C*  -  CA)  s«  =  0. 
dossen  Gleichung  in  die  Form 

(i-.j),.+(.-j;-V+(,-^-)=.-» 

gebracht  werden  kann  und  welche  sich  bereits  in  Nr.  ^1.  ergab.  Setzt  man 
A  =  il/«»,   //  =  J/A*,   C  =  Mc'^y  sodass    '*'    +  -l^-  +    ",  =  1  das  zweite  Central- 

CT*  fß*  c* 

ellipsoid  von  C  leb  seh  darstellt,  so  wird  die  Gleichung  des  Kegels 

(1  -  *«««)  ^  +  (1  -  «»&•)  -f^  +  (i  -  *»<•')  ~*  =  0 

und  ersieht  man,  dass  der  Kegel  das  zweite  KIlipsoid  in  der  spliäriscben  Ellipse 
.r2  +  ^«  +  ,1  =.  A«.    -'"■   +   f,  +  -V  =  1  schneidet. 

4.  Die  Winkelgeschwindigkeit  als  Function  der  Zeit  darziistelleu,  multipK- 
ciren  wir  zuniichst  die  Knie  raschen  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  BCp^  f^Aq^ 
Alir  und  addircn  sie.  Dies  gibt  mit  Kücksicht  auf  ;**  +  y*  +  r*  -=  Ä', 
pdp  +  v'y  "h  ''^''  =  SldSli 

AfiC'Sl  ^  +  [[Hn{r  -    //)  +  CA{A  -  r)  +  .•!/;(//    -  ^)]  -  pqr  =  o, 

udcr,  wie  leiclit  zu  sehen: 

AliC    Sl  '-^  +  {A  -   li)  {H        r)  {('  —  A)  ■  ;>//'■  =  0. 

Hieraus  folgt,  dass  die  Winkclgcächwindigkoit  constnut  iät,  sobald  zwei  Hanpt- 
trUghiatsmoMHüite  gleich  sind;  cl)cnso  wenn  eine  der  ('ompouenten  p^  y,  r  Null  ist. 
Soll  dies  aber  der  Fall  sein,  ist  also  z.  H.  r  =  0,  so  folgt  aus  den  Kulcr'schtrD 

Gleichungen         =0,     .==**»   C  — -•/) /u/ ==  0.     Mithin  müssen  dann  die  hciilen 

anderen  Componontcn  ;>  und  f/  einzeln  constant  und  eine  von  ihnen  Null  sein, 
wenn  nicht  H  ^=  A.  Abgesehen  von  diesen  Specialfällen  ist  Sl  im  AIlgcniuineD 
von  Moment  zu  Moment  variabel. 

Wir  haben  in  der  vorstellenden  Gleichung  noch  p,  y,  r  durcli  Sl  auszudrücken 
Zu  dem  Ende  mullipliciren  wir  von  ilen  (ileiclningcn 

Ap^    +  ^y*    +  ^'^    =  /' 
y'     +     7'      +     '•-     =  Ä« 
die  zweite  mit  -     (/>  +  (.'),   die  dritte  mit  BC  und   addircn  alle   drei.      Dies  jjibi 
uns,   wenn  wir   zugleich   die   entsprechenden  Umtauscliungen  drr  Buchstaben  vor- 
nehmen, die  weiteren  (ileichungen: 

{A  —  n)  [A  -  C)  p*  =  G^  —  {B  +  C)h  +  BC'  Ä» 
(/?  —  6')  (//  —  ./)  7=»  =  fP  —  (C  -{■  A)h  +  CA  .  a« 
[r     •  A)  {C  -  />•)  r^    -  (P         {A  +  B)h  +  A  H  ■  PJ, 


WV,  Cnp.  Ili'Wi'^iiii^  i'iiioh  riiiiml.  Syüteiiib  oliiu*  nuitiii.  Kr.it'd-.  S^fi 

Indem  wir 

^//  ^  r  h  —  tn^  iir  i».   \r  +  .4  '/    ■  a^ ..  ia  «»,    ;  j  +  A  a    h^  .*  ah  ►« 

Hctzoii,   ^cheii  llil■^^l)M•ll   ÜIut  in 

//  —   f       /;  -     J    ./•'  -=  VA    IV  —  u». 
r    -     A\  r  li    ,»  -=  Ali    Sl*  -~  I»'. 

Kn  J»i'i  iiiiii  ./  ■  /*'  '^'  f\  alsu  r.-  ili»;  klt'in.<i|i-.  ^i  «lii-  niiltli>r<-  mi'l  •/  «lif  irr<iti«t»' 
ll.illi.'iXi*  lies  Criitiali  Ili|<.<(iii1s.  P.iiiii  i'«il;:t.  u«'il  «lii-  linki  ii  Si  ili  n  «Irr  •-i'«t«-ii  uml 
ilrittiii    (lirirliiiiiif    pn-itiv    Niml,    «Ihs'«    /!'  Ä* .     fl^   ■-   v"*   jin^itiv    niii<l    iimi    il.i-ii, 

«fvil  ilie  liiiktf  Scilr  lirr  zwritLMi  in  ;;.'itiv  iot,  iV  u'  iii-^>ntiv  ii  in  niiiii«  Imlfin 
wir  nun  ilic  ilni  (■U'irliiinj.'fn  mit  t'in;iii<Ii'r  mMlti|i}i<-iriii  iiiul  ili-ii  WitIIi  ilc»  l'rn- 
iluktt'j»  fiyt  l'i'Mnt/rn,  i-r;;ilit  -irli  :iiiü  'ii-r  /.n  AnT-in;;  liit.scr  Nninnicr  nnt';ri"4t«'Iltfn 
fiK'ielitin); 

•//  -^  -4-   . 


/   pj  —  i'    u'  —  iV)   n 


t      ,.i 


wornnH  51  al^  Fnni-tiMM  v<ii)  f  /.it  Iniilon  ist.  J).-i«  liit«-:;riil  •lii'^fs  AiisilriU'k«-N  i«t 
rin  i'llipti.iclit**  iinil  k'Uiii  iiNn  /l  im  vtrlif^rnilcn  mM;^'i  iicnifn  i-'iiil<-  nur  iliir«-li  i-lliii- 
tiirlii-  Knnctiiini'n  «liii;:i>t«llt  wi-nli-n.  M:iii  knnn  »iln-r  null,  itlin«-  tlif>.r  iKir-^tillnn;: 
•ifllt«»t  :it|Nziii'ii}irrn.  rini^i*  Ki^iiitliiiniruhkiMtcn  \i*u  i2,  iii««lM><«uniii*rf  iltrasi'H  Vt'r'f» 
«tirit.it  aus  ilii'Mcr  lhtriTi-nlial!'i»rnii-l  fnlMirkchi.  /un.'iL-li'it  Alu-r  miii'««'ii  wir  z«-i;;rn, 
d^»»  Ä',  tt',  r'  (loffiliv.  .'ilftii  X,  11,  I'  ri-cll  Nin<L     Au?«  «l«-n  (ili-icliun^'i'n 

.»»/''  4-    /'''/'  +   '''»■•'   ---    ''*      'in.|      ./;i»  4-    /;y»  -j-    T,«   =   A 

f..lpi  nun  JA  -//*:,  /;y»,.^  -     /;     f-/r«,.^     -r 

iiikI  »la   .1   ^-   //  ^.-  f\  -SO  i>!    .lA         '/*  |ii)iiitiv.      Palicr  Hiinl  hui-Ii     '    -f-  Ah     -  fi* 
nU'\     ./  -f-   '»    *         '»*  l"»>iliv.     KiTiitT  ist 

f//    I-   '■    A  h'  :./•'  -f  r    .»  .1-1  ;,«     I-   r^'"  4-   /;,», 

{ntpitiv   i*l,   (!l>'ii'Iit'alN   |"i>iliv.      I)<iiiii.i()i   ^Iml   J",  «'.   r'  alii    iln  i   |>ii!<itiv  un<l   «l-n 
2,  fi .   I'   r<'tll       IUI-   i:« 'liiitnii;.'  i|<  r  Im  i    itittnti  mli  n  tirnNiii-u  i.<«t    kl.ir.      K«   i-t 


iiii'l    *\.\  A   liiclit    kli-in>  r    .iN  ti   mim    l..inii,      ••    in!    ihi     •<i.«t«-    lir<-H«i     |»i-.i(iv  ,    «(.i   •  ■« 
«iM-r   nirlil   ^rr-i--»!  r   all  ■/  in!,   •.,•   \^\    ili..   ijrilti     in-iritiv,   «lii«   /.v%«  i».     k.tnii   i-mnÜm  M-li-r 

nrpmtiv   «lin,    i.-   nai  1i>1>  m   A     ."  fl.     Mau   L.mii  ■ialn  r    .urrli   l*.  u*.  i' -Iio  rorni  u*'^"  n : 

;'  /;■'      |J'     \     y'\  A'  ^'j'l 

W.i^    t*irfr    <h.     i'i.itiM     li|...>i     \.iii    ;•.    ||T     i'   .tu    iinjt.    ».■    |..!^l    .m-      I'  '.'         li 

ilur<  h    Mulliiiln  .iti>>n   init    /■'         /     im«!   I>.  ■•(•■r  ••  itij.     \l>Iiri>>n   \"ii    /•''    'i  >li«    Ki  l.i(ii<ii 

•i'Ii  r  ' 

•1.    Ii      U^    ]    •     »•'         I   Im- 11*11    n\\s    fi'        •    '    'i 

.1  /.'i  '.'     I     .1/.';       ■    .    I  /•■     '    '       T        '/■'' 


g2ß  Uüwi'giin<v  eines  rHuml.  Systems  obuc  coutiii.  Kräfte.  XIV.  Cap. 

d.  h.  ft'  !>  A*.  Es  ist  mithin  ft*  sowohl  £n''Ö8scr  als  y',  als  anch  grösser  als  IK 
Die  Grössen  v*  und  l*  können  aber  je  nach  Beschaffenheit  von  G*  —  ßh  ver- 
schiedenes Ycrhältniss  zu  einander  haben.     Denn  es  ist 


V' 


also  »»  >  Z*.  wenn  (j^  —  ///i  >  0,  d.  h.  S  <  ß,  f »  =  i«  für  (P  —  Bh  wier 
«T  =  jS  und  1/*  <  A«,  wenn  (J^  —  Bh  <^^,  d.  h.  *  >  (3  ist.  Da  nun  die  Diffe- 
renzen Ä*  —  A*,  fi'  —  Ä*,  Ä'  —  V*  dem  Obigen  zufolge  alle  drei  positiv  sind, 
also  A*  <^  A'  <^  /i'  und  52'  <^  v'  ist,  so  erhalten  wir  hinsichtlich  der  Grcnzeo, 
innerhalb  welcher  A  sich  bewegt,  folgende  Uebersicht: 

*  <  ß,         ^^<v^<  V-^        X«  <  i'*  <  Ä«  <  a« 

^  =  |J ,         X«  =  v«  <  ft«,         i«  =  V«  <  Ä«  <  fi« 

^  >  ß.  v'  <  >l'  <  i^*,  v»  <  i*  <  ß»  <  fi*. 
Ks  sei  nun  zunächst  S  <^  ß  und  liege  in  Folge  dessen  Sl^  fortwährend  zwischeu 
V*  und  fi*.  Der  kleinste  Werth,  dessen  Sl  fähig  ist,  ist  v,  da  i$2'  —  v'  nicht 
negativ  werden  kann,  weil  sonst  die  Wurzel  in  dem  Ausdrucke  für  tll  imaginär 
würde;  hat  also  Sl  zur  Zeit  /  =  0  einen  Werth  SIq  zwischen  v  und  fi  und  ist  et 
z.  li,  im  Wachsen  begriffen,  so  kann  es  nur  fortwachsen  bis  i2  =  /Ur  und  nimmt 
dann  wieder  ab  bis  Sl  =  Vy  wächst  hierauf  wieder  bis  52  =  /u  u.  s.  f.  Ob  aber 
Sl  zur  Zeit  ^  =  0  im  Wachsen  begriffen  ist,  entscheidet  sich  durch  dos  Zeichen 
des  Produktes  pqr  zur  Zeit  ^  =  0,  wie  aus  der  Gleichung 

ABC'^f'  +  (A  -  B)  [B  —  C)  (C  —  A)pqr  =  0 
zu  ersehen  ist,   welche  zeigt,   dass  und  pqr  immer  gleiche  Zeichen  besitzen. 

f  ff  w 

Hiervon  hängt  das  Zeichen  der  Wurzel  in  dem  Ausdrucke  für  dt  ab.  Die  Zeit, 
welclie  vertliüsst,  während  Sl  von  v  bis  jit  wäclist  oder  abnimmt,  ist  demnach: 


'  Jm- 


SlfiSl 


und  die  Zeit,    während  welcher  Sl  von  52„  bis  fjL  waehsend   zum    crstenmalo   geht: 


SldSl 


Man  hat  dann    Ä  =  i;   zu  den  Zeiten  J\  +   7\    r,  +  ;J  7',  .  . .   7',  +  (-J  «  -f  1)7 

und    Ä  -=  u   zu   den   Zeiten    7',,    7',  +  2  7',    7',  +  i  T T,  +  2/17'.      Um   für 

irgend  eine  Zeit  t  die  Winkelgeschwindigkeit  Sl  zu  linden,  liat  man  t  —  T^i  durch 
7'  zu  dividiren.  Der  Quotient  sei  /w,  der  liest  t\  sodass  /  —  7\  =  mT  -\-t\ 
Ist  nun  m  gerade,  so  ents])richt  der  Zeit  t  —  /'  der  Werth  Ä  =  u,  ist  m  unge- 
rade, der  Werth  Sl  =  v.     Im  er.sten  Falle  ist  dann  Sl  aus  der  Gleichung 

SltfSl 

F(Ä«  -  A«)  (ft«  —  Ä«)  (Ä2  -_  y«) 
ii 

zu  suchen;  im  zweiten  aus  einer  ähnlichen,  in  welcher  nur  v  und  Sl  die  Grenzen 
des  Integrales  sind.  Zu  jedem  t\  also  auch  zu  jedem  /  gehi»rt  nur  ein  Werth  5, 
umgekehrt  aber  gehJiren  zu  demselben  Sl  unendlich  viele  Wcrthe  von  t  und  kol'" 
derselbe  Werth   Sl  i)eriodisch  wieder. 

In  ganz   gleicher  Weise  ist  die  Betrachtung  für  den  Fall   ^  >  ^   durchza- 


'•=./. 


XIV.  Tai». 


HrweKUii^  fitii'M  riiiiiiil.  Syntl.■lll^  «»lim-  i-niitiii.  Kräld-. 


s-Jl 


fiilirvii.      hiT    Krill   A    ^  (i   ;;i'htaiti-l    .sii-li    liiifnirli,    iii<!i'ni    i*    -    I    uinl.      Man   hat 
für  tliii 


»»r!rr 


r//       - 


ffif 


it 


.    • 


wiiiii    man    ii*         ii'  ■-■   ^H    ^r1/t.      W  ir-I   /!    -     Sl,.  lür    /         n   nii«l   w.ii  li"»l    *!   vuii 
Si„  iiai'li   u   xn,  »•!  ist   ilii    /lil  /.   M<it'>ir   Sl   v«tii   .Q .  Iii.s   /*    /■iniiiiint : 


=  i      .       r/u'-.' 


—   i'    -     I  u'  '     n.r       }  u*         I-    f    /  II 


rir 


4-  /  u«     .'».«    ; «'     i'  -- ;  ii'  --  /!»j 


ilinl  ilic  Zeil    '/|,  wiilirt'ii'i  wi-lt-lit-r   /!   Vnii  Sl .  Iiiü  u   /.uniiiiiiil: 


•/".  -   i 


1        ^  /  II' 


Vitii  11(111  an  iiiiiiiiit    il   wii'iliT  aK   hipI  •Ik-  Zeit,    uälirfinl  w*  Iv-ln-r  <  m  vmh  u   Mh  zu 
fi  aliliiiiiiiit ,  !.•«(: 


I» 


In'  i'     I     /«■     -     SV 

I  ,1-         i'         /  u*  —  /!■■ 


it 


Kiir  il  ---  !•  wiril  'lifHrr  Aun-Ir  uk  uiuii-llioh  izm^^.  VU  niilurl  -»nli  niitliiii  Sl^ 
v%i:iiii  CS  i-iiiiiial  im  AliiK'iiiiU'ii  )i'-;;rit)'fii  i^t,  ili-iii  Wi-rtht*  ■'  UN\tii|i(ii(i->ii-K  l'iir 
Sl   =-  i-   winl  aluT,  wii*  ans  den  (ili-iL-lntii;:!-!! 

'./    -  /;»    ./       /•  ;i'    :   /;/•  />'  --  »'i 
//        r.  ..^        //  .fi        i,i  „.'   .     of 

It  -    r      I        t    ,i    ~    i/i  !V       i" 

f..l^M,    /.         I    -      «1,    währtinl    /!  /  i-    wini,    i|.  Ii.  «••<   n.ihirt    •♦iili    «li,'    Iliwr- 

u'iiii^   t'iirlw  iliirinl   «Ii  r   Kiitatiiin   uni   •ii«-    iiiiülcr--   Manpt.iM*. 

'oliaM    Sl   (;i-t'iiii>Iiii   ist,  It  iT   m  iri   t'iir   ^^  Inf  (*<iiii)Hiiii-iiti  n  : 


>. 


/' 


/./ 


/  /   S*'         l' 


t     I 


.!/.• 


]'.'>  Mi-ilit  nun  iim  I-  il«  r  li-t/.t'  Chi-il  in:>i-ii-i  .\iM;:al'r  uhri:/.  •iii-  nf*>liiiiiiitiii:; 
•Ii  f  La/i-  t\*'-*  li«'Wi  :,'lii'Iii  u  S\fit«i!i«  iT'-' "  da-«  !■  ««f«'  ( '•Mir<1iii:it<-ti«v.»t('rii  ih-r  .i ,  .,.  : 
zur /«it  /  Ihi-'Iiaiiri  .*•  ^i  )■•  li<-n,  in<li  in  i\  ir  lii'-  ( '■itiim««..-  -i^  fi,  r,  n\  h\  v  ,  ii '.  '«  .  i-" 
•li-r  Kit  litiiii;;<ii\  iiiKi  1  .!•  I  ll.iii]i*.i\i  II  ih  s  ( 'i  m!i  .i!i-lli{-«.tiiU  <'l«  i  inili-in  wii  liii- 
l.ii  I  r  r'üi  Ih  n  Wink.  I  »j .  ».'•.  0  i  *«  l.'i.t  aK  runiti-ini  n  »Iit  /.-it  ifar.tti  Il>'n  Wir 
w  i]il'  II  ili<'  riin«»1.iiit«-  Ikirlitiiii;:  dl  f  Av»  'li  s  r  lar-  -  '»  .'ur  :-  \\i-.  aNü  «ii«'  #  .  I.ln  ni* 
parallid  ili  r  in\  ariaindi-n  I!l"-ii<-.  M  inii  «  il..i!li-ii  wir.  ila  •li<  iiii-litiin,:»(*>i^inn!«<«i« 
«,  .  .  i'    dir.si-r  A\.-  /•■L'«  n  ilii    f«- »•  jliil  -  i:   11  iii)*t  i%i  u  ilic   Wi-rthi    lial«n: 

•  siu  /f     Mit  t> ,         *■  ■    't  rj     «i'j  i* ,         r  I  «»f  <t 

und   Ajif  //«/,  ''•    dii-   ('••iii|i*iii>  nt>  i:  Vnii   '»  .^ind  ■ 

•pdA>.i  ai.tii  «••^'ii  !■  Ii  aii;:i-:.'il'i-ii   \«ird-ii    kann 


'f  /» 


V 


g28  Hcwcf^iin«;:  eines  rUiiml.  tSysicms  olinc  coiitiu.  Kräfte.  XIV.  Cnp. 

Um  0  EU  finden,  geben  die  beiden  ersten  der  drei  Gleichungen  am  Schlüsse 
des  §.  3.,  8.  817: 

p  sin  (p  -T  q  cos  (p  =^  sin  v  -, 

und  ful{?1ich  mit  IlUcksicht  auf  die  vorstehenden  Gleichungen,  wenn  mau  mit  fin  9 
bciderscit.*)  multiplirirt: 

oder  mit  lliilfo  der  Gleichung  ^p*  +  -^7*  +  Cr*  =  Ä: 

Es  ist  h  —  Cr*  =  Ap*  -\-  Bf/*  stets  jioaitiv,  ibenso  6?«  —  r«i«  =  A*p*  -f  B*i/\ 
mithin  wächst  tjf  mit  /  <>^h>ieli/.i.>itirr.  Dies  hcisst  soviel,  .'ils  din  Knotcnllnie  der 
beweglichen  Hauptebcnc  (ccß)  des  Centralcllipsuids  mit  der  invuriabelen  Ebene 
droht  sich  furtwährend  in  demselben  Spinne  um  die  Axo  des  Paares  fr.  Nach  Sub- 
stitution des  Werthcs  von  r*  aus  {A  —  C)  (B  —  C)  r^  =  AB  (Ä«  —  v»),  wodurch 

h  —  Cr*    _  i/f  —  C)  (^j-J'^  ''    ~  AHC{Sl\  —  v*)  __.  Ji_—  _Ä»_ 
G*—  Cr*  ^  [A  —  C)  (/?  —  C)~a*—  ABC*{Sl*^  V*)  ""  C  (J  ^  Ä«)  ' 

wenn  abkürzend 

{A  —  C)  (B  —  nh    —  ABC'V*  ^  ABC  •  H 
\a  —  C)  (/y  —  C)  G*  —  ABC*v*  =  ABCJ 

gesetzt  wird,  kommt: 
f^—f,'   j-_  Q2    '  ■"  r  '    ./  -  Sl*  '  ;>(ß2  _"A«)  la*—~si*)1'si*  —  «>j 

Durch  die  Integration  dieses  Ausdrucks  wird  noch  eine  Coustante  ^o  eingeführt. 
Die  Zahl  der  Constanteii  ist  an  sicli  gleich  zwölf,  nüitilich  die  drei  Componentcn 
von  fr  parallel  den  festen  Axen,  von  denen  aber  zwei  auf  Null  rcducirt  simi, 
während  die  dritte  (i  selbst  darstellt,  weil  wir  die  :-A.\e  in  die  Richtung  der  Ax'.- 
von  fi  legten;  sodann  //,  fl„  nn«l  i/ij,  und  sechs  aiidori"  konstanten,  bctrelfend  »lic 
Hcwogung  des  Massenmittelpunktes. 

Die  vorstellende  Gleielning  liefert  Sl  als  Fnnetion  von  t/».  Dieselbe  ist  perio- 
disch. Z.  15.  für  den  Fall  6  -^^  ß  nimmt  während  dir  Zeit  T,  in  welcher  Ä  von  r 
l»is  zu  /i ,  odi*r  von  (i  zu  v  f^elit,   ip  stets  um  diesellic  (rrösse 

^■Jif        Sl*)  }\Sl''~-  Ji^'j  (ii'^~-  PJ)    Sl*  ~   V*) 

V 

zu.  Den  Krgel,  welchen  die  Momentiinaxe  um  die  Axe  a  des  (.'entralellipstoi^la 
besr.hnMbt,  diirchlHuft  s'w  in  der  Zeit  4  T^  nach  welcher  sii«  eine  d«'r  urspriinj- 
liehen  parallele  Lagi^  erreicht  hat.  Für  dii-sc  sind  />,  «y,  r,  •O',  tp  dieselben  wii* 
zu  Anfang  dirser  Zt-it ,  während  »/»  auf  i^  +  ^ '^  angewachsen  ist.  Ist  also  \*i^ 
nicht  cominensuralirl  mit  "2  n  ^  so  hat  ilas  System  nicht  »ine  Lage  «erreicht,  iu 
welcher  es  der  urspriiii^lii'hrn  Lajrc  parallel  ist.  V'oUstUndijre  Periodicität  HnJit 
bloS  statt,  wenn   W  mv\  tx  eommensurabtl  sind. 

Die  oben  crw^ähnte  Darstellung  der  neun  Cosinusse  ^/, /-»,  c:  "','»',♦•':  a\h'\r" 
wurde  zuerst  von  Jacobi  gegeben  [Sur  In  rotatio»  d'un  corps.  fctftn  ttdresat'e  tl 
i'Acatf.  des  srirnrrs  de  Paris,  Crcllc's  .Journal  Hd.  39.  S.  20:i  und  mathem.  Werke 
Bd.  11,  S.  130—106),  später  in  anderer  Form  von  Wcicrstrass  in  den  Abh.in-l- 
lungen  der  Ilerliuer  Akademie  (im  Auszuge  mitgethcilt  im  Artikel  ».Rotation*'  in 
lloffmann's  mathem.  Wörterbuch  von  Natani).    Vgl.  hierüber  auch  die  neuer- 


XIV.  C*iip.  lloweKiini;  t'ines  11  iiveräu  der  liehen  scliwcroii  Systfiiii.  S2l^ 

diti);!!  riscliiiMioiio  Arbeit  von  iirill  {Sui  ftrifiitrnm  th-Un  ruUtziunr  t/t  i  rinpi,  Cre- 
III II IIA,   .Anntiti  tli  nititmiutHu  purti  rti  itf/pl.  Scriri   II.  T.   III,   p.  '.i'.\  (l^*\\9;. 

A.  Wir  wolliMi  <li:ii  A)ifriel!i>ii  Kiiil,  iIh^n  //  --  A  i!*t,  i-twii.«  wi'iti-r  vitIoI/iü.  I*iv 
KuliT'.iclii'ti  CileielMiii}r«  n  wenlfii  hierfür,  Wfiiu  iiiriii     .1    --  ('    :  .1  —    .t     ■  <J  :  // =b  u 

tili  liti     ,  'h- 

K«  hli-ilit  uIko  tlii!  (*i>in|Miiiriitf  ;  il«r  Winki-i^toi  hwiiiili;rki  it  in  Itezu^  auf  iHi' 
Ktil.itiifiiH.HXC  y  tli'i«  ('i!iitr:ili'Ili|»soii|>i  ('•iit>l^iiit:    1  — -  n.     Aiik  ileii  t-rsti'H  heitleii  tilci* 

chiini:*'!!  erhiilt   lu.in   u    ,     -|-  7    /  -^  <i  uimI   mithin  //  -|-  7'  ^=  w',   wo  rx  einn  weitere 

Ci^mttanti-  Itezeielmct ,  näuilii-h  ilie  \\  inkrl<:4'Nrh\\  iniii^keit  iiiii  flic  rrnjcetiitn  iU*r 
MonitMitiiiinxe  nuf  >li«'  KKeiie  fU-s  Ai<|ii:it<ir<  «It'N  ('rit1r:ilelli)ii<i»itlN.  Mi-nin:ii'li  int 
•lie  \VinkeI;rt'He.h\viii«1i^keit  /l  spMi.st  eon>tiUit  un«!  ii"  i=  ;*" -|-  y' -}-  1  *  —  w» -f  u'. 
Mit  «ien  A^eii  «,  jß  I  lUict  «lic  Mniiiriitniiaxe  veriiniii-rlielii'  Winki-I,  ihr  Wiiikrl 
mit  }'  ahiT  ii*(  eiiii->tiiiit  nmi  .sein  ('o*iinnN  n  :  i2.  |ii*iiiiiach  i.it  ili-r  Ke^el  <Iri  Mu- 
nciitaDHxen  im  Systrui  ein  •!er:i<lfr  K<;;i-|  inn  iVw  Axe  y  und  die  |'i»liiilii*  ein  Kicih; 
in  Kol^ft!  deNüen  hchiilt  der  Somidianieter  /  lie^  ('••ntr:klelli|>i>uidii ,  t«elrhi*r  in  liiv 
Miiiiii-ntaiiaxe  füllt.  eunHtiintu  Län^i;  und  ist  dir  lltfr|iidii«li«-  ;:li  iehl'alh  ein  Kreis 
iii  drr  invariaheleii  Khene  nni  dun  Kii>s|>iinkt  der  Axe  den  r:iur>  h  ti  mit  einem 
U.idiuM  ("Ivich  der  l'rujertiitn  Min  /  mit  die.sc  K.heno;  i|ir  Ke^;«-!  der  .Mt«ni«>ntHn- 
.ixi'ti  im  Uniinic  iMt  mithin  ehenfiilU  ein  ^erailer  Kri*iMke;;el  um  dii-  Axi*  von  fi. 
liii  hfide  Kcf^el  sieh  lieriilin-u,  so  ful^t,  d:i^.H  ilie  Munieiitaiinxe  furtwahrend  in 
ilie    Kheiie    lier   A\e    y    und    ihr   .\\e   dei«    PaureN    ti    füllt. 

PitTerentürt  man  die  ernte  K nl  er't<e)ie  (jleichnii;:  und  eÜniinlrl  mit   llijlfi* 

der  zweiten,  an  kommt: 

tPu    .       •    •  1     '//' 

fit*  '  '  '  '  un   ttt 

1  lern II. teil   wertlen 

/*   si-s   #1  VIS  fAiit   "^     h  sin  hm/,        y   -—  -—  it  \iu  u  nt   -f"   ''  '""*  unt. 

I>i«>  ('iiiiRtaikten  wi'i'ii'ii  «liiri'h  1111'  Aiit'an^^iwertlie  /•„,  >/„  \um  ;#,  */  li'-itininit  und 
%%eiin  »  Hi-ii  Winki'l  ln/.i-ii'hni-t ,  di-n  die  Ax«'  nt  lür  /  -  u  mit  ili  r  Axe  ft  hihict. 
•«■•  iit  ;».,  -  I»  xi»  *,  7.,  —  wi  r»i%  t.  1  »alier  wiril  »1  ;»,.  .-  tu  hin  f,  A  —  y„  =^  1»  *m«  f 
nni]   ful(rlieh: 

Weiter  hat   iiinii: 

r.f  ,>     -  ttif^.   --    '       -    tifiii'it    \     t   ,        f/^;.     -■  1// 

'f  7  fi*    •-■    t  •  h' 

lli>ri>i-  i-fL^ht    «ii-li  r^      -   iiffi'     I     }     ^     t,n.  itdi-r  wi  mi   man  tltMi  Anfan^'^wf-rth  \»*\\ 

'i  {ft         '■"' 
q     iiii*    *i  ,    !•• /•  ii  hiii-T ,    (f    •-    7  ,     |     li-i',    «niwii-    </•      -  .»    •     '    ^     'i'"--      '•'    '" 

w  •  t!t  sii-h  mitliiii  iiii-  KiKiteiilinii'  ih  s  Ai<|nati)ii  und  ih-r  im  nii.'il>i-|i'ii  liln  iif  in 
lrt/ti-r<-i  mit  i-iti)Ht.iiiti  I  \\'inki'l;.'*«i'iii^iipli jkeit  mi'i  eiitiVrnt  suh  ein  In  lirln^t-r 
l«.i<li'M  dl«  Ai-i|ii:itiiiH  iitn  dii  «i-r  Kimti  nliiiie  :!l<-iehi~''<riiii/  I  ■■•■  .N'ei^'iin^*  di  r 
.\i*i|ii'it<»ri'hi*iii-  :^' •-;.'«  II  'lii    in\  :ti  i:ili<-li-    IJn  im-   Idiilii   «-(instant. 

i  1  Fr  e  i  •■  !■  I  i\  •-  ^  II II  ^'  I'  i  II I  ■  11  n  \  •■  r  .i  ri  >i  •- 1  1  i «  h  i*  ii  fit  h  w  e  1  •'  11  N  %  nt  r  Ui  >. 
W<-nn  Kl  il't>-  iI:ih  >\  Ti  m  jiriii-iii'u,  »«dtlie  •  iiii  r  Liii«  •Ikr.ift  fortt%!ihr«-iii|  äi|iii- 
«ali.^nt  «iiil,  ili«  •lunli  •!  n  M.ih-«  uuiittil|iiinkt  hiiidiiri'li)ri  lit.  mt  lientiiiiint  die*«!-  die* 
|leMe;:illl;r  t\^"^  MaNS<  niiiitt>'||Hinkti>««  ilinl  •laiiiit  die  I'l  aiiiilntiiliihew  e}»iin);  de« 
System»,  hat  ah«i    keiin  u  Kinllui««   aut  di*   K«>tati«in  deMelbvn  um  i  iue  •liiroh  die«rli 
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Punkt  (rehende  Äxc.  Das  Ceiitralcllipsoid  rollt  zugleich  auf  der  invariabelcn  Ebene, 
wie  bei  dem  Fülle,  dass  ^iit  keine  continulrltchen  Kräfte  wirken.  Ist  das  S^'Stem 
z.  B.  schwer  und  wird  demselben  ein  Anfangsgcschwindij^keitsznstand  erthcilt, 
indem  es  z.  li.  einen  Stoss  erhält,  so  beschreibt  der  Massenmittelpunkt  eine  Pa- 
rabel, welche  die  Uichtnng  des  Stosses  zur  Tangente  hat  und  dreht  sich  nach 
den  iSützen  des  §.  6.  um  diesen  Massenmittelpunkt.  Erfolgt  der  Stoss  z.  B.  in 
einer  llauptcbcne  des  Massenmittelpunktes,  so  ist  das  Paar  G  der  Momentan 
kriiftc  senkrecht  zu  der  dritten,  zu  dieser  liauptcbenc  senkrechten  Hauptaxe  und 
dreht  sich  das  System  fortwährend  um  diese.  Ist  es  eine  homogene  Kugel,  so  ist 
jede  Ebene  des  Massenmittelpunktes  llauptebene  und  droht  sich  die  Kugel  fort- 
während um  den  Durchmesser  senkrecht  zu  der  Ebene  des  Massenmittelpunktes, 
welche  die  Stossrichtun^  enthält.  Anziehungen  der  Kugel  durch  andere  Massen 
ändern  niclits  an  dieser  Bewegung,  da  sie  immer  einer  Einzelkraft  Uquivalent  sind, 
welche  durcli  den  Massenmittelpunkt  geht.  Ist  das  System  eine  schwere  Linie 
(dünner  Stab),  so  droht  sie  sich  um  ihren  Massenmitteljuinkt  und  bleibt  dabei 
stets  in  einer  durch  diesen  Punkt  gehenden  Ebene.  Wird  das  schwere  System 
von  einem  momentanen  Stosspaare  afiictrt,  so  sinkt  der  Massennüttolpuukt  in  einer 
Vertikalen  und  dreht  sich  das  System  um  ihn  um,  wie  in  §.  G. 

§.  8.  Rotation  eines  unveränderlichen  Systems  um  einen  festen 
Punkt.  Sind  X,,,  i',,,  Z^f  die  Componenten  des  Widerstandes,  welchen  der  feste 
Punkt  im  Laufe  der  Bewegung  zu  leisten  hat,  parallel  dreien  rechtwinkligen  Ciior- 
dinatcnaxen  dieses  Punktes,  so  sind  die  Gleichungen  der  Bewegung  in  der  nr- 
sprüngliclien  Form : 

i",«  -J;^'  --  sx  +  .Y,„    2«,  '^f  .=  ji,r  -H  r„,    i«. 'J];  =  ^x  +  z„ 


^'"V  ,1,^  -  ?/,,,,;  =  i.^.r;  -.v.\). 


Von  diesen  sechs  (■leiehungen  sagen  die  drei  ersten  aus,  dass  die  Resultante  der 
gegebeneu  Kräfte  /'  in  Verbindung  mit  dem  Widerstände  äquivalent  ist  der  Resul- 
tante aller  Kräfte  nnf).  Nach  Cap.  XIII,  §§.  2.  u.  C.  ist  letztere  gleich  dem  Produkte 
ans  der  Gesammtmasse  M  und  der  Beschleunigung  des  Massenmittelpunktes  und 
kann  leicht  mit  Hülfe  der  dortigen  Ausdrücke  dargestellt  werden.  Die  drei  letz- 
ten Oleiehungen  gestatten  ganz  dieselbe  Transformation  auf  die  Eni  cr*sche  Form, 
wie  bei  der  freien  Bewegung,  mit  dem  Untersehiedc,  dass  ^1,  /?,  ('  jetzt  die  Träg- 
heitsmomente   für    die   Ilauptaxen   des   festen   Punktes   biMleuten,    die   Momentan- 

axe  fortwährend  durch  diesen  Punkt  geht  und  f/l\  0\j\  f/.  '  sieh  auf  jene  Haupt- 
axen  bezichen. 

Ist  das  System  continuirlichen  Kräften  nicht  unterwürfen,  so  rollt  das;  Trä^- 
heitsellipsoid  des  festen  Punktes  auf  der  invariabelen  Ebene,  wie  bei  der  freien 
Bewegung  das  Ccntralellipsoid.  Der  Widerstand  ist  ein  continuirlichor  und  am 
Anfang  der  Bewegung  eine  Monientankraft,  welche  die  Resultante  der  anfang- 
lichon  Momcntankräfte  vernichtet.  Das  anfängliche  Paar  fi  der  Momcntaukräftc 
bestimmt  die  Bewegung. 

§.  0.  Rotation  eines  unveränderlichen  schweren  Systems,  für 
welches  das  Ccntralellipsoid  ein  Rotationsellipsoid  ist,  um  einen 
festen  Punkt  auf  dessen  Rotation saxe.     Es   sei  S  {Vi^,  272.)   der  Massen- 


XIV.  Chi».        iioUtioii  ein  UM  acliwurcii  Systvnin  um  uiiii-ii  fcMti-ii  riiiikt.  H[\\ 


inittcl|iiiiikt,  O  itor  fi'Ntr  rniikt.  O.S'.V'  nUo  <Iii*  Kotatiuiisiisr  *lon  (Viitrnl<'lli|i!ioifla, 

Ot'  ilir  ViTtikjilr,    O'A'  ü.  iiknirht   /ii    fiX'  in    <Jcr  ViTtik.iirljinr   tOX'  nml    Ol  ' 

Ri'nkrrrlit  xii  ilichor  Vortiknlolirnp.     iKif  Triitrlioitniiiunioiit  um 

ilie  llnnpta&f  .S.V'  sri  ./,  dii!«  um  «ii»*  Awii  •!•■.■»  AiMinalur?«   //;  '*" 

/i,  f/,  f  Si'irMi  ilif  i'iiin|i«>ni'nt«'n  i{i*r   Wiiiki-l^i'Hfliwin<lttrki  it   .'!  .   f 

um    ilii*    MoiuüMtan.'ixr    ffJ    nn«!    /!„,   r/„,    f.. ,    /2„   «li«-  Aiilan;:-« 

Hcrtlio  ilicsrr  (iri'HKon.    St't^t  iniin  OS    -  /  iiinl  i|i-n  vi-ran«l«-r-   „t  .«• 

X 
lirlii.-n  Winkel   /'0.\'-.  u,   no   i.<«t    Mut  sin  u  «I.'in    lin/iL'i    «la*! 

7^y«toin  bi-srlilonni^^i-niii'  Kri-il't«  paar  uiiil  ''i'    ni-inr  A\i*.    Iiali«-r  <''  Jk 

niii<l  ^ 

.^  '''*  --  M,     /;''''  -I      .1  /;    fi,    -    l/,//.w»*if. 

i//  ilt  ' 

ilio  Kulrr'flcliuii  |{i*w«*;:nii^<i;r1iirliiin(;i'n.  Sit;  lii-t'crn  /i  -  ;i„  unil  iüt  iiNo  ilii' 
C'oiii|Hini*nti'  viin  i\  um  ilir  ICntatiuniiHXi*  ilrs  Tun  I  rali- Ii  ijisoiilii  con- 
fitant  um!  /»«,'/'    f    »*      -  7.,'         ».i"'  -  .'/»//   r»/*- k.,      -  r /.««-,  wenn  «„  iliu  An 

fani^MWiTtli  v«Mi  a  In-/.«  u'lmit.  liit'r/.n  i-rlLiM  ni:in  i'in  ui-itiT«-s  lnti-);ral  «Inrrli  ilir 
Kcnii-rkiiii;;.  (Ihhh  A'w  l*r«i.i  rr  t  in  n  li  1- rt  r  «-mi  it  i  r  i-n<l  i-n  A  xiMi  nmnir  nti-.s  tlur 
Mu  tn*' n  t  a  iik  rii  f  1 1'  anl'  ili«'  Vi-rtikalr  Ol'  i'unntant  m-in  niii-«s.  I>riin  lizm 
Axi-nirioiiii'iit  Mi/fsinu  fällt  in  dir  Am*  Ol  un<l  fii;;t  Mn-t  ili-ni  A\L*nniiinii'iiti* 
//'/  <li«-  i!Ii-nifnlaran«Ii-riiiiu''  M'ff  ^"i  <'  -  '/'  hiii/ii,  ämlrrt  ali<-i  iiitlit  ilii-  Axfniipimrntt* 
.1/1  uM'l  Hr.  \vi-lclii>  in  ft  \'  nii<l  oy  t'a!li-n.  ]^-ilii*r  hrsti-lit  ilif  rr<iJi'C(ionf]ininMii' 
\««n  .4/«,  /•'•/.  /»'»  aiil"  ftl'  all!«  .Iprnxa  ■\-  /i t  *iit  a  uip!  I»l«i!.t  mnstant.  niMlnim 
•lUii   .1/*  I  ••%  o     }     A'i  "i'i  ff  .7yi„  •  ••«  «„     j     /•'»„  «r/i  a„  i.il. 

Wir   wolirn  <lii*  Art  nnil   Wi-isr  iintiTNiii  iii>n ,    i\ii*  iKt  Winki-I  «  micIi   mit  <lcr 

/•■it   iiiiili  rl.      Kn  ist  iitVcriliar   >/  ,      niiii   rr;:iltt  «lii-lt   an.i  di-n   lifiili. n  /nlut/t  ev- 

/•  In  iii  ti   !nti'|*rnli-n  ilrirrli    Klimiiiatitiii   \iiii  r  t'iir  7  iIit  AiiMlriirk  : 

„4*1.,,,.  i    I'       t  V       ^         '    '''"   '■"*"■•       •■'•*"     }-/'».,  «wia.,)* 

I   /if  /•  »in*  i< 

mit  iliilif  ili-*<<«rn  al-ii  /  ali  Fnncttitn  von  n  nnil  nni;;i-ki-lirt  er  aU  rniii'tinn  vnn  / 
•|jir!«tillliai   ir*t       IN  si-i   mum 

1.  7.,  M<n  Null  Vi  tii'hiiiliMi  nnil  |iiisili\  :  •laiin  \iir<l  «/u  -  tfit  |Htsitiv  nml 
mithin  «  \i«n  »„  an  wntlixi'ti  nml  7  mit  ili-m  /.i  it-ln-n  j  /.n  m  Innni  '-rin  Narli 
I  inip«  r  /■  ii  Mit«!  alu  r  tt  rini-n  Wntli  fr,  tritirin-n,  lür  wi-lrlii'U  «lii'  tir-in«!-  nnliT 
iltiii  Wnrzi-I/«  irlii-ii  in  7  viT-^rliwimli-t  ini'I  ila  7  nii  lit  imaginär  wiT'li'n  kann,  nn 
ki%nn  tt  nirlit  M<ittT  wai'lmrn .  loii-liTn  \\\t*\  t\i«-ilti  nlini'liini-n.  Vnn  i!ii*<irm  Mt» 
mt-ritf    i-l  »/n  71//  iii-^vifix    Mini   l'"li'lii-li  «lii-   \\  nf'^fl.TM'«  •••   mit   ili-m  /i-irln-n   .       1 

/ii  iM-iim«-n.     tf   K:iiin  altiT  nur   «>••   l:iii.'>-   a)iiii'linii-n,  aN  i--«  i*ini-n  iSM^it«  n   WitIIi  fr, 

nullt   •■ri'iilil.   (ür  i%rlrlii  11  ijn    \\'iir/.<-l}rr>>-<<ir   alM-riirili  \iriii-|iwiiiilrt.     Suli-iM  ili r 

I  rri-irlit  i^t,  nnisN  II  wii'ili-r  u  a>  li-i  n.  wi-il  y  niilil  im.i/inir  v«i>rili-ii  ilarl';  c»  wirli«t 
«lifltr  /ii  ir  all.  niiiini!  liiiTam'  wii-il<  r  al>  l'i*t  Uj  n.  1.  f  Pir  Wi-rtlii*  ir,  nn^l  a^ 
•I1-4  Maxinuim-^  nml  Miiiimnrii-«  \'*\\  u  «tin>I  al  ■••  \Viir/.i>ln  'li-r  (ili-irliun/,  Wi'li  he 
man  •  rli.ilt ,  in>li'm  niaii  «li«  (;i..««i<  nnti  r  ili-ni  \\'ui£il.*rii  ln-n  in  •!•  m  .\ii^*litirki' 
f'ir  7  i;l«-ii-li  Null  m  l/l  liii"«  jilit  ■  in--  rnlii^i-|i<  <ili  iiliun-.:  in  ifivir,  m-Irlii'  tt-ici| 
un*l  f  n«  U|  aU  r«  I  ll<  Wut. -•In  hoit/t.  Hilur  n.n«i  ani  li  iliic  diittr  Wurz«!  fi « II 
«i-in.      Nun   win!    t'iir    in«  ir     -   -{■    I    )■  ni-i    Antlrui  k  m  ,   i'iir  t  »%  tt      -   •  >'•  cc,  \«'r- 

rnliwilnK't  i'r  ninl  •;•  lit  ir.itliln  i'iir  'lii'-iii  W«  itli  im-«  I'ni>i1i\i-  iili<  r.  Für  im«  o  —  I 
wird  ir    ^'li-ii  lil'iilN  #    uul    da  i-r    htr    1  ««1  a      -   •"«u,   Vi-r«i-li\\  tnd«<t ,    %**    i?«dit    or 

nucli    tiir    Iflzlfn  n  Wi  rtli    in^  I*«t'«itiv«'    idit-r.      Ili    kann   ilnlti-r  tivr  ilrittr   Wiir^rl- 
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wcrth  für  cos  u  nicht  zwischen  —  1  und  -f"  ^  liefen,  weil  in  diesem  Falle  jeden- 
falls ein  Uübcrgaug  ins  Negative  stattfinden  müsste  und  der  Ausdruck  dann  aucL 
nochmals  wieder  ins  Positive  gehen  müsstc,  um  bei  cot  a  ^  —  1  ins  Negative 
übergehen  zu  können,  vier  Wurzeln  aber  nicht  möglich  sind.  Dem  dritten  Wurzel- 
wcrthe,  der  ausserhalb  der  Grenzen  —  1  und  -f-  1  liegt,  entspricht  kein  reeller 
Winkel  a,  obgleich  er  selbst  reell  ist.  —  Ein  Fall  erfordert  eine  Separatunter- 
suchung, die  wir  später  ausführen  werden,  nämlich  der,  dass 

.4  p^  cos  «0  +  Bj'q  sin  «o  =  ^Pn 
ist,  in  welchem  Falle 

i4po  {cos  «ü  —  cos  a)  -\-  Btq  sin  a„  =  Apg  (1  —  cos  a)  =  2  Ap^  sin*  \  a 
wird  und    mitliin    der  Nenner   //  sin*  a  s=  ^  If  gin*  ^  a  cos*  ^  a  unter   dem   dritten 
Gliede    im    Wurzel  ausdrucke    sich    thcil  weise    weghebt    und     der    Ausdruck    für 
cos  a  =  Hh  1   nicht  mehr  —  oo  wird. 

2.  Ks  sei  7u  =  ü.  In  diesem  Falle  hat  die  Grösse  unter  dem  Wurzelzeichen 
den  Factor  cos  ay  —  cos  a  und  ist  also  cos  cc  =  cos  ccq  eine  Wurzel  der  cnbischen 
Gleichung.     Der  Anfangswerth  des  anderen  Factors  ist 

2  ,yg  Hl  sin*  cfy  +  2  fi*r^  cos  a„  —  2  AJ^py^r^  sin  u^j 

und  wenn  dieser  positiv  ist,  so  muss  cos  «q  —  cos  u  von  Null  ins  Positive  über- 
gehen, also  (t  wachsen,  ist  er  negativ,  so  nimmt  a  ab.  Im  ersten  Falle  ist  a\, 
das  Minimum,  im  zweiten  das  Maximum  der  Werthe  von  «.  Ist  aber  der  Anfancrii- 
worth  dieses  zweiten  Factors  selbst  Null,  so  ist  q  fortwährend  Null  und  folgt  ans 
dem  Ausdrucke  für  diese  Grösse,  dass  cc  constant,  also  gl<>ich  »„  bleiben  muss. 
Dann  ist  aber  auch  vermöge  der  Gleichung 

li  (r/*  +  >■'  —  f/o*  —  »ü'}  =  '-  '^hf^  (^o.v  «„  —  cns  «) 
die  Componentc  r  constant  und  wenn   man  sie    in  zwei  weitere  Componcnten  zer- 
legt, eine  um  die  Vertikale,  die  andere  um  0X\  so  ist  erstere  insbesondere    , 

sin  a 

welche  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  sich  tlie  Vcrtikalebeno  7'OX'  um  OT 
dreht,  misst,  gleiclifalls  constant. 

Der  Fall,  dass  r/,,  nogntiv  ist,  erledigt  sich  in  illinl icher  Weise,  wie  der  unter 
1.  behandelte  Fall,  dass  y„  positiv  sei. 

;{.  Es  sei  Vu  =  ^1  'o  =^  0»  sodass  also  anfangs  blos  Rotation  um  die  Axo 
OS  btatttindet.     Man  hat  hierfür: 

'/  =  ±  y^y  {cos  «0  —  cüs  a)  [_2  Myl  —  ^^  J^^  ^  (cos  Uo  —  cos  a)j 

und  «  :=  cTy  ist  der  eine  Grenzwerth  für  a.  Für  «  =  of„  wird  der  zweite  Factor 
unter  der  Wurzel  2  J/<//  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  /  positiv  oder  negatir 
ist,   also   nimmt  a  von  «„   an   ab   oder  wuchst  an   zu   einem   Grenzwerthe  «,,  der 

sich  mit  Hülfe  der  Gleichung  *"j^     ^    ^^  ~  '*'>■**  "i)  '—  ^v#ä  «„  —  cos  «,  ergibt  iinJ 

^  Po 
derjenige   der   beiden  Werthe  ist,   welche  dieser  Gleichung  genügen,  wofür  ros Ui 

rocW  ist.     Zwischen  diesen  Werthen  »^  und  a^  oscillirt  a. 

Wir   wollen   den   besonders   wichtigen   Fall   näher  betrachten,    dass    /i,j  3i*br 

gross  sei.     Dann  ist  *  '  ,  -j-    sehr   klein  und  mithin  a,  sehr  nahe  gleich  «.»,  «1.  li. 

^  Po    , 
es  entfernt  sich  die  Axe  (tX  nur  sehr  wenig  von  der  Axe  des  anfänj^liehen  Pa.'ires 

der  Monientankräfte  in  der  Ebene  FOX',     Setzt  man  also   a  =  a^y  -\-  S ^  so  wiril 

sehr  nahe  cos  a^  —  cos  cc  =  S  sin  u^,  und  mithin 

^    ,    l/TJlijTösinit,,     "A'^p,,^ö^sin^c<,,^MiiUhitty,i/  /  ~Ä^~p}d     V 

''        --/'  /i  lisin'u        '     '-       Ap„       I  \  MylBsinaJ 


XIV    Cap.        KotAtinii  ciiics  «rhwi'n'ii  Sviti-iiii  um  fliirn  f«'.H(iii  I*iiiikt.  S,*»*» 

tili-   \\  iir/i-lirriiüti«-   ^'U'irli    Null   m-l/t.      lii   i«.l 

•J  .1/ .;  /  /; 
•  ';•., 

für  liii* /i'it  f,   wililii"  vi'rllioHt,   l'i^  i.    \«iir  u„  /.n  «■  ,    j    «^   ;.'i"/:iii ji  n   i<*T.   i  rli"ill   uihii: 

J  .1 

i%M  .7/1.  /•  /M 

•^         /  "         V  1/.////    WM    ..../ 


tun!  )iii  r.iTi' 


.  fr  f*  I  "V  I  1       -  I 

.1/...  V  )/,////  .rn.../ 


2  J/r;/  //  ä/h  it..      .  ,  ,  -7/1.,  J  .//  /;  VI«  ir,     .  -  ,  .7/1. 

*'-         .-(»,...»        ""^   /;  '•      "      "•  '        .■.••,,,.      ""*4  //  '• 

I'ii"    /fit    /',    Milin-inl    wrlfln-r   «lii*  A\i'  O  \'  riin-  iNcill'itiuii    vullt'iilirt ,    il.  h.  ilrr 

Winkel    u    Vdii    Ct.,    xii     ii„  -j'  ^i     Wiu\     iiimI     ilanu  utciii-r    :uit'   a„    zuriick;;«lit .     rr- 

hält   lu'in    .'lU    iliiH    |)iip|ii-lti-    iliT    /ii-it,     ui'lr.lit'    A  -   A^    i-iittprirlit ;    -«u*    i^t   ilnlier 

Iiif   \Vinki'I<;r!*i-]iwiniIi^ki  it    cu,    mit    wi-ii'licr  üic-li    ilii-    KIh'ih'    l'fiX'  um    flii* 


Vrrtik.tle  O/*  nnnln-lit.    i-<t    ut     -  Aus  ilrr  nln-n   a(it'^fnt«'1l1i'ii  (lifirliiiii); 

tiilt^t   :ilii-r  im   v«irlii-;rt.||ii,-|i   J-':ill<- 

A'i"  snt  u  ■'/',»   "*»  «',1         '■"«  «■   "•-    -7/*..i)  *jfi  II'  , 

Miitliin    ci»     -  ■  S        iTu«»!'    (iriio-f    iTrt-irlil    .•il-'ii    mit    A    üir    Maximum    iinil 

Miniimiiii   iiHil  ihi  i)   ili-n   l-'.-n-liir  /  liitt,  hu  i«t   «lii*  piKitiv   ii>lrr  iii'^ntiv,  j*'  iiAi'hilrm 
i1i-r  Ma*-i  iiiiiittcl|itinkt    liiiln-r   «mIit    tii-h-r    aN   rliT    t'i'st«-    runkl    li«';!t.     lii-r  Mittel- 

x«t-rtli  \i*n  fü  i*it 

J, 

W,  ..  A         I  "  ''°  I 

/#  VI«  I. ,    n,     f  .1  ■«„ 

II 

I^rr    Wink' I   %f ,   ^^*'\^'\^*l\  ilir   Vrrtikali-lii-iii*   in  «Ii-r   'Avil   t  lii">(-1ir«-ilit ,   uiiil 

if      .    liüJt  .       '  I  Afti  It  *i.|      /  '  f) 

I  li  Min  ....    f  .7/1.,  V  .1/..  A      / 


l'iir  «lii-  /.i-il   /  I  im  r  iKi  iHatinu  A*'t  \\t'  O  .\'  uinl  ilrr  Winki-I  <t  /n   U,        -.1     .,     , 
fiir    /i-it  r  <  ini-H    )<>t|i-ii   rmhuih  ■•  i\*t    \\i'   '' V     um   <li*-   \'i-r(tk.il'-   fi-lirt    unti-t    /m 

jriin<]i  li*;«iiii;;    <[•  -•  .Mitti*Iwi-rllii-H  Vun  iii,   mit    llulti*  i|i-H«i-ii   l*         f  *a^itl     ■   iii|/   u  ir-l, 

Af>, 
All«  lit  r  (ili'iiljiii^  -J  .T         ui,r.  nüinlii  li   r      '  "^  "    t;    i  ' 

I.    Wir   li.-il'i  M  ••iii-n  'li-n    l'.ilt,  lia*-«    .f /•.!  •  "<  i« .    f     //r,  «cik.  .f/j.    «i'i.    \iiii 

ilrr  n<-tr.ii|.liiii;;  Vuri  müfi    Hii«^i--<t  )il«i««i  n    nnil    tulli-n  tÜ«  -••     l.ürk«-    p-lxt   nnt'l.lr.iij' 
lii  li  .i'i«       In  •lif^rm   l'allf    nirnmt  7  «lii*   K'irm  hu: 

1  l'ff  - 

tf    -  .     /   -j  1/-//  I-..« «..      .-.»«.     *   //  V..'  *  '..'    •  *  ;.    ''/'!•'■ 

>ih«il,    1t|f>,.r   it.    ilrm.   u.   •!.    Kt  ill'.  all» 


^m       Rotat.  um  c.  f.  Punkt,  wenn  r1.  Kegel  (Q  u.  (P)  Kreiskogel  sind.       XIV.  Cap. 

Es  Rci  nnii  zunächst  g^,  nicht  Null,  sondern  positiv,  so  wächst  tt,  erreicht  aber  ein 
Maxiinnui  a, ,  welches  kloiucr  als  n  ist,  da  für  a  =>  n  die  Grösse  y'  =  —  x 
wird.  Hierauf  nimmt  also  a  wieder  ab,  geht  durch  a^  hindurch  und  da  für  a  =  0 
die  Grösse  unter  dem  Wurzelzeichen,  welche  früher  in  diesem  Falle  ebenfalls 
—  OD  wurde,  jetzt  noch  positiv  sein  kann,  so  kann  a  selbst  negativ  werden  und 
also  die  Axe  OX'  durch  die  Vertikale  hindurchschwingen.  Für  a  =*  —  n  wird 
aber  diese  Grösse  —  oc ,  mithin  erreicht  a  nach  jener  Seite  bin  fi^leichfalls  eiue 
Grenze  Uf.  —  Aehnliches  findet  statt,  wenn  q^  negativ  ist. 

Für  t/Q  =s  0  entnehmen  wir  aus  der  Gleichung 

j4p^  cos  a  -{-  ßr  sin  cc  =  Apo  cos  «,)  +  Br^,  sin  «„ 

Av 
den  Werth  für  r,  welcher  im  vorliegenden  Falle  r  =  -^  //y  \  u  wird  und  erhalten 

hiermit  ry  =»     .--  //;  \  «„  «nd  folglich ,  indem  wir  noch 

cos  Uq  —  cos  a  =  2  sin  ^  {cc  -]-  Uq)  sin  J  (a  —  a^,) 
Hetzen: 

7  =  ^     y^  ^^tgl  sin  i  (a  +  a«)  sin  ^  (a  -  a,)  -  ^-^p*  (/^«  \  a  -  tg^  \  «,) 


VJi 


-  h  /( 


//  cos^  \  a  cos*  Icctfj        ^  *  ^  " 


Die  Grösse  unter  dem  Wurzelzeichen  verschwindet   für  a  =  «u,   a  =  —  «o  und 

A*p  • 
CO*' 4«  =s  •    ,_    ,  -^    •  -  ,  ,-     .     Ist  der  letztere   Ausdruck  •<  1,   so    ßfeht  «  von  «, 
'  4  Afgl  li  cos*  ^  a«  ^     »  & 

bis  zu  dem  kleinsten  Werthe  «i,  welcher  dieser  Gleichung  genügt;   ist  er  grösser 

als  1,  80  geht  a  von  a„  bis  «i  =  —  a,,. 

5.  Die  unter  Nr.  3.  gewonnenen  Kesultatc  liefern  die  Erkll-iriiog  der  Phäuo- 
niene  des  Bohnenherg  er 'sehen  Maschinchens  und  der  Fou  c  au  1  tischen  gyro- 
Kcopiychen  Apparate.  Die  Axe  des  Uotationskör])ers  beschreibt  bei  denselben  dem 
Schein  nach  einen  geraden  Kreiäkegel  von  constantcr  Form  um  die  Vertikale  de? 
festen  Punktes  mit  einer  Geschwindigkeit,  welche  abnimmt  mit  wachsendem  p.,. 
In  Wirklichkeit  ist  der  Ke<<:el  wellenförmig  gerippt,  nur  bemerkt  man  nicht  die  klei 
neu  Schwankungen  der  Axe  OX'  in  der  Vertikalebcne,  da  die  Periode  derselben  selir 
kurz  ist.  Der  Werth  von  Sl  ist  unabhängig  von  a^,  man  kann  daher  die  Aufau^- 
la^e  der  Axe  ändern,  ohne  dass  dies  Einfluss  auf  die  Bewegungsart  der  Ver- 
tikal ebene  ausübt. 

Ausführlich  behandelt  die  vorliegende  Aufgabe  Lottner  [Keduction  der  1k- 
wegung  eines  schweren,  um  einen  festen  Punkt  rotirenden  Kevolutionskörpers  am" 
die  elliptischen  Transcendenten,  Crelle's  Journ.  Bd.  50,  S.  111  (lS55)j.  Die  hier 
gegebene  elementare  Analyse  rührt  von  Kesal  her  {TraUi-  de  cincniafit/ur  pun; 
p.  341),  woselbst  noch  zwei  schwierigere  Probleme  dieser  Art,  von  denen  das  ciur 
aber  ein  veränderliehes  System  botriflft,  erörtert  sind). 

§.  10.  Ein  unveränderliches  System  rotirt  um  einen  festen  Puckt 
0,  für  welchen  das  Trägheitsellipsoid  desselben  ein  Rotationsellip- 
soid um  eine  Axe  O-^"/  ist,  man  soll  das  continuirlich  wir kcudo  Krlit'ti- 
paar  O  bestimmen,  welches  in  Verbindung  mit  einem  Jin  fängliclicii 
Paare  6'  di-r  Momentankräfte  bewirkt,  dass  die  Be  wegun  g  des  Syst  en- 
de m  Rollen  eines  geraden  Kreiskegels  der  Momentana  xeu  im  SyatOw' 
mit  0 A  als  Axe  auf  ei n e n  anderen  geraden  K r e i s k e g o  1  mit  einer  1 1 • 
gebe  neu  Axe  0/'  von  fester  Richtung  äquivalent  werde. 


XIV.  Cap.       Rotiit.  Ulli  %.'.  f.  l*iiiikt,  wiiiii  il.  Kvjjil    '")  n.    /'i  KriMik««{ri'l  Bin«!.       s;;,') 

I.  Wfiiii  Mus  i-Iii  r.i.'ir  Muiiifritnitkräfli'  //  Vi*rli.-iii<Ii'ii  i>-t.  ili-"-«!'!!  AAi-iiiiiniiiiMit 
li:u-li  i.  H.  uin!  f:.  Tl.,  Nr.  1.  cniist.-Uit  ii.u  )i  (iiu«-.*  uml  Kit  }itiiii^  Idrilit  ninl  lii.iii  I-u't 
Hi-iikm-lit  7.11  Ni'iiii-r  Axf  fßfi  riiü-  THrijji-ittriit-lii'iii*  an  iIhn  rr:i;rli<  iN«-Ili|i«tiiiil ,  üh 
iTiritit  >ic'h  «li-r  Tul  ./  il<-r  .Munii-ntaiiavi*  :il-«  «i'-r  lMriiliriiii;;s|iiiiiKt  iiii<l  •l.-i  liii'  N*>r 
rii.'tli'  «li's  liu1fitMiii*ii-llipsiiiil«i  hl  ./  itic  .\\<'  O  .-1  ^chiii-i«li*t .  :*>%  t'ilii'H  ''■/,  f/fi.  O.l 
}%  ilrr/iil  in  rim-  l'.ln-iu'.  Ila  «In-  'ri:i;;lii-it.-iiiiinii'ii1i-  u!l«r  Ax'-n  *\*r  /.«i  O  I  -'-iik- 
rrrhtt-ii  Ari|ii:iti»ri'lii>iii'  ;rli-i«-li  -iii«l,  sn  i«,|  ili-r  Kii;»-i  'l'-r  MMin<-iitaii:i\'-ii  ^i  f  im 
Syätt'iii  (in  «rrrailiT  Kn-i^k«*;:«!  um  ff.-l  aln  A\i-  iiii«l  rlx-n«'»  lii<«i:liri'il>t  t/ti  im 
>Vf«ti'iii  i-in«  n  /%%iilrn  j»iT:i«Ifn  Kri-i-kr|»rl  iini  «lii-»!-!!»««  A\i-.  \*:i  U.l  rti|]*>iunti- 
Län^f  l>i-liii](,    M>    i>t    «li-r  Ort  <Ii  r  Murni-iitanaxi-n    im    al<»itlii(i-n   iSannir  L'li'iclit'alN 

•  in  frira«Ur  Krii^kr^TiI  um  '^'f  al«  A\i".  Pas  S\j.ii-ni  iln-lil  .^i*'!i  um  A'w  Mnmirnlan- 
:iii*  mit  ciinNtnnlt-r  \Vink(I^'i<srlininili;:k<'it  um  iin«!  ili'i  Ki^d  JO.t  ri>11t  trlrit-li 
fiirniii:  aut'  «Irm  Kr^ol  JOlS ^  <uiIaMS  Ik-IiIi*  nirli  l-iii^^  ili-r  Mniiii'iitanaxv  tifruliri  u. 
Wirkt  nun  nln-r  i>in  Kr.'it'li'paar  d*  '  «-•intinuirllcli ,  »«••  äiitlrrt  i-ü  ji-ilrn  Aii;.'rnlilu'k 
•ia«  l'aar  <li-r  Mumi-ntankriitt«*  ah,  in<(rni  y.u  ilii-!kriii  ilan  nnt.'niilifli  kl«*ini'  l*a.ir  *t  •// 
liiii£Utrilt.  l)ahi'r  ltc.-«i'tiri'ilit  «iit*  Mxiin'ntiinax«-  O./  wt>i1rr  im  Smii-iri,  nm-li  im  iili- 
«••lull  II  iCaumi*  iIi-ii.Hi'llii'ii  K\'^«'l.  Wultl  »ln-r  kann  «iaH  l'aar  'r'  '  sn  lic^tiiiinil 
Mfrili-n,  ila.HH  lii-r  Kfi^«*!  «It-r  Axon  O.l  im  Sv-.irni  •  in  '.'«'raili-r  Ki';:>'l  um  O.f  lilfilu' 
un«!  lii'r  Kt'^i'l  ili-r.Hi'lInMi  A\i-n  im  Itauni'-  ;rIi'it-lit'alN  i'in  i;iTJi<lrr  Ki*;;«*!  .//if 
»i-r-li-  lim  Clin'  U-nXv  ppi'lii'iu*  Axi-  Ul'.  ]>»  O.l,  ft'i ,  O./,  von  i\'li'hfn  I.iiii<*ii 
jf t/t  fni  flii'iifalli  Hi-inc  Ln^c  im  ali<*iiiutiii  Uauiin-  äinli-rt,  \'«-rm<>;:i-  lirr  lii'Ni-lmth'ii- 
h«il  «I»'-  Klli|iNiii«lrt  uii>i  'i-'l.  '^/,  'il'  vcriiiii^i*  «ifr  ruruliriiii^'  ili-r  hi-itli-n  Kv^fl 
in  t'iui  r  Kl«  in;  Iii'^imi,  si>  lallen  •«ämmtlicln*  vii-r  (irruir  ''.f.  ^^'r,  07,  Uf  in 
ritir  illiciif,  Mc'li'lir  um  Hl'  al  •  t'<  st«*  Axf  mlirt.  l>it'  Axi*  flA  ili"»  ilili|i-i»iil<i  lu*- 
•chri-ilit  flauii  um   O/'  ^Irii-ht'al]«  rint-n  ^oraili-n   Kc^rl. 

I'ni  nun  <lan  Paar  ti*  '  dor  Kfiliniruiit:  «It-r  Aul'iraln-  i;i  iiiii-«*i  /.u  b«"*tiiiim<  n, 
|i>  iMit/i'ii  wir  ili<*  lüjrriiMi'liari  i|i*r  Fiirur,  «laiM  '//'.  f^fi,  OA  toitwalirm«!  in  •  in»'i 
K^i  IM-  M(*i1ii-ii.  mmI.-i.x-«,  \V(  IUI  '''/.  O.r  ilir  L:i;:<-ii  Villi  Oti,  OA  iiai'Ii  X'i'iliu«'»  <lt"* 
/i'iti'Ii-mi  ntrH  r//  Miii<i,  iln-  l'i  rjimiili'iir  itiim-  ffl'.l.t  uikI  ftl'fiti  nu  i|i>r  K.iiili* 
'il'  «1«  ii'^rlliin  uni-inilifli  klfimn  \Viiik(  1  lnNit/.rii  um!  al'«-*  ilii  <iiT.i>liii  Ol  iiinl 
fffi  ^'li-irhf  \^'iiik«'l^i'<(i-Iiwiiiili;:Ucit  um  Ol'  lialn-n  uiii-«.ii  n.  /i-rlt'^i  man  nun 
•Sir  \Vinki-iv'>'»«'t>wiiiiIi^ki*it  Jl  iiiii  iln*  .Mi*nn-iit:iiiax<  Of  in  /.v«i'i  ('iiii»|Miiii  nt>  n  /!^ 
iinil  Sl^  lim  Ol'  uini  O./,  HU  i-rliält  man  nai'li  >!•  m  raralli-!i»;:r:iiiiiii  <!•  r  Winkel 
i,«!-"!  Im  iiniiirki-ili-ii,   w«iiii  il   iiir<i  a  «lir   Nfi;;iin:;»*n  vnii  O.l  ^.-jvn   Ol  iiii<l   '#  /    ^in»! : 

'  Airi   tt  •'  %l'i  U 

I»ii-    li'lzti-ri'    i-rtlit'ilt    O.l    Ui  im-   \Viiiki'l;»i".i-|,wini|i^ki"it ,    ilii-si-    li.i.ili-    ilri-lil    -»h  li 
vifliiK'lii    mit    .'!,    alli-iii    um  Ol'.      Tin    liii-   Wiiiki-I^i  nrlit«  mili^kfit   %i<ii    Oti   £u   1., 
iitimm«  n,  linli-iikin  ^^ir,  «la-K  «la^   \\<-iiiiiiiMHiit   'i.   uilrln-  wir  aut  Oti  .iiiti;«  lia^'i  n 
<!<iik<Ji,    wiiliT    •»••iu''    liriitHi-,    iiucli    M'ini"    Ni-i;:tin^r    u»"U''n   ili«-    Axi-   O  .§   »uli-i    Ol 
.tiii!i  rn    «larl.    wi-ini    liii-   Wink«  l/rti  Iiwiii<ii;:ki-it .    mit   ««ilclnr    •!•  i    Ki  ,:i  I   JO   I   .iiii 
J*tl     fnUt    iin>l    ilii-    Winkt]     lO.I    iiii>l    fOr  «iin-«!:!!!!    I-1<  i>  •  ii     -ill-  n       Il.iln  r    iiiM<kH 

•  l.t-  um  imIÜ«  !i  kli-iin>  < 'iiiii|Hini-iiti'  'f  '  i/.'  vniii  A\<  iHii<>iiM-nt ,  i«i'.ili<-  üiifi  nl«  >in- 
ui.*  II  ilii  II  kli  iiii"  l<inii  'i'»'  am  r.iilji'inl.t.  ili^  Axtiiiininnnti  .  '»  mit  iln  -«i  in  /u 
i|>  III  tri'iinlfrti  n  Axi-niiKiiin  nti*  fi  viilmi-lit .  •••nkiirlrt  .iir  l.I"  in  l'n.l  -»i  in  uiil 
fi<l^'Iii-li  //''  \"ii  O  iiu«  aiir:;itiai:«  n  in  «lii-  S«-Ii!iili|iiin-  «li  i  l  iii»:.  nl«  m  li-in  '!•  r 
Im  fii  n  KrjTt  I  l.iiij:«»  O/  mit  lim  r  aut  Ol  .i  nkri-i  hti  ii  l.l-iin  .  >>•]*  t  wa*  «Ii«  i  lIi» 
iül,  in  *!ii-  Kiiiitt-iiliiii«-  «l»  ■»  Ai  i|U  itur-«  *]*•*  rr.i^'lnil-i  lli|'*".'l»  nut  In-M-r  M-- in- 
fitlli-ii       I  >i\  iilinii   t\ir   'lali' i    'r'i  'r'  'ill  >inrt'1i  ili  n   Aii-«(:iiiil 

ti  ti'i     0  O  t   t  'i  «i't  .  II  >.    . 

»•«    tiOA      -    M    ii*t    un<i    •//.    Hii    •  rlialt»  II    \\\\    «lii     ::. -«tiilit«-   Winkt  !,:•«•)»««  m  h.k' il. 


-  ••  • 
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83ß      Rotat.  um  e.  f.  Punkt,  wenn  il.  Kegel  (C)  n.  (F)  Rreiskegel  sind.       XIV.  Cap. 
niiiiiHdi    ^.    .  ..     Dnlicr  besteht  der  Hedingung  der  Aufgabe   gemäss  die 

ff  SlTt  («   —   «) 

Gleichung: 

sin  a         fi  siH  {a  —  u)  ' 

fr     '   =    hSl      .-        Sl»  (OC   —   U), 

Sin  a 


woraus 


Da  in   diesem  Ausdrucke  blos  das  Produkt  fr  Sl  vorkommt,  und  Sl  mit  </  gleich- 
zeitig den  Sinn  wechselt,  so  wechselt  G^^-  nicht  den  Sinn  mit  Sl. 

Für  i  =  0  ist  G^^^  =  0.  In  diesem  Falle  fallt  OJ  in  OA  und  da  0.-4  eine 
Hauptaxe  ist,  so  genügt  das  Paar  G  der  Momentankräfte,  um  das  System  fort- 
während um  OA  rotiren  zu  lassen.  Der  Kegel  JOA  redueirt  sich  auf  die  Ger.iüe 
OA,  welche  auf  dem  Kegel  AOT  nicht  fortrücken  kann. 

Für  «  ==  M  ist  ebenfall»  G^^^  =  0.  Hier  fällt  G  in  OT  und  JOA  rollt  von 
selbst  auf  JOG  ohne  ein  Paar  G^^K 

Für  a  —  l  fällt  OJ  in  OF  und  wird  (/^^^  =  G Sl  sin  [l  —  v);  es  fällt  OJ 
in  Of  und  wird  G^^'  gleich  dem  Paare  der  Centripctalkräfte  um  OJ,  der  Keg*?l 
JOA  rollt  fortwährend  auf  dem  festen  Kegel  /OF,  der  sich  auf  eine  Linie  zu- 
sammenzieht, ohne  dass  OJ  sich  bewegt. 

Für  a  —  Z  =  ^  «  wird  JOT  eine  Ebene;  für  k=  ^n  lindet  dies  mit  JOA 
statt;  für  a  =  \n  werden  die  Kegel  supplementär. 

Diu  beiden  Kegel  ki'mncn  sich  während  der  Hewegung  so  berühren,  dass  sie 
auf  entgegengesetzte  Seiten  der  gemeinschaftlichen  Tangentenebene  fallen  und 
in  diesem  Falle  stimmt  der  Sinn  des  Rollens  mit  dem  Sinne  der  Rotation  des 
Systems  um  OF  überein  und  die  Knotenlinie  hat,  wie  man  sagt,  eine  directe  Pro- 
cessi on;  oder  sie  fallen  auf  dieselbe  Seite  jener  Kbene.  Ist  in  diesem  k'tztercu 
Falle  cler  bewegliche  Kegel  stärker  gekrümmt  als  der  feste,  so  wird  die  Präccs- 
siou  retrograd,  ist  er  Hacher,  sodass  er  den  festen  Kegel  umgibt,  so  ^\ir(l  >Ie 
direct. 

Da«  continuirlichc  Paar  </*''  drückt  eutwctlcr  die  Kegel  aneinander  o<Icr 
sucht  sie  zu  trennen,  wenn  man  sich  dieselben  als  wirkliche  Hestandtheile  de- 
Systems  und  des  absoluten  Uaumes  denkt.  Dies  hängt  von  der  Lage  der  Axv 
OG  gegen  OF  und  OJ  ab.  Denn  ohne  Hinzutritt  von  0^^^  würde  der  bewegliclu' 
Kegel  auf  einem  festen  Kegel  mit  OG  als  Axe  (wenn  er  auch  kein  Krciskcgcl  ist} 
rollen,  wendet  daher  dieser  seine  Concavität  von  dem  Kegel  JOF  ab,  so  hcdarf 
es  eines  Paares  G^^\  welches  den  Kegel  JfßA  an  JOV  andrückt»  damit  JOA 
auf  JOV  rolle,  im  anderen  Falle  ist  ein  I'aar  erforderlich,  welches  das  Kindriu- 
^Qii  des  Kegels  J()A  in  ./<?  F  hindert.  Der  erste  Fall  tritt  i*in,  wenn  OG  in  uen 
Ne})enwinkel  von  AOl'  fällt,  der  letztere,  wenn  OG  in  AOl'  selbst  füllt.  V>'w 
vorliegende  rntersuchung  überhaupt  verdankt  man  Poinsot  [T/itinjur  ffes  r')n:< 
n'milaires  roulants.  Liouville,  Journ.  de  matlu'm.  T.  XVIII  ;1S53':,  p.  41  i.  Kr 
behauptet  aber,  dass  ^'^^'  die  Kegel  stets  von  einander  zu  trennen  strebe.  DU> 
wurde  von  Iiour  {Communiration  a  la  soci^tc  p/iUomaiiguc  de  Paris  sur  Ics  cüms  rtih- 
tanls.  L'Institut,  1805,  p.  U)t)  berichtigt,  indem  er  zwei  Fälle  aufführt,  in  wel- 
chen ein  Ani'inanderdrüeken  der  Kegel  stattlindet,  nämlich  1.  wenn  J'OM  spitz 
ist  und  OJ  in  den  Winkel  f'OA  fällt,  also  die  Kegel  sieh  von  aussen  boriiiir.r!. 
der  Kegel  l'OJ  aber  sehr  eng  ist.  Ist  das  Trägheitsellipsoiil  aUdann  ein  ver- 
längertes, so  kann  OG  ausserhalb  yOA  fallen,  dann  ist  «  —  ;/  uud  damit  (r  ' 
negativ  und  drückt  tlie  Kegel  aneinander;  2.  wenn  FOA  stumpf  und  der  Kfi,^l 
f^OJ  gleichfalls  sehr  eng  ist.  Dann  bihlet  OJ  einen  stumpfen  Winkel  mit  fiA, 
der  bewegliche   Kegel    umhüllt   den   festen;    bei   einem    abgeplattetou   Trä-'beii^- 


XIV.  r.'iji.        Kiitat.  Hill  u.  r.  l'itiikl,  wfiiii  ■!.  Ku^i-I    f,  n.    r,  Kii  iNki*;:i-l  Hinil.        S.'i7 


ciliiitiMil  kann  «laiiii  Uti  iiiit  U.l  ^itii  iii'.'iilri  nui  •■iit^'(';rpnLri  "»«'l/-t'  S*-iti-ii  \**\\  Of 
l'.-tUi'ii  iiiiil  /f'  '    negativ  snii. 

•J.     I>rii    AiiMilnit'k    für    i|:is    ;:f>.iii|itr    Paar    '/''     kann     in.in    in  vi  i«iliii  ilxiii* 

l'-irini-ii    l*rin;;cn.      Iia    ila**    l'r.-ijlii  it.H>ili|i<'Miil    i-m    Kutatiuii-i  )li|isi.iit  um    i]ii-    Xw 

ff  .4   i>»l   iiii'l   inil   ilH'>i.'r  ili.-   M<iMii-ntiiia\i-  '<  /  ili-p  Winkel  l  Mlilt-t.  hu  i -i   ■!  i^   l'i.i:; 
iM-itHiiiiitiMMit    1/k-  um   '/ /   .■■:^t|iin  «liiu-li   ilii-  <ili-ii-iiiiii;j 

«%i'hn  .-f  niiil  /i  ilii-  Im  I  li-ii  MaujilTr.iu'lx-il'^iniiiiii  n'i-  -iii-i.  iritnlii-li  '\:i-  tur  •lif  .\\f 
ft  .t  ini'i  'las  .illi*n  .\\rn  ilci  /m  '/./  -fitkn-rliti  n  Ai-juatnii'-fUi-  j«  nu'in-'am«'  rr.ijr- 
1i<  il»iii<ihii>iit.     l'iTncr   lir.»Ii-)it   /.\\i!»('lii'n  a  inn]  lii-ni  Winki-l   *i  O   t      ■  u  ilii-  <  t|i|i  liiiii;» 

tij  u  /.' 

lUiiii    •lii-    ('•ini|><ii:i-iiti-ii    tli--«    r.o.  ir<-^   h  •1(1    M>iiiit  nt.-iiikr.i't'-    lin^"«  '^.f    »n«!    '•i-iik 
rfrhl  «l«/.n   sih'l   «•iifr-ii-it««   '/«■■<*  u  n\v\   h'^ittu,  .xuA^T'  T^-'xl-t   i*«!   alu-r   aiiirli 

'f  i'j»'  .■/     -    .111  r-'t  A,  '/  si«  •!  /« /!  Ai'i  Ä  . 

weil  Mio  <'(iin]i<<i.i'nti-n  ilirM-*«  IViim-"  nai-li  iIi'M  llaii]i'-i\i  ii  iIIi*  l'i>i<liikt«-  ans  i]i>ii 
Tr.i^'lii'itxiiMiini'n'i'n  iini  <lirsi-  IIaii]iI.i\i-M  uiiil  ■{•-ti  l '•<tii|i<>iii  iiti  n  iKt  ^^ink•■l 
;^i*«i-|i\%iiii!ii;kfit  urii  ^i'  >in*l.  iMiiiüit  man  ln-iilr  <  ili-ii-liiin;:<  n  im  iiian<li-r ,  »•• 
fiiljt  <Ii<-  ^'•11  irint-  it'i-l.-itiiiM.  Ilniilii-Ii  Iwuij'  n  iJii:  Wink«-!  u  nn-l  k  mit  lii-r  Nci- 
i:uii]:  :  'liT  A\i-n  '/ '  nnil  '/'*  'lnrcli  •'•«•■  liliii-imnu'  ^  -  n  ?  i  /.n^niiinii'ii .  ji» 
i.-4.|i.l.in  fni  y.\\i!*rh.  II  '//  uii-l  //./  ..ii  r  /.wistl».  n  O/  nn  I  Ol'  i  illt.  Nl  .-1  >  //. 
»•I  i«t  ilas  'rr.i^lii>it<'i-ili|i^iiiil    .ili-ri-pjat;«.-!    nii>l   :.vi-^l  'Ii«-   lM-trai-lit:iii;;  iIit  Mi-ri<liaii 

•  llij»-i  »  »Li-!«  '>^'  /iviM'ln'n  '*  '  Mifl  '/.l  i.illt,  al-ii  i  =  '  -t  "  »"*:  l'ir  .(  • '^  // 
liiiilft  liit'  (fliMi-liMiiir  ^  -  '-  i  ^tatt.  -Mi'.  Miilf«'  >l<  r  •in  ii  i  iituitkclt*  n  Kola- 
ti<inrii,   Ii. Ulli  ich 

l/n-  .7  ••<*'  /.     }     //  \i'i  }.' ,        t-;  k  :  t'i  <i  .1  •  Ii .       k  F.    -t     I. 

.%'i/ii    man    nm  h   'i  '••<.  r  l/x-'/2    t'iiji-n    kann    f<'a|i.   \11,  <>.  .'l.   ,    kaiiu    man    hii<« 

■  I.  *,   *'■'  ^ 

•  !*  n   ^\'iI:k•  1   il   i-liiüiniri  n    'iii-l  «-rli  ilt 

'f  Airi  I  rt  /.  ■  . 

I^S    lj.ftii;rt    iI«-MniHi'h    fi'       nn-lit    \<'n    .-(  ,    si>iii|frii    nur    von    ifi  tu    Ai  •{iialiu  ti.ii^lK'it*« 
iiii-iniMilr    /*'  af'.      W'rlriif   >\«>t-iiii-    Miaii    'laluT    .i'ti-)i    i'itiri-u   liisf  II    mi^,    «^riin   su« 
•!««-t  |li>    //    licüit/i-n .    H.i    Ml  i).'    W,'    rr.irr->*>iiiii    ilf  ■••||.i-,    •!■  i    \\  ink' I  i  .il-<  i    iin«l 
I     —    Ä.   .'•M\%ii-  ilic  liaioii   al'l   tii;;!^**-  {»•"«tl   i!l<  iilu  it  •!•  <  i<>lli  i.ili-n  Kt-^ji  I.h  äiiii'it   »uh. 
lüiminirt  m:ui  an-  «ii  r  x-^^*  n  .••  «"iiti' n«-ii   l-*HrMi  -i .   ."»n  k'tiiim!: 

/    -       /t  tfi  l  ,  .»/.;  I. 

I  *!•  r    ivciiii    inaii    •li<-    )>iIIh-    'i<Miiiinj   m    •!•  «    t'«'*«!'-!!    K>.*<U,    n.iiiilu  li    ni  t       -    l 

I  ifif'iiiirl ,    iii'l«  in    iipui    I  M   -f     i.    Hl  t/f 

I  /»'  /'/  «  «■"/'/    CO     f     i" 

.iili-r   •  ii'llii'li .  iii'!'  ::i   man 

M'i«  '!•  n  (t!i-ii|iiiii_'>  ii 

'l     IUI    »1  .1*1    II»    i  llllll  'l    »/'l     .  /•'.'!    »I»!    l 


h 


ii 


'.'/..  X 
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838      Rotat.  um-  o.  f.  Punkt,  wenn  d.  Kogel  (C)  u.  {F)  KrcUkegel  sind.       XIV.  Cap. 

f/^^  =  a»  «in  k  cosX\A  —  ntgX  eotg  (co  +  X)] . 

3.  Mau  kann  zu  dem  Ausdrucke  für  das  Paar  G^^  auch  auf  folf^endcm  Wege 
gclanircn.  Ks  suion  wieder  l  und  o  die  halben  Oe£fnunfren  der  Kegel  JOA  und 
./OF  und  Sl  die  Winkclf^eschwindifi^keit  um  die  Momentanaxc  OJ.  lieschreiht 
man  nun  um  ff  mit  dem  Radius  1  eine  Kugel,  so  erhält  man  auf  dieser  durch  die 
licideu  Kegel  zwei  Kreise  s  und  o,  von  denen  der  ersterc  auf  dem  letzteren  rollt. 
Der  Schnittpunkt  ./  der  Momontanaxe  mit  der  Kugel  rückt  im  System  auf  f  und 
im  absoluton  Uaurao  auf  a  fort,  indem  9  auf  a  hinrollt.  In  dem  Zoiteleniente  dt 
dreht  sich  nun  der  Ke^el  JOA  um  die  Summe  der  Contingenzwinkel  tfe  4~  '^f 
beider  KegelÜilchen  um,  wenn  diese  auf  verschiedenen  Seiten  der  gomeinschaft- 
lichen  Tangentencliene  liegen  (um  die  Differenz,  wenn  &ie  auf  entgegengesetzte 
Seiten  fallen,  welcher  Fall  aber  in  dem  der  Summe  inbegriffen  gedacht  werden 
kann,  wenn  die  Vorzeichen  der  Contingeuzwinkel  gehörig  gewahrt  werden),  uud 
da  dieser  Winkel  auch  Sldt  ist,  so  besteht  die  Gleichuug  Sldt  =  de  -\-  fit.  Sind 
aber  nun  dn  und  da  die  l)eiden  sich  deckenden  Bogenclemente  von  .v  uml  o.  über 
welche  der  Pol  •/  während  dl   binrückt  und   sind   r.  q   die   Krümmungshalbmessor 

der  Normalschnitte  der  Kegel  senkrecht  zu  Od,  so  werden  de  =   -    ,    ds  =    - 

r  ff 

und  da  ds  =  da  ist,   erhält  man  Sl  dt  ==  dal   -  +     -).     Hierzu  kommt  r  =^  tyl, 

Q  =  (ff  (O  uud  hiermit  wird: 

da         ^     ty  X  l(f  Ol 

dt  ty  X  +  ig  (o 

Andererseits  aber  crthoilt  das  Paar  (i^^^  dem  System  um  die  Knotenlinie  /«,  in 
welche  es  fällt,  da  diese  eine  Hauptaxe  ist,  eine  unendlich  kleine  Winkel- 
geschwindi{;:keit  Ttdty  welche  sich  mit  Sl  zu  <ler  Winkelgeschwindigkeit  Sl'  d« 
folgenden  Momentes  nach  dem  Parallelogranmi  der  Winkelgeschwindigkeiten  zu- 
sammensetzt ,  sodass  Sl'  dessen  Diagonale  wird.     Daher  ist 

ndt  :  Sl  -=  sin  9-0 Sl  :  sin  PJOL  =  da  :  1, 

sodass    .      -—    ,^    und  folglieh: 

dt  Sl  ^  ,    ,   , 

tyX  tff(o 
TT  =   ß*  , 

ty  X  +  ty  fü 

wird.  Dies  ist  der  Ausdruck  für  die  Wiukellieschleunigung  tt,  welclie  um  die 
Knoteuliuie  hinzutreten  muss  zur  Winkelgeschwindigkeit  Sl  um  die  Momentau- 
axe,  damit  der  Kegel  10  A  auf  dem  Ke^^el  JO  T  mii  der  Winkelgeschwindicrktit 
a  rolle. 

Nun  besteht  aber  das  Paar,  welches  die  Bewegung  der  Kegel  aufeinander 
erhält,  aus  zwei  Cumponenteu,  dem  Paare  der  ('entripi'talkrjifto  und  ilem  Paare, 
wc'lches  Von  dru  Kräften  der  Winkelbcschleunigung  herrührt.  Erstcres  ist  die 
Cre.sciiwindigkeit  des  Kiidpunktes  des  Axenmomentes  «ler  Momentankräfte,  hat 
also  «las  Axenmuuient  fr  Sl  sin  i  und  dieses  fällt  in  die  Knotenlinio.  Wenn  iliis- 
selbi^  nun  um  diese  Linie  die  unendlich  kleine  Winkelgeschwindigkeit  ydt  er- 
zeugt, so  fügt  es  dem  Paan;  der  Momentankräfte  das  Klementaraxeumomcnt 
/fydt --=  fiSlsinidt  hinzu,  woraus  folgt,  dass  die  Winkelbeschleunigung  de>selheu 

fiSl 
um  die   Knotenlinic   y  =      .      sin  i  ist.     Da   nun  das   gesuchte   Paar   mit  soinoii 

Axenuiomenten  in  die  Knotenlinie  fällt  uud  der  von  den  Centripetalkräften  her- 
rührende Tlu'il  bereits  in  dieser  Linie  liej^t,  so  muss  auch  der  Theil,  welcher  von 
den  WiukelbesehKjunigungskräften  gegeben  wird,  in  diese  Linie  fallen.  Ist  x  di'.- 
Winkelbesehleunigung,  welche  ihm  entspricht,  so  ist  sein  Axenmoment  /^x.  K> 
bilden  aber  y  uu<l  x  zusammen  das  obige  jr,  sodass  jr  =  y  +  >*  Ist.    Daher  hat  man 


rniceaitiuri  firr  Nai'htf^KMcIiuii. 


--,      tu  l  tif  rü  tiSl  xin  I 

K    — ■     i"  —  '   • 


Nun  iftt  alii-r 
iiiiil  hiiT.'iii!!   l'itl^t 

Biiilnaü  nach  i-im-r  Ifictiti-n  ii<-iliu-tii>ii 


-■    Ü'  m'/i  ^  <  nS  i      .,    —  /.!/  A  •■'•/'/   oi  -}    >! 


iniil  uNii  du!«  ^f.HiU'liti'   l'aiii'  alli-in.    aliu'''>flii:ii  von   ■{•■in   lli-'^t.iiiiiilM'iii*  ilti   ('«-ntii 
pflalkr.it'tc,   winl: 

/,»"     _    /in   _   SV  sin  X  ms  X      '^  t,,  X  in/./    m  -j-  lA, 

»i-Irlii-r  Ansilrui'k   mit   «Ii-r  ii-t/tfii   Furin  in  Nr    *J.   nI'«-ri'iiiHtiniint. 

t     ^lnn  kann  ilifSfliM-  M«'tliiiiif  :int\i-ii']<'n  t'iir  «Ii>m  rail,  i|.'i-t  i|ii-  lifiili-n  Ki'(;i-i 
nicht  Kri'iokc^Tt'l.  hi>iiilfrn   Kr;ril  vnii   |M-]ii-lii:;i-ii   lia^fn   «.  n  njni]      Mmi  wii>l  n.iin- 
lit'li   ilii'   ImmiIimi   .••)•■   iänL'M  «li-r  Mdiiit-ntaMHX«'  n.^icnliri'inlfn   Ki'iri-I.  iIimi-ii   lkAili<-n  r,  p 
.»i'irn,    riiiiotiiiiri-n    ini'l    in    drr  ^'i-iiii-insainrn  Tanirt-n^'ni-l'fUi'    :iiit'  '//  i-in  i'iTitni 
•likrl  fill  iTrii'hti-n ,  um  uflclii-N  -iIn  A\i.>  ilii;    SViuki-Ihr.si'lili-iiiiiiriiii;/ 


X    — 


l  +  ' 

r  9 

u  !•  früIuT,  Nit'h  i-r;:ilit.  Miririlir  /.i-rtallt  wifiK-r  iu  /Mfi  ('ituijMiiii.-iitfii.  vnii  i1i*iii  n 
'fi<:  i'ini'  )■  Voll  'Im  < '«'iitrijM't.iIkriirtcn ,  ilir  anilt-ri*  x  von  iL'U  Wink«  Ihi-oi  liti-mii 
^iin,:ükr.it'tL'n  licrrührt.  y  inul  x  faih'ii  ahrr  iiii-iit  iu  «lii>  (ii^rai!**  fill.  \'iilui<lir 
hat  uiiiu  iu  (liMii  Tr:ii;hi'itsi-Iii|iMii<|  zur  l'itifUi*  /rO./  ili-n  ci)nju;:irtru  Ihanu'ti'i  /.u 
»uciifU.  um  ihn  iThil^'t  ■/.  ItiMi't  liii-  A\i-  ffy  mit  '///  i1i>n  Wiuki-I  7'.  n»*  itAnX 
*'  -  .  ■/*  -f*  ^^  '2ny  ri,s  f| .  I>:4^  Paar,  wi-Irlii«  x  ;:iht,  i-^t  >o  zu  hi'^tiiiniifn, 
•  i.i«i  1"  mit  ihMii  l'aarr  fiOsini  «Iit  ('i-utri|ii  tatkrältf  /.uüHunni'ii  ilii'  Ili>^c)il«<iini 
;:uiiu'  »  um  Oll  hi-rvtirrult. 

>.    II.      AN    lM'i«.|iirl    /ti    \iir-t«-lii-n'i'-r    Tln-orir    ilii'Ul    'lii-    1*1  ä^l•.•l^il•n    'Irr 
N  ai  h  t  L' I  ■■  irlii' n.      Mau  hi  trarhti-t   ilii-    Lril«*  al*«  ciu    ah^i-platti  t^s   Kiitaliitii«i'lli|i 
»tii'l  v«'it  Iw'Ui');:«  iii-r   lii--(-li7itr*-n)ifii  ««Ii-r  auN  riiiirt'iitri.**i-hru  Krri!*t<'n  vi>r-*i-liiL-ilru«-r 
-{•ri'itl  ■•'h>-r  MnN.H«*  ifrhiMi-t     .li -ii-nt'allH  niu-*f«  ilir-«  Ihr  hii-ru:ii-li  aN  riu  S_\.«li'm  vi>n 
ZMfl   (•!rii-hi'n    llari|itti:i;.'h>-!t>iii<iiu'-iiti'ii   ;;i-llrii.       l)ii'    Mi'"h:ifhtiiiiL'   /•  i:;t,   iln^M   ■iicx 
Kr<U}>h.'irMitl   la):lii'ii   uiu  <•■  lui-  KutatiiiUHax«-  n  .1   ^tvU   uunlri'lif.   i^ähriinl  il !•■•«(    «1  llmt 
um  <lir  Ax(-  O/' ■!•  r  Kkli]>tik,   ui-iin   aui  h   mit   .«(  hr  ^'i-riii;;!  r  (fr>i(-ht\inili;:kfil,  i<itirt 
uifl  in  Kui^'r  ili'«<«  II  'lii*   Knoti-ulinii-  d«  •«   Lr>l:ii|uator'«  unif  d«  1    Kktijitik  aut  liii  si  1 
lan)*!»am  fnitiückt.     liji-'^i'   Kn<iii  nlinii    vi  rliiu«h-t  «ii-n   l'rithlin^'«-    nnil   llcrhntii.iiht 
^Icii-hi  punkt    uiit   ciu.iii'Ii  1    nml    il-.ri-   ItriliuULT  uui  ilii-  Axi    '\*t   Kkliptik    h<-i-.it  ilit- 
I' r.iei-M t iuu    «Ii'i    N.i('hl;:h'i(-hi-u.      >ii'    iit    «Iimh    >innr    narli    Mi-r    Üplrotatiiin    rut 
ji'^i-ii^i'Hi't/t.     In  \\  11  ktii-liki-it   i-.t   a!.Hii  itjrht  ".f  'li«-   Mfiiiit-ntanaxi    lirr  Kr<i«-,  «nn 
•li-rn  riiii-   Liuif   " /,    "In-    PiaL'"nili'  i'inri   l*.ir-illi-|i<^iaiii'ii->,    w«|iln'i   '».■!  uu<l   «*!" 
£fi    Si-iii-iiri('htiiu;r*'U    und    •lii*    hriilm    i:i-ii:iniitiMi    (fi-iiidiMiuilik'kriti  n    ihr    h'tit.itinn 
lim    n.l    liuil    "/■    /u    S.-itrnl  iii/iu    liat        in«     Am-    ".I    In  •«ehr«  »l^t    ilahrr    um    "/ 
«  im  n  Kiv  ' .    w«  h  li.-i     lUl"   1  in.  m    Ki«;:«  I    /"/'    r>»Ilt    nnit    /wiir    lii  ^'t  n    wi;:.u    '!»-iii 
ciilu'fi:»'npi*.'*i-lÄti*n    Siiiiir    ih-r    Uotatinii    ilir    Ki-;r«'l    aui     •Ii'rf»'-Ihi'ii    >•  iti     ilt-i    'l'au 
^rn(*-n«-|Miii    uml   inl   ih  1    Ki';,i.'l  ■/"./   >•  )ir  Ni:hnial 

Sinti    wir    >■    IM    fii.    M    'li«    \Vink>-l^i'a('h\%inilit*k<  ii«  n    am    n  .1    ntiil    n  f  niiil 
iat   il  dii    Mirklui.i    Itr-oi  Im in'li;;ki  it   um   ilir   M><m<  iit.uiax«-,   •!••  i«t 

ui  :  li  :  ui   -^   »in  i  :  »r;  a  .  «i»i  v*   -f-   n> 
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und  folgt  für  Ig  k  ein  sehr  kleiner  Werth  und  für  J2  :  «o  =  «f n  or  :  sin  (a  -|-  2] 
eine  sehr  wenig  von  1  abweicliende  Zahl.  In  Wirklichkeit  tritt  zu  der  Präccssion 
noch  eine  geringe  periodische  Nutation  der  £rdaxe,  welche  hier  ausser  Acht 
gelassen  ist.  Damit  die  Bewegung  der  Erde  in  der  angegebenen  Weise  zu  S:>tande 
komme,  muss  ein  Paar  G^  =  i2'  »in  X  cos  X  {A  -|-  B  tgX  coig  a)  um  die  Knoten- 
linie  drehend  wirken.  ]>ies  Paar  rührt  von  den  Attractionen  der  Sonne  und  des 
Mondes  her.  Würde  dasselbe  plötzlich  aufliÖrcn,  so  würde  sicli  die  Bewegung  der 
Erde  ändern.  Der  Kegel  JOA  würde  nicht  mehr  auf  dem  Kegel  JOV,  sondern 
auf  einem  Kegel  .10  0  rollen,  dessen  Axo  die  Axe  des  resnltirenden  Paares  d«r 
MomentankiUfte,  welche  dann  eine  constante  Richtung  annähme,  sein  wQnle. 
Die  Projcctiun  der  Erdaxe  auf  die  Ebene  der  Ekliptik  und  in  Folge  dessen  die 
zu  ihr  senkrechte  Knotenliuie  würde  dann  nicht  mehr  eine  retrograde  Präcession, 
sondern  nur  eine  kleine  Oscillation  zeigen.  Das  Paar  G^^'  kann  dargestellt  werden 
und  ergeben  sich  aus  seiner  Hetrachtung  für  die  Astronomie  wichtige  Folgerungen. 

§.  12.  Rotation  eines  unveränderlichen  Systems  um  eine  feste 
Axe.  Sind  /f,,  H^  die  Widerstände,  welche  zwei  beliebige  Punkte  0,  Q  der  festen 
Axe  leisten  müssen,  damit  dieselbe  fest  bleibe,  Xj,  V^^  Z|;  A',,  K,,  Z^  ihre  Com- 
ponenten  bezüglich  eines  Coordinatensystems,  dessen  l>8prung  und  :-Axe  der  Punkt 
0  und  die  feste  Axe  OQ  sind,  so  sind  die  liewcgungsgleichungcn  des  Systems, 
welche  die  Aerjuivalenz  der  gegebenen  Kräfte  einschliesslich  der  Widerstände  mit 
den  Kräften  mip  zur  Zeit  t  darstellen; 


(t 


Pj 


Zm  ^^^  =  2;X  +  X,  +  X 


2 


Zm'^^^^zr  +  }\+  }\ 


Ein   \l  =   SZ  4-    /.  4-  Z. 


worin  OQ  =  h  gesetzt  ist.  Da  die  Bewegung  des  Systems  durch  die  vuu  ilrei 
nicht  in  gerader  Linie  liegenden  Punkten  bestimmt  ist  und  die  Bewegung  von  ", 
Q  bereits  bekannt  ist  (ihre  Geschwindigkeit  und  Beschleunigung  ist  Null),  so  be- 
darf es  blüs  noch  der  Kenntniss  der  Bewegung  eines  einzigen  dritten,  nicht  in 
der  Axe  liegenden  Punktes  und  nniss  es  möglich  sein,  die  Coordinaten  aller  Punkte 
(.ryi)  durch  seine  (.'«»ordinatcn  auszudrücken.  Man  wählt  hierzu  irgend  einen 
Punkt  in  der  Entfernung  1  von  der  Axe  und  wenn  das  Systom  sich  in  der  Zeit 
/  um  den  Winkel  <0'  umgedreht  hat,   so   sind  1,  -O"   seine  Polarcoordiuaten  und  ist 

d^ 

---  =  a   seine  Geschwindigkeit,   welche  zugleich  die  Winkelgeschwindigkeit  di«? 

d^%        dSt 
Systems  darstellt  und  —^  =  -      seine  Tangentialbeschleunigung,  welche  zujxleicl 

die  Tangentialcomponentc  der  Winkelbcschleunigung  und  da  o.ine  Neij^ung  der 
Axo  ausgeschlossen  ist,  die  ganze  Winkelbcschleunigung  dos  Systems  darstellt. 
Für  den  Punkt  {xgz)  sind  nun  r,  ^y  +  ö",  :  die  Polarcoordiuaten  in  der  a\v-Ebeue 
und  senkrecht  dazu,  wenn  der  Radiusvector  anfangs  mit  der  »r-Axe  den  Winkel 
Ö'ü  bildet.     Behufs  der  Rcductiou  der  Bewcgungsgleichungeu  Ist  daher: 


XIV.  l*«!».  Kdtaliuii  ilcM  iiiivrriiii'li-rl    Sy.iU'iiii  um  (.'iiir  fi-stf   \x%\  S|l 


t/t  fit 

dl 


// 


1». 


^  I». 


Mit  Ilült'f  ities<-r  Kffatimii'n  iifliiiim  liii*  nr'wi<;;iiM;r'>;:li  icliMii^'i-ii   iiiitiT   lÜul'iihriiii^ 
*\*'r  Cuonliimlcii  .i|.  1/,,  :,  tWs  Mti*4s<iiiiiitt«'l|iiiiiktcM  ilii-   l'i>riii  im: 


//i^ 


2.1«..:  ■  ''"  4-  ^i#«//:  •  ß'  —  2'///         :  1*  i  i",/* 

-  r™«:  ■  '';"         2';«.i  :     5i'  =-  2.'   :  .V  -  .»/    +    \.f, 
"^        ilt 

ilSl 

r// 

V«iii  ilii-M'ii  fili'iciiuiitron  enthält  itit*  t«'t/.1f  iiirlit.i  vmii  ilcii  Wii|iT>t.iiplfMi  /^, ,  /f|: 
i!if  l'ijiit'  iiliii;:^!!  riitli.-iili-ii  ilt^ri'n  ritiii{iiin«'iiti'ii.  Wi-nii  <lii*  ^«-riistt  (»IfirhiiiifT  J2 
^••■lii'fi'it  )iat,  ;:i'}irii  ilii«  l'iifilip  »iii«!  vii-rti-  ilif  WiTtlu«  \i»n  V,  iiikI  I",.  liivrauf 
•li'*  i-rüti-  iiml  /.w«-iti'  ilir  vnii  .V,.  i',  miil  «laiiii  ilii-  «Iritti»  illi*  Miiiiiut*  /,  4~  ^t* 
wi  liltf  in  /.wf'i  iiflii'lii;;i>  Suiniiianili'H  zi'rli-^t  ucr>li-ii  kann,  in  \Virk]ii*likvit  aImt 
iiiir  aN  «-illi-  iiii/,i</t>  Krat't  ain'trit:,   \vi-li'li>-  Liii^H  ff*J    M\;[Ti*ii\. 

Pii-  iliiri'}!  <Ii<  liiti';:rntiiin  •liftrr  <*li'it'liMiit;rii  <  iiitri-t«'nilfii  C'iiii«tanTi'ii  w«<r(li-ii 
mit  Miih'i-  itt'r  .\iil'aii;:-«la;fi-  uii*!  'l'-r  aiit'.iii);li('iii*n  \Vinki-l.;cocliwiiiiliffki'it  I'riitiiiiint, 
iiiilrui»  kann  zu  tlii-siT  Iti-ntiiiiiniin/  aui-h  i'in  ani'.tnu'li''hi'i(  ^v^ti-ni  vnn  ^l■»nll•ntall- 
kriittt'ii  trt'u'i  ^*  n  K«in,  w  it-lirn  ilfii  .\nfan::'«/!i-i:Ln<)  liirl>i-iriiliit.  Nt  letRtiTON  (li*r 
V'aW  uii'i  li'-/<  ii-iiht-n  3*.  // .  /  •li*'  ('iiin|fini'nt<  11  iiii<M  am  I^luktl■  .r // :  anirri'i- 
l'f  ii'Ii  II  Mnuii  iitHnkr-it'Y  tin'l  liriii-ki'H  ^| .  //,,  /.,,  JT,.  //.,  /j  ili»-  ('•iiii|iiiiii'iif«*n  ilcr 
M<>nirntnii\«i*l>  r-.(.in'lr'  ai-,  wil.li«-  ili«-  I'unkti'  <i.  '.'  •!■  r  Wirkung  ■!•  h  Mmmh-u 
tAhkr.il!>-*»\  fi'.i-iM«  i  nt;:i-L'i  n«i-!.*i  II .  >••  )i  it  inan  \i'rit:".'i'  •!•  1  \<  •|aiv.-ilrn/.  lÜfm-r 
Kr.iiN-   mit   ili-n   Kr  ill'-n   m  r-  ilii-  (tl<-it  Iiiin;7i'n   tiir  li^n   .\nt'an;:4EiittaniI : 

O'lir,   Wf-nn   man   un*  ••!••  n   ri'iliiiirt: 

.1/.'!...»,    -    2.//    t     /',    t     /',.  -'•"*:     .'!  -    =^        ••  ^       !    ^1^ 

n         2./     r     /,     .    /,.  -l'i''     .•!  i    » //         v^», 

Wfjclic  (■Ili«'1iiiii(:<  II  au!  lit-n  Anfang  iK  i    IW  M<-;;un^  ^u  In  ^i«  iifii  mmi*!. 
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Die  Bedeutung  dieser  Gleichungen  liegt  am  Tage.  Man  denke  steh  die  Mo- 
mentankräfte mv  des  Systems  reducirt  für  den  Punkt  0,  so  erhält  man  eine  Re- 
sultante und  ein  resultirendes  Paar.  Die  Resultante  ist  senkrecht  zu  der  Ebene, 
welche  durch  die  Axe  OQ  und  den  Massenmittelpunkt  geht  und  gleich  der  Winkel- 
geschwindigkeit, multiplicirt  mit  der  Masse  und  dem  Abstände  des  Massenroittcl- 
punktes  vun  der  Axe.  Die  gegebenen  Momcnlankräfte  und  die  beiden  Wider- 
stunde  in  0  und  Q,  nlle  an  den  Punkt  0  verlegt,  müssen  der  Resultanten  äqui- 
valent sein.  Dies  ist  der  Inhalt  der  drei  ersten  Gleichungen.  Das  Paar  zerfäilt 
in  ein  Paar  A\  dessen  Axcnmument  in  00  fällt  und  ein  Paar  /f,  dessen  Axen- 
moment  senkrecht  zu  dieser  Axo  ist.  Ersteres  ist  gleich  dem  Produkte  aus  der 
Wiiikvlguschwindigkcit  und  dem  Trägheitsmomente  um  OQ,  letzteres  hat  den  Werth 

ÄoKli'«.»-:)*  +  (^ "*//=)*!  wenn  Ä„  die  Winkelgeschwindigkeit  ist.  Die  Aeqiii- 
valonx  dieser  Paare  mit  dem  rcsultircnden  Paare  der  gegebenen  Mirmontankraft*.' 
und  der  Widerstände  wird  durch  die  drei  letzten  Gleichungen  ausgesprochen. 

In  ähnlicher  Weise  sind  die  Rcwcgungsgleicimngen  für  die  Wirkung  der 
continuirlichen  Kräfte  zu  intcrprctircn.  Der  Punkt  0  ist,  wie  jeder  Punkt  der 
Axe,  ein  Hcschleunigungscentrum.  Die  Kräfteroductiun  für  dasselbe  liefert  aber 
nun  wieder  eine  Resultante  und  ein  resultirendes  Paar.  Die  Resultante  ist  das 
Produkt  der  Gesammtmassc  dos  Systems  und  der  Roschleunigung  des  Massen- 
mittelpunktes. Die  drei  ersten  Gleichungen  drücken  ihre  Aequivalenz  mit  der 
Resultanten  der  continuirlichen  Kräfte  und  der  continuirlichen  Widerstände  aus. 
Vgl.  Cap.  XIII,  §.  6.,  woselbst  für  den  vorliegenden  Fall  W  ^  0  wird,  weil  die 
feste  Axo  sich  nicht  neigt.  Djis  resultirundc  Paar  besticht  ans  dem  Paare  der 
Centripetalkräfte  und  dem  Paare  der  Winkelbcschleuniguugsknifte.  Die  Winkel- 
beschleunigung reducirt  sich  aber  hier  auf  ihre  tangentiale  Componente      -   .    Die 

tfi 

Aequivalenz  dieses  rcsultircnden  Paares  mit  dem  rcsultircnden  Paare  der  gojc- 
benen  Kräfte  und  der  continuirliehun  Widerdtäiulo  ist  der  Inhalt  der  drei  letzton 
riloichungeii. 

Am  Anfange  der  Bewegung  erleidet  das  Systi'm  einen  Sto.ss  und  während  der 
Bewegung  einen  continuirliclien  Druck,  beide  Kinllüysc;  werden  durch  die  anHing- 
lielien  MomentanwidorstaudsUräfte  und  dureh  die  eontiniiirlich  wirkenden  Wider- 
stände der  Axe  getilgt. 

§.  l.'i.  Rotation  um  eine  feste  Axe  ohne  Kinwirkung  von  con- 
tinuirlichen Kräften.  Ein  System  sei  zur  Zeit  /  =  0  von  Moiuentaukräften 
ergriffen,  nachher  aber  sich  selbst  üborlassen  worden.  Die  Gleichungen  seiner 
Bewegung  zur  Zeit  /  sind  dann: 

^^'  '  Ux  ''.f  +  ■'^»'l'ß-  +  Ai  +   -V,  ^  0,         ^m:vz  .  '^f     -  l'/////z  ■  Ä^   -     }\h  :=  o 


'\^  +  .)/y,ß*  +  y,+  }\  =  o,        i'/;/.vi  .  'If^ 

(IS 
fit 


-  .»/  •  .i:,    „    +  .»/./.Ä'  +  /',  +  r,  =  (>,        Xmnz  ■  'j^  +  i'«.i-r  •  ß»  -J-  .Y,A  = 

i;,+  /J,  =  0,  ''f'  =  f' 


und  für  den  Anfangszustand  gelten  die  folgenden: 

SS  +  y  '  j/iSl,,  +  S,  +  Si  =  0,        Z{i/Z   -    z  //)  +  2maz  •  Ä„  fi^h  =  «i 

ZU  -  .1/..r,Ä.,  +  f/,  +  Hj=  0,  ZizS  ■  .rZ)  +  Z7////Z  .  Sl,,  +  JHT,"//  -  i' 
ZZ  +  Z,  +  Z,  =  0,       zun  -  i/S)  -  2";«r«  •  Sl^, 

worin  ß„  die  anfängliche  Winkelgeschwindigkeit  bezeichnet.  Das  J>vstem  dir 
sechs  erHten  Gleichungen  zeigt  1.  dass  die  Winkelgeschwindigkeit  eonstuut, 
Sl  =  Sl^,  ist;   2.   dass  die  Axe  in  ihrer  Kichtung  keinen  Druek   erleidet,    souderu 


XIV.  Cap.  Kotatioii  itiii  viiii-  (v»ia  \xv  ulinv  cmitiimirliclif  Krilftv.  S4fi 

bloa  Henkroclit  zu  ihr  ein  .sulclicr  ätatttiiifift.  Die  lici«lfii  l*anro,  wclrliu  iliu  Axi* 
iimxubtürxcu  «Irubt-n,  biihI 

■ic   liiMfii   vin    zur  \xv   Hi-iikreirktrs   Pn.'ir    Sl'  I'  \^ in.i  i  '  >|'     2.'m //:;'.      Punii'Hn* 

int  nur  Null,  Wfiiu  ilir  fotitr  Axu  «')»•■  llaiiptaxf  i^t:    in  ilifsi-ni  Ksillr  (»rniiclit  ni%.\ 

il.i  alsilanii   A\,    1',  Null  hiihI,   nur  in  «'imnu  rinzi^t  n  Tunkt«-  !'• -t  /.ii  -i-in;   .'t    ilcr 

nt 
Dnick   im  Punkte  ^i»,  O,  A)  i>t     "    /  .i"i«j:/  +  {iw'.v:  ',    «l'-r   iui    rrnjirun^   hat 

XU  Cunipunonti'U   —  A*|  ==   .W.i,  ß*    -•   .Y,,  i',    -  J/.v, /i*  —    I',.    t-r  winl  Null, 

wenn  <Iii>  Axe  oiiii*  Ilauptaxu  i!i>!i  Masüoiiuiitti.-l|)niikt('H,   <].  h.  j-|  ^^  O,   i/|    --  (I   int. 

Aui   <l«'m    Sy«toni  iIit   sei'h.s   für  <li>u  Anfan^rrtziiMtaml   ^•-Iti'inli'U  (tlfichunt^i-n 

%*  MM  *^  k 

i'rhält    man    zuuachst   ilii.'    \Viuki-1^r<fchwin«Iipk('it    il,  ^^  "^       _.      _'         ;    Hit*    int 

lue  CiiDipuiU'iitf  (li>ö  ri'fiiUtiri -n<1«-n  I'aarrN  iIit  »tit.sMMiiK'ii  MiimcntAnkrafti',  iIiti-ii 
Axf  pamllcl  ilrr  ItotatioiiNnxu  int,  iliviilirt  ilurrli  •I.in  Triitrhi'itifnuimi'nt  ilcs  SyMt«>niii 
in  Hrzu^  auf'  ilic  Kotiitiiui^taXi'.  Soilnnii  liottTU  «lifrto  (lirii-liun^i'U  ilif  Iiount- 
fvortuuf;  aller  Kra^rn,  w^'lchc  <lio  aiitan.:liclii'  ICrsrhiittiTun^r  <l*-r  Axo  Im  tretTrii. 
8iill  iijafM'aonili'n*  «lir  Axu  ki'inc  Kri<i'hiitti:ruii^  orli'iiifii,  su  mÜHscn  ^Tj ,  //|.  /|; 
Sf,   //|,  Z,  Rümmtlii'li  Null  Sfin.     hioü  tiihit  zu  ilm  Ituiliii^Min^'i  n : 

27/  —  .)/j-,Ä..  -  o,       2  .:S  -  .iZ    +   2//iy:     W..  =  n 
2'Z  :-  «I,  2  j//  -     //S)         2m»»  ■  «    --  •». 

Pii-  (tli'ii'hiinc  2Z  ^^  (I  zri;:t,  daHtt  ki-ini*  Stiüt.Tumpiuii'Ute  paralK-l  «li'r  K»tati«ini»* 
axf  vorlinmlen  m  in  ilari*.  ila.H.s  aUn,  wenn  man  ilic  Stmüikriit'tf  für  i'iut  u  l'unkt 
di*r  Axl*  n-ilucirt,  ilii*  Kfnultanti*  iIitm'IIumi  Honkrceht  zur  Axe  ai-iu  niu>.«;  tlii*  «•mtc 

und  zwi-itf  (flrirliuu);  zri^'t-n  ii-rncr,  <1ji»n    ^.^     -     -      '   »viu  uiUfM;    hiiTau««  f"I|*t, 

2  a  //, 

iIah»  lüi-.ii*  Hrüiiltantn  M-nkn-rlit  zu  ili-r  ilun-h  *\iv  A\c  und  «Im  .Ma^iHcniiiittrlpunkt 

<li*H  S\ntomi  L'i'fiilirti*  l'.lu'ni'  ^fiichti-t  iicin  niuhn.     Iiif  virrti;  urhl  tiiiifti- (tli:i«-liun|f 

Urfrrn  <Uo  Ml  «iin^uii^  ii'tr  div  Ifii-litiiu^  dir  A\i-  lU-^  Stu'iitpaart'!«,  ««•Ii-ho^  Hrnkri^ht 

zur  UntHtitUinaN«*  ^rrichtfi  \n\.    I'inn  die  Tan;:«nt<'  dir  N«>i;runi;  >Ii«'jicr  Alf  ^i-;;cu 

..  .  1    ZA         .1  /.  2»n.v: 

nw  .r-Axi-   int    _.       .,  i,       -     * 

2    //A      -   :  '»,  2  wi.r: 

Wir  wiilli-u  annehmen,  'li-r  ^tmiM  rülin*  vim  •■ini'r  •inziiri-n  Kralt  a,  // .  / 
ht-r.  wrli  h«-  im  Punkte  .i  —  »,  y  -  {i,  :  ;■  <•  da-.  >_v»t»JU  tri-tTe.  In  ihf-rm 
KaIIv  miucirm  nii'li  ilii-  <ili-it'liun):L'n  aui : 

A    t     ".'/!-".    -  '►.  2  "I.»  :         n 

//         M.tiilt,     -  o,  2  mtfz     -  n 

/.         n,  «i  (i\         2r..,»     /».. 

|ii<-iki-  Kralt  inu-N  :iN<i  «ii-nkri-t  ll  zur  lihi  ui-  Ni-in.  w«'li-hr  ilurt-h  »iii  A\<-  iiriil  •!•■» 
Sehn«  rpiinkl  ;:(-ht       lM'y.(*irhiii  u   nir  ?iii'   üiit    /'.   •!••   Mir^l 

wt-nn  tl  <!i-n  Al>-taiiil  iU-n  Max-fi-nniitti-Ipunkti-^  \iin  'ii-r  Ai>-  Ii«-<|i-u1«-t  ui|il  uinn  f 
drr  Ahntaipl  ihr  Kr.iit  vnu  ilrr  A&i-  ii«t,  n  i'  (j  V  -  /'  /  lliirdundi  lirft'rt 
'he  Irtzti-  tili  u-hiin»:    /'/  Mil,,tlf        2»ir'    /£.,   xdi-r 

2  'w  I ' 

'   -     w./ 

/ielit  man  «iIki  durrli  di-n  Mjinm  innitlt-lpunkt  •  in«  .\\i-  p'trnH'l  d>  r  K<»t.itiiiii«ii«** 
und  m-tzl  tlaa    l'rii;h<  ili«m<'iiM  ut  in   Ki/u^   auf  m«-   l:!*  i«  h    Um',  »i»  uini 
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und  fulglieh  erlialc  man  für  den  Abstand  /*,  welcher  eine  StosBkraft  haben  muäs, 
wenn  sie  die  Axc  nicht  erscliüttcrn  soll: 

X* 

Der  Schnittpunkt  der  Htossrichtung  mit  der  Ebene  durch  die  Axe  und  den  Massen- 
mittelpunkt hcisst  in  Ucbcrcinstlmmun^^  mit  den  Lehren  des  Cap.  XII.  über  deu 
StoBs  der  Stossmittclpunkt.  Sein  Abstand  von  der  Axe  ist  f.  Geht  die  Axc  darcb 
den  Massenmittelpunkt,  d.  h.  ist  d  =  0,  so  kann  dieselbe  nur  dann  ohne  Kr- 
schiitteruni;^  bleiben,  wenn  f  =  ^xi  wird,  d.  h.  sie  erleidet  in  dieseni  Falle  immer 
eine  Erschütterung^. 

§.  14.  Rotation  um  eine  feste  Axc  unter  Einfluss  eines  Paares, 
dessen  Axe  der  Rotationsaxo  parallel  ist.  Wirkt  auf  das  System  nur  ein 
Paar,  dessen  Axe  der  Rotationsaxe  parallel  ist,  ho  sind  ZX  =s  J^ y  =  ZZ  =>  0, 
Sif/Z  —  zV)  =  0,  S{zX  —  xZ)  =  0  und  werden  demnach  die  Gleichungen 
der  Beweji^ung: 

'^A'/i  ''?   +    Va-jÄ«  +  X,  +  A-,  ==  0 


fit 

(in 
(tt 


-  ^I^^^i  'JJ  +  ^Vy.Ä«  +  >',  +   r,  =  0 

z,  +  Z,  =  ü, 

Smxz  '  -■-  —  Snit/z  •  Ä*  —   }\h  ==  0 
Zmyz  .  ~  +  Snuxz  ■  Ä«  +  A',Ä  =  0 

Z{.vy  -  yX)  -  Zmr^  •  ''^^  =  0. 

Soll  die  Axe  während  der  Bewegung  nur  in  einem  Punkte,  dem  Urspruiijr  der 
Coordlnaten,  Druck  erleiden,  also  die  Bewegung  ohcnso  erfolgen,  wie  wonn  dio 
Axe  in  jenem  Punkte  allein  befestigt,  im  Uobrigen  aber  frei  beweglich  wäre,  so 
ist  Xj  =  i'j  =  Zj  =  0  zu  setzen.     Dann  liefern  die  vierte  und  fünfte  Glcichunjr 

die  Bedingungen 

(ist 

Smxz  •  —L Smyz  •  Ä*  =  0, 

dt 

Zviifz  •  —7-   +  Zmxz  •  Ä'  =  0, 
dt 

dSl 

aus  denen  man  durch  Elimination  von  — -  findet:   ü-  [(2,'w.r:)*  -f-  (-^"«.V-^']  — '*■ 

d.  h.  Ztnxz  =  0,  Emyz  =  0.  Die  Axc  niuss  mithin  (?ine  Hanjitaxc  des  Pnnkle> 
sein,  in  welchem  sie  fest  ist.  Der  Druck  auf  die  Axc  ergibt  sich  ans  den  drei 
ersten  Gleichungen;  er  ist,  da  Zj  ==  M,  senkrecht  zur  Axe. 

Soll  der  bis  jetzt  noch  als  fest  angenommene  Tunkt  gleichfalls  keinen  Drurk 
erleiden,  so  muss  auch  A'i  =  A',  =  0  sein.     Dies  gibt  die  Bedingungen: 

Vi  Jif  +  ^i-ß'  =  0,        -  o-,  —  +  .y,Ä«  =  0, 

rf  Q. 

aus  welchen  man  durch   Elimination  von  -    -    findet:    Ä*  (a*,*  -|-  ;/,*)  =  o     ,].  l,. 

,rj  =  0,  ,Vi  =  0.  Demnach  kann  die  geforderte  Bedingung  nur  erfüllt  werlon, 
wenn  die  Axe  durch  den  Massenmittelpunkt  geht.  Wenn  also  ein  unver- 
änderliches System  sich  anfänglich  um  eine  Ilauptaxe  des  Massen- 
mittelpunktes dreht  und  der  continuirlichen  Ein  Wirkung  eines  Kraft  e- 
paares  unterworfen  ist,  dessen  Axe  mit  der  Ilauptaxe  parallel  läuft, 


hl.'.  .•::. 
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SU  rutirl  «'S  fort  wäll  mnl  uiii  ilirNi-  Am*  woiliT,  :iJii"li  w  »■  n  n  «lirBfllio 
t'r  t'i   Ml  r<l. 

nii'   \Viiiki'IlM-«>flili'iiiii;.'nu;;  iT'/llit    sich    in   .-tlti-ii   l'.ilii-ii   :iii«i  iIit   l*-(/ti'ii   (ilfi- 
iliiiiiir       Iti'/.ricliiii-t    /'/i  ilan  I'.-iar.  «••  \\ir>l 

lii«*  Intt'^fi'atiiiii  iUrM>r  <ili  irliiiii;.'  lirürt  Sl  iiiiil  iliT  Aiifjiii!;««^^ i-rtli  Si  wird  wie 
lirini  vuri^'i'ii  rruhli'in  liontiniiiit. 

«f.   l.'i.      Kl' w  cifii  II  if    ciiicN    srlMVt'rt'ii    S_vrtti-)n*<    ii  iii    •*  i  ii  f    li  n  n  /  «Mi  t  n  I  e 
Alt*.     /  11!«  :iiii  III  «'iiLTi*  Act /.  t  «'N  rnplil.      KiL'    -T't       Kiii 
uiivi'ruii-iiTlii-li*'H    si-liwiTi'S  S\>lciii,   i\i-li-lii-s    iinti  r    alli'i 
rniri'in  Kiiii!iiK^   «Irr  ScIiwiti-    Mii'li  iiin  <  iiu'    ü-^W  lH»ri/Mii 
tnli- A\«' ilrclit,  iitis.Ht  liii  7.iiiiauiiiifii;rrriit/.tcM  I'i'iiiii'l.    fin-  v  _ 

h'iriziiiitalf   luitatiniHaxi*  iii-liiiii-n  wir  zur  A\<>  il<*r  :,  ilii- 

iCirhtniiir   <ii-r   Vi-ilikaK'ii  zur  y-A\<-,  |M*4i(iv   aliwiirt.*«  ^^i'     % 

rroliiirt,  ilii*  .f  A\i*  )i'>ri/.iiiit.i].     Ks  niiid   al^^ilaiiii  •iii*  t'niii  a 

|ii»iit.-iiti*ii  ilrr  pff /i'liiiuii   Kiiit'to   \  ■-'- M,    i" —  1/«»/,   /    -  o 

uii«l  fiiljrlirh  ^  ^' 

i.V      ■  <».  i'l'    -  ./ii/i      =  .V.1/,         iZ     -  «i.  "^ 

2."  ( //  /         :  i"  J     -     -    1/  2.1« :   -  -   —  «/.*/:,, 

2r  •. :  .V   —  .1  /      -  o,       2."   .1  i"  ■      1/ \      -   *ii.w.i      -  uMj^, 

Hi'iiii  .1/  (lio  .Manst;  t!i-.H  Sixti'iiix  iiii<l  .i-, ,  i/, ,  :,  lÜi-  ('u<ir«liiiati-ii  lirn  MnftKoiinnttft- 
{»iiiiktr*«  N  liclfiitfii.  Li'L'i-ii  y^\r  •!!«'  .r,v  -  l.lifiii*  iliirrli  ilni  Ma^Ncninittflpiinkt,  mh 
winl    .1.    —  <i;    wir  i-rlialtoii  ilalirr  als  (ficirliiiiigni  «iiT   lt<u<-^iiii^  ilt  ü  INmuIoIü: 

/,  -r   /,       o, 

i    1  7:        y     I     2.1«.»  :     ü'     j     A\,     - 

V.-^  «»ii  nun  Ii  ili  r  Ali"!.!!!«!  ^ -■!  «I«--  .*«i"liw«  rptniktrs  vnii  ili-r  .A\''.  u  «Nt  Winki-I, 
•  If  II  •lii-«i-  l.inii*  zur  /rit  /  <'  mit  ili-r  Vi-Mik.ili-ii  lii|il«t ,  {f  lii-r-i-lli«-  Winki-l  7Ur 
/.(  il  f ,   ■••>  liat  man  : 

./    «.  <>)  '/It  ./«»  »/i» 

r<  riMT  /!•  h*  II   Mir    •iiiM  )i    il<  n   Ma^^f iiMiitl>-!|iMnKt    t-iin    iVirallrli*   /ui    A\>'    ini'l    Im- 
j(<-i>  liii<-ii  il<  11    Tr.t  jiii-it<«i:i>iiii<«  •!•  s   >%^|i-iii«   in    Im/ii/   am'  -h-   mit   m       l'aiiriri'li   uinl 
iln>»    I'i.i^')ii-it«m>iiiii<iit  |iii  *\\'    lC<'tati<in>:i\i-    2  »-i » '  '/    -.•'  -f-  «■     'in  I  wiii'i  Miriln'sr 

Wi'rtlif  in  ila-  (iii  ii-iiuii^'«<i\  «Irin  ••iiiiiilifi  11,  >■•  i:*')>t  /'iiiit-li-t  iiii<  !•  t.-tt-  (!!•  ii  liuii^ 

iiliiT  in 

Tit  ./ 

Sie   iit    ilic    i'i^^i  iitii>  lir    (ilfitl.un/    «li  r    lliwr^'iiii;.',    in-li  in    -ii*   ilcii   Wink«]  tf    lunl 
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also  auch  die  Wiukelgescliwindxgkeit  Sl  als  Function  der  Zeit  bestimmt.  Sie  hat 
aber  dieselbe  Form,  wie  die  Gleichung 

^.f+f  «•"*  =  ". 

welche   die  Bewcgfiing  eines  einfachen   Pendels  von  der  Länge  /  bestimmt.     Für 

/  sa  fi  -|-  erhalten  wir  folglich   ein   einfaches  Pendel,    welches   zu   deiiselbeo 

Zeiten  dieselben  Winkel  ^  mit  der  Vertikalen  bildet,  wie  die  Linie  AS  in  nn- 
sercm  zusammengesetzton  Pendel,  welches  also  mit  diesem  gleiche  Schwingungeü 
ausführt.  Ks  ist  daher  zunllchst  nur  nüthig,  dies  einfache  Pendel  weiter  zu  unter- 
suchen. 

SUmmtliche  Punkte  des  zusammengesetzten  Pendels  machen    Schwingungen 

von  derselben  Art,  wie  das  einfache  Pendel  von  der  Länge  l  ^  a  -\-      - .     Denkt 

a 

man  sich  einen  Augenblick  die  Verbindung  der  Punkte  unter  einander  gelöst  und 
jeden  für  sich  unabhängig  von  den  übrigen  um  die  gemeinsame  Axc  schwingend,  so 
worden  alle  Punkte,  deren  Abstand  von  der  Axe  kleiner  ist,  als  /,  schueller,  alle  die, 
welche  weiter  von  ihr  abliegen,  langsamer  schwingen,  als  das  zusammengesetzte 
Pendel;  diejenigen  aber,  welche  den  Abstand  /  von  der  Axe  besitzen,  werden  frei 
dieselbe  Bewegung  haben,  die  sie  im  System  besitzen.  Alle  diese  Pnnkte  liegen 
auf  einer  um  die  Kotationsaxe  mit  dem  Abstände  /  beschriebenen  Cylinderriäcbe. 
Eine  Kbene  durch  den  Massenmittelpunkt  und  die  Kotationsaxe  geführt,  schneidet 
diese  Cylinderiiäche  in  zwei  Geraden  ^',  W'\  welche  von  der  mit  der  Kotations- 
axe parallelen  Massenmittelpunktsaxe  die  Abstände 

#  X  "  I        I  c\  I  ^ 

«  n 

haben.  Die  erste  dieser  Geraden  nennen  wir  eine  zur  Kotationsaxe  (Aufhängungs- 
axe)  gcliörige  Schwingungsaxe  und  ihren  Schnittpunkt  mit  der  Linie  AS  deu 
Öeliwingung^jmittelpunkt.  Zwischen  der  einfachen  Pendellänge  l,  dem  Abstände  « 
der  Aufhänguiigs-  und  dem  Abstände  a  der  Schwingungsaxe  vom  Massenmittel- 
punkte bestellen  die  Kotationen: 

/  =   //   +   «',        HO    =   x'. 

Zwischen  der  Aufliängungs-  und  Schwingnngsaxc  hrstoht  KeciprociUit  in  der  Art. 
dass  die  Schwingungsaxe  zur  Aufhängungsaxe  werden  kann,  ohne  dass  die  ein- 
fache Pendellänge  /  sich  änilort.  Demi  os  vertauschen  dadurch  a  und  a  blos  ihre 
KoUen  und  da  sie  in  beiden  vorstehenden  Gleichungen  symmetrisch  vorkommen, 
so  ändern  sie  bei  dieser  Vertausclning  nicht  ihre  Grösse.     Ks  ist 

X*  ,  X* 

/  =  «  +  =  n   -\ r  • 

n  a 

Aufliängungs-  und  Schwingungsaxe  lic^ztjii  immer  auf  entgegengesetzten  Seiten 
der  Massenmittelpunktsaxe  in  solchen  Abständen  von  letzterer,  dass  deren  Pro- 
dukt constant,  nämlich  gleich  dem  Quadrate  des  Trägheitsradius  um  die  Massen- 
mittelpunktsaxe ist.  Die  Punkte  .'/,  A'  bilden  daher  auf  ^.S'  viue  gloichliet^endi' 
Involution,  deren  Mittelpunkt  .S'  und  deren  Couätnnto  x*  ist. 

Es  gibt  unendlich  viele  Axcn  im  Kaume,  um  welche  ein  seliwercres  Svsloin 
als  um  horizontale  Axen  schwingend,  dieselben  Schwingungen  macht.  Um  sie  zu 
finden,  ziehen  wir  durch  den  Masseniiiittolpunkt  eine  Axe  y,  deren  Träglieitsradiu;?  x 
sei.    Nehmen  wir  alsdann  im  Abstände  a  von  y  irgend  eine  zu  y  parallele  Axe  A  zur 

x' 

Aufhängeaxe,  so  ist  die  ihr  zugehörendc  einfache  Pendellängc    I  =  a  -{■'      ■    und 

a 
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lili-ilit  coniitnnt .  wi'iin  tt  onnstaiit  l)li*if>t.  Dcmnncli  rrhi'ilt  ninii  für  ji'ili*  (Joriul«* 
xiiif  i*iri<T  Ulli  Y  mit  A^-r  Kiiii^i*  n  lM-Nrlirit*lp(iu-ii  (.-vliiplrrir.u'lu?  lUi'.ii'llu'ii  Srliwin- 
(piii|;«-ii.     Weil  hIii.t  Aiinii-tnirüiii^s-  iiiii|  Srliwiii^iiiitr^ax«-    rr«-i|iriik  !«iiiil,    tu    lii-ffrn 

«lUi-Ii  nlK*  (ii-rinli'ii  u  ,  wt-li-lu-  mif  fitit-r  Kwi-itrii  iiiii  y  init  ili-iii   Al>-«tuM«li'    it'     - 

II 

brsrhrii'lii'iit-ii  (Vliiiili-rii.il  in*  lii'^i-ii,  <lii'!»rtlii-ii  •Sc1iivinpiiii,:i-ii:  il«*iin  juili*  vuii  iliiioii 

iitt  S i'li willen  11  ;7Mnxi'    /.ii    ili'rjfiii^rii  <torail«'n   ilfs  orstiii  rylinilrrtt,   wilrlir    mit   ihr 

iiml  y  in  i-iner  Khi-iic  niif  i-iit^f^fii^i'Mft^trii  Si-iifu  vuii  */  li'K^-    •'('•l«'iii  AliNtziinl«* 

fi  rntspri'ciien  zwei  Hulelie  ('yliuileitl-iciieii,  iiiii  «lerm  Uir.'nli'ii  :iU  Axiti  tln«  INinlel 

Scliwinpiii^en  (lemelhen  finfiu-Iicn  reiiilellänpc  /:-«/-f-  iiiihführt.    .)<•  naclnlcin 

ff 

iiinn  tt  wühlt,  :inil«Tn  sidi  iliese  ('\  linileriliieheii.  Kit  kiiiiii  cefraj^t  wrriU'n,  (ür 
wrlehen  Wertli  von  '/  tlie  I.ün^'c  /  rin  Miiiiniuiii  uer«!«'.  Du  /  ^  «y  -(-  a  und 
au  ^  x'  i.tt,  Sil  kitinnit  ilieüe  AiilV»hi:  iluniiif  hiriaiiji,  iiiittr  nlli-n  Kechte(*ki>n  iles- 
<ii>|lH-n  InhHltvh  X*  iluAieni^i'  vum  kli-iiisti-n  rinffiii;ri*  zu  tiinlori.  I>ii  «In«  f^uiuIrAt 
iliese  Kipenschai't  alli-iii  henit/t.  ho  f<>l^t,  iI.ihs  ti  .^  //  — =  x  >«iii  u.liNSf,  Wflrhem 
Wurlhe  ilie  Pi-inlclliiii^t*  /  >=-  2  x  i-iit'i|>riclit.  l>ii'  liri<li-n  ('yliiiili«rlliirhi-ii  r.'illeii 
insainnicn.  l'iiter  allen  Axen  also,  wvlelie  •'iiti-r  ^i- ^'i- K«.<ii  on  Manm-n 
ni  i  1 1  c  1  |i  II II  k  t s a  X  e  y  von  ^  <'  ^ e  I»  o  n  e  in  T  r  ri  ^  li  e  1 1  .x  r  a il  i  u !«  x  |i  i  r  a  1 1  e  1  1  a  ii  f  e  n  , 
lie};en  ili  e  Axen  iler  kürzesten  OMei  Hat  ioiiüilaiK- r  aiil'  i-iueni  um  y  mit 
i\  f  m  A  Ii  N  t  a  n  <1 1*  x  Im*  h  c  h  r  i  i'  )i  e  n  e  n  ( '  y  I  i  n  <1  e  r. 

Durch  den  MaKNi-ninitteI|iiinkt  kann  iiian  eine  Kfjrillliichi*  zweiten  ftriitle« 
Ir^eii.  welch«'  alle  Axeii  ilrnsrllieii  rrä^heit>ra<liuti  X  enthält.  Km  ^'iht  ilnher  eine 
Sehanr  v^n  l'yliiulern,  welche  'ler  Ort  iler  Axeu  kürzeMter  nücillationmlaui-r  'Um 
Trii;!hi-it»ritliiiN  X  entji|irechrn(I  iüt. 

Da  /  =s  *J  X  «Ihm  Miniinuin  «ler  reiiilcllan;:e  für  «Ii-n  Trä^rheitsrniliiiü  x  int,  nu 
•■rhalt  man  flau  ahsotiitf  Minimnm  von  /  für  «la>  Minimum  v«»n  x.  Die  Axen 
almi,  um  Mi-Iehr  ein  rniili-l  die  kür/.  e*<te  Usci  II  atioii.>jilaii  fr  lieiiitzt, 
lie^fi'U  auf  einem  um  <iii>  Man  m»  nmi  ttr  I  |ii)iik  t  nh  nu  |>ta  \  r  <lert  kleinsten 
Tr.i^rhe  i  t-^iiKiiuent  fM  mit  ileiii  A  liMtaii  ■!  e  gleich  «1 «  ni  rriiir  h  eitfir  a<li  Ut 
•liesen  Irtzteren  lieschr  i  e  l<en  ••  n  ('ylimler. 

§.  DV  Ii  e  w  I- ;.Mi  11^  i-iiiis  u  ii\  r  r.iiiilcrlieheii  SvstfmN,  welchen  mit 
eiin'r    Flach«-  ((  Mm>  ri  I  .i  ehe     f  ■»rt  w  iiii  r  •*  ml    i'in«*    feHti*    F.  In-ni*   A'  ho  rührt. 

1.  Wir  wollrii  /iiiiiii'hHt  :iiin>-hmen,  t\:isn  ■<ii-  lleriihruii;:  «li-r  Fliehe  mit  A. 
nur  in  hinein  i-iiizi:;i'ii  l'unkti-  «?-ittlin>l«-t,  wi-Ii-h'-r  im  All;;«'iiii-iii<-ii  in  dtr  Fläch«', 
wii-  Aiuli  aul  «1«  r  Khene  vieehoelu  wiril ,  ittular*^  dii'  Fläche  auf  «h-r  Khene  rollt. 
Wir  Ii  ^i  n  der  l'nti-r^urhuii^'  i'iii  tcitf.i  ('(Mirlinati-n^\ -«tem  «h-r  .i .  ,v,  :  ru  <«iiiiidi*, 
III  lt«'/.u^  auf  M<lrhi-N  I,  f-'.  t"  dif  Kii-htiin::Hc«i^iiiU!oo'  di-r  Nt*inialeii  «ler  feitrii 
i'.lienc  und  p  ihr  AhMtantl  v<'iii  <'uMiiliiiatiiiur»|irun^  .Hi-ieii,  »»  ilafti 

*.i    -f"  *'.'/    !     '    •  /'     -   '• 

ihr*'  (tl«-icliiiii^  i\\rA.  f,  f\  f-  «iii'l  iLiiiii  /m-^I«  i«  h  ilie  Ijii  htiiii/4i-.>Kii|ii«Hv  lii-i 
Widi  r'ttuinli'M  /f,   t\«-|clien  ili«*    Fh«  ih'   ini  Iti-nil.i  iiii;:4|.riiikte  //  li  i-^t«!  uml   /(t  \,, 

/{§'■■    i'|.    I\t~  /,    «iii-l    •lc--<aeii    ('iiiii|i>iii- ntiii    |i:ir:illi-l    ih-n    i'i^ttii    t 'mtrilin;«!«  n 
aii-n.     Ile/eirliii«  II    r    ,   r/..,   :,  dii*  ( 'lüir  liiiat«  ii  lii  n   M.ih«i  niiiitti-i|iiiiikt«':4   -S\    s>i   hii 
man  n\*  ili'-  drt*i   i-r«!*  n  <il<-ii-liiiii,j«  ii  -h-r   l'i-Wi-^uiik* ' 

Wir  n«  liMii'ii  Ml  it<  r    'iit-   l(iiit|tt  i\i  n  i|i->  Ma<">  nniitti  Ijuiiikto    aN  ('iiordinriti-naii'n 
iler  j\  Vi  -'  <>n  und  (•••/•■i<  liin-n    mit   «i,   *-,  <-;    «t*,  '*  ,  •  :    */,/',<-     ili«*    Hicliliiiipf«- 
cu^iuiiiti^e  tlicHer  A\t  n  t'> /•  ii   du-   ti-tlrii  l'iiori|iiiiil«-na\i-ii;   dann  i»iiid  di«    «lr«'i  I«  t< 
teil  ttleichuii^iii  «Icr  Il«ii<):iin); 
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^  J  +  ^'^  ~  *'  '*■  =°°  ^'+  ^*'^''"~  ''■*'''> 

/'  J  +  (-4  -  ^')  'p  =  .1/'+  (c'X,'-  .t'Z,')         (a) 

f;  J  +  (Ä  -  ^)  P?  =   A"  +  (.i^'i'r-  ff'A',') , 

worin  //,  ;!/',  A"  ilic  Componentcii  des  resultirendcn  Paares  der  gcgrobencn,  am 
System  angreifenden  Kräfte  in  Hczng  auf  die  llauptaxen,  o.*',  y\  z  die  Coordinaten 
des  Jierülirnngspunktcs  IS  und  A'/,  l'/,  //  die  Componenten  des  Widerstandes  R 
parallel  denselben  Axen  bedentcn.  Setzt  man  die  Componenten  des  resultirenden 
Paares  dor  gegebenen  Kräfte  bezüglich  des  Massenmittelpunktes  und  der  den  Axen 
der  X,  i/i  z  parallelen  Axen  dieses  Punktes  gleich  Zr,  .V,  iV,  so  sind  L\  M\  *V 
die  Projcctionen  von  L,  M,  X  auf  die  Axen  der  .r',  //,  z\  nümtich: 

//=  tiL  +  hM  +  f  A',        nr=  dL  +  h'M  +  c  A,        A'^  a'L  +  //'.V  +  t'.Y 

und  ebenso  sind: 

X/=  a  .V,  +  A>-,  +  c  Z, ,      r/=  «'X,  +  «.'  1',  +  r'Z, ,     Z/  =  «" A',  +  //'  r,  +  c"Z, . 

ISezeichnen  noch   .r,  //,  :   die  Coordinaten  von  H  bezüglich   der   festen   Axen,  äo 

hat  man:  ,         , 

X  —  x,^  ^=  ax  -f-  fly  -f-  rt  z 

y  —  Vo  ==  bx  +  h'y  +  h"z  (3> 

s  —   So  =  f  «2?  +  f  1/  +  r  ;  ; 

weil  dieser  Punkt  auf  der  festen  Ebene  liegt,  so  gilt  die  Gleichung 

hx  +  fV  4-  «"s  —  />  =  0        (4) 
und  zugleich  besteht  für  ihn   in  Bezug  auf  die  Haupta\cn  die  Gleichung  der  bi' 
rührenden  Flüche,  welche 

f  (■^•^  U,  •-)  =  0         ('>) 
sei.     Endlich  hat  man,  da  li  die  Richtung  der  gemeinschaftlichen  Normale  dieser 
Fläche  und  der  Ebene  besitzt,  die  Gleichungen 

Denkt  man  sich  die  neun  Cosinusse  «,  /;,  c;  ...  durch  die  Kuler'schen  Wiukol 
9?,  '^,  ^  dargestellt,  so  hat  man  als  Unbekannte  des  Problems  durch  Functioneo 
der  Zeit  auszudrücken:  die  Winkel  ep,  i/»,  ^;  die  Comjioncntcn  />,  y,  r  der  Winkel- 
geschwindigkeit um  die  Ilauptaxen;  die  Coordinaten  .Tq,  i/q,  :,)  des  Massenmittel- 
punktes S\  die  Coordinaton  x\  ?/,  :'  des  JJcrührungspuuktes  //  im  bewi-Hiche« 
System;  die  (.-oordinnten  .r, //,  z  dosseihen  Punktes  im  absoluten  Kaume  oder  auch 
statt  dessen  die  Coordinaten  .r  —  .r„»  // — //o»  •  —  z^  bezüglich  eini^ä  dem  fosten 
Coordinatensvätem  parallelen  durch  .!>  gelegten  Systems,  sowie  endlich  den  Wider- 
stand li  oder  seine  Componenten  A'/)  ij»  Z/.  Zur  Bestimmung  diestr  achtzehn 
Grössen  liefern  die  Gleichungen  (1)  bis  (6)  dreizehn  Hedinguugen,  \vozii  aber  noch 
die  Ausdrücke  8.  817  für  /;,  y,  r,  sowie  die  Relationen: 

x;         ___  _   _y;_        _  z/ 

kommen,  welche  man  erhält,  wenn  man  bedenkt,  dass  die  drei  Nenner  die  Cosi- 
nusse der  Neigung  des  Widerstandes  gegen  die  Hauptaxen  sind.  Man  hat  dah»r 
im  Ganzen  wirlich  die  nöthigen  achtzehn  Bedingungen  zur  Lösung  des  Problem^- 
Wenn  die  Fläche  F  die  Ebene  fortwährend  mit  einer  .Spitze  berührt,  so 
bleiben  x\  y  y  z    constant  und   hört  die  Bedingung  auf,  dass  R  die  Uichtung  der 


XIV.  Cup.         licueg'ijii^  ciiioii  uiivvrUiiili*rl.  Sydtt*nis  auf  fiiier  festen  Khüiiti.         S40 

Klikchcniinrmiili'  li«*iiitzc,  ilonii  ilif.si*  uinl  an  r'inrr  Spitzo  inihi'Htimnit.  j\  y*.  :' 
sind  bekannt  und  hat  man  nUn  nur  fiinüi'lm  fnltekiinntc.  Kn  füllen  von  den  aekt- 
zelin  ol'iffi'n  iSedint^^un^^en  aber  aiu-li  ilii>  dni 

WefT.  ' 

Kf  kann  abi-r  .iiit-h  d«'r  Faii  •■intnrti-ii,  dai*«  /' ilif  llliein*  län^x  einiT  (feradi-n 
berührt.  I):i  in  dir:iciii  ralle  d'iv  VAn-u*'  in  allfii  rmikii'U  •lei  (>i-r.i>leu  Tan^i'Dti-n- 
ebenc  i^t.  su  üind  ilif  Wilerstüuili*  in  nllm  l*iniKti-M  |>ariilli'I  und  halten  einu 
Kinzelrcsultaiite  mit  ht^tiinniteni,  nlur  vnii  lierailr  /.n  CnTailf  werliHflndi-n  An- 
(^riffspunktf  ./,  //',  :',  nierti-r  vcrtrilt  •lii*  Stdio  ilfs  iilM;;en  lferiihrun)?spiiuktrii 
B  lind  Unilert  hIcIi  die  Anzahl  drr  f ikichuniren  nicht.  DieNer  Fall  tritt  ein,  wenn 
/'  abwiekulhar  i^t.  Int  nln-r  /'  windNchiet  ,  so  tindet  die  ItiTÜhruni;  nur  in  einem 
Punkte  der  Geraden  statt. 

Besitzt   die    FK-iehi*    /'   eine    seluirfe    Kiinte.    mit   welcher   hie    auf  der    Khene 

gleitet,  iiii  fällt  /■  =  n  und  A',' •  'V  =  >^i'  -=  *  :  •  :  .,.  hinwejj,  trett-n  ahcr 
an  die  Stflle  diexi-r  drei  Hediii};un:;ri]  dif  heiilrn  (ileiehnri^en  iler  Kantr 

.r      -     ii  fi    —    n  Z     -      «• 

—  I         ="=         ~  «i 

n  n  n 

nnd  di>'  Hediiipriiii^r^  ihiss  die  Kaiiti-  in  dif  l.liene  fillt,  welelie,  da  der  Anj^rilTs- 
piinkt  x\  y\  z  deü  Widi'rstainh'i«  bereits  in  ilir  lie^t,  MJeh  flarauf  rcil'ieirt,  da«]« 
die  Kante  auf  der  Kiehtunf:    f  t' i" ]  -•  iikrecht  «li  lit,  näniliv'h  auf 

*  n   -f-    *//-}-    *   71   —    \\. 

U.  Kinr  VereinfachuM;:  kann  man  in  v«irste|ifnilen  (■!<'ieiiun(ren  eintreten 
ImHen,  wenn  man  ilii'  fente  Khen**  zur  .1 // -  Kbeiie  wählt.  Dann  i-tt  t  ^^  t  ^^  o, 
f"»   1,    ;i      -  n    unil  hat  man 

.1/'^"  -  Ax  +  A,.      »/'I^;-  -  ii    (   i ,.     .»/  ''^';   -  iz  +  /.      ii, 

•  «'!!' -r-  /•  -  /••  v    -  /•■-»-   yz,-  -  :iV) 


f, 


// 


/•'!''  -T-       i  '■    '/'  »/'-l-    .:\-.'      -   -r'>f,') 


kl 


1// 
itt 


-• 
I 


\i:  -  .1  /-/   -  y  -f-  ..  r.      r/XV^ 


.V       ■    //.i      -     ''  '     "i'    '*  7    "f"    ''    • 
:  :..      ■    «  .1    -j    «■  7'  -\    «    : 

-  «»         I  t-     t\  '/.  :'       •  •» 


•»I  'I  '■!  ...  ^1  '    I 


.1 

/ 

I  » 

ff  t  r  *  r  f  f 

tri 

r  .1  f  fi  f  : 

An  die  Stelle  der  tfleirluiii^-i-n  ['2'  Vk\r*\  mau  ••l't  mit  I!rlii1i;  die  fUttfirn  lu  UilfU 
ffleivhunci'U  treti-n  laN^m.  «\rlelir  Hii-h  aul  •Ins  diiii  tmliii  <'onidinaten«iv>tem 
|»aralleli.>  Syitem  di-.s  .Ma*i!ii.>iimittflpnukt«-s  h'/iehen  und  ilie  i'nmii'ini'Utfn  di-w  rf-^ul 
tiren  den  raarui*  di  r  runtinuirliciu-n  Kräfti-  liMi««!!  II«  n  Naeli  Cap.  Mit,  )«.  I'.V.  Nr.  1. 
sind  divielb«*n  di«-  niri\irli'n  il>"*  ri--«ultiienili-n  r.iiii--«  ihr  Mfti.i  ntaukr.ilt--  un«l  •!» 
dicae«  let/tiTe  zu  ('•■mpitni'ntt-n  um  ilie  !(aui*ia&tn  >\i*-  (fi<>--«iii  Ip^  /•'/,  '>  hat, 
•u  erhalt  man  ilureh   rnufetiiui   aul    ji-iio   .\\<-ii   dit'  (jriii«^i  it 

/fpci  +   /»«/ii'-j'   ''"'1  l/«''   -\-   liifh    ■•-    '■»'•.  -l/«i     :-    /*'■/'     -f-   '»1    . 

Ürh«ll,  Ih^t^iii'  •!  Iliw.  u.  «1.  Kriiie.  •!& 


1 
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um  deren  Derivirten  es  sich  handelt.  Da  R  die  Richtung  der  :-Aze  bat.  so  sind 
A'i  =a  0,  i^i  »B  0,  Z|  :=  /^i  reducircn  sich  die  Componentcn  des  Paares  von  H 
auf  —  I{  h/  —  yo)i    '^  (^  —  "^'o)   und  werden  mithin  (2)  vertreten  durch: 

^^  {Apu  +  Bqd  -\-  Cra)  =^  L  —  li[y  —  yo) 
^    {Apb  +   nqb'+  Crb")  =^  M  +  R{x  —  .Co> 

3.  Es  sei  das  System  der  Schwere  unterworfen  und  finde  Reibung  an  ii«r 
festen  Ebene  statt.  Letztere  sei  unter  dem  Winkel  i  gegen  den  Horizont  geneigt 
Man  hat  dann,  wenn  die  jt-Axq  in  der  festen  schiefen  Ebene  horizontal,  die  jy-Axo 
positiv  die  scliiefc  Ebene  hinunter  und  die  positive  :  -Axe  oberhalb  derselben  an- 
genommen werden,  der  positive  Sinn  der  .i^-Axe  aber  so  bestimmt  ist,  dass  die 
positive  Drohung  um  die  z-Axe  die  positive  x-Axe  zur  positiven  y-Axc  führt,  indem 
man  die  Componcnten  der  Reibung  nach  den  Axen  der  .r,  i/  mit  Mf,  Mf^  be- 
zeichnet, sodass  /',  f  ihre  Verhältnisse  zur  Masse  des  Systems  darstellen: 

2X  =  Mf,        Zy  ^  Mg  sin  i  +  Mf\        SZ  =  —  ^f g  cos  i, 
und  da  der  Punkt  B  in  Bezug  auf  die  Axen   des  Punktes  S  parallel   denen  der 
X,  1/,  2  die  Coordinatcn  x  —  j"©»  1/  —  Uo*  -  —  -o  besitzt,  so  werden 
A (z  -  :,)  ,V/^,     M  =  (:  -  r..)  Mf,     -V  =  {x  -  x^)  .Vf  ~  (//  —  y^)  Mf. 

Setzen  wir  also  noch  die  relativen  Coordinaten  des  Punktes  B  in  Bezui*  auf  S 
und  die  eben  genannten  Axen  gleich  x'\  if\  z\  sodass  .r"=  x  —  Xq,  y"=  #/  —  tf^ 
z"=  (r  —  2u)  =  —  Süi   so  wird  das  obige  Gleichungssystem: 

'J^"  =  /•  ,/J  (-^/'«  +  /"/«'+  Cra")  =  -   Mz'Y-  «.'/' 

'S"  =  'J  •"'«  '■  +  /'  il,  (-•'/'*  +  ffvl''+  frl,")  =         M  -.'■/■  +  Hx" 

'S'  =     "^  *'■"  '■  +    .!/         Ul  (-^ '"^  +  ^'/  '•'  +  ^'-  '■" '  =  '^  (•'■"/■'  -  .''"/  ■ 

.r  =  ax  -f  «1/  H-  r/  ;  ,      ,      'n  _  i» 

//    =   ^'''   +  f'!f  +  f^   ' 
z    =   er  _[-  <•  y  -j-  r  I 

.r  —  ;i'ü  —  .r  ,     //  ?/o  —  ^y  »      -   —   -o  —  -  »      *    —  ^ 

Die  Componcnten  der  Ge.scliwin<ligkeit  di.'8  Herührungspunktcs   U  sind: 

dx         (Lr^    ,      (Lr    dxQ  j^     ,  tla            ,  thi     ^^  ,  du ' 

dt   ""  dt    "^  'dT  "    dt~  "^  '*'  dt   "^   -^    dt    "^  '    dt 

(ly  _  r///„    ,      dy"  _    r///o     ,       ,  db            ,   ^///  ,  (//y" 

dt    ""  f//    "•"    ^/     ~    (//     "^  '^"  <//   "^  -^    dl    "^  •    ^/' 

//r  dz„     ,      //:"         f/r.,     ,       ,  de    .       ,  de     ,  ,  de' 

,11  ^  7/7  +  ";?r  =  ,/<  +  •'■ ,«  +  ^  rf/  +  =  ,ft  =  "•     =  =  ö- 

Seine  (ioschwindigkeitscompononte  senkrecht  zur  feston  Ebene  der  a\  y  ist  stet? 
Null,  da  er  in  dieser  Ebene  bleibt.  Er  jrleitet  auf  dieser  Ebene  und  die  Geschwin- 
digkeit dieses  (Gleitens  wird  durch  die  Keibung  verändert.  Er  gleitet  aber  nur 
so  lange,  als  <lic  licibiing  nicht  seine  Geschwindigkeit  zu  vernichten  voriuaff: 
sowie  dies  letztere  eintritt,  liegt  der  Berührungspunkt  in  dor  Momentanaxc  unü 
beginnt  <l{i8  System  jiuf  der  Ebene  zu  rollen  oder  zu  bohren,  je  nachdem  die  Mu- 
mentauHxe  in  die  Ebene  fällt,  oder  unter  einem  sjützen  oder  rechten  Winkel  ^a^i"^ 
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i-iii«;f::i-ii;;«'srt/.t  uinl  Vi-rii:illi'ii  .••^'ii  «lal-i-r  ilin-  < '••iii|iiiiii-iiti'ii  Mf,  Äff'  i«u'«iic  ('<»iii- 
|i>in<-iil*'ii  si'iii>-r  <ii'<i('liwiiiilipfki'it.    il    li.  «-•<  i-«! 

/ 

Ull'l     iI  t     •lii-     Ikl  il>IUl;/    tliMM     iMUl'ki'    ]i|'i>|i<'l  f  lolltl     i<t.     -■•     \.i\     lll'lll     .'ll^li'it'll 

.1///'  1  / '      ."/•. 

\\*>  u   «li-ii    i'-'iiotaiiti  II   Ifi  iliiiii/- tlii-ii-iili-u    /wNi-Ihh   liir   Klicii«*    uinl  iIiT   Kiäi'lii* 

/'  Im  II  uti  t.      L'fii'lit   filiir  ilii*   Kfil'Uii;:  liiii,    'iii-   (i- ^fliw iniÜ^Kiit  voii    /*'  /.ii   til^i  ii, 

II    nii'l   i^t  *\:\s  Vi-rli.illiiiM.'«  (I«r  r<iii|i<iiii-iiii'ii  ili  r  Kri- 

liMiii:  iiiifii"tiniiii1.  li.'i'«  S\sti-iii  liiirt  aiil'  /ti  ;:liMt<-ii.  Wir  ^<'t/.l'lt  liier  \>ir:iii'«,  il;i'«ii 
••i>)>.*iM  •i.i*>  (ili-ittii  aut'liiirt ,  uiirli  ki'iiii'  ICi-iliiiii:;  iiirlir  ^futttiii-li-t,  <1.  Ii.  «Iii-h  ili«* 
Ivr.l'iiii^  »irli  um  aiil  •■iin*  Kr>iilt:uiti'  «liim-  Paar  irilucin-  «uli-r  liic  %%.il/i  ikIi«  {2i'i- 
liUl.^    Null    >ri. 

;^.  17.     AI«»   rn-i»]iii-]   zur   \  ■■r-ti-lii-inli'H   TIh  •■m<-  )>i1ihii>1i'!ii  wii    ilir   Itf  u  ••  |*iiii)r 

«•iiM-i    N  1- li  u  I- r  I- II   II  ••  III  11  »;i- II  •■  II    K;i^i-I    a  ri  f   i- i  n  i  r   "i- h  i  *■ !  »'ii  J!  Ii  »•  ii  ••.     Mail   hat 

l<i<-i:iir,    '):i  ■i'T  .Ma^'«l  iiiiiilttt{>uiikl    s  /ii;:]i  ii  h  licr  Kii^'i|iiiiit«'l|iiiiikt ,   nt«ii  :^  roii 
^talll   iit  ,    /';iricli<<t  : 

/'v.. 


li.t  t/v 


tll' 


'"     -    1,  sin  I     1    /'.  «»  /i   —    */•/  sin  i.  ll 

tl!' 


K»  rii.  r   inl,    i!.i    ./  /.'  *       .    f    1/%'.   w.  im    *   iIimi   KaiüuH  ilir   Kii^'il   lii-z<>irliii«t. 

.«/    — '  ••.     :'    -    *    i-t : 


ila    .'ii^|i-ir*)i    .1 


.        '/  11" 


/ 


./ 

./f 


;   V     '        '.p      \      h\.       I      '.  •; 


r/ 


*      ,,       '■/'       I       '    '/       I 


r-    I 
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N'iiii  »IihI  /#,  '/,  I  «lii*  ( '••ni{M.ii<  iil.  ll  •{••r  W  tiikt>I^r^i-]i\viii>li;:k«*it  um  ilii*  im  S\-«(irn 
t«««!rii.  mit  iiiiii  l<«  \\  ••/li'li«"'!  .V\»  ii  •!•  r  .i  .  /,  .  :'  iiiiii  ila  «lif— •  t''ir«  **  •'••'  A\i  ii  «1«  r 
*     ,    »/    .    :       'ii»"    lii«'lit>Ilij'i'li    ll  fi  *• ,    n  h  i,    il   f.    r      li.il'i'li.    ^•»    '•trili'li 

"f     \     "V    -f-    "   '  /'i-  ''/'     I     '"/     I     ''    '       -    Vi-  •  ;•     ♦•    •   V    ■{     '■   '  'i 

•!i<    ( 'iiiii|ii>niiitiii  <ii-i'  Wink' l/'"<<-)i\viii<lii'K*-tt   itaili   •!•  ii    \\*-ii  .i    ,  v   .   :'     ^"»    >•  ■»(•T 
i»ii  i  t:.ii»'  <Iur,   ttir  ilii-    \\  ii    .iIk  r   \>iii   pt/t  /•,   •/.  '    '«■'lir>-iiM*ii   \%till.  n.   ila   kt-iii<-   \ir 
Ml  •  {.«•-lilii/    /ll    li-t'iii  ili!«  ll    I -t        I  >•  iiMiai  )i    li'it*  ll    lii«  -•■    ( i!r*irli'i!i;;vti    |i  l.'.l 


f  » 


/. 


\  11 

.// 


|iif    I 'tiiitii'iM  i.t<  h  '    •!•  1    i  fi"<<  li\%  iii-l./!.<  il    •!•  «   ruiiKf«  -    /•'   t.i«ii  11    .-i<  ll   •  li«-ii 

*  ./'       -fr 

lau-    •  Ulla«  lii  I    •l.tr<«t' I!' II.      /mii  i<  K«!    Ii«iiiit    i-n    \\ii    •Im-    i'<>riiilii    >.    1 '•'.'    I'ur 

,n 
titi 

,    ii.it  ■!•  I«  ll   li>i!!<    <>.•  il  iiifii-t 


./.' 


./.  . 


.// 

•/v  '/■...     .       , 

Wm    aiii  I    /i  ,    y.    >     «li«-    :ii-|>l  tlli.-Ili  In      lti><lrllt Uli.'    Ii.il  •  ll 


^.      !     ••' '         '•■   /•■  •     t     '•  /' 


'■  V   •'     :     '•  /' 


•«      t        " ; 


t  . 


.       K 


i' 


/•     -  . 
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Nun  sind  aber,  da  die  Richtung  /iS  die  des  Kugelradias  ist: 

'  ♦  '  « 

X  j/  z  1 


#   —  -^,  —        I 

c  c  c  s 


d.  h.  x' =  CS,  y'=  c'ä,  z'=  c's  und  folglich,  wenn  man  diese  Werthe  in  die 
vorstehenden  Ausdrücke  einsetzt  und  nach  p,  q,  r  ordnet: 

—  =  -^  +  «  [(n  c  —  flc  )  p  +  (ac  —  o  c)  7  +  (<»<•  —  ac  )  r] 

welche  Ausdrücke  aber  mit  Hülfe  der  Formeln  (4)  S.  146  übergeben  in 

"di  =  "  +  -^  (*/»  +  *'*  +  *"'') 

dy  .         ,      '  '   I      "  /*. 

^?    =  ü  >_  .V  (^p  +  fl^  +  fl  p  ) , 

wobei  zur  Abkürzung  noch  - ' '■'  ^  «,     -p  =  v  gesetzt  würde.     Setzen  wir  nun 

wieder  p  und  q  an  die  Stelle  von  np  +  aq  +  fl'V,  hp  +  ^V  "I"  ^"'"i  ßo  werden 
die  Componcnten  der  Geschwindigkeit  des  Punktes  Bi 

dx  , 

---  =.  1/  +  nq 

1  (3) 

di-  '-'P' 

Die  Hichtigkeit  dieser  Formeln  leuchtet  auch  sofort  ein,  wenn  man  bedenkt,  das« 
sq,  — sp  die  Gcschwiudigkcitsbestandtheilc  sind,  welche  von  den  Rotationen  um 
die  y-  und  a:-Axo  herrühren,  während  i/,  v  die  Translationsgcschwiudigkeiten  de» 
Systems  sind. 

Für  den  Fall,  dass  der  Punkt  B  auf  der  Ebene  gleitet,  gelten  demnach  die 
Gleichungen: 


du 

dl         ^ 

^    dt 

dv              ■    -    i    p' 

^:r-/ 

0  —  R  —  Mg  cos  i 

^^j-- 

.  /■ c_ 

w  -j-  ary  V  —  sp 


Für  den  Fall  des  Rollens  u.  s.  w.  aber  treten  an  die  Stelle  der  beiden  Gleichungen 
M  Vn~+T*  =  fiR   und   /•:/■'=  («  +  sq)  :  {v  —  sp)  die  beiden 

7/    -|-    «^    =    0 

V  —  sp  ^  0, 

welche  ausdrücken,  dass  der  Punkt  y?  jeden  Augenblick  in  der  Momentanaxe  liejt 
oder  seine  Geschwindigkeit  Null  ist. 

In  beiden  Fällen  hat   man  zur  Bestimmung  von  ;;,  y,  r,    i/,  i»,   /",  /*',  R  die 
acht  nöthigcn  Gleichungen. 

Aus  dem  GleichungSHystcm  ergibt  sich  nun  Folgendes: 

1.  Der  Widerstand  ist  R  =  Mg  cos  i,    also   constand  während   der  ganzec 
Bewegung. 

2.  Die  Compouente  r  der  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Vertikale  des  Massen- 
mittelpunktes ist  (.'onstant. 

3.  Die  lOlimination  von  /',  /"',  im  Falle  des  Gleitens,  gibt: 


XIV.  Ciip.         Hewi*(»tiii(*  L'iner  hoinufr.  »rliw.  Kug*'\  auf  ilvr  M'hiflVii  Kbuiit*.  Hf),'} 

=^    t*    .  1.14-1.';  stn  il   .—   u*tr  rufr  i 


ti 


It  tif 


O  *'  C/"    -^  "■"  0  -^  '*'-''' "" 


r/l«    ,     n     ftp  1  '/"  I         /'/»•  \ 

SiikI  null  i.\),  (•„  flu*  (Ninijtinrnti-ii  di-r  (■i-fi(liwiiiili;;ki-it  «ItH  MH<iMi'iniiitt(>I|iiinkti*» 
xiir  Z«'il  /  =  •».  /<„,  y„  «lif  ('oiDitoiii'nti-n  <Ut  Wink«  It:i"««  liwimlitrkril  um  «lif  Axi'ii 
der  j  ,  .v'  '-11  «liT^rllifii  Zi'it,  hu  liefert  die  Iiiti-i^r.i'.iuii  ih-r  )ii'i<|i-ii  i-mti'n  Ulri- 
cliuiif^cii : 

u  'i .   '—    1  X  (tf    -      7  .! 

V   -       v       \     r  s    fi      -    ;#,._;     -   '/  %ltl  I  •  / 

liiliKii  wir  liiiTiiiit  ilir  (»r<>nM-n  //  -\-  %//.  "  -  sp,  ui'lrh  ■  rlit*  ('»mpotictitcn  der 
fSe.tchwiiiili^ki'it  (1i*.h  lU'iiihniii^spiinkti'M  H  sind,  iriiiilidi 

u  -{-»*/  ■■--  ]u  —  i:  '■  ■  "1"  *  '/.■    -  1    "         :  "■■  ^"  ?  *  y  ■     -  {  '' 

r  —  <;i  =-■   "  p  —  '.]  Il  «J«  I     f  •-■»•.--  » /i.,  r=  ].  (f        »;  .<i«  r  •  ^  —   i  - .  -     t  «/i„    -f-  </  cm  i  •  / 

-  il  / "  -f-  »/  *i/»  »    .' . 
•odnit!«  .'ils«> 

i.   .      ,^j  i.-i    ■,  /"  -f    .;  m"»i  <  ■  ;  .  r  .  =.  f  - .  ,j  siit  i  ■  l  —  i  r,  —  •  «/»o, 

ao  kiiiiiii'U  wir  /.Uli  ii'li.-t  /'  und  /'  diinli  dii-  /•-it  d.inttill.Mi ,  liii-riiiit  alsn  auch 
w,   r,    Äuwii'    /i   und  y.      Wir    führen    /u    ileni   Knde    f  un-l    /'    in   di«-    Inidfii   It-l/leii 

t  .  .  !»•  r  .•    1    !    ■    1  ■%  ''"  '''         ''"  '" 

d^r  idiitreii    I)inerenti;ilL'ieieinni''«-n    t-m       D.i   nun  -     .    ■      .     ■      ;  ♦•'•■i  «  "" 

uird,   '•o   iM'finien   dii— •    <il>'ie}iunL'' n   ili«-   (■e<italt   :in : 

1     t/f 

t       ilt  t'    -\      i  tj  Kln  l      !  tf;     ' 

!fr,  «••nn  wir  Ijeliuf.-»  weili-ri-r  Vi'r«-iiil'ju-liuii;»  ii »;  ros  i-  t  —  ^>  un-l   •  .;  ai»i       /    —  xfJ 


O'+C)'  "•••■■■•■■    '■" 


netzen,   »•jiiei   nliii)    x  •  i-«t; 

u 


.//• 


lU'liufft  di-r  iMtejri.itiun   fuliiiij  "Air  •  ine  lliiltiv.tn.iliele  0  rin,   «l«  r.irt.  -I.iih  di«-   «r^le 
dilüer  (fli  iehuii^iMi   vnn   ■*•  I>>Nt   •ilullt   uiid;   wir  Hit/iii   ninilieli 

,11  ./M  ,/r         ,/M 

.//         ./•  .it         ,it 

Mit   Mulle  tlie.ier   Werll»«     \\ird   di-    zweiti-  «ler   if|ti«liun/ei. 

/      1     xN     -    l      .../i;  r. 
Sie  jribt ,   tlitTeriMitiii! 

r//  r/f^  .;7  /  /.. 

I.'.'  ■■.'  %!•.'  ü  f/; 

uud    ijuillft    ««i'-li    veiuiiv'-     'l"'r    >'il'-;i*i"i"n*^'!«iel»»:nir»M    t  •«     «• .    ■^u«»   d«  neu    t'iljrl 
i/l'    s..     ,if    itttjO.     ttt  *•»!  Ii      i/N.    III    dii-    li.  iden 

V..n   di.H.ii    li.  irri   ..un.it  II-!    .H-    1-'.!.     d  i«.   In*.  ;;r.*:    x'     -*       .•.•••  fl     i     '  ■■m.'     ■    •». 
«•di-r  /  '    ..         ,  ..'     V  u . 

«'••rill  .    die   lnti-/rali«tn«iei'n>'!.ii»!i-   !••  l-  ".!«••.      \\  ■  ili  i    i^* 

•/' 
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und  wenn  man  also  behufs  Entfernung  von  a  die  Gombinationen 

cotg  4<j  —  /^^<j  =  2  cotg  \g  =  —  ü"^  ^  ctr-  ^- 
mit  Hülfe  des  gefundenen  Integrales  bildet, 

woraus  swisclien  b\   ^i  ^  die  beiden  Gleichungen 

r  (1  +  x)  1   _  X    ^       ' 


fliessen,   wenn  x  ^  1   und 


•jr 


2/-=  J_A-2  +  /.^v  +  r:', 


2r 


wenn  x  =  1.  Sobald  die  CunstRUton  C\  C\  r  bestimmt  sein  werden,  bestimmen 
diese  beiden  Integrale  vorniöpe  ^  =  iigconi-t  die  Grössen  f.\   V  und  durch  sie 

M  =s  ^'  4.  5  Wo  —  2  .vjyp,    i»  =  /'  4-  //  Ai;i  i'  t  ~\-  5  i',,  4-  ?  *Ai,  sowie  ^  =  ^^-    C  —  «. 

n  t=     -  (1/  —  X  A^  —  n  xin  I  •  /')  als  Functionen  der  Zeit  t. 
s  "  * 

Um  dicHo  ('onstaiitcn  zu  bifstimmen,  seion  //„,   l\  die  Werthe  von  i-,  l'  für 

/  =  0;    man  hat  dann,   da   f)  =  0  wird,   für  /  =  0: 

«  -  e  ri  4.  X)  +    1-  K    +  ^ 

,7  I  -r  «  .. /f  1        X 

-'"-,.   (1    +    H)    ""       1    -    H      "^      -   ' 

wenn  x  <    1    und 

"  =  ._,'/•..'  +  '■/•;;  +  '• 

wenn  x  =  1.  Mit'  Constmitc  r  ist  abor  cino  üborzälilijie  und  kam  in  die  Kech- 
nunjj  durch  die  Integration  nach  ff,  wt^lchc  <*iner  DiiTcrcntiatii^n  folj:fto.  Dio  bei-Ien 
zu  integrirciiden  GIcichungfcn 

V////  "^  Vr///  '"  \dt ) '       r  dt  ""  /'  4-  x(=)  ■  dt 

VLMlangen  nur  zwei  Constantcn  und  liängt  also  v  von  l\  f'',  also  vnn  /.'„,  r„  ;il'. 
Diese  Abhitngij^'ki'it  (M-}j:ibt  sich,  indem  mau  mit  Hülfe  der  beiden  Intc^^rale  'li*: 
Grösse 

•j(r  4-  xf-),  =    ^   a'  '-''    -   .7.'      '  +  c'4-  ^x 
bildet,  weUhc  vermöjjfo  der  Diri'erentiulausdrücko 
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auf  ili»'   l'oriii 


t/r 


^i-liia(*lit  wnilf-n  Laiiii .  mit  (Iciii  .'lUm  Mit  ]Mtlt  ri-iitiai^liicliiiii^ 

1     ,tf  1  J/ 

/     .//      "    /'    •     xW    ,ft 

// " 

fi>LMii.li  II     Wiiilm     /'    I     xW    .-   /  v»i;:iiiiht        I»ii'.     li«'fiil     ''    }    ''x     -    i>, 

Mrlilic   fili  icliun^    ali(  I    iluri'h   ti'w.  (ilt-ii-liiiii;rfii   dvr   C'iiu-«laiitcnlio»tiiiiiniiii^    iiln'r- 
*!.-hl    in   'J /',.  -     *     /;/"■'      -  '■^/~^   ••'I'T 

i'  ^  f  '     '  ■       /'.  :t   '  '.'   i-  'V 

i^ii'i  iimt  :iIm»    iiiuii*  r  irvll   i>t.      l'flirr    «l-o  Vnr/.rii  hi'ii    in    liii  •>ciii  Am>>!iii(Im'    i-iit- 
••I I  •■uli-t    iii  r    aiit.iiiu'iii  Ip*  <M'Ncliwiii'li^ki-it^/.ii'«tariii.      I.t    Hi<i    /..    \\    \\u'    hori/niitalc 
Aii:HUu'-»;^''?»''ltwiii'li^'ki'i!'»t-iiiiijiiiMi'Htr  »#.-{-  *7.i=»  :  '  ■■  I'""!'»*".  '•■•  •■''l  aiifli  /    i^uiii^ 
fk\»'\\%  fiiii  ,  wiim  auch  ii-n-h   r-o  kiir/.i-   /«'it  |iuHitiv  mi'l  ful^üih 


-  f       -*-    »  f  = 


// 


mit   .     /ti:;Ii-if-|i    |i'>Hiiiv    mliT    iir,jativ.      MaluT    liat    *     mit  ■■-  f,    «l.  Ii.    mit    il»"iii 

>imit',    in   \%rK-liriii   lin^    ln-ilMiiiLr   |iaialli'l   «Ut   .i     \\*'   w:rkt.   ;^Ii  h  Im*«  /<  iclu'n       I*«! 
wImt  /   nc^'ativ,    no   winl    r      ---/.'      '  (/'„  -f    /  /  ,,•    j     /'^■'    mii<1   liii  riiiit 


•I 


/ 


1  X' 

I  X- 

•  i.l     '         ;      X  '  t»     i^f. 

I     WtiiM    X         I    i««! .   S'i  •  i;:il'i  tii  li   .iM-s  ilfii  (iii-iriiiiii^t'n 


/ 


1   .  ^ 


.  r-    ' 


«    .  1      f      x" 

1      .       IT 


I 


\  '• 


I 


niul 


;    / 


1 


'J  / 


-I 


/  •    i 


-^       r    • 
f 


T     ' 


1  X 

/  '   •    '  .  /  =       ' 

•  '       I        *       X  1  M 

**i»Iili    ^'  a<.</>(%i      /     i-«!  ,    «liis     l>.i     /  •»    -iii-    li|i.%«>-    fJ    Mi|il    Ii'Iijlirli    .IUI  !,    «In« 

/•-it   f  <iii>  ii'lliili   ^rric*»   »rr>!<  II    imi«'«,   .s   K.iiiii   aNn   in  •In*-«  mi    ("'alir   ilit-  <tr«i)iwin 
•ti^'ki'il  'l<  ■»   ht  iiihinii^''piinK!i  ■• .  ■'.•■I«  n  « '■•!n|w.iii-nfi*ii 


,  ■\  ,., 


j'. 


-\t\  ' .    iiifiii.ili    Xiill    urpltii.      Ih-     lir-"«"-    X    i  ■!    *    '' '    un'i    -ii-     Il«-'linL"Hi,r    x 
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it*.     al»"    /';   ■  ■    Jl  . 

Il.'Wf^'!    >ii*!.    :il-.i.  i'iii«     -»rli«.  71     li..!ii.'/>  n  •     K  1  j  ■  I    .1 'i  I    riiit-r  n  n  I  r  r 
*  Mii  tu    W  :  I  k  •■  1    I    ;ri';;i'n    •!  ■  n    11  ••  r  i /.  n  11 1    ir '' n  •' i  k' i  •  a    l-t-'  !>•',    •!•  ^••-ii     i'aii- 
;;•  n  t  •■   111 1  ii •!  i-  n  i  r  n  ^  p!  i  •  1  •*  li   .^   v  •>  111    K*  0  1  (•  m  li /^  r  u •  1 1  i  >  i i  11 1 «  n    /.  m  i  •*%■  ii  ■  n   K  11 
pi  J    11  ii  •!    Khi'n«'    int,    •>•<    int   iln*    K>))>'inu'    ><i«'m.-tl-«    1111    >tAUili',    .In    (ti- 
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schwindigkeit  des  Berührungspunktes  eu  tilgen  und  kann  mithin  die 
Kugel  nur  gleiten,  nie  rollen. 

Je  grösser  t  wird ,  desto  kleiner  wird  der  Druck  72  »>  Mg  cos  i  und  die  Rei- 
bung (ifi,  um  so  leichter  gleitet  also  die  Kugel. 

Mit  wachsendem  t,  also  wachsendem  G  und  mithin  fortwährend  wachsendem 
U  reduciren  sich  die  vorstehenden  Formeln  für  x  ^  1  immer  mehr  auf 

"  ^*         '^^  ,        also        r  +  ö  =  0 

'    =        2  (l  -  X)      '^  -         ® 

c 
und  werden,   wenn  man      ---     -      ==  n    setzt,    indem    man    für    l/\    P'^   S   ihre 

2  (1         x} 

Werthe  einführt,  immer  näher  die  Gleichungen  erfüllt: 

71  - .   Tvx-i  +  ?"ü  -  ?*9o 

(n^y  cos  I  •  0 

ü  =  ^  {sin  i  —  tt  €08  i)t  +  ^  v^  +  ^  spo , 

welche  ahgokürzt  lauton: 

H  =  ^u^J  —  4  Ä  "o  ,         V  =»  y  (sin  i  —  (i  cos  i)  t  . 

Ks  nähert  sich  demnach  die  horizontale  Componente  u  der  Ge- 
schwindigkeit des  Hcrührungspunktc s  einer  Constanten,  die  Com- 
ponentc  in  der  Richtung  des  steilsten  Abfalles  aber  wird  der  Zeit 
proportional.  Die  Bahn  dos  Herühruugspnnktcs  wird  daher  mit  wach- 
sendem /  immer  mehr  parabolisch. 

6.  Ist  X  <^  1 ,  so  wird  C/  =  0  für  ^  «=  C,  d,  h.  da  f?  =  [ig  cos  i  •  t  ist, 
für  die  Zeit 

2  fty  cos  I         (1  —  X*)  ny  cos  i 

Vür  V  =  0  wird  aber  2  /'  =  C ,  also  2  (^  +  x(9)  =  2  (C'-f  Cx)  =  0,  d.  h.  da 
%G  ^=  % y  sin  i  •  Mst,  J^  =■  —  iy  sin  i  •  t^.  Demnacli  werden  die  Componenten 
u  H"  «'y  =  1  C i  V  —  sp  =^  \y  -\-  y  sin  i  •  /,  der  Gcscbwiuditxkeit  des  Berührunjrs- 
punktes  l)ei«!e  zugleich  für  t  =^  (i  Null.  Es  verschwindet  also  die  Geschwinili?- 
keit  des  Herühriingspniiktoä  und  die  Kugel  beginnt  zur  Zeit  /]  zu  rollen.  Yen 
diesem  Augenblick  an  gilt  mithin  das  Glcicbungssystcm: 

rf,  =/  ^'Tt='-f      »  +  *?  =  o 

^f^    =  //  Sin  I  4-  /  ^^s  J^  ==  f  V  —  sp  =  0 

I{  =  Mycosi  2^^  =  0. 

Sind  nun  //, .  r, ,  />|,  qi  die  Werthe  von  Uj  v,  p,  q  für  /  =  /, ,  so  erhUlt  man.  wie 
in  Xr.  3.: 

'•  —  ''i  +  fs  iP  —  Pi)  =  y  sin  i  {t  —  /,). 
Um  die  Constauteii  zu  bestinimon,   bat  man  für   /  =  /,    aus  den   Oleicbungon  \or> 

Nr.  a.: 

f.   =  7/  —  i  uq  +  }sg,, 

/'=?'  —  //  sin  i  '  1  —  i  i\,  —  i  spoy 
wofür   f/  =  0 ,    F  =  —   s  //  sin  i  •  /,  ist : 

"i  =  '1  "j  —  r  S'/o,         »'j  =  ^  (/  sin  I  ■  /i  +  ^  i'u  +    'f  5/^, 


XIV.  CMp.        Deweipnn^  einer  homo^.  Hchir.  Kii|;i*I  auf  ili-r  mrhicfpn  Kbene.  H:u 

un<!  weil  zur  Zeit  /,  auch  die  oliiß^en  briileii  (ilcichunf^on  u  -{•  sq  =  ",  i*  —  «p  -»  0 
gelten  : 

wntlurch    auch   /i,    und   y,   hi'stiinmt   iiiuil.      Kür   ir^t'ud    liiu-   7.%:\i    t  '^  t^   hfHtrhen 
al»«!  die  (ttcichunjiren: 

u  —   r/,   =»   ^<  ly   —   tfy\  u   -}-*•/    —   " 

I"  "i   -f-    ?  *    /'      -  /»r        ■■  i/ •^•*'»  i     't  - '  tii  r      -   «;i  -•  n. 

Man  erhiilt  hiiTinit  unter  Kürürksirblif^uii^  der  Wi-rtlif  dtT  ConAt.inti'n: 


y  =  Vi'     '    -  ^i   =  *  (/'    ■  7'i!   -  •  i/  *"*  i-  f  -    'l^ 


Bou  ie 

til  tfi  dt  fit  '  "  -^ 

///        ' 

d.h.:  IHi'  hiiri/.ontalo  ('iini|Mnii*iitc  u  der  (■  ■■Hchwi  nd  i^k  fit  d  rs  Mittel- 
()unklf!»  ili'f  rnllfnili'U  Ku^rl  int  cnUMtant  und  t'indi't  in  iliror  Uiirh- 
t  u  n  i;  kein  U  r  i  h  u  u  {;  .1  w  i  d  o  r  ü  t  ii  n  il  n  t  .1 1 1  M  i  e  ( *  11  ni  p  n  n  c  u  t  f  <t  e  r  ( i  e  h  c  h  w  i  n  - 
dif*keit  in  der  Kiehtunf;  di*H  htürksten  Ahf:tlI«*K  die  Hi-hit*to  Kheiie 
hinnb  w  lieh 8t  der  /rit  pro|>()rt  iiina |.  ])i>r  K u^ulinittflpunk t  hftch reiht 
da  lief  i'inc  i*iir:ihi-l,  pariillfl  ili-r  iicliit*  f  fu  1*.  Ii<*ni',  deren  IIau|itaxe 
d  i  e  K  i  c  h  tun«;  d  i<  n  n  t  i-i  r  k  .<  1 1*  n  A  !•  f  li  1 1 1*  h  h  a  t.  1 )  i  ••  H  <•  *)  v  li  1  f  u  n  i  }*  u  11  ff  tl  i  t*  11  e  s 
I'nnkteH    in    dirRi-r  Kiclitunt;   i«l    w  >/  %rn  1  und    dif    Ifiihiiii^  •  M  tj  %in  U 

r>a  H  ■=  ».Vir/  rttt  1  un«!  w»'jj«'n  n  -"^  t  au«li  •  »/  sin  i  -^  u  •/  rnv  i  imI,  mh  i-iltfl,  dniif 
dit>  Kl*  ihn  n^'  im  vnrl  i  <*)rendfn  Fnllt«  nicht  dem  fii'uchi-n  drri  ^.inr.  t*n 
I>ruckt'i«,  Mindt*rn  nur  fint*ni  Mrurhthiil  hiirvun  ^'Irich  idt.  Itii*  (um* 
fionent«'  ^  der  W  i  n  kt- l);rNC  li  wi  nr|  i^k  eit  um  dvn  Ku^^ild  urc  hnii*  ^ücr  pa- 
rallt'l  d«'r  Linit;  h  tcil.tti- n  Aht'.tili*.-  i.nt  c  oiimI  nnt ,  •mwii*  d  i  i*  um  di'n  zur 
>  r  li  i  ••  f  <■  n  K  h  c  n  I*  1«  c  n  k  r  c  r  h  t  e  n  I  >  u  r  e  h  in  e  s  n  <- 1  :  •!  i  <•  W  i  11  k  ■•  I  fr  *'  * <'  1>  w  i  n  •!  i  i;  - 
k  <- i  t  /}  lim  d«-n  hur  izuntiil  r  n  Dn  rc  h  ni  •-.ttic  r  i.tt  ^'li*  icli  fi>  rm  i^r  h«*schlcu- 
iiitft 

(*.  Kl  p*'i«-n  die  Aiii'jin^-i;:i'*(rhwiiii|i;rkrit<-n  n  ,  i-  ,  ;k  ,  7.,  r„  HÜmnitlirli  Null. 
Il-inn  tiuiit-t  in  li(iri/i>iit:iliT  liiclitun^  iihiThiiU|»t  kriin-  ft^'nchwiiidit^kcit  Htatt,  wird 
aliii  nui'h  I»>-inr  Id-iliun^  rrri'L't.  d.  h.  •'•<  i->t  t'or'n'.ihrrnil  /  -f  U.  ni-mnnch  ift 
dun  nii'ii*liun^'<ciyfitcui : 

f  »//  Uii  U    -f.     .y    .-      II 

iidiT 
-   »l  ,.   4-    « y       .   «I  r   --   ji;i   •—   «» 

.    II 


|l  e  I  M  i  1 1  ••  I  p  u  n  k  l  d  ••  r  K  n  p  f  I  h  •■  w  ■•  / 1  -  i  ,•  h  ji  1 « • .  ;.'  i*  r  inH  i  rii  j*  du-  h  k-  \\  i  i- 1'  v 
]'.  Iii'iii-  •litt  1111  k'  11  n  •!  liinict  k«inc  Uiit.iti<ih  um  •■iiii'  \  \  •-  pnr.ilii'l  dt>r 
Ki  cd  tu  11^  •!  •  "  -tiiijilifi  Ahi:ill«"«  «l.itt  »  !irii^i.  w.iiii!  »  »••  um  ein«-  A\c 
»i-  II  k  ri'  ch  l  /  II  r  K  li  •  11  •-.  I'  1  •'  li  •>  r  i  /.  •>  n  t  .-i  1  ••  ('••  in  ]•••  !:•  n  t  •  >1 1  r  (t  r  «c  t.  m  ind  i  i*  • 
ktit   Av"  ]ti  r  >i  h  ruii  i'^puii  k  ti"»  i  ••  t   Null 

Für  d«-n   rnll  il«*«  (il«itt-if.  di>r   Ku^'d  hut   müui   nuii* 

..'/  1// 


.iu 

-■-    u 

dt 

dt 

dr                           .        . 

-    /;  stn  1    -     / 
dt 

dt 

i\                  M  tj   l-M»    ! 

dt 

1  •rh.ilt   )ii«r.'iu»    mit 

Kii'  k-»! 

i 

'». 
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und  da  /*'  aufwärts  wirkt,  also  negativ,  uämlicli  f  ^=^  —  ug  cott  i  ist: 

i  Ä  — -    s=a    tt  O  COS  l  . 

^     dt        '  ^ 
Aus  diesen  Gleichungen  folgt: 

'^  +  ?  -'P  ^  .7  **"*•'  >        I  ^P  =  f*J7  <^o*  i  •  t 
und  also  wird: 

V  =  fj  {sin  i  —  fi  cos  i*)  / ,         i^P  =*  f'9  <'o*  *  '  ' 

und  die  Geschwindigkeit  des  Berührungspunktes: 

V  —  sp  =  ff  [shi  I  —  ^ti  cos  i)  '  l. 

Dem  Anfangszustande  entsprechend  kann  das  Gleiten  nur  abwärts  statttindco, 
daher  muss  diese  Grösse  positiv,  d.  h.  sin  i  —  ^fi  cns  i  ]>  0  oder  tff  i  >  \ft  oder 
also  X  3>  i  sein.  Die  Kugel  kann  also  nur  gleiten,  wenn  die  Neigung: 
I    di^r    schiefen    Kbenc    gegen    den    Horizont    die    Bedingung    erfüllt 

Für  das   Rollen  ist     .    +  ?  *  -/   =  «  sin  i,    also    i?  +  ^  xw  =  «  jsi«  /  .  /   und 

hierzu  kommt  i>  —  .v;;  =  0,   sodass 

sp  =   i  ff  sin  i  •  t  ^         i)  =  i  ly  sin  i  •  t 

wird.     Die   Reibung    betrügt   hier   —  f'=fs        =  ?  i7  sin  i.      Die    Reibung   des 

Gleitens  ist  fig  ras  i,  grösser  als  sie  kann  die  im  vorliegenden  Falle  statl- 
Hndcnde  Reibung  nicht  sein,  man  muss  also  haben  if  g  sin  i  '^  fig  cos  i,  d.  lt. 
^  tg  i  ^  It  oder  x  '^  1.  Das  Rollen  der  Kugel  findet  also  in  den  Fällen 
statt,  in  welchen  der  Neigungswinkel  i  der  Bedingung  tg  i  ^  -X  fi  ge- 
nügt. 

§.  18.  Wir  wollen  den  Fall  der  Bewegung  einer  homogenen  schweren 
Kugul  auf  einer  horizontalen  Ebene  besonders  behandeln.  Man  hat  hierfür, 
da   i  =  0: 

t-r       i^'j:  =  -r  vr  +  nr.,g     ^^^^     .  +  ..  =  0 

dv     .      ,  du    ,,       ""'^      /•    _    r 

dt    ==/  =\/^   ==/  .  +  .-,-.    -  sp  v--sp=. 


Ji   =    Mg  l  s  -  "    =   (» 


dr 
dt 


l.  Ks  seien  wieder  m„,  »»,|,  /;„i  7u  ^^»^  Componeuton  der  Anfangsgeschwiiidi;:- 
koiten  und  habe  für  den  Fall  des  Gleitens,  den  wir  zuerst  behandeln,  die  j>ositivc 
.r-Axo  Richtung  und  »Sinn  der  Anfangsgeschwindigkeit  di's  Berültrnngspunkt> » 
«i,  -j-  Ä^(,  =  5  (\).  Da<lurch  wird  die  ihrer  ('omi)onente  i»,,  —  5/^,  =  0  und  I',  ^  0. 
Ks  b«'8tohen  also  dif  (»Icichungen  (*J.  17.,  Nr.  3.): 

u  -f-  sq  =  l  f\         f    =  n      -   ?  //„  +  ?  -^"^o 

V   -     sp  =  i  /^         /'  =  y  -.   iv,,  —   iap^^  ^  V    -   r„,  tvi   --   .v/'o    ■-■=    0. 

Weiter  wird  .    . 

X  =  c   ■'''  --  0,       r  ^  2^0,       ('  -=  0 
und  mithin  ^ 

(^  >-=  ajit  =  /'o  -  r,       V  =  0. 

Daher  ist 

"  +  *7  ~  \  '■  -=   l    f'o  —  l^flf)  =  "o  +  '•Vo  —  t ."!/'»  "   —  •"■;'    -^  0; 

d.  h,  die  Geschwindigkeit  dos  B  orüh  rungsi>unktes  behält  wührond 
d  e s  G  1  e  i  t  e  n s  c  m n s  t  a  ii  t e  R i  c  h  t u n  jr  u ii  d  i  s t  g  1  c  i  c h  f  ü r  m i  g  v  c  r  z  ••  i' c  r  t.  Die 
Reibung  ist  daher  ebenfalls  conijtant   nach  Richtung  und  Intensität. 


XIV.  Cap.         HewegiiDß^  cinor  lioindf?.  hcIiw.  Kiip.'t  auI'  hurizuntaler  Kbciic.  Hf)*! 

Für  lue  Cfi*(!>chwin(li}!kt;it   .u,  r    dv»  Kil^'•■lllliltl■]|Minktf's  )int    man  nu-  ubifseii 
(■Irirliiiii^«'!): 

il    h.    u  =  u..   —  tt'y/,    »'  ■-»  I'.,. 

|iie  rroj'M'tion  drr  (i  i'iii' li  w  i  ml  i;;k  •■!  t  'ii»  M  i  1 1  r  l]iri  nk  1 1^  ^  n  u  f  dii* 
kirhtiiii^  "!•'.•«  (•  1  «'i  1 1' 11:1  iflt  jrl»' H".  h  t"ii  r  in  i;:  \  i- r  £■•  ;;i  r  t ,  ilii*  Proj  i.-r  l  imi 
«If  r-»l  lifn  «•■  iik  rri'li  l  /.  n  «lii  ><t  Kiibtiint;  in  -It-r  M  ■>  1  1/ oiit  ul  i'lt  •  n  •*  »■••u 
it  I  :i  11 1 .  dvT  M  i  t  t**l  |iii  rik  l  ln'Nrhri  ilit  d  •' 111  n  at  li ,  .<*"  Ifin^f  •lir  Kn^il  (;I«*i 
t<t,  •iinn  hti-jm  cinrr  h  itr  i /.••nta  1  r  11  l'HiiiKrl,  •{•■ri-ii  M  .1  u  )i  1 11  \i'  «Iit 
Kielt  tu  11^  dl'»  (iliiti'n!«  iiaialld  l.tuit.  MifSi-r  >iit/.  rnhrt  von  .1.  Allir.  Kii- 
Irr.  tU'iu  Siilint*   von  1..   1'.  tjlt-r  In  i      '/»«i.  »/••  V Ariui.  ti»-  /tfrün   I7.'i»<,  p.  '2^1  . 

l'in  ilir  liicichnn;;  «lieMcr  I'aruhi'l  zu  i-rlialtcn.  hat  man 

»/.!•  i/v 

iit  itt 

und    liiirau!*.    <la    .r     -   ;/   ■"  ••    f'»r    /         •».    wmn    «l«!    l'r-prnn;;    d«>    ('••••rdin.tt*'n 
Miktiins  tlic  Ant'auf^'^lapr  drM   |{i'riilirun^'»|iuiiklf.H  iot : 

.1-    -  u„t      -    \uuf^,        //    -"-    '■  ', 

mitliin  nai  h    niiminatinn  von  /: 

II  #/ 1/  1/^1-..  '  I,  •    V.  '  "J  ri  •;  I 

Pio  ('oordinatrn  ri.  i'i  di-.H  Si'lii  itcN  •rh'ilt  in.iii.   Indi-in   m-iii  .1     {    i> .  .'1    r    (J   Mii    1    und 
V  iit  diii'-  (tli>i<').iiii;r  I  in>ct/.l  und  u.  ß   <<••  Ix'tlimnit.    da-«»  •ii>    rMn«>lHni»-n  'iIii-iiiT 


Uo'  .  MI'. 


%'criiv-liMin.li>n.       Pi»«»     -'ihl    ft     =        ''     ,     d  "  .       Wir    Sihi>itid;:lfirliUni;    ilt-r 

*J  n  fi  u  ij 

»-• 

]*aiali(.'I    int    alu"    v'  =-  "      .1  :    ilir    l'arimi'tfr 

'J  II '/  'J  n  7 

I»i»'  ('••ui|i>ini'nti-ii  di-r  Winkt  l/f-fliwiiidiirK«!!  «  rj«  l-i-n  ■»i' li  au-  ■Itii  mI  ii;<*n 
(i|i  :rhii(i(r*'n  t'itr  dii>  ('••uipi'Ui  ntiii  di-r  (••'«(-)  »indi^krit  di-t  Ki-riihruiitr^l-unktcu. 
ii.tmlicli 

»'..  *      ■  ,  .    it'jl 


'••    -  ■  V-.  -     1 

.V  s  % 


I>ji-l  II  ui  piiiH' n  t  •-  il  r  r  W  i  n  !» •■  I  ;:t"  sr  II  w  i  ud  1 ;;  k  I- 1 !  u  m  d  i  •■  A  \  ••  |iaial!(*l 
d  •  I  Ik  I  (  Il  l  u  II ;.'  ■!  I'  •«  I  ■  I  •■  1 1  f  II  ••  \^i  r  11 II  <  t  a  II  t ,  u  in  •  i  n  1-  li  1  f  r  /  u  ••  •■  n  k  1  <  r  h  t  »* 
i  ••  r  1  /  >•  II  i  .1 1  •    A  \  •■   a  I» ••  f    i;  1  •  i  1  li  I  ■•  r  m.  i  .*   v  •■  1  /.  ••;:•■  i  l 

V*.  I»n-  Halm  d»«*  Miltidp  iMJ.ti  %  i«»l  n  11  «^n  lau;?'-  |'.4i.il-«i!i-«  li  ,  aN  du  KiU'fl 
^1>  iti  I.      I<a4   (•li-i'.i'ii    li<  it    auf,    •>••>•  il>l    dl«     lii- «1  liw  iii>ii/U.  Il 


■«•»',■  •  /  ••  .      •      »  .  >.'  1  tt  :  •' 


d>  <   |{*-riiiiriinu'*|''inkti' -   Null   wiiil.      Im*-    mu  :   •laiiiil  da-   it>dl>  n   di>i    Ku,.i  I    iii*d,:t 

ll-.it    iliT    /«  ll    /,  ,     »V»  Il  h»      dil     liN'i-  li'ill/     /'liii^-? 

'.  •       »  •!  / 


',    • 


H  :  II  . 


>irid    «,,    •,    du-    I  •iinp"ni-nti  n    >\t'i    '1. -^iliw  iiidijJ  •  il    •'■  -     Milli-'.j   .nkt.       imi     dii  .«• 
/.»  Il    f,,     ••   liil    in  iii   .HIN   •l«ii   I  liiji  !i    r..rii  ■  In    1.  ii  ,  .' ,     • 

/•i   da-rti  ll'i  II   /.«  il  /,   ti«!'h   .il.ii    \'!.i     jt    df-   K'-dl«  II'     !i      !;■   iiiijun,:' Il 


«•«<,■  • '  ,  '  ♦  ;  ■  •  • 


i«»n       P»h»r   LTi-*'«  n   ili»  *•■    1.     j     «y,         ",    •  /|         ■•    ü«.  I    •  ■•    i.    !•  s  .  n    i|  «lt.  r 

für  ir(^<*nd  1  iiic  auf  r,   ImIl'*  ndi-  /■  ii   '  du-   lÜi  ii  I- iiiK'-n : 
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M  —  f/,  =»  2  g  (y  _  ^j)  „  _j.  fff^  —,0       Mi  =  «0  —  ^gtx       «1  +  *7i  =■  0 

0  —  ü,  +  ?  *  (/)  —  Pi)  =  0       ?i  —  Ä/)  =  0        I»,  c=  vq  tr,  —  spy^  =■  0, 

worans  folgt;  u  —  w,  =  jf*  (y  —  9i)  ==  —  *  (y  —  7i),  aJ»o  7  =*  7f ,  «  =  «i; 
V  —  i'i  =  —  i  Ä  (/>  —  7'i)  =  «(/)—  ;>,),    also   p  =  ;>,,   w  =»  p,*=-  ü,,. 

Es  bleiben  demnach  die  Compononten  m,  v  der  Geschwindigkeit 
des  Mittelpunktes  constant  und  behält  diese  selbst  also   denselben 

Werth  Kmj*  +  v^^  und  dieselbe  Richtung.  Ebenso  bleiben  die  Com- 
l)onentcn  /),  7  der  Winkelgeschwindigkeit  constant.  Die  Berührungs- 
punkte mit  der  Ebene  liegen  in  gerader  Linie,  nämlich  in  der  Tan- 
gente der  Parabel,  welche  die  Projection  der  Bahn  des  Mittelpnnk- 
tes  bis  zur  Zeit  /,  darstellt. 

Die  Reibung  ist  von  der  Zeit  ti  an  Null,  wie  aus  — =■0  =  /',  — -=0  =  /^ 
•  1  dt  at 

folgt. 

3.  Ein  interessanter  Specialfall  ist  v^,  =  0.  Hierfür  ist  für  die  Zeit  des 
Gleitens  7/  =  t/(,  —  (igt,  v  =  0.  Die  J3ahn  des  Mittelpunktes  ist  eine 
Gerade  parallel  der  .r-Axe,  er  beschreibt  sie  gleichförmig  verzögert. 

Ferner  ist  p  =  0,    q  =  q^  ^  '^  ^^-  .     Von   der  Zeit   /.  =-  *  '^-+_?_^P   hört  das 

Gleiten  auf  und  rollt  die  Kugel.  Die  Geschwindigkeit  ihres  Mittelpunktes  iit 
dann  constant  gleich  ?/,  =  ?/„  —  figti  =a  ^Uq  —  f^Vo'  Wenn  u  ^während  dt*s 
Gleitens,  also  vor  der  Zeit  /^  Null  und  hierauf  negativ  wird,  d.  h.  wenn  für  die 
Zeit  /g  zwischen  0  und  t^  die  Gleichung  ^t^y  —  fit/f^  =  0  erfüllt  wird,  so  wird  die 

Kugel    zurücklaufen.      Es    ist    nämlich    /^  <  ^^    '^    1».     "i  <  ^  IfüJLflp  ^    aleo 

"u  <  ?  (W|i  +  *yii)  u"*^  folglich  //,  =  ?/»,  —  ^(i/„  +  Äy„)  negativ.  «^  niuss  aber 
positiv  sein,   damit   «y  —  ju/y/j  =  0  für   eine  p«».sitive  Zeit  /j  verschwinden  könne. 

4.  Auch  wenn  r„  nicht  Null  ist,  kann  der  Rücklauf  der  Kugel  eintreten. 
Der  Mittelpunkt  beginnt  den  Parabelbogeu  zu  beschreiben  mit  der  Anfangs- 
geschwindigkeit J'«/  +  ^\i^  "*  'l^'r  Kichtung  der  Anfaugstangente;  zur  Zeit  fj, 
von  wo  an  er  goradliiiig  in  dir  Richtung  der  Endtangente  fortgeht  und  die  Ku«»el 

rollt,  ist  seine  Geschwindigkeit  /'//,«  +  vj'  =  K(S«„  —  ^  sq^^)^  +  ».^,«.  H.-a  nun 
der  Mittelpunkt  zur  Zeit  /,  den  Scheitel  der  Par.'ibcl  noch  nicht  L-rreicht,  so  er- 
scheint diese  Geschwindigkeit  in  Bezug  auf  die  Anfangsrichtnng  rechtläutig,  sowie 
er  aber  den  Scheitel  überschritten  hat,  rückläufig.  Die  Zeit,  welche  er  aber 
braucht,   um   den  Scheitel  zu  erreichen,   ergibt  sich   aus  y  =  i»y/,    wenn  man  fiir 

1/  die  Ordinate  B=    "  "  des  Scheitels  einsetzt,  nämlich  /- =   -  *-  .     Da  sie  positiv 

sein  muss,  so  bewegt  sich  der  Mittelpunkt  überhaupt  nur  dann  nach  dem  .Scheitel 
hin,  wenn  u^^  positiv  ist.  Soll  also  die  Kugel  rechtläuiig  gleiten,  so  muss  t^<^!^, 
d.  h.  S  (m„  +  5y„)  <  //„,  d.  h.  ?  -vy,,  <C  '',»  sein.  Da  nun  /,  positiv,  also  m„  +  »yii  >  *' 
ist,  so  folgt  Ä7u]>  —  ^'o-  ^^^^  muss  also  für  die  Rechtläutigkeit  .«7,  zwischen  —  t.. 
und  +  \  «0  liegen.  Ist  aber  /,  >  /,,  so  hat  der  Mittelpunkt  den  Parabelscheitel 
bereits  überschritten,  bis  die  Kugel  zu  rollen  anfängt.  Sie  rollt  daher  in  der 
Richtung  einer  Tangente  fort,  welche  mit  der  Anfangsrichtung  einen  stumpien 
Winkel  bildet  und  iiire  Bewegung  erscheint  rüekläutig.  Damit  dies  eintrete, 
muss  //„  positiv  und  .v«/t,  }>•  \\  u^^^  sein. 

lieber  das  Problem  der  Bewegung  einer  homogenen  schweren  Kugel  uu: 
einer  Ebene  mit  Rücksicht  auf  Reihung  ist  von  Literatur  insbesondere  anzu- 
führen: 


XV.  Cap.  Hewe|;uiigK^lL'icliiin|?cn  <Ii'8  vrraiitliTticIion  Syntitiis.  Hi]\ 

Coriolii*,  T/ti'ivif  malhvmntii^ur  tltt  t /fttt  t/u  Jru  »/.  /nifarii,  ('ft|i.  l,  Hnwi«  Min- 
ilin^,  llfiiidbiu'li  «Icr  tluMirctiM'licn  Mctli;iiiik.     liriliti  IS.'tS.     S.  A'Jt't  vlc. 

K*'sii\,  Etmie  (fi'-ometritfue  sur  /»•  vutu-viitvnt  linnt'  a/iA.  rr-  yhistml  *n.  nmUmt  %ur  un 
jiiitn  /mnztinttil.     [('on,pt.  r*  ml  tl*    f'.lmtf.  i/t  \  jfr»V./i  *.*.   T.  LWIII     iKli'.t,   |i.  llTi»*.  l 

Ainthor,  l'«-lier  dii*  HfWi'^nn^  oiiii«  K<">r{>fts  .'lUf  i-iiiiT  kruiniiiiii  ri.u-ln*  mit 
Hüi'kHicIit  aiit*  ;rK'iti'iit|f  Kfilniu;:  Divsci-tiitinii  .  Li'i|i/i^'  \A*'>*.K  Ili-liniiili'It 
Vt-rfii-hifili'iio  liirrlicr  ^cliüri^'i'  Priilili-iiii* ,  Mf\M-;;iin^'  liiiffi  hoiiiu^i'iicii  Ki<tn- 
tiiiiiHkiirfiors  auf'  fiiuT  h>iri/.i»iiln1cn  Klu-iif,  >\uei    Kmiti*!    :iiit    liiur  Kii^i-I,   ilie 


XV.  «'ii|.it.'l. 

Dio  Bowe^unRSfflcichungon  cinoR  beliebiKon  veriindorlichen  Byatoma. 
D'Alembert'B  Princip.  Das  QnuBB'schG  Princip  dos  klcinaten  Zwiinf^es. 
Verwandtschaft  dor  BeweffunKen.    Nüwton*H  Sata  über  die  Aehnlich- 

keit  der  Bewctj^uxifj^on. 

^.  1.  Kä  sri  ein  hrlichi^cs  Sy>t(Mii  Vi>ii  n  Mnhsrnpuiiktfn  m,  ge- 
golten, aul'  wi'lclii»s  s««wiilil  äussrrt*  aU  iniKTt»  KrJiflr  i'iiiwirken;  das- 
fiollic  sei  frei,  d.  li.  niclit  an  HtMÜn^un^rii  g«'lMinil«*n.  ilass  •;i*iii.is<*  l'nnktn 
Hill  j50j;obiMU'n  Ciirvi-n  imKm-  l'lacluMi  lilfiluMi  s.illfn  und  ilgl.  Siml  .V„ 
}',,  Zi  dir  ConijMinentiMi  diT  Ki'^ultant«*  /*,  aller  auf  m.  wirkenden  Krafle 
pnrnllel  den  Ammi  eines  reclii\\inkli^«*ii  (Vinrdinatentiysteius,  in  Bezug 
auf  welches   dieser   Punkt    «lii-   <.*>HirdinattMi   .f  ,   v.    :,   behitzt .   mi  hiuil 

'".     , .,     ^-     .1.  .         '".    ,  .  I    .         "I.     ...  /. 

*//•  tif  dt- 

die  Hewegungsglfirhungen  de<si'llM'n.  Aflinliche  Cileieliungen  erhall  man 
für  1—1,  -,  .'t  .  .  .  /< .  d.  h.  Im  all«*  I'unkti*  des  Systems;  im  (ianxen 
also  ."i  «.  I)ie  (iriiNsi'u  .\',,  )' .  /,  siu'l  Funi*tii>ni'ii  tlrr  (*i*<irilinati'n  di»r 
u  Punkte,  fit'ri'ii  l>itVer('iitiMli|untiei)ti'n  naeli  iIit  /.cit  '  und  vnii  t  selhtit, 
können  /.nni  Theil  «-(instant,  iiihhesnndric  Null  stMii  ti.  s.  w  Man  kann 
diejie  \\u  (tleichnn^«*!!  in  i-ini'  «'inzi;;!'  /u-aininenrassm.  welrhe  viTiunjje 
der  Willkurlirhkrit  ^i'\%isNi'r  «larin  vn]k«iiiniiendi'r  (ii'<*''si'n  Siil^rt  uieiler 
in  hie  zerfällt  werden  kann,  iliri'r  HiMlrutuu;^  we;;en  ahi-r  v«in  Wichtig- 
keit int.  ltrin;:i-n  wir  n.'inilii'h  in  jt'di-i  di'r  tirri  f ilelrhun^'cn  die  rechten 
Seiten  au!  Null.  niulti|di«'iri-ii  sii*  mit  >liii  vidlst.indi^  Millkuiliciiiii  un- 
endlich kh'infii  virtui'llen  Versrhiilnin;:!'!!  <Ki. .  <^/  ,  A:,  «hr  Punkte,  a»l«li- 
ren  hie  Alle  dii'i  uml  >ummir«Mt  hii-iau!  nach  /  d>irch  «las  f;aii/.i'  System 
hindurch,   sn   «M^iht   sich 

aU    die     Iraglichi-    «ilfichuiii:.     ^\»•lch«'    %«iiiii»4e     «lei     Willkuilichkcil    dei 


^1)2  BewegungsgleichiiDgen  de«  veränderlichen  Systems.  XV.  Csp. 

Grössen  da:,  öt/^  öz  gleiclibedcutend  mit  den  3  n  Bcwegungsgleichuogen 
des  Systems  ist. 

Sowohl  das  System  der  Kräfte  nu      .,',    w'i    .  2* »    "**    12''   o^cr  was 

dasselbe  ist,  der  Kräfte  '/i/^i,  deren  Componenten  sie  sind,  als  das 
System  der  gegebenen  Kräfte  /',  (A',-,  1' ,  Z,)  vermag  dem  Punktsystem 
die  Bewegung  zu  ertlieilen,  welche  dasselbe  annimmt.  Daher  sind  beide 
KrUftesysteme  äquivalent  und  halten  sich  folglich,  wenn  man  eines  von 
ilinen,  z.  B.  das  letzte,  umkelirt,  Gleichgewicht.  Nach  dorn  Princip  der 
virtuellen  (Jesch windigkeiten  für  ein  freies  System  muss  daher  die 
Summe  der  virtuellen  Arbeiten  aller  Kräfte 

iPoci  dhji  dhi 

dl-  dl^  dt' 

für  jede  beliebige  virtuelle  Verschiebung  des  Systems,  d.  b.  für  jede 
Wahl  der  Grössen  djciy  dy,,  dz,-  verschwinden.  Dies  ist  der  Sinn  der 
vorstehenden  Gleichung. 

Die  Kräfte  m/gy,-,  welche  den  Systempunkten  /«,•  ihre  Bewegung  zu 
ertheilen  vermögen  und  zwar  jedem  für  sich  so,  als  ob  er  nicht  mit  den 
übrigen  das  System  bildete,  heissen  bei  einzelnen  Autoren  Eft'ectiv- 
kräfte  und  wenn  sie  in  umgekehrtem  Sinne  genommen  werden:  Reac- 
tionskräfte.  Da  es  für  das  Gleichgewicht  einerlei  ist,  welches  von 
den  beiden  Kräftesystemen ,  das  der  m,<pi  uder  das  der  P,,  umgekehrt 
wird,  so  kann  man  den   Inhalt  j(;ner  Gleichung  auch  so  aussprechen: 

Das  System  der  gegebenen  Kräfte  /\  und  das  der  Heac* 
tionskräfte  — w'/^i  halten  .sich  in  jedem  Augenblicke,  wäh- 
rend der  Bewegung  an  dem  Punktsysteme  Gleichgewicht. 

Da  die  gegebenen  Kräfte  Pi,  welche  auf  das  System  einwirken, 
den  Bewegungszustand  jeden  Augenblick  abändern,  so  muss,  damit 
der  Bewegungszustand  für  jeden  Zeitmoment  be.stimmt  werden  könne, 
derselbe  für  irgend  eine  Zeit,  z.  B.  für  /  =  0  gegeben  sein.  Für 
diesen  Anfangszustand  müssen  die  Geschwindigkeiten  aller  Systeia- 
punkte  nach  Grösse,  Richtung  und  Sinn  bekannt  oder  wenigstens  solche 
Bedingungen  gegeben  sein,  mit  Hülfe  deren  sie  sich  ermitteln  lassen. 
Uebrigens  kann  dieser  Anfangszustand  auch  der  Zustand  der  Ruhe  des 
Systems  sein.  An  Stelle  der  Anfangsgesciiwindigkeiton  kann  man  auch 
ein  System  von  Monientankräften  A',  geben,  welche  fähig  .sind,  dieselheu 
zu  eiz(?ugen.  Dies  System  ist  alsdann  dem  System  der  Momentankr.'itic 
fiiiVi  für  die  Zeit  t  =  0  ebenso  äquivalent,  wie  das  System  der  Krätii- 
/',  es  in  Bezug  auf  fn,qi  ist.  Sind  Si.  li,^  Z,  die  Ooinponenten  von 
A/,  so  führen  dieselben  Schlüsse  wie  oben  zu  der  Gleichung 

i-{(.«.*'-s,)»x,+ (",*■-  ",)».»H-(«'',;'-z.)'i!.} ~'>.  ■(-.'. 


] 


XV.  Cap.  ncwe(^u[i(fff|;leichuiig(*n  ilrn  v<*riiD<lerliclirD  S«jitoin9.  Hiu\ 

wi'lclie  vprinii{^t!  ilor  Willkiirlichki'il  iii*r  (fiüssiMi  c^j-,,  dt/,,  *):,  in  ',\  ti 
(fllcicliuiigi'ti   Zf*rt:illt  wcnii'ii  kann. 

Jj.  'J.    Wir  wiillrn  dio  llAUjit^lfichun^  di'.s  $.  1.  in  ilit>  Furui  l>rin;i;i'n  : 

\  *//•  »//"  *//' 

Si«*  ilriii'kt  niiü ,  ilass  tlir  virtii<*ll«*  Ailn'it  iKt  Kiüt'tr  m,  7.  di'r  virtiitdlcn 
Artii'it  liiT  Krät'lt'  /',  ^li'icli  ist  tiir  jfiii*  IM-Tu-Ki;;!»  ViTM'!iii*l'uni:sait  il«'« 
Sy>tiMnh.  Sind  nun  .\,,  )', ,  /,  di«*  partiellen  l>ilVereiitiali|niitieiiten  einer 
Function  /'  der  ( '<)i>rdinatiMi  der  Sv>teni|iunkte  nach  .1,,  //, ,  ;,  pennni- 
nion ,  niünlii'li 

'  .1",  *  V.  '  : . 

si»   wird  »lii*   virlnoHo   Aiiieit   iler   Kräfte   /*,  recliter   Hand: 

^ '  .*■,  '  .V,  '  :. 

und   nimmt  jfne  <tleii'liun^  die   Fnrni  an: 

llii*  ruiiction  /\  deren  Natnr  in  den  eintadinttMi  Fällen  liereitN  S.  'J\'.t 
und  1*16  erörtert  wurzle  und  widi'lie  den  Nnnien  „  K  rät  t  et  11  nct  in  n '' 
fuhrt,   kann   in   r«d);iMidoit   Fällon   leicht   ;:ehilJet   werden: 

1.     Wenn    auf'    ilie    Sv.stempunkte    Kräfte    /',    v<<n    roiistanton     lüch- 
tunken     (<i,i,  ;'i     und    Inten>itäten   wiiken.      l>i*nn   für  eine  .suhhe  iKt 

.V,  /*,  rttS  (i,  ,         ),  /',  •  ii>  ^i^,         /,       ■    /',  t'tiS  y^, 

.V,»Ki,  -•      i.'V'/,  -*     /,<^:,       -   /','*■#»>■  t  ,  '  »Vi.   -j     r,,s  ji,  ■  ihf,     4     ri.v  -,  .  «*.;, 

-     »^  •  /',  '".I,  '*i»^  i:,  -j     1/,  « «#>■  ,i,  -I-   :,  *■<..*•  ^,  -, 
mithin    die   Kr.'ift(*tuncti(in 

Uli   J,,    fi,,   f,   \Mn   /  unul>liän;.'i;r  >iiiil.   al>er   mit    1   \ariiien   knnni-n 

'J.     Wenn    Kf.-itte    /',    wirken,    deren    Ifirhtun;^    sciikreclit     /u    i-inei 

foHteii    Kheiio 

j    #•••>«,     *     V  ri.>  ,>,     j     ;  fi.\  ^,  y*  (l 

nnil   ili'ren    Intensitäten    Fuiii-tiMiii'n  f,'\».*   vnn    dem    Ai">tanii>* 
iler   S\%ti-ni}innkte    vnii   ilii>eii    Kheni-n   sind.      I*eiin    il.mu    i-»! 


.\,  /,      0,.     '  MA    i    ,    .  )\  y,      1;,       I-.,*     ,j',    ,  /,         -    / 


II     I  ..*  j   : 


mithin 


I" 
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3.  Wenn  die  Kräfte  Pi  Attractionen  nach  festen  Centren  d  (a,-,  6|,  Ci^ 
und  ihre  Intensitäten  Functionen  der  Entfernung  r^  von  diesen  sind. 
Dann  wird  nämlich 

l      r,-  r,-         "      '  r,-  J 

J7=  JSf—  Pidn. 

4.  Wenn  die  Kräfte  P«  gegenseitige  Anziehungen  der  Sjstempunkte 
unter  einander  sind.  Bezeichnen  wir  nämlich  die  Intensität  der  Kraft, 
mit  welcher  sich   die  Massen  m,-  und  nik   anziehen,  durch  Pia,    so  sid'' 

die  Coraponenten  der  an  nii  angreifenden  Kraft  —  Pik  w^  i  —  Pik  ^  '* 
—  Pik  V     ,  oder  wenn  man  J —  Pikdnk  =  jR,a  setzt:   — — ,   — — ,    -;;— 

(/Zf  0X{  (-yi  CSi 

Die   Componenten    der    an    m^    angreifenden    Kraft    sind    dann    eben. 

— — ,  -;^- ,  ----  - .  Nun  wirken  auf  7;i,  Kräfte  in  den  Richtuneea 
dxk        €f!/k        dzk 

nach  allen  übrigen  Punkten  m^-,  tn^j  . . .  m^^  daher  sind  die  Componen- 
ten der  ganzen  an  tn^  wirkenden  Kraft: 

Für  den  Punkt  ;;io  erhält  mau  A'j,  I'o«  ^.m  indem  man  die  eingeklam- 
merte Summe  durch  Ji^^  +  Ä^:»  +  *  "  *  +  ^2 »  ersetzt.  Die  Grössen  R 
hängen  nur  von  den  Coordinatcn  der  beiden  Punkte  ab,  deren  Indices 
ihnen  angehäugt  sind;  es  sind  daher  die  Difiorentialquotienten  dersel- 
ben nach  Coordinatcn  mit  anderen  Indices  Null.  Daher  kann  man  der 
Summe  /?,o  +  /?i3  +  •  ■  •  +  /?i/;  die  Summe  aller  übrigen  R  zufügen 
und  erhält  die  Kräftcfunction 

U==E^.  +  R^^-\ \'Bin  +  B-2^  +  ^2i-\ h^2»H \- Bn^l.  n  =  £R.L, 

sodass  ^iU  „         cU         _         rU 

Cl'i  Ctji  CZi 

Xiöxi  +  Yiöiji  +  Zidzi  =  df/. 

5.  Wenn  auf  Punkte  des  Systems  theils  Kräfte  der  unter  1.,  theils 
solche,  welche  unter  2.,  3.  oder  4.  aufgeführt  sind,  wirken.  Die  Kräftc- 
function ist  dann  die  Summe  von  Gliedern,  welche  von  den  den  «ein- 
zelnen Kräftegruppen  cntsprechendon  Kräftefunctionen  gebildet  werden. 


XV»  Cap.  ItcH'Cgiio^'!«};I('icliiiti(r4!ii  «Ii'H  vcriiii<!rrlit-lifn  Syntirm'«.  Hitii 

Die  Attrncti«»nsg<*8etaE0,  avcIcIu*  hit^rlici  zu  (iruncli*  n^'^^'K^  wi^nin)  köiinoii, 
■lud  willkürlich^  können  auch  vun  Punkt  zu  I'unkt  Vfr)ii'hi<*ih'n  mmu, 
sowohl  nach  ilor  Krnrtintcnhitiit  als  aucli  itndi  ili-ni  Sinni>  di'r  Krnt't, 
als  Auch  nach  dor  Stärke  di*r  Auziehuii;;  in  ilt'r  Kiiilii'it  der  Kutfer- 
iiung.  Auch  ist  es  nicht  nöthi^,  nnzuuflnucn«  da.ss  jede»  (Vntiuui  alle 
Massen  anzieht. 

g.  .'•.  Sollen  nn  die  Stelle  der  ."» /i  ('«»(»rdinateu  •«■, ,  //,,  r,;  j. ,  //..» 
rj,...j'j«,  //„,  ?,  neue  (.'oordinaten  y, ,  y.,,  ..  .  7.;.,  in  lUe  Mewr^un^^i- 
gleichun^en  f»der  in  die  Ilauptj^loichun«;  des  sj.  1.  einj^ct'ührt  werden. 
so  gestaltet  sich  die  Aust'ührun^  dieser  <  >{»eratinn  folgonderninssen.  Man 
nialtiplicirc  die  3  ;i  (Heichungeu 

'«.      ..►    =1,,        f/l,       „    ^^   J,,        wi.        ,    =  /| 
fit*  lil'  »//• 

resp.  mit  '  ,  '  ' ,  *' ,  addire  sie  und  Huniniire  nach  i.  Man  erlwilt 
dann:         "''       "^*      "^' 

,.  ,        \  i/r     fy.  r/r     ry.  r//-     /y.'        ,      ,V       /y.  /  y.  /y    ' 

Indem  man  nun  ilem   Index  .v  die   Weithe    1,  '2,  ...  .'{ ;i  heilegt.  erhält 
man  3n  (ileichungen    dieser  Art    und    indem    man    .^ie    mit  den   willkiir 
liehen  Variationen  ^y, ,  ^y. ,  .  .  .  c)y:tM  der  neuen  Variaheleu  multiplicirt 
und  addirt,  weiter: 

-^7"''V./r'    .y.  "•'   äi^    .y.  ■*"   äi^    ^u)     *^ 

.    ,    \      *y.  'y.  'y.  ' 

Indem  man   die  <Jrdnung  der  heiden   Summation«'n   unikrhit,  «'ihält   man 

-"*•       #/'.•    '^         '^'''  "!      //:      -         'V.    i-     „,    •-         «^7   , 
,        I  ir/'  f  y,  #//•       ,   '  y.  "'        .    '  7«        ' 

.'."/'  .    'V.  .    "/.  ' 

l>ie  Vergl«*ichuii>:  diewer  (ih'ichun^    mit   der  truliiTtn 

-1«'.  l    ,.    «V«.  -j-     ...    'Vv.    t       ..    ♦>:,  2i\   '\.      *     )   'S/,    ;     /•': 

^  *//•  #//•  f/(" 

xeij;t,    da?*.«»  an  ilii*  StelJi»  d<*r  Vajia!i<>n«*n   i^.i,^   «V»/..   *^:.   hhis  lÜi«  .Vn-dnnki' 

'.I-  .     '.'■.    .         ,  .      '.I  .^ 


♦'7,  -•  "'/ .    :    •  ■  •    1  ' 

/y,  '     '  V;  '7. 


»y,  '7'       *  'y.. 

*«r|i^ll,    ril»'  -lli*    il.     !■>».    kl.    il       K     il<i*.  .I.'l 


866  D'Alembert's  Princip.  XV.  C»p. 

treten.     Existirt   eine  Kräftefunction   ü^   so   nimmt  die  rechte  Seite  der 
Gleichung  die  Form  an: 


21: 


i  \     (^qs  dqs  ^qs) 

=  ^2  P^  —  +  ^-  -^^'"  +^  ^\d    =  2—--  d 

7  .•    \dxi  dqs    '     dyi     dq^    '     dzi    dqs)  ,    dqs 

Die  neuen  Coordinaten  q  sind  von  einander  unabhängig,  wie  die  Coor- 
dinaten  Xy  y^  z  und  zerfallt  die  obige  Gleichung  in  3  n  Gleichungen, 
indem  man  die  Coefficienten  der  y, ,  ^.>,  .  .  .  q^n  der  Reihe  nach  gleich 
Null  setzt. 

§.  4.  Wir  nehmen  jetzt  au,  das  System  der  Masseupunkte  mt  sei 
nicht  mehr  frei,  sondern  Bedingungen  unterworfen  und  stellen  die  Diffe- 
rentialgleichungen der  Bewegung  für  dasselbe  auf.  Wir  beschränken 
uns  hierbei  aber  ausdrücklich  auf  solche  Bedingungen,  deren  Einfloss 
durch  Kräfte  von  bestimmter  Intensität  und  Richtung  vertreten  werden 
kann  und  welche  analytisch  durch  Bcdingungsgleichungen  zwischen  den 
Coordinaten  der  Punkte,  welche  ihnen  genügen  sollen,  darstellbar  sind. 
Von  Bedingungen,  welche  durch  Ungleichungen  ausgedrückt  werden, 
sehen  wir  ab.  Ersetzen  wir  die  Bedingungen  durch  Kräfte,  so  kann 
das  System  als  ein  freies  angesehen  werden.  Es  seien  S^')  die  Resultan- 
ten aller  Bedingungskräfte,  welche  an  den  Punkten  nii  angreifen,  S^'\  S*'\ 
i^jJ  ihre  Componenten;  indem  wir  diese  den  Componenteu  *r,,  F,-,  Z, 
der  äusseren  und  inneren  Kräfte  hinzufügen,  erhalten  wir  gemäss  §.  1. 
als  Bcwegungsglcicliungon : 

'"'  rf?' = ^'' + ^''''  '"'  2'' = ' ' + ^'  "••  5^  =  ^'- + ^'^ 

worin  die  Grössen  S^'K  S^'K  S^'^  aber  noch  zu  bestimmen  sind.  Indem 
wir  nun  ähnlich,  wie  §.  1.  verfahren  und  die  Bewegungsgleichungen 
mit  den  Componenten  ^»r,-,  d///,  dzi  willkührliclier  virtueller  Verschiebun- 
gen raultipliciren ,  sie  addiren  und  hierauf  noch  den  Index  1  summiren, 
ergibt  sich  die  eine  Gleichung 

2:  { (,.  ^     -v.)  ...  +  („.  g^  _  r.)  d,.  +  („.  p  -  z.)  a.) 

welche  aber  wegen  der  Willkührlichkeit  der  rf.r,  6t/ ^  öz  wiederum  in 
die  ursprünglichen  3//   Gleichungen  zerfällt  werden   kann. 

Denkt  man  sich  die  Glieder  auf  der  linken  Seite  dieser  Gleicbung 
mit  entgegengesetzten  Zeichen  den  Gliedern  rechter  Hand  zugefügt,  so 
drückt  dieselbe  den  Satz  aus: 

Die  gegebenen  Kräfte  P,,  die  Reactionskräfte  —  m,^. 
und    die   Bedingungskräftc  S*'^  halten   sich  während    der  Be- 
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w c g u  11  g  j c (1  <* n  Augenblick  ( 1 1 o  i c h g c  w i i- h t  an  d o ui  S y m t c m  der 
Punkte  m,,  wie  an  einem  freien  System  von  einander  unab- 
hängiger Pnnkte. 

Ks  seien  (Fig.  271.j  P,  und  V  die  Resultanten  der  gegebenen  und 
die  der  Hedingungskriit'tc  am  Massenpunkte  m,.  Die  Hesultantc  von  /', 
und  iS^'^  ist  die  EfTectivkraft  m,q,,  Bringen  wir  sie  und  die  ihr  entgegen- 
gesetzte Keactionskraft  --  fn.ffi  an,  wodurch  die  Wirkung  von  l\  und  S^'^ 
nicht  alterirt  wird  und  bilden  die  Kesultantc  von  l\  und  —  m,^,,  so 
folgt  aus  den  Parallelogrammen  der  Figur,  dass 
Q,    entgegengesetzt    gleich    V''  ist.     Weiter   folgt,  •.       '       m 

dass  Pi  in  die   beiden  Componenten  wi.^n,  und  O,  -     '    "     '^^ 

serfkllt.     Da  von    diesen   die  Kraft  m,a,  die  He-        ^ 
wegung    des    Punktes   m,    fUr    sieh    bestimmt,    s«i  -wd/        '"i  /      ^ 

nennt  D'Alembert    die  (N»mponente  (>,  von   /*„  ^^ 

weil  sie  nichts   zur  Bewegung   beiträgt,    vielmehr 

der  Hedingungbkraft  N")  Gleichgewicht  zu  halten  hat,  eine  verlorene 
Kraft.  Da  die-nelbo  Betrachtung  für  alle  Punkte  gilt,  so  kann  der  In- 
halt des  vorstehenden  Satzes  auch  so  ausgesprochen  werden: 

Wührend  der  Bewegung  des  Systems  halten  jeden  A  ugen- 
blick  die  verlorenen  Kriifte  den  Bedingungkrftften  (Span- 
nungen, Pressungen)  Gleichgewicht. 

Uestituirt  man  daher  die  Bedingungen  selbst  für  die  KrÜfte  S^'\  so 
kann  man  auch  unter  Anwendung  des  Princips  der  virtuellen  Gcfchwin- 
digkeitcn  sagen: 

W  ä  h  r  e  n  d  d  e  r  B  e  w  e  g  u  n  g  d  e  s  Systems  h  a  1 1  e  n  j  e  d  e  n  Augen- 
blick ni  i  t  U  ü  c  k  s  i  c  h  t  a  u  f  d  i  e  B  e  d  i  n  g  u  n  g  e  n .  d  o  n  e  n  d  a  s  S  y  s  t  e  m 
unterworfen  ist,  die  verhirenen  KrUfte  sich  (tleichge wicht 
und  ist  mithin  di«^  virtuelle  Arb«Mt  derselben  für  jede  mit 
der  Natur  tles  Systems  vereinbare   Verschiebung  Null. 

Dieser  Satz  führt  den  Namen  des  D'A  iembert'schen  Princips, 
weil  er  von  diesem  Mathematiker  zuerst  aufgestellt,  in  einem  Memoire 
1742  der  Pariser  Academie  vorgelegt  und  in  seinem  Traiir  tl*'  mt'rtim^ur 
(IP^*"*  partie,  <1iap.  1)  17i:i  voUhtäuiiig  begründet  wurde.  Mit  Hülfe 
der  obigen  (tleichuii;;  wird  er  durch  das  Princip  der  virtuellen  <ie- 
8chwindi}:keit4'n  analytisch  eingekb*i«Iet  und  dient  nl>o  im  Grunde  dazu, 
die  Probleme  der  Bewegung  tler  S^'stfUie  auf  Pr»»bbMin'  des  (ileich- 
gewichts  zurückzufuhriMi 

Durch  Kinfühiuiig  dri  Bedingunghkiäfte  «V  machten  i«ir  das  System 
SU  einem  freim  und  Haren  in  Ftdge  tlessen  die  Variationen  «U\  <1y,  Az 
Tollkommen  willkührlich.  Fs  genügt  aber  nach  ("ap.  VII,  |$.  I.  zum 
(■leichgewichte  von  Kräften  an  einem  Bedingungen  unterworfenen  Sy i«iem, 
fl«M  nur  8«dche  Variatii»neu  ein};efuhrt  \%('iden,  welche  mit  den  B<*din- 
ipingen  verträglich  sind.     Für  solche    ist  aber  die  Summe  der  xirtuellt*n 
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Arbeiten,  nämlich  ü  {S^^Sxi  +  S^^^äyi  +  S^^^Szi)  =  0.  Sind  also  X  =  0, 
^=0,  iV  =  0,  . .  .  die  dem  System  vorgeschriebenen  Bedingangsglei- 
changen,  so  kann  die  obige  Gleichung  zweckmässig  durch  das  Gleichungs- 
System 

■^  { (""  '*< '  -  ■»■')  '*  +  (""  W  -  '')  '"■  +  ("•  TF  -')''■)-<> 

-  IS  ^- + f  ,  *• + S '-}  -  » 

dN  ^       .    dN  ^      .    dN 


ersetzt  werden. 


Es  bleiben  nun  noch  die  Grössen  S^'\  S^'\  S^'")  zu  bestimmen,  um 
die  DifiFerentialgleichungen  der  Bewegung  der  einzelnen  Systempunkte 
vollständig  zu  haben.  Hierzu  bedienen  wir  uns  der  Euler'schen  Me- 
thode der  Multiplicatoren ,  die  wir  bereits  Cap.  VII,  §.  8.  (S.  611)  bei 
der  Aufstellung  der  Bedingungen  des  Gleichgewichts  anwandten.  Von 
den  3  n  Variationen  ^a:,,  (Jy,-,  özi  sind  nämlich  nur  3 «  —  x  von  ein- 
ander unabhängig,  wenn  x  die  Anzahl  der  Bedingungsgleichnngen  ist, 
indem  durch  die  zweite,  dritte,  ...  xte  der  Gleichungen  des  vorstehen- 
den Gleichungssystems  x  Variationen  durch  die  übrigen  ausgedrückt  und 
aus  der  ersten  Gleichung  eliminirt  werden  können.  Multiplicirt  man 
daher  behufs  dieser  Elimination  die  zweite,  dritte,  .  .  .  Gleichung  resp. 
mit  den  noch  unbestimmten  Multiplicatoren  X,  ft,  r,  .  .  . ,  deren  An- 
zahl X  ist  und  addirt  sie  zur  ersten  Gleichung,  so  können  >L,  ^,  r,  ... 
so  bestimmt  werden,  dass  die  Coefficienten  von  x  Variationen  Null  und 
diese  hierdurch  eliminirt  werden.  Da  die  übrigen  Variationen  alsdann 
von  einander  unabhängig  und  vollkommen  willkührlich  sind,  so  erfordert 
das  Bestehen  der  gewonnenen  Gleichung,  dass  auch  ihre  Coefficienten 
verschwinden.  Demnach  sind  in  jener  Gleichung  alle  Coefficienten  der 
Variationen  gleich  Null  zu  setzen.  Die  Ausführung  dieser  Rechnung 
ergibt  unmittelbar  die  3w  Gleichungen  der  Bewegung,   nämlich: 

dr  dyi  dtji  cyi 

(T'zi         ^     ,    ,  c)Z     ,       dM    ,        dN    , 
dl'  •        (Izi     '        c^Zi     '        ozi    ' 

Sie  wurden  zuerst  von  Lagrange  gogeben. 

Vergleicht  uiJin  sie  mit  den  obigen  Bewegungsgleiclmngen,   nämlich 


XV.  Cup.  Lagrangc*B  Form  der  Dcwcf^nnpitf^leichuogcn.  HGO 

•"'  a''  =  •'■•  +  •'' •      '"•  'fu''  =-  '■'  +  ■'*"•     '"•  2'  -  ''•  +  •''"• 

HO  crliHlt  man  als  Coinponcnton  dor  VorMiidun^nkraftf*  S,: 

.S«'»  =  A         +11         +1»         4-  .  .  . 
^  f'L     ,        t  M    .        r.V    . 

^  <Va  <//.         ty. 

^   f  L    ,        cM    .        ^  .V    , 

>vi  =  X         +11         +1'         +  •  •  • 

Die  Bedeutung  der  einzelnen  Glieder  dieser  AuhdrUeke,  sowie  die  der 
Multiplicatoren  A,  ^,  r,  . .  .  int  dieselbe,  wie  sie  S.  612  angegeben  wunle. 
Um  die  Multiplicatoren  wirklich  darzustellen,  muss  man  die  Hedingungs* 
glcichungen  Z,  =  0,  M  =  0,  A  =-  (),...  zweimal  difTercntiiren ,  indem 
man  x,,  y,,  Zi  als  Functionen  von  /  behandelt  und  sodann  in  die  zwei- 
ten Dififercntialgloichungen  derselben  für  ^7\     .'•/«     .7  ^'^  Ausdrücke 

einsetzen.     Dies  liefert  x  Gleichungen  zur  Bestimmung  von  A,  ^,  i*,  ... 

Zar  Bestimmung  der  Bewegung  des  Systems  ist  die  Kenutniss  des 
Anfangszustand  es  erforderlich.  8iud  S,-,  i/.,  Z,  die  anDinglichen  Mo- 
mentankrüfto ,  welche  auf  m«  stossend  wirken,  so  hat  man: 

2-  {  ;^'  c).,..  +  '/-  c!y.  +   '  ^'  rfc)  :=  O 

aai»  welchen  man  für  die  nufiinglichen  Momentan krättc  mit  Hülfe  eineh 
Multiplicatorensystems  ij,  u,,   v^^  ...  findet: 

#/jr,         -.    I    ,    '  ^'    1         '  '^'    I         '  -^    1 

r//  <  .r,  /  .1 1  '  .1  < 

f//  /  y,  w  V,  '  /  y,  /       n . 

Um  A|,  ^|,  i'i ,  .  . .  zu  be>>timiien,  hat  man  in  di<*  ernten  Ditl'ereutial- 
gleichungen  V(»n  L  »=  O,  .V  -  -  n,   .V  =^  n,  . . .  die  Ausdrücke 
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:,(*+S^.+-).  ■;.(«.+'.  g,+  -).  M^'+'.  £  +  •■•) 

oinzuführen. 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  der  Bewegung  die  Bescbleunigungs* 

coinponenten  -r2~\    tI ' »    ^2    ^^^^  Null,  so  erhalt  man   die  Bediogun* 

gon  des  Gleichgewichts,  wie  sie  S.  611  angegeben  sind. 

Vermöge  der  Bedingungsgleichungen,  deren  Anzahl  x  ist,  hängen 
die  Coordinaten  der  n  Sjstempunkte  von  einander  ab  und  ist  daher  die 
Bewegung  aller  bekannt,  wenn  es  die  einer  gewissen  Anzahl  ist.  Daher 
sind  von  den  3  n  obigen  Bewegungsgleichungen  nicht  alle  von  einander 
unabhängig.  Dies  sind  die  3  n  —  x  nach  der  Elimination  von  x  Va- 
riationen übrig  bleibenden  Gleichungen.  Sie  bestimmen  zusammen  mit 
den  X  Bedingungsgleichungen  wieder  3  n  Gleichungen  für  die  n  Punkte. 
Ist  das  System  z.  B.  unveränderlich  und  frei,  so  sind  die  Bedingangs- 
gleichungen  die,  welche  die  constante  Entfernung  der  Sjstempunkte  von 
einander  ausdrücken  und  von  der  Form 

L  =  {xi  —  XkY  +  {yi  —  VkY  +  (zi  —  zkY  —  c  =  0. 
Ihre  Anzahl  ist  x  =  3w  —  6,  indem  für  drei  Punkte  drei,  für  jeden 
der  n  —  3  übrigen  drei  weitere  Bedingungen  erforderlich  sind.  Daher 
ist  die  Anzahl  der  von  einander  unabhängigen  Bewegungsgleichungen 
des  freien  unveränderlichen  Systems  3w  —  (3  n  —  6)  =  6,  wie  sie  sieb 
in  Cap.  V  zeigte.  Dieselben  ergeben  sich,  wie  wir  bald  zeigen  werden, 
durch  Elimination  von  S^^K  -S^'\  S^'^  sehr  einfach  wieder. 

Da  die  3  w  —  x  Differentialgleichungen  der  Bewegung  von  der  zwei- 
ton Ordnung  sind,  so  führen  sie  2  (3  w  —  x)  =  6 ;/  —  2  x  Constanten 
durch  die  Integration  ein.  Dieselben  bestimmen  sich  durch  die  Anfangs- 
wcrthe  der  Coordinaten  und  der  Geschwindigkeiten,  deren  Zahl  6n  ist, 

zwischen  denen    aber  2x  Bedingungen   Z  =  0,    7F/=0,   .  .  .,       -  =  0, 
jmj  dt 

-— =0,  ...  bestehen,    sodass  zu  ihrer  Bestimmung  die  nöthige  Anzahl 
6  n  —  2  X  Gleichungen  vorhanden  ist. 

§.  5.  Aus  dem  D' AI  emb  er  tischen  Princip  kann  ein  anderoi? 
Princip  gefolgert  werden,  welches  von  Gauss  aufgestellt  und  von  ihm 
das  Princip  des  kleinsten  Zwanges  genannt  wurde.  Den  stati- 
schen Thcil  desselben  lernten  wir  bereits  S.  629  keimen. 

Es  sei  (Fig.  275.)  A  der  Ort  dos  Massenpunktes  m,  zur  Zeit  /, 
B  der  Ort,  an  welchen  er  zur  Zeit  /  -f-  dl  gelangen  würde,  wenn  die 
Kraft  Pi  auf  ihn  als  einen  freien  Punkt  wirken  würde,  d.  h.  wenn  die 
Bedingungen,  denen  m,  als  Systempunkt  genügen  muss,  nicht  vorhandeu 
wären.     Nach  B,  würde  er  vermöge   dor   in  A  zur  Zeit  t   erlangten  Ge- 
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icliwindigkeit   und   der   HoNcliloiini(;ung,    dir    iliin  /',    i*rtlu*ilt,    f;o|aiigoii. 
bis  Koi  ferner  C  der  Ort,    an  welclirn  m,  am   Knde  der  Zeit  /  -|-  <//  ver- 
in«i|;o  seiner  C«cscliwindi<;keit  und  der  Wirkung  der  Kraft  m,tp,  oder,  ^as 
flAKSclbe  ittt,  vennö«;e  der  Kraft/*,  und  der  Hediu^ungen.  welche      ^.j    ^-^ 
ihm  8eine  Verbindung  mit  dem  System  auferlegt,  gelangt.     Die         jr|    ß^ 
Kraft   l\   zerfHllt   nun    in    die    Kraft   ;;i,^,    und    die    verhirene        .        .y 
Kraft  i>,,    welche    ihn,    «duie    da^s   er   weiter    (tCAchwindigkeit    J  J^ 
heüJifi.se,    von   ./  nach   U  um    die    Strecke   AU  ==  /*//   im  Zeit-  ^ 

elcmente  dl  fortführen   würde.     Nach   S.  201    hat    man    Ali=  \  *'  •  *//•' 

w, 

und    folglich   wird    O,  =  *J  m,  •      .,  .    aNo    der   Strecke    VU    proportional. 

Nach  dem  D'Alembert'schen  IVincip  halten   nun  die  verlorenen  Kräfte 

Qt  Ain   System   (tleichgewicht   und    ist    also    die   Summe    ihrer  virtuellen 

Arbeiten   für  jede  mit  den  Hedingungen  de»  Syhtems  vereinbar©  virtu^dlo 

Bewegung  Null    o<ler   negativ.     Ks   «ei    nun  y  der   Ort,    an    welchen   w, 

vermöge  iigend  einer  Holchen  virtuellen   Bewegung  gelangen  wünle,  »o- 

da«i8  Ay  seine  virtuelle  Verschiidiung  darstellt.    Die  l'rojectiiMi  derselben 

auf  die  Hichtung   der  Kraft  O,    nämlich    auf  die  Richtung  von  AU^    iüt 

aber  gleich  der  Projektion  von   ^'y  auf  CU  und  wird,  wenn  der  Winkel 

i' liy   mit  O   bezeichnet    wird,    durch    V.y  •  cu$  (^   ausgedrückt.     Demnach 

"1  m 
stellt  ^1,  •  Vy  •  r«jt  0  =    . ., '  •  Vli  •  Vy  •  cos  O  die  virtncllo   Arbeit  von  o, 

dar  und  muss   also    nach    dem  Princip   der  virtuellen  (te.^chwindigkeiten 

i"!»;«.  •(•//•  Cy  •  r«.t  0  <t» 

sein.     K«  ist  aber   y  U*  =  rU^  -(-  Cf  —  2  •  ili  •  Tj- .  r«,*  0   und    folglich 

2'm.  •  y  n-        ^m,  -  V H*  -=  -Iw.  •  r>-         2  2m.  •  r//  •  r«5  y  -  cos  O . 

Da  die  rechte  Seite  diener  (ileichung  in  Folge  der  eben  entwickelten 
Bedingung  unter  allen  rmstünden  positiv  ist,  so  f^lgt,  dnas  für  jede 
beliebige  virtuelle  Bewegung 

2m,  .  rP'  <  2/;i,  .  ;  //• 

ist.  Die  liinie  Cli  stallt  die  Abweichung  des  Orte«  i\  welchen  m, 
sur  Zeit  t -\- dt  wirklich  einnimmt,  von  dem  Orte  /?,  welchen  er  in 
Folge  der  freien  Bewegun;:;  einnehmen  würde,  dar.  Kbens«»  int  ;•  B  die 
Abweichang  desselben  Punkte»  von  dem  Orte  der  freien  Bewegung, 
welche  er  bei  irgend  einer  beliibigen  amleren  mit  den  Bedingungen  des 
Svstcms  vereinbaren  Bewegung,  als  der  wirklich  erfolgenden  erleiden 
würde. 

Daher  ist  die  Summe  der  Produkte  aus  den  Massen  iler 
S  y  s  t  e  m  p  u  n  k  t  e  i  n  d  i  t»  (}  u  a  1  r  a  t  «•  ihrer  A  b  w  e  i  c  h  u  n  g  e  ii  v  o  n  d  i*  r 
freien  Bewegung  für  dii*  v  irklich  er  folge  ml  e  Bewegung  unter 
den    Ähnlich    gebildeten   Summen    aller    anderen    mit  den   Be- 
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dingungcn  des  Systems  vereinbaren  Bewegungen  ein  Mi- 
nimum. 

Die  Bewegung  des  Punktes  m/  als  eines  Sjstempiinktes  ist  eine 
gezwungene;  der  Zwang  rührt  von  seiner  Vorbindung  mit  dem  System 
her.  Betrachtet  man  Znii  •  6'^^  alg  das  Maass  dieses  Zwanges,  so  kann 
der  vorstehende  Satz,  den  man  nach  seinem  Entdecker  dass  Ganss^schc 
Princip  vom  kleinsten  Zwange  nennt,  auch  so  ausgesprochen 
werden: 

Die  Bewegung  der  Punkte  eines  irgend  welchen  Bedin- 
gungen unterworfenen  Systems  erfolgt  in  jedem  Augenblick 
in  möglichster  Uebereinstimmung  mit  der  freien  Bewegung 
oder  unter  möglichst  kleinem  Zwange,  wenn  nnter  dem 
Maasse  des  Zwanges,  den  das  ganze  System  in  jedem  Zeit 
demente  erleidet,  die  Summe  -der  Produkte  aus  dem  Qua- 
drate der  Ablenkung  jedes  Punktes  von  seiner  freien  Be- 
wegung in  seiner  Masse  verstanden  wird. 

Vgl.  Gauss,  Ueber  ein  neues  allgemeines  Grundgesetz  der  Me- 
chanik [Crelle's  Journ.  Bd.  IV,  S.  232  (1820)];  Scheffler,  Ueber 
das  Gauss 'sehe  Grundgesetz  der  Mechanik  [Schlö  milch 's  Zeitschrift 
Air  Mathem.  und  Physik.    III.  Jahrg.  (1858)    S.  197]. 

Für  den  Fall  des  Gleichgewichtes  der  Kräfte  P,  an  dem  System 
fallen  die  verlorenen  Kräfte  Qi  mit  den  Kräften  Pi  zusammen,  also  die 
Punkte  D  mit  J5,  C  mit  A  und  wird  2^m,  •  AB-  ein  Minimum  (vgl.  S.  629). 

Man  kann  die  Arbeit  bestimmen,  welche  die  Ablenkung  des  System- 
punktes von  der  freien  Bewegung  erfordert.     Sie  ist 

und  mithin  dem  Zwange  proportional.  —  Gauss  deutet  in  seiner  Ab- 
handlung noch  auf  die  Analogie  des  Satzes  mit  der  Methode  der  klein- 
sten Quadrate  hin;  Mob  ins  hat,  wohl  hierdurch  veranlasst,  denselben 
das  Princip  der  kleinsten  Quadrate  genannt. 

Wir  i\\gQ\\  einige  einfache  Beispiele  zu  den  vorstehenden  §§.  1 — ."). 
hinzu,  für  welche  das  System  aus  zwei  Massenpunkten  zusammeu- 
gcsetzt  ist. 

§.  <).  Zwei  Massen  punkte  w,  in  bewegen  sich  frei  mit  gegebenen 
Anfangsgeschwindigkeiten,  indem  sie  allein  ihrer  g  cgcns  citigi  n 
Anziehung  oder  Abstossiing  unterworfen  sind;  welches  ist  die  Natur 
ihrer  Bewegung? 

1.    Ist  P  die  Kraftintensität,   mit  welcher   sie   sich    anziehen   oder  abstossen. 

so  greifen  an  m  und  m    resp.  die  Kräfte  X  =  4^  /^  -  -    -         ,    J^  ==  Ip   />  ^  """  -^  , 

'*  r 

;f  =  T  ^'  --7--;    ^'^  -  ^^    ^"=  -    ''»    Z'==  -  Z    an.      Die    Gleichungen 

der  Bewegung  sind  daher: 
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f 


//»  <//' 


-   «»    II.   21     W., 


ttt 


A<Mirt  man  <Iie  (tlviclinni^cii  pnArwcise,  su  ircbcii  su*  i/i    .,'!'''<    .  | 
iiiithiii  durch  Intej^rntion: 

,/r  +  "•   ,«    "  "•       '"  .1,  +  "■,/<-?•       "■  rfi  +  "  -jT  ^  ''• 

IivmiiAch  bloibeii  die  Summen  der  (^)mponentcu  di>r  Monicutankriifto  wiihrvnd  di<r 
gan^fn  Hewo};uni;  conatant.  Si^tzt  mnn  daher  in  irf^ond  einem  Tunkte,  s.  M.  im 
Coordinatenurftprungf,  die  Monifutankräftc  zusammen,  ko  bleibt  die  Kcriultante 
d<*r  Moni c Uta nk ruf t(>  nach  (>  r<"ii»so  und  Kichtun^  fort wHhrenil  cunstan t. 

Ihre  Inten»ität  i^t  (»'  4'  f^*  ~h  */'  **"■}  i^ire  Kichtunf^HCOiinuMO  Hind  er,  f),  y  pro- 
portional. Dies  louchtct  ein,  wenn  man  IxrdtMikt,  daKR  die  rontinuirlichen  Kräfte, 
welche  diene  I{efultant<>  abändern  küuiiten,  nänilich  diu  Anziehunf^en  ixlor  Ab- 
ntomiunf^cn  der  Punkte,  cnt|?ep«nKeHetzt  gleich  sind.  ]>n  für  die  i'oordinaten  .rj, 
yi,  r|  des  MaMcnmittelpunkte^  \m  +  m)  j*,  ^^mx  +  m'.i';  "m  +  w'*  y,  =»  m//  +  «Vt 
\m-\-  m)  :,  SS  m:  -{- m':'  ift,  ko  «^ebcn  die  vorntebenden  (tieichunu'en: 

(«  +  m  )   ^^*  =o  a ,         '«  +  m  ;   ^^^'  —  |J.         \m  +  m  )  ^^^    —  y. 

Der  Mausen  mitte  Ipuiikt  besitzt  daher  conttante  (?  o«ch  windi|;kei  t 
von  cunntanter  Uichtunpr;  ^\v.  \»i  Null,  wenn  die  Summe  der  Momentankräfte 
anfanj^H  Null  iüt. 

"1.    Man  crbiilt  weiter  die  Combinationen  der  Hewccrunirof^leiehuncen: 

^//»  r//»/     '  \        ät*  t/1*  / 


m 

da 


int.     I>ieie   (ilrieliun^^en   itrücken   aui«,   dunA   das   re»ultiren*le  Paar   d*r   roudnuii 
liehen  Kraft«  verdcbu  ludet      Sit*  t;eben  intejrrirt: 

i/:'  .   //v*' 

«I  iv     .      —  :     .    I  -t    Ml  Iv  :      .'I         «1 


tH 


('/.r  f/:\     ,       ./  .  r/j'  .    ''i'\ 

= ,//  './J*  "i^^  ,//  '  .1,) 

(tlt/  r/.i  \                •  /    •    ''V  •    ''•'"  \ 

'  ./,  -  "  ,« )  ■♦■  '"  l'  .«  ~  •"  '.li  ) 


1» 


Hern  nach  int  ilai  i  mult  iren«le  Paar  ilor  Monieiitauk  i  ü  fte  Mubroiid  der 
liewcifun^   riath   (tr<i}ii«i-    uml    A  len  r  ie  htu  ni;   eon«tant       Srine   <tr«»-«e    i^t 

{r^*  -f-  f,*  4^  r/M  um!  h«-ine   Uiebtunirseuiiinuiiiie  Himl  pr«tportioii«l  «-,,  r|,  r^     ^lul 
tiplicirt  man  diese  <ilcieliunt:«-n  iler  Keihf   nach  mit    .i         •>  •   v     *  Vi   •         :'•    -«o 
liefert  ihre  Adilitiim: 

«1  'i  I      -{-   •  I   .V      -   7  I  -f-  •  j    :    -  -   :  '». 


m 
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Da  nun  x  —■  x\  y  —  y\  z  —  z  den  Richtungscosinussen  der  Verbindnng^sHnie 
der  Punkte  m,  tn  proportional  sind,  so  folgt:  Das  System  der  beiden  Punkte 
bewegt  sich  so,  dass  ihre  Verbindungslinie  fortwährend  zur  Axen- 
richtung  des  resultirenden  Paares  der  Momentankräfte  senkrecht 
oder  also  zur  invariabelen  Ebene  desselben  parallel  bleibt.  Fallen 
die  aufilnglichen  Momentankräfte  in  eine  Ebene,  so  erfolgt  die  Bewegung  der 
Punkte  in  dieser  Ebene.  Die  obigen  drei  Gleichungen  drücken  auch  aus,  dass 
diu  Summe  dcrProjectionen  derF'lächenräume,  die  von  einem  festen 
Punkte  nach  den  beweglichen  Punkten  gezogenen  Radieny cctorcn 
beschrieben  werden,  auf  eine  beliebige  Ebene  constant  bleibt. 

3.  Man  kann  denselben  Gfeichungen  nach  Po  in  so  t  noch  eine  andere  inter- 
essante Bedeutung  abgewinnen.  Wählen  wir  die  invariabele  Ebene  zur  Ebene 
der  VZf  so  sind  Cj  und  c^  Null,  weil  sie  den  Richtungscosinussen  der  Axe  des 
resultirenden  Paares  proportional  sind,  welche  jetzt  in  die  .T-Axe  fällt.  Aus  den 
zwei  letzten  der  Gleichungen 

/dz  dy\    .       ,(,  dz  ,   dy\ 

(dx  dz\    ,       ,/  ,  dx'  ,  dl' \ 

dt  dt/  ^       \      dt  dt  / 

(du  dx\    •       '  f  '  dy  ,  d.r\ 

erhält  man  nämlich  durch  Elimination  von  m,  m: 

(dx  dz\      /    dy  dx\        (  ,  dx  ,  dz'\      (   ,  dy  ,  dx'\ 

-■  W  -  ""  ät)  •  Vdi  -  ^  W)  =  V  liT  -  ''  lü)  •  V'  dt   -  «lü) 

Nun  denke  man  sich  in  m  und  m  die  Tangenten  an  die  Bahnen  dieser  Punkte, 
logc  durch  sie  und  den  Coordinatenursprung  Ebenen  und  errichte  in  demselben 
auf  sie  die  Normalen  N,  N'.  Sind  p^  q,  r  die  Richtungscosinusse  für  A",  so  be- 
stellen, weil  sowohl  der  Punkt  x,  y,  r,  als  auch  der  Punkt  x  -f-  rf*r,  y  -\-  dy  ^  z  ^  dz 
in  die  zu  iV  senkrechte  Ebene  fällt,  die  Gleichungen: 

p^  +   qy  +  rz    =  0, 

aus  welchen  man  ^""^  +  "^^^  +  ""^^  =  ^' 

p  i  q  :  r  =^  {ydz  —  zdy)  :  [zdx  —  xdz)  :  {xdy  —  y  dx) 

zieht.    Ebenso  ergibt   sich   für  die  Richtungscosinusse  ;/,  y',  r    der    Norinulen  S : 

px  q:  r=  {ijdz  —  ^dy)  :  {zdx' —  xdz)  :  {x'dy  —  yda:). 

Mit  Hülfe  dieser  Werthe  kann  die  aus  den  Bcwegungsgleichungen  pezogeue  Pro- 
portion so  geschrieben  werden:  qir  =  q':r.  Nun  sind  aber  die  Gleichunpcu 
der  beiden  Normalen  A',  A': 

X  y  z  X  y  z 

=         ==  und        ,  =      ,  =      . 

p  q  1'  P  q  ^' 

U  "11  z 

und  folglich  -     =    -,   -4  =     ,    die  ihrer  Projectionen  auf  die  invariabele  Ebene. 
q  r        q  r 

Beide  sind  hiernach  identisch.  Legt  man  daher  durch  die  Tangenten  der 
Bahnen  der  Punkte  und  einen  festen  Punkt  Ebenen,  so  schneiden  sie 
die  durch  denselben  Punkt  geführte  invariabele  Ebene  in  ein  er  ge- 
meinschaftlichen Schnittlinie. 

4.  Da  der  Massenmittelpunkt  sich  mit  constanter  Geschwindigkeit  geradlinig 

bewegt,    so    braucht  man  nur   die    relative  Bewegung   der  Punkte   w,  m    in  Bezog 

auf  ihn  weiter  zu  verfolgen,  um  das  ganze  Problem  zu  lösen.  Die  ursprünglichen 
Gleichungen  waren: 
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'/*//  _  --    t,   V  —  .v'  _•  *f*!f'    _  ^_   ,,  .V  ~  .V 


Tr'-y, 

.  It'J 

z^r"-"'. 

+  /•  =  ;:=', 

r//'  r  rrf  ■  ~ '  r 

S.  ui  m.'iii  .r  :  Ji  +  {,  y  =-  //i  +  I?,  :  =-  :j  +  i;.  •»' =•  .'*i  }  €'.  v'  -  ,Vi  I  »? . 
;'—=:,  f  k',  wo  X,,  »/j,  ij  die  C*oor<Uniiton  tU*B  Scliwi'r|>iiriktrii,  {,  z^,  ^,...  n?l.i- 
li%'i>  (*uor(linHten  in  Hesug  niif  dioiicn  sind,  üo  crliiilt  iniin  vvrmöjfu 

r/»x,         i/V,         '/•:, 

rf/«    ""    *//«    ^    ///«    ~      * 

s.  B.  für  «,  dio  Gloicliun(;cn: 

Aii.4  m{  -|-  m'^'*^  0  erliült  mAii  nlicr  durch  Addition  und  SiililrACtioii  von  mi'{  weiter: 

("  +  '«''  £-«'({-  {') 

und  obrnso 

•«!    +    «*'?=■'"'('?"-«?')•  («    +    «•''   t    ="    «'(t    k*>» 

••mIa»«  l\  ri\  i  AUS  den  (}Ieichun(;cn  für  m  verschwinden  und  di^so  werdni : 

«*•  -^^  —  -f  (w  +  «  )  ^'   V         «»*  7,1   —  -H  C«  +  w ;  /"   ^  . 

mm  ^^^  -  4-  (w  +  w  )  P  •  . 

llire  weitere  nchandlunf^  bünj^t  von  der  Nntur  der  Kraft  /' nb.  Für  das  Newton** 
arbi*  AttrActioni»t;ettet2  sind  die  relativen  lUbnen  von  m ,  m'  um  ihren  MasHeu* 
mittolpunkt  Kcf^cUchnitte. 

I'in  die   relative   Howcf^ung  de«   Punkten   m   f|;ot^n  m   t\\   bestimmen,  würde 
mau  aus  den  ursprünfcUchen  (fleichunf^en 

dl*  -  r  tir  r  tlr  r 

,  tfj-  _      ,,  .r   —  X 

"■.«.-+'         r        •      • 
ableiten: 

ff*  ij'    _  XI  «/•  \y   —   »/'  if*  {i    --  :'» 

X     -  X  H  —  y  :     -  : 

w«irin  x' —  x,  i/ — y,  s'  -  :  die  relativen  Coordinaten  von  m  ffo|^en  m  nind  u.  ».  w, 

$.  7.     Zwei   schwere   Massen  punkte   m,   m'   sind   durch   einen   l*iu|; 
■  aiiii'n  Faden   mit   einander   verknüpft,    wi'lcher   über   eine    vertikale 
festo    Kollc    ohne    Keibunif   hin wei;|;eht.      Welche    Hewe|run|c 
nimmtdies  Svstcm  unter  K inwirk iiiiir  der  Schwere  an? 

Ks  seien  x,  x'  .Fitr*  27<>.^  die  Ab.stände  von  m«  m    bis  sa  den  Be-      ' 
rühruni^pnnkten   des  Fadens   mit  der  Kollc  sur  Zeit  /;   die  i^effebrneu 
KrJlfte  P  sind   die  vertikal    abwärts  wirkenden  <tewiehte   my.  m'j/;   die 

Koectivkrifte  n    _  .  m    .,    und  die  verlorenen  Kriifte  mitbin  mi/     m... 

■i*£f  —  *'  w  I    •    ^*''*  ^ileicRpewicht  derselben  erforilert  lür  je«le  mit  dir 
Betlingunfr  x -{~  •t'bi  fonir.  yereinbare  virtuelle  lle^efSunK 
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»»  \g  —    .  f)  9x  +  m  \^g -^J  dx'=^  0,       dx  +  Sx'  =  0. 


Multiplicirt  man  die  zweite  dieser  Gleichnngen  mit  1,   addirt  sie   zur   ersten  and 
setzt  die  Cocfficientcn  von  Sx^  8x  gleich  Null,  so  kommt 

rf*.r  ,    .  ,  d^x 


m 


=  tng  +  Z,         ffi     r;5-  =T  m'g  +  l 


€px  ti^X 

und  wenn  man,  lun  zunächst  l  zu  bestimmen,  hiermit  die  Gleichung  - -j-  -f-   -^^  =  0 

verbindet,  so  ergibt  sich 

,  2  mm  2  mg  •  m'g 

1»  +  TO  mg  +  wi7 

d.  h.  —  X  ist  das  harmonische  Mittel  der  Gewichte  mg,  m\g.  Iliermit  werden  die 
Hcwegungsglcichiingcu  der  beiden  Massen 

d^x  .,  d^x  _  „         m  —  m' 

rfr*  dt*  '  m  +  I»   '^ 

Sind  daher  m  und  m'  gleich,  so  ist  G  =^0  und  die  Bewegung  beider  Massen  gleich 
förmig;  ist  G  nicht  Null,  so  ist  sie  gleichförmig  veränderlich.    Für  die  Geschwindig- 
keiten ergibt  sich 

f^x         yy.    t  '         dx'  ,.      ,       , 

dl  ^  dt  ' 

dx         dx 
und  da       -  +    -  --  =  0  ist,  so  sind  die  Anfangsgeschwindigkeiten  tt  und  a   ver- 

mJJge    «  +  «'=  0    einander   entgegengesetzt   gleich.     Für   die    Abstände   x,  x' 

hat  man 

X  =  \Gt'^  +  at  +  ß,       X  =  —  \  Gt^  —  at  •\-  ß\ 

wo  ß  -{-  ß' =  Comt.,  nämlich  gleich  der  Länge  des  Fadens  weniger  des  Stücks, 
welches  auf  der  Rolle  aufliegt. 

Sind  nicht  die  Anfangsgeschwindigkeiten  «,  «',  sondern  die  anfänglichen 
momentanen  Stosskräfte  ww,  w'co'  gegeben,  welclio  in  der  Richtung  des  Faden:> 
wirken  mögen,  so  liefert  das  D' A  Icmbert'sche  Princip  für  sie: 

m  (ö)  -   '^^)  dx  +  w  (o)'  -    '^"^  )  iix  =  0,         dx  +  dx=  0.       für       /  =  ü 

m,     =  vi(o  +  Ai,         m   ■        =  m(o  -4-  i,       für       <  =  0, 
dt  dt 

also 

A,  = >  (ca  +  eo),  =  «  ==  —      -     = _-. 

m  +  w  «^  «/  wi  -|-  jn 

Diu  (Jrösscii  —  l  und  —  A,  drücken  die  coutinuirlich  wirkende  Spannung  T  zur 
Zeit  /  und  die  momentane  Spannung  7',  zur  Zeit  t  =  0  aus,  wclcho  der  Faden 
auszuhalten  hat.  Denn  indem  ninn  den  Faden  durchgeschnitten  und  an  seior 
Stelle   die  Spannung   7'  eingeführt   denkt,   wird  z.  B.  die  Bewcgungsgleichung  für 

die  Masse  m  werden:   in -j-r-  =  jng  —   T,  deren  Vcrgleichung   mit    der   oben  auf- 

dt^ 

gestellten    T  =  —  l   ergibt,   u.  s.  w. 

Die  vorliegende  Aufgabe  und  ihre  Lösung  enthält  die  Theorie  der  Atwood'- 
sehen  Fallmaschine.  Für  m  :  in  =  7:8  erhält  man  deren  gewöhnliche  Einrich- 
tung,  für  welche    G  =^  -^  g  wird. 

Man  kann  die  Aufgabe  etwas  verallgemeinern.  Die  Punkte  m,  m'  seien  (:e- 
nötliigt,  auf  zwei  Geraden  zu  bleiben,  welche  sich  tangirend  an  die  Rolle  au- 
schliessen  und  mit  der  Ilorizontalon  die  "Winkel  «,  «'  bilden.  Die  Gewichte  zer- 
fallen in  zwei  Componenten   mg  cos  «,   mg  cos  «',   welphe  durch   die  Normalwider 
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Kt:in<Ic  der  Qcraili'n  vcmichtft  werden  und  mg  nin  u ,  m'//  <i»  a\  weKlio  an  dio  Stelle 
der  ubi|;en  mv,  m\/  treten.  Dien  i.it  ilic  rinxitro  Moililicntion,  welche  in  die  üben 
brlmndelte  LösuDf^  cin)rcfülirt  zu  werden  brnueht«  um  die  Luiunp  der  erweiterten 
Aur^rabc  zu  erhalten. 

§.  H.  Kine  achwore  honiu^rene  Linie  ■  Kutte;  hHnfrt  über  eine  ver- 
tikale feste  HulIc  auf  beiden  Seiten  mit  unj^lcieh  lun^^em  Stücken 
herab;  welche  Hewef^uu};  nimmt  üie  anV  Int  2  m  die  Suniniu  der  Ketten- 
ittücke,  welche  rechts  und  links  niedcrhünfren,  vun  den  Hrriihrun^ii|iunkteu  mit 
der  Kollo  an  gerechnet  (uhne  daa  auf  der  KoUe  anfliegende  Stück-,  .r  das  eine, 
2/1  —  .1'  das  andere  Stück,  bo  int  du^  Gewicht  der  ])itferenz  *2{r  —  a)  die  be- 
schleunigende Kraft  des  Systems.     Man  erhält  daher  aln  liewegUDgsgleichliDg: 

'**'  ///»  "^  -^y^'  "  "^' 

wu  |i  das  Gewicht  der  Längeneinheit  bedeutet.     Die  Integratiun  demelben  gibt: 

.r  -    «  =-  Ae       "   +  /ie 

War  die  Kette  anfantrs  in  Kühe  und  hinj:^  auf  der  einen  Seite  die  LUnge  a  •{-  A, 
S(»  hat  man  rwr  Kcstimmung  der  konstanten  b  =^  .4  •{•  //^  O  =»  ^4  »->  //,  w«nn 
letstere  Oleirhuug  mit  Hülfe  der  Gleichung  für  die  (aesehwindigkeit  fulgt.  Daher 
wird: 

Diese  Gleichung  gilt  bis  .r  =»  2a^  wo  die  Kette  bis  auf  ein  Stück  abgerollt  ist, 
welches  auf  der  KoUe  berührend  aufliegt.     Die  Zeit  /«  hierfür  ergibt  sich  ans 


Mit  Hülfe  der  Kelation  \v    -f-  v       }         Ir    —  r        '    .-  4   findet  sieh  hierzu  nueh 


'/(:)' 


1    —  r         ••   -     e 


1/ 
#1 


«]er«'n  Adilitinii  zur  vorigen 

'-/  !-'K,: +/(:)■  '! 

ergibt,  wurau«  1^  folgt.     Iteispiel:  =—    '    • 

rt  'A 

§.  U.  An  einer  biegsamen  (teraden  (einem  Kaden\  wnleher,  mit 
arinem  einen  Knde  A  befi'Mtigt,  vertikal  lierabhHngt,  befinden  sieh 
iwri  Nchwero  Massenpunkte  m,  m;  das  System  macht,  aiia  d^r  Gleich- 
gewichtülage  herausgebracht,  Schwiugnngon  um  dieselbe.  Wie  «»ind 
di«te1brn  beschaffen,  wenn  die  Kntfernung  aus  ilicser  Lago  sehr 
klein  ist  und  das  Syntcm  in  einer  Kbene  neb  wingt  ■' 

Die  X-  und  ,V'Axe  seien  horizontal,  die  :Aie  vertikal,  pnsitiv  nbwUrts,  iler 
Ursprung  der  Coordinaten  im  AufliUngepunkte  des  Fadens.  Di»  Laii^'e  der  Faden 
«tücke  /Im,  mm  sei  </,  «i*.  Ferner  sei  der  Winkel,  ilen  ,4m  mit  der  :  Ate  bitdfl, 
9  nnd  der  Winkel,  ilm  ili«-  Kbene  m,4z  mit  iler  .i  :  -  Kbeni'  bildet,  i|i.  rndlirh 
srien  &,  ^  ilie  analogen  Winkel  für  das  Fatleiistüek  mm'.  In<lem  man  die  Span 
Hangen  7\  't  iler  Fadenstiieke  einführt,  i-rhiilt  man  «ugleirh  ilie  tileiehiingeu  dff 
llrwegung  beider  Massen  m,  «n\  nämlich: 
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7«  -    -  =  —  T  sin  &  cos  9+2''  sin  9"*  cos  q>*       m       ,    =»  —   7^  sin  9"'  cos  tp 
m  — j  =  —  T  stn  &•  sin  <p  -f-  1  sin  &•  sin  (p         m  —z-  =  —   2    sin  9'  sin  (p 

m  -rr^   =  mg  —   T  cos  9  -^  T  cos  9'  ^ ~J^  ^^  ^0  —  ^  *^^  ^'* 

Hierza  kommen: 

a:  =  ö  «in  9"  cos  9  x  «=*  a  sin  9  cos  9 

y  =B  a  sin9  sin  9  y  =  a  sin  9  sin  9 

:  =a  a  CO«  -Ö"  z  tss  a  cos  9 . 

Diese  Gleichungen  vereinfachen  sich,  wenn  9,  9'  sehr  klein  sind  and  die  Bewe- 
gung in  der  a;z- Ebene  erfolgt.    Man  hat  dann  näherungsweisc : 

m  ^^  =  -  T9+  r9\       m'~^-  =  -  r9\         x  =  a9,        x  ^  a9  +  a> 
<w*  dt* 

m^  ^  mg  —  7  +  T  ,      m  -^^  =»  mg  —  T,        z  =  a,  s  =  o  +  a. 

Da  z,  2'  constant  bleiben,    so  folgt  sofort   2"=  m'gf    2'  =  (m  +  '»')  ^*     Weiter 
erhält  man: 

Wö  -^-^,    =^  —  (m  +  m)  g9  +  mg9,        m  [a  —  +  a    j^i  )  =    "   "•^^• 

Multiplicirt  man  die  letzte  dieser  Gleichungen  mit  einer  unbestimmten  Grösse  l 
und  addirt  sie  zur  ersten,  so  kommt 

(,«  +  Im)  ^  +  Im-^  ^f  +  I  {(„  +  „■)  <^  +  „'(z  _   ,)  »-j  =  0. 
Bringt  man  diese  Gleichung  auf  die  Form 

^(* + -  •  -i^-'  •*')+-•  -"'i-r^  (*  +  ^'  T  'i"  »•) = 0, 

a/^  V  rt       ;;*  -f-  Xm  /  a        m  -j-  Am    \  m  -\-  m  / 

setzt  '         .    ' 

^  +  _«    .  _*^      ..  <^'  =  9  =  *  +  X»' 

und  disponirt  über  l  so,  dass 

X a     Xj-  1 

m  -\-  Im'  a     m  -\-  vi 

wird ,  80  geht  die  Gleichung  über  in  die  Form 

,,+         •-,' — ,    ,9  =  0     oder      -rj  +  n9  ==  0;         w  =     '     --— 7- 

Die  beiden  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung  für  X  sind  reell  und  ist  die  eine 
positiv,  die  andere  negativ;  auch  für  die  negative  Wurzel  ist  m  -\-  Xm  positiv, 
wie  sich  aus  der  vorstehenden  Form  dieser  quadratischen  Gleichung  ergibt,  deren 
rechte  Seite  und  deren  Zähler  linker  Hand  für  ein  negatives  X  negativ  sind. 
Demnach  ist  der  Coefficieut  von  9  in  unserer  Differentialgleichung  positiv  und 
erhalten  wir  als  Integral 

Qp  =  9  -\-  "^9'  =^  a  cos  {nl  +  ß ) , 

oder  entsprechend  den  beiden  Wurzelvverthen  ij,  Xf  von  i,  zu  welchen  H|,  ^■} 
gehören  mögen ,  die  beiden  Integrale 

(Pi  ="  9  -{-  7ii9'  =  ofi  cos  {nit  +  ßi) 

92  =  -ö"  +  )t2'^'  =  "i  ^^*  (''2'  "t~  ßi)i 
woraus 


\V.  Cup.  ];«»pieIo  zum  D'Aleinhert'dcbon  IViucip.  ><7!> 

*i  —  *i 
4^'—  («1  rtts  (n,r  +  ^,.     -    er,  rut  [«,/*+  ^,} 

fiilfTt.    Die  Aiifnnf^iwcrthe  vuii  {^,   O.         ,  Itcbtiiniiion  die  CuunUiiten  a^,  a,; 

ßii  ßt'     ^'^'^   rtiuht,   <la88   diu  Winkel    (^,  4^'  Hip'braidcho  .Summen   iiind  Vun  Win* 

2  3r      2  s 
kein,  welche  zwei  Pcudclschwiiitcuii^vii  von  den  OkcillAtionndauern         ,  eut- 

n,  «, 

Hprechen.    Sind  daher  n,  und  w,  commriisurahcl,  »o  wird  die  Hcwcf^unf;  iHiriodiacb, 

•oda*^8  dad  System  in  die  AnfHUf^nlaf^o  zurückkehrt. 

i.  lU.  Zwei  schwere  M  asai-npu  nkte  m,  m'  nind  durch  einen  nicht 
schweren  Siah  verhunden  und  lioj^t  diei  SyHtem  in  einer  Vertikal- 
ebene auf  zwei  g  e  (^  e  n  il  i  o  Vertikale  unter  ti  c  n  Winkeln  a ,  a  fr  e  n  e  i  ^  - 
t  e n  U  e r a d  e  n  a  u f ;  d  a »h e  1  b  e  m  a c h  t  k  I e  i  n  u  S  c  h  w i  n  ^  u  n )? e  n  u  m  e  i n  e  G 1  e  i  c  h  • 
i;e wichtblage;  man  sull  die  Ottcillationsdaucr  derselben  finden. 

Ist  d  die  Noigunj;  des  Stabes  ^e^cu  die  Vertikale  zur  Zeit  /,  T  seine  Span« 
nung,  sind  A',  .V'  die  Widerstände  der  beiden  Ueraden,  j,  o*'  die  Abstünde  von 
M,  m'  vom  Schnittpunkte  derselben  und  a  die  Liiu(;e  des  Stabes,  so  bestehen  die 
<tlcichun{;en: 

m  - :  ,-    '^    Ul  ff  COM  «    +     ^   *'*"  (^    "I"    «!  »  -V    :»    MI  j^  «IM  O    +     ^  «*"  (^   +    O", 

w'      -    «■  «1*;/  CO»  a  —   T  cos  ^4>  —  «  ) ,        A  hm  my  ttin  «'  +   7*  «in  f  ♦  —  a) 

j*  ™a  j'ro*  (nt  +  «'/         fl  fojr  (♦  +  •) 
J-'  =-  J'  COM  («   +  o)   -|-  a  Ct»M  \^  —  «*), 

mit  Hülfe  welcher  x.  u'\  A'.  A',  T,  ^  als  Functionen  der  Zeit  zu  finden  sind. 
Kür  die  fraf^Iichen  kleinen  Schwiuf^unt^en  hat  man  zunächst  die  Uleichgewiehts- 
lai;en  dadurch  zu  suchen,  duss  man 

M  1/  COM  o  -f"  ^  '■"*  •  ^  "4"  **  '  *■  *' 

»«  7  CltM  «    —      7'  CtM  ^9    —    (C   I    IM    ü 

setzt.  Ks  seien  x,,  .r,'  die  Wcrtlie  von  a-.  welohi*  einer  solchen  entsprechen. 
Dann  kann  man  setzrn: 

.1    ^   .1  ,   +   {  ,  4'  —  J  ,'  +   4' 

und  sind  4,  ('  sehr  kloine  (i n'iMHen .   diron  (Quadrate   und  Trodukt  getilgt  werden 
sollen.     Indem  man  nun  aus  den  (tleichuni^en   der  HoMeffunt:  T  climinirt   und  ab 
kürzend  «  -^-  a  ^  ß  setzt,  ergibt  sich 

■  I      I    ~  V  *■"«  «I  '•'   —  •''  *'"'  ß    ~  *"  \  itt     ^  ■''  ***"  "/    •'"        ■'  ''"'  ßi  *•  **• 

\us  der  (aliMchung  jr*  +  .r*  -  '2.ij'cu.%fi  i—  «'  folgt  aber  nach  Kinsetzunc  der 
Wertbe  j  ■■  .r,  +  {,  j-'=-.i,'+  6  "»»*  Streichung  der  (flicdrr  zweiter  Ordnung: 
X| t  +  "»li'         •'i 4*  ~H    'i'i'  '■*'*  ^  ■■  '*»    Horans 

t«  ^  t   '  I         •'  /  '■"«  ß 
J-,  T'l*  ff     —   j  ,* 

I>urch  Kliminatiun  von  x,  .i'.  4'  «'rgibt  nicli  daher,  wrnn  blo«i  die  Uliedrr  rr^ter 
Ordnung  beibehalten  werden: 

Iw  'X|'  -      .1 1  rtn  fJ'*  +  m'   Xi   —  X|' *'«t  ^  »• 


880 


Beispiele  zum  D^AIembert^schen  Princip. 


XV.  Cap. 


eine  Gleichung  von  der  Form 


2n 


+  n«{  =  0, 


welche  auf  die  Oscillationsdauer  -—  hinweist. 

n 

§.  11.  Bewegung  des  Rades  an  der  Welle.  Es  seien  m,  m'  (Fig.  277.) 
die  schweren  Massen,  welche  durch  Fäden  mit  dem  Rade  und  der  Welle  rer* 
bunden  sind,  x,  x   die  Abstände  ihrer  Schwerpunkte  von  den  Berührang^ponkten. 

Dann  sind  »i  f ^  —  -f^J  i    '«'w  —   "7//«  /  ^^^'^^  verlorene   Kräfte.      Ein   Massen- 

Flg.  277.  punkt  fi  des  Rades  oder  der  Welle  im  Abstände  r  von  der 

den 
Axe  wird  von  der  Tangentialkraft  V'^ -n  afficirt,   wo  a>  die 

Winkelgeschwindigkeit  zur  Zeit  /  bedeutet;  die  Centripetal- 
kraft  ftrcD*  kommt  nicht  in  Betracht,  da  sie  bei  einer  mit 
der  Katur  des  Systems  vereinbaren  Verschiebung  keine  vir- 
tuelle Arbelt  leistet.  Die  verlorene  Kraft  an  ^  ist  daher 
die  der  Tangentialkraft  entgegengesetzte  Kraft,  da  keine 
gegebene  Kraft  an  fi  angreift,  wenn  wir  das  Gesammt- 
gewicht  des  Rades  und  der  Welle  am  Schwerpunkte  der 
Maschine  angreifend  denken,  woselbst  aber  von  ihm  gleich- 
falls keine  Arbeit  geleistet  wird.  Sind  nun  der  Radius  des 
Rades  und  der  der  Welle  c  und  c\  so  sind,  wenn  der  Appa- 
rat um  den  unendlich  kleinen  Winkel  BQ^  gedreht  wird,  cd^,  c'tf^,  r9^  die  vir- 
tuellen Wege  und  besteht  daher  nach  dem  D'Alemb  er  tischen  Princip  die  Gleichung: 


dt 


äff*  fiT* 

Nun  hat  man  =  rw,    -     =  —  c'o),    weil   die  Geschwindigkeiten  der  Massen 

wi,  m    denen  der  Berührungspunkte  gleich  sind,  x'  aber  mit  wachsendem  Drehungs- 

d!^x  ,  dca 

-./  ,    —r-,    =  —  c    .     und  nimmt  die  Glei- 
dt        dt*  dt 


d(a 


,Wx«  =  0, 


Winkel  abnimmt;  daher  sind   — ^    =  c 

chung  die  Form  un: 

(d(o\  ,  ,  (      ,      ,  dco" 

^-'-dt)-""\i'  +  '  dtJ-  dt 

wenn  A/x*  das  Trägheitsmoment  der  Maschine  für  ihre  Axe  ist.     Hieraus  folgt: 

da)  nie  —  tnc 

dt  iWx*  +  ''*^'*  +  "*^* 

mithin,   wenn   co  =  0   für   ^  =  0   ist: 


•  ff 


mc  —  tnc 


Cö  = 


9^' 


M%^  -f-  mc*  +  "*V* 

Ist  also  mc  —  m'c'  nicht  Null,  d.  h.  sind  m  und  m'  nicht  im  Gleichgewicht,  so  ist 
die  Bewegung  eine  gleicliförmig  beschleunigte.  Die  Spannungen  T,  T'  der 
Faden  sind: 


T  =  „,  (9  -     J^)  =  m  („  -  r  J^)  =  (m  - 


c  {mc  —   tnc') 
i1/x«  +  /«r«  -f 


'K.  ) 

tn  c  '^  / 


^  =  "'  V/       ,/,«  ;  =  ''^  V^  +  '  at  )  ^  V"  -f-    j/x^  +  t.c^  +  „/c^  )  ^ 


Die  Spannungen  sind  constant  während  der  Bewegung, 
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§.  12.  Zwei  geometriHchc  Sjrsteiuc,  welche  so  ntif  einander  bezogen 
bind,  dA85  jedem  Punkte  des  einen  ein  einziger  Punkt  des  anderen  ent- 
8|iricbt  und  umgekehrt,  stehen  in  einer  eindeutigen  Verwandt^tchaft  zu 
einander  in  Bezug  auf  diese  Punktpaare.  8oU*he  Verwandtbchnften  sind 
die  Congrucuz,  die  Aehnlicbkeit,  die  projectivische  Verwandtschaft  u.  s.  w. 
Zwei  mechanische  Systeme  können,  wenn  ihren  Punkten  die  Coefficien- 
tcn  zukommen,  welche  man  Masse  nennt,  ausser  diesen  geometrischen 
Beziehungen  auch  hinsichtlich  letzterer  ver^'nndt  sein  und  wenn  an  ihnen 
Kräfte  wirken,  so  kann  auch  hinsichtlich  dieser  eine  (Korrespondenz 
zwischen  beiden  Systemen  bestehen,  vermöge  welcher  die  KrAfte  des 
einen  Systems  eindeutig  durch  die  Kriifte  des  anderen  nach  Intennitüt, 
Richtung  und  Sinn  bestimmt  werden.  Ist  dies  der  Fall  und  ist  ausser- 
dem noch  für  irgend  eine  Zeit  eine  bestimmte  Beziehung  der  Oehchwin- 
digkeiten  für  die  Punkte  beider  Systeme  festgesetzt,  so  werden  auch 
die  Bewegungen,  welche  beide  Systeme  annehmen,  eine  bestimmte  Ver- 
wandtschaft zeigen,  sodass  die  Beschaflcnheit  der  Bewegung  des  einen 
ans  der  des  anderen  gefolgert  werden  kann.  Von  den  Einheiten,  welche 
in  der  Mechanik  in  Anwendung  kommen,  können  drei,  die  der  Länge, 
der  Zeit  und  der  Masse,  willkürlich  angenommen  werden,  während  die 
der  Geschwindigkeit  und  der  Kraft  auf  sie  zurückführbar  sind.  Je  nach 
der  Definition  der  beiden  mit  einander  zu  vergleichenden  Bewegungen 
werden  diese  fünferlei  (i rossen  bestimmte  Verhältnisse  zu  einander  haben 
und  umgekehrt  entsprechen  bestimmt  vorausgesetzten  Beziehungen  dieser 
(irössen,  bestimmte  Verwandtschaften  der  Bewegungen. 

§.  13.  Aus  der  grossen  Menge  von  Möglichkeiten,  welche  hinsicht- 
lich der  Verwandtschaft  der  Bewegungen  zweier  Systeme  eintreten  kön- 
nen, wollen  wir  hier  nur  den  einfachsten  Fall  behandeln,  dass  die 
homologen  Längen  (also  auch  Flächen-  und  Körperräume),  die  Zeiten, 
in  welchen  homologe  Punkte  homologe  Balinstrecken  durchlaufen,  die 
homologen  Massen,  die  Geschwindigkeiten  und  die  Kräfte  während  der 
Bewegung  beider  Systeme  constante  Verhältnisse  bewahren  sollen.  Wegen 
der  constant<*n  Linienverhältnisse  werden  die  Systeme  geometrisch  ahn* 
lieh  sein;  der  constanten  Massenverhältnisse  wegen  werden  sie  beider- 
seits aus  gleich  viel  ähnlichen  übereinander  gelagerten  Systemen  be- 
stehend angesehen  werden  können  und  wenn  hierzu  noch  die  B«*din 
gung  tritt,  dass  die  Kräfte  in  beiden  Systemen  dieselben  Bichtungon. 
gleichen  Sinn  und  constantes  Verhältniss  ilirer  Intensitäten  haben,  »«i 
werden  auch  die  homologen  Zeiten  und  (trschwindigkeiten  constante, 
Von  den  Verhält nis.'«t*n  der  genannten  (rrössen  abhängige  Verhältnihse 
besitzen.  Um  dies  näher  zu  begründen,  seien  4*,,  //,,  ;,;  ;,,  r/,,  f, ;  m„ 
fi,;  A'i,  l'i,  Z,;  a,,  i/,,  Z,  die  ("oordinaten,  Massen  und  Kräftt*  der  honio- 
logen  Punkte.  l>ann  bestehen  für  die  homologen  Bewegungen  beider 
Systeme  die  Beziehungen: 
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•^  {(""  'S?-  -f')  ■>« + (•■•  y- ''')  *■ + (« 5'  -  ^^  '4  - » 

für  das  eine  und 

^  {("•  2"  -  ^')  ■"■ + ("  $  - «') '" + ("'  g'  -  ^•) ««-}  - « 

wenn  L  (a:,  y,  2;  a:',  y\  z\  . . .)  =  0,  i^f  (ar,  y,  z\  x\  y\  z\  .  . .)  =  0,  .. ., 
^'(§>  '»?>?».••)=  ö,  iV'(§,  »?,  f,  . .  .)  =  0,  . . .  die  Bedingnngen  sind, 
welchen  beide  Systeme  genügen  müssen.  Ist  nun  or  das  constante  Ver- 
hältniss  der  Liniendimensionen,  j$  das  der  Massen,  y  das  der  Kräfte 
und  sind  £  und  <f  die  Verhältnisse  der  homologen  Zeiten  und  Geschwin- 
digkeiten, so  hat  man: 

§,.  =  aa:,-,       rii  =  ayi,       ?i  =  a^i;     (ii=ßmi'^ 
Si  =  yXi,     Hi  =  yYi,     Zi  =  yZr,       f=et. 

Iliordurch  geht  die  Hauptgleichung  für  das  zweite  System  über  in 

und  diese  Relation  muss  vermöge  der  Aehnlichkeit  der  Systeme  uml 
der  Bewegungen  unabhängig  von  den  Multiplicatorcn  ce^  ß^  y^  e  sein. 
Demnach  müssen  diese  als  gemeinschaftliche  Factoren  zur  Linken  heraus- 
fallen und  muss  folglich  ^ 

sein.  Das  Verhältniss  0  der  Geschwindigkeiten  ergibt  sieb,  wenn  man 
bedenkt,  dass  Geschwindigkeit  der  Quotient  des  Bogenolementes  durch 
das  Zeitelement  ist;  es  w^ird  daher 

Was  die  Bedingungen  L  =  0,  L'=0]  M  =  0,  M'=  0,  .  .  .  betrifft,  m> 
müssen  vermöge  der  geometrischen  Aohnlichkeit  der  Systeme  die  Func- 
tionen   L\  M\  ...   dieselben    wie    Ä,  ]\1  ^  ...  und    damit    L\   3J\   ...  von 


£ 
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dorn  Factor  n  unabliMngig  sein  können,  homogeno  Functiunco  der  Coor- 
(linatcn  sein. 

Die  vorstehende  Betrachtung  liefert  daher  den  Satz: 
Zwei  S  y  H  t  c  m  e ,  welche  einander  g  e  o  ni  e  t  r  i  h  c  h  H  h  n  1  i  c  li 
nach  dem  Aehnlichkeitsverhfiltnisse  er  t>ind,  deren  homo- 
loge Punkte  MaKsen  von  constantcni  VerhiiltniifH  ß  besitzen 
und  an  deren  homologen  Punkten  Kräfte  wirken,  deren  Rich- 
tungen und  Sinn  in  beiden  ähnliche  Lage  und  welche  I  n  - 
tensitttton  von  constantem  Verhiiltnis»  y  besitzen,  welche 
ferner    von    homologen    Stellungen    mit    (jleschwindigkeiten 

ausgehen,  deren  Verhültniss  o  ^^  y      .    ist,  führen  durchweg 

ähnliche   Bewegungen    aus    und    zwar   ist   das   Verhältniss   c 
der  homologen  Zeiten,  in  welchen  je  zwei  homologe  Punkte 

homologe  Bahnstrecken  beschreiben,  i  =  J/         und  behalten 

die  Geschwindigkeiten  das  Verhältniss  c  fortwährend  bei. 

§.  11.  Man  verdankt  diesen  wichtigen  Satz  Newton  {I*rincipia^ 
üb.  II,  prop.  *,V2).  Schon  (lalilei  wirft  in  seinen  Dialogen  die  Frage 
auf,  wie  es  komme,  dass  zwei  ähnlich  c«>n8truirto  Maschinen  nicht  auch 
immer  ähnliche  Bewegungen  zeigen,  dass  oft  eine  Maschine  im  Modell 
sehr  gut  i*«t,  während  sie  in  grossem  Massstabe  ausgeführt,  nicht  das 
Gewünschte  leistet.  Kr  findet  die  Schwierigkeit  in  der  Verschiedenheit 
der  Widerstände,  welche  in  beidon  Maschinen  auftreten.  Nach  Newton 
haben  Cauchy  [3/cwi.  c//-  fAnuL  des  sc.  T.  IX,  p.  117  (IHi»!»)]  und  Com- 
bcs  Folgerangen  aus  den  Betrachtungen  des  ersteren  gezogen,  Cauchy 
in  Bezug  auf  physikalischt»  Vorgänge,  Combes  in  Bezug  auf  die  Tur- 
binen. In  neuerer  Zeit  hat  Bertrand  (Motr  sur  In  similitudr  rn  mv'ra- 
niquey  Journ.  de  h'cole  polytechn.  ('ah.  XXXII,  p.  IHI»  fl8l><  ]  den 
Newton*schen  Satz  aus  dem  D* AI embert 'sehen  Princip  entwickelt 
und  eine  Menge  älterer  und  neuerer  Beispiele  hinzngeüammelt,  von  denen 
wir  einige  mittheilen  wollen.* 

1.  Wenn  zwei  Tunkte  .)f,  .1/'  vun  f^loiclicn  MniHCti  von  drmiielben 
(Zentrum  O  der  emtrn  rotrnx  ihrer  Kn tf i>r nuiifr  tuu  ihm  propurtiMn«! 
«ti|;cxu|(en  werden,  so  «Trcichen  sie,  ot>i;lei(*h  von  verschiodi  iir n 
AnfanKiIafTcn  nniipchcnd,  dennoch  tu  f^leicher  Zeit  dun  Coiitrutn. 
voraui({eictEt,  dami  nie  ohne  .Vufaniriifreft'h windiKkeitr ii  odrr  mit 
»itlchen  ahf^ehen,  welche  profMirtion a  1  ihren  AnfXnfflichi'U  Kntfor- 
iiunj^i'n  von  O  liiid.  Das  Ceutruni  ''  hildrt  nüinlioh  mit  «Im  Punkti-n  .U,  M* 
ZHi»i  Sjtteme.  in  Wi*Ifh«  n  dns  Verhältnirti  der  KrHftr  y  ■*  0  1/ :  O.M',  da«  der 
Linien   a  *•  O.l/ :(/.)/'   und   das  ftrr   Mnimcn   ß  «•   I    i«t.      P.ihi*r   ist   fiir  •!««!   der 

Zeiten  »'  :=»      '  ,  :      '    .  _  1.     K*«  mtapr^elirn  aNo  |iri»)iorti«tnAlen  Ahitänilen  di*r- 

Hrlhen   von    0  ffteirht*   Zeitm,    mithin   errfichrn   hi>ii|«*   Punkt«*   ku   drmrlhen   Z«*it 
«Iaa  Centruoi. 
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Zieht  0  nach  der  nten   Potenz  der  Entfernung  an,  so  ist   a  9=^  OM  \  Omf, 

OHi')  '    *^*^  **  ^  \ÖM')        '     ^'®  homologen   Strecken   werden 

dann  in  Zeiten  durchlaufen,  deren  Verhältniss  s  «=  o*^*~"^  ^*-     ^^^  ^*®  ^^'^' 

ton 'sehe  Attraction    n  ==  —  2  wird  e  »  «"*  (Euler,  Mechanica^  T.  I,    Cap.  III, 

§.  308.). 

Für  die  Bewegung  eines  schweren  Punktes    auf  der  Cjcloide  ist  die  Tan- 
gentialkraft m  -  =  mg  cos  ^  OD  f  wenn  m  den  Wälzungswinkel  darstellt  (s.  S.  332). 

Denkt  man  sich  daher  um  einen  Punkt  0  einen  Kreis  mit  g  als  Radius  beschrieben 
und  einen  Punkt  M'  gleichförmig  auf  diesem  Kreise  sich  bewegend,  so  wurde, 
wenn  der  nach  ihm  gezogene  Radius  OM*  mit  einem  festen  Durchmesser  des 
Kreises  den  Winkel  J  m  bildet,   seine  Projection  M  auf  diesen  Durchmesser  eine 

Bewegung  haben,   für  welche  f^  \-  ■=  mg  cos  ^(o  wäre,  also  dieselbe,   als   ob  M 

von  0  der  ersten  Potenz  der  Entfernung  proportional  angezogen  wUrde.  Man 
folgert  hieraus  leicht  den  Isochronismus  des  Cjcloidenpendels. 

2.  Zwei  Punkte  bewegen  sich  auf  zwei  Kreisen  von  den  Radien 
r,  r  mit  constanten  Geschwindigkeiten;  ihre  Massen  and  Umlaufs- 
zeiten seien  m,  m';  7",  7''.  Welches  ist  das  Verhältniss  der  Centri- 
petalkräfte,  welche  diese  Bewegungen  ermöglichen?  Man  bat  hier 
a  s=i  r  :  r\    ß  tss»  mi  m' ,    b  =  T:  T',  mithin 


r    # 


aß  mr  ^    m  r 

3.  Zwei  Pendel  von  den  Längen  schwingen  an  zwei  Orten,  wo 
die  Beschleunigung  der  Schwere  g  und  g  ist,  nachdem  sie  nm  diesel- 
ben Elong Ationswinkel  aus  der  Gleichgewichtslage  herausgebracht 
sind;  welches  ist  das  Verhältniss  der  Zeiten,  in  welchen  sie  homo- 
loge Bogen  durchlaufen,  also  auch  das  Verhältniss  ihrer  Oscillations- 
dauern?     Es  ist  für  sie   a  =  / :  /',    ß  «=  m  i  m\    y  =  mg  :  iw'i/ ,    mithin   ist 


r     y        r    g        r    g 


4.  Zwei  Fäden  von  den  Längen  /,  /'  und  den  Massen  m,  m  seien 
durch  zwei  Gewichte  /*,  P'  gespannt.  Die  Oscillationsdaucrn  J,  T 
haben  für  sie  das  Verhältniss: 


r:r'=^:/^(. 


Denn  (mit  Vernachlässigung  der  Fadendurchmesser)  sind  die  Fäden  zwei  ähnliche 

p 
Systeme,   für  welche   a  ^=  l :  f ^    ß  =  m  :  m\    y  ==  --, ,  mithin   ist 


r      l       m 


P' 

--      U.    8.   W. 


Wenn  die  Fäden  beide  durch  gleiche  Gewichte  gespannt  und  durch  eine 
beliebige  Anzahl  von  Massen  belastet  werden,  welche  auf  beide  ähnlich  vertbeilt 
sind  und  sich  verhalten,  wie  die  Längen  der  Fäden,  so  führen  beide  Fäden  ihre 
Oscillationen  in  Zeiten  aus,  welche  den  Längen  /,  /'proportional  sind.  (Duhamel.) 
Denn  es  ist  a  =  /  :  T,    ß  =  l :  !\    y  =  1 ,    also    f  =  / :  /'. 
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5.  I>A8  Modell  einor  Mmchinc  iit  fj^of^oben,  man  loll  beartlicilcii, 
üb  die  Auiführang^  im  Grosucn  ompfoblcnswcrth  iit  oder  nicbt. 

Iit  «  das  AebnUcbkeitSTerbEltniii,  so  ist  a*  das  der  Massen,  das  der  Scbwcr* 
krftfte  ist  also  gleichfalls  a\  es  muss  mithin  dns  VerliÜltnisi  aller  anderen  Krifti», 
welche  auf  die  Maschine   and   dns   Modell  wirken,   gleichfalls  a^  sein.     Das  Ver- 

hiltniss  der  Zeiten  ist  demzufolge  t  mm  y a;  das  der  Arbeiten  a*,  das  der  Ge- 
schwindigkeiten l  a.  Da  die  Widerstünde  der  Luft  dem  Quadrate  der  Geschwindig- 
keit und  den  Flftchen  proportional  sind,  %o  ist  ihr  VerhHltniss  a\  #ie  gefordert 
wird;  auch  die  gleitende  Reibung,  welche  proportional  dem  Drucke  int,  liefert  das 
Verhältniss  a\  die  wälsende  Keibung  aber,  welche  proportional  dem  Drucke  and 
umgekehrt  proportional  dem  Durchmesser  der  Räder  angenommen  wird,  liefert  das 
Verhältaiti  «'.    8io  ist  demnach  im  Modell  gr'öner^  als  in  der  Maschine. 


XVI.  Capitel. 

Dia  Principe  dar  Erhaltung  dar  Bewaffong  das  MaManmittalpunktas, 
dar  Fl&ohan,  dar  labandigan  Kraft  und  dar  klaintten  Wirkung  für 

daa  var&ndarlioha  System. 

§.  1.     Durch  Combinatiou  der  Boweguugtgleichungen 

-.  '^^'  -  X  +  sü'.  «.  ^f  -  r.  +  s<;',  «.  2-  ~  ^'  +  '"^.'^'  •  - ».  2. 3.  • .  • " 

dee  §.  4.  im  vorigen  Capitel  oder  auch  durch  passende  Wahl  der  vir- 
tuellen Verschiebungen  in  der  Oleichung 

^  {('"•  7^'  -  ')  ''•  +  ("'  ^''  -  ^')  '^'  +  i'^'  rf/»'  -  ^)  '•••} 

rrhält  man  SXtxe  von  umfassender  Anwendbarkeit  (Principe)  flir  das  be- 
liebig verMnderliclie  System,  welche  xum  Theil  Integrale  der  Diflferential- 
gicichungen  der  Bewegung  liefern  und  für  das  unveränderliche  System 
bereits  in  Cap.  XII  und  (*ap.  XIII  aufgestellt  wurden. 

Hummirt  man  die  Bewegungsgleichungen  nach  dem  Index  i,  so  er- 
hält man 

Für  den  Masiienroittelpunkt  (xj  y,  tj)  des  Systcnui  bestehen  aber  die 
Gleichungen 
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£  nii  Xi  ^  Mx^ ,  Z  rrii  t/t  =  My^ ,  £  m,-  z,-  s=^  Mz^ 

Mit  ihrer  Hülfe  crliält  man  daher  aus  den  vorstehenden: 

M  'J'  =  zxi  +  zs^j},  M  ^f '  =  SYi  +  2:s<;i,  3/  2*  =  ^2,  +  z&v'- 

Dies  sind  aber  die  Bewegungsgleichungen   des  Punktes  oc^y  y^^  z^     Sie 
drücken  den  Satz  aus: 

Der  Massenmittelpunkt  des  Systems  bewegt  sich  so,  alt» 
üb  er  die  Gesammtmasse  des  Systems  enthielte  und  an  ihm 
snmmtlicho  Kräfte,  innere,  äussere  und  die  Kräfte,  welche 
die  Bedingungen  des  Systems  vertreten,  parallel  mit  ihren 
Richtungen  angriffen.  (Princip  der  Bewegung  des  Massenmittel- 
punktes.) 

Es  sei  nun  zunächst  das  System  frei,  also  S^^  =  0,  S^^  =  0,  S<;>  =  0. 
Halten  sich  in  diesem  Falle  die  Kräfte  P<,  wenn  sie  parallel  mit  sieb 
an  einen  Punkt  verschoben  gedacht  werden,  Gleichgewicht  oder  siud 
sie  Null,  so  ist  2^jr,=  0,  ZYi  =  Oy  ZZi  =  0  und  die  Bewegungsglci- 
chungeu  des  Massenmittelpunktes  werden: 

d('        "'       rf<*         "•       dC' 
Aus   ihnen   folgt: 

^1  =  «0  +  «l^   y\  =  ßo  +  ^I^   -i  =  yo  +  yif- 

Der  Masseumitlelpunkt  beschreibt  daher  die  (Jcrade 

>^'i  —  «0  ^  .Vi  —  ßo  ^  -I  ---  y.» 

f'i  ^i  y\ 

uiit  constanter  Geschwindigkeit  J/ci^'^  -j-  ß^'^  -\-  y{^  von  eonstanter  Rich- 
tung. Dieser  Fall  tritt  insbesondere  ein,  wenn  eine  KrHftefuuction  V 
existirt,  welche  blos  von  den  Difterenzen  der  Coordinaton  d(;r  Systein- 
punkte  abhängt.     Enthält  nämlich    U  die  Differenz  X/t  —  av,  =  §,    so  ist 

rlJ        rU         (U  rU         ,  (  U    ,     ?U 

•    ..       =  .  -  ,       : —  =  ~  .  .  ,     also     .^      +  ;  -  =  0 
fW'h         6$         cwk  c;  (Xh        cxk 

und  ähnlich  für  alle  übrigen  Differenzen,  sodass 

^A-,  =  £  '"^  =  0,       2^1-  =  -S  ^'^  =  0,        El,  =  Z  '.^  =  0 
t'Xi  rui  czi 

werden.  Dies  findet  insbesondere  bei  gegenseitigen  Attractionen  dtT 
Systempunkto  statt.  Man  sieht  dies  auch  direct  ein,  indem  diese  inneren 
Kräfte  paarweise  gleich  und  entgegenposetzt  sind  und  sich  also  bei  der 
Verlegung  an  einen  Punkt  paarweise     ilgen. 
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Ist  daa  Syatcm  nicht  frei,  sind  aber  die  Hodingungen  so  hcnchnfTcu, 
dam  sie  blos  Ton  den  Differenzen  der  or-Coordinaten,  der  y-Coordinaton 
und   der  c - Coordinatcn   abhÄngen,   so  werden   £S^^\   l'N''»,   £S\*^  Null, 

weil  sie  die  Differentialquotienten  ,-     ,    .    '  ,  . . .  enthalten,  welche  naar« 

weise  sich  tilgen.  Die  Kräfte,  welche  solche  Bedingungen  su  vertreten 
vermögen,  tilgen  sich  daher  ebenfalls  paarweise.  Man  kann  daher  den 
Satz  aufstellen: 

Ist  ein  System  keinen  continuirlichen  Kräften  oder  in- 
neren paarweise  entgegengesetzt  gleichen  oder  überhaupt 
solchen  Krftften  unterworfen,  welche  an  einen  Punkt  ver- 
legt sich  Gleichgewicht  halten  und  ist  es  frei,  so  bewegt 
sich  der  Massenmittelpunkt  desselben  gleichförmig  in  g«* 
rador  Linie  oder  bleibt  in  Kühe,  wenn  es  anfftnglich  ruhte. 
Dasselbe  findet  statt,  wenn  das  System  nicht  frei  ist,  aber 
ausser  diesen  Hedingungen  auch  die  Kriifto,  welche  die  Ho- 
dingungsgleichungen  des  Systems  vertreten,  an  einen  Punkt 
verlegt  im  Gleichgewichte  sind.  Insbes«)ndere  findet  dieser 
Satz  statt,  wenn  eine  KrMftefunction  existirt  und  sie  nebst 
den  Hedingungsgleichungen  nur  von  den  ( -oordinatendi  ffc- 
renzeu  abhängt.  (Princip  der  Erhaltung  der  Bewegung  des  Massen- 
mittelpunktes.) 

Die  Gleichungen  für  die  Bewegung  des  Massenmittelpunktes  erhält 
man  auch  aus  der  Gleichung,  welche  das  D* Alombort*sche  Princip  mit 
Hülfe  der  Variationen  der  (*oordinaton  darstellt,  indem  man  dem  System 
einmal  eine  Verschiebung  parallel  der  j:*-Axe,  daü  anderemal  eine  solche 
parallel  der  ^-Axe  oder  parallel  der  ;-Axe  ertheilt  denkt.  Die  Varia- 
tion(*n  ()x  sind  hierbei  im  ersten  Falle  alle  gleich  und  zugleich  alle  6y 
und  ^z  Null;  in  den  beiden  anderen  sind  alle  df/,  resp.  6z  gleich  und 
6x  und  <9r,  resp.  6x  und  6tj  Null.  Jedesmal  fällt  aber  die  n«)ch  in  der 
(fleichung  verbleibende  Variation  als  gemeinsamer  Factor  heraus. 

%,  8.    l'm  den  Iiiliiih  und  Umfiing  dci  I*rincips  von  der  Ucwcfnini^  des  Massen 
mittclpaDktei  lu  erlHiitom,  wHlilen  wir  folj^onde  Hciipielo  nod  Anweodnoiren. 

1.  Kin  Körper,  auf  welchen  die  Schwere  wirkt,  winl  im  leeren  Raumo  in 
irgend  einer  Weise  f|;eiirhloudort  und  ist  sich  hierauf  selbst  iibcrUssen.  S«*in 
Massenmittelpunkt  heiichrcibt  dem  Trincipe  safolff«  eine  Pambel,  ilorfn  KtM*no 
vertikal  ist  und  durch  die  Anfani^Hricbtunfr  der  (fi*tcbwindi|rkeit  demelhen  hin 
dnrcbgeht.  Die  vollttHndigo  Hewetninfr  des  Körper«  int  eine  Schrauhenbefte)»uh|r 
mit  jedem  Aui^enblick  wechselnder  Scbraubonaxe;  dieselbe  kann  man  aun«»ii'n  in 
die  TranslationsbewefTunf^  eines  Hystempunktcs  und  die  Rotation  um  v\nv  brwei»- 
liche,  durch  diesen  hindurchj^ehendo  Axe.  Wählt  man  xn  dem  Systcmpunkt  den 
Massenmittelpunkt,  so  xorfallt  die  Hcwegunf;  des  Körpern  also  In  die  parabolische 
Translation  dieses,  verbunden  mit  einer  Rotation  um  eine  wechselnde  Axe  dei» 
Massenmittelpunktes. 
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2.  Zerfällt  ein  System  während  der  Bewegung  oder  finden  Explosionen  in 
demselben  statt,  so  finden  diese  Ereignisse  nur  in  Folge  des  Aafhörens  oder,  der 
Erregung  innerer  Kräfte  statt  und  da  diese  stets  paarweise  sich  gleich  und  ent- 
gegengesetzt sind,  so  vermögen  sie  nicht  die  Bewegung  des  Schwerpunktes  zu 
ändern;  dieser  setzt  vielmehr  trotz  des  Auseinanderfliegens  der  Systemstücke  seine 
Bahn  fort,  als  ob  gar  keine  Störung  stattgefunden  hätte.  Wenn  eine  Bombe  zer- 
platzt, so  wird  die  Explosion  durch  die  chemischen  Molecnlarkräfte  hervorgerufen, 
welche  als  gegenseitige  Anziebungs-  und  Abstossungskräfte  paarweise  gleich  und 
entgegengesetzt  sind.  So  lange  die  Bombenstücke  nicht  auf  ein  Hinderniss  stossen, 
dessen  Widerstand  als  eine  neue  Kraft  in  das  System  eintritt,  geht  der  Schwer- 
punkt der  zerplatzten  Bombe  in  der  parabolischen  Bahn  der  kugelförmigen  Bombe 
fort.  Eine  kleine  Modification  erleidet  die  Bewegung  des  Schwerpunktes  in  der 
Luft  nach  dem  Zerplatzen,  indem  der  Luftwiderstand  auf  die  Bombensplitter  anders 
wirkt,  als  auf  die  unversehrte  Bombe. 

In  ähnlicher  Weise  haben  alle  Eruptionen  der  Vulkane,  Erdbeben  u.  s.  w. 
absolut  keinen  Einfluss  auf  die  Bewegung  des  Schwerpunktes  der  Erde  oder  gar 
des  Sonnensystems;  die  Erde  könnte  zertrümmert  werden  und  das  ganze  Sonnen- 
system könnte  zerfallen,  ohne  dass  der  Schwerpunkt  des  Ganzen  in  seiner  Bahn 
oder  seiner  Geschwindigkeit  gestört  würde. 

3.  Auf  unser  Sonnensystem  wirken  als  äussere  Kräfte  die  Anziehungen  der 
Fixsternwelt;  wegen  der  ausserordentlich  grossen  Entfernung  sind  diese  Kräfte 
sehr  klein  und  halten  sich,  an  dem  Schwerpunkt  des  Sonnensystems  angebracht 
gedacht,  nahezu  Gleichgewicht,  Daher  ist  der  Schwerpunkt  des  Sonnensystems 
entweder  in  Ruhe  oder  er  bewegt  sich  nahezu  in  gerader  Linie  mit  approximativ 
constanter  Geschwindigkeit.  Man  hofift  die  Richtung  dieser  Geraden  durch  Beob- 
achtung bestimmen  zu  können. 

4.  Ein  lebendes  Wesen  befinde  sich  isolirt  im  Räume;  es  mögen  auf  dasselbe 
keine  äusseren  Kräfte,  ausser  etwa  die  Schwere  wirken  und  in  diesem  Falle  soll 
dasselbe  durch  eine  vollkommen  glatte  horizontale  Ebene  unterstützt  sein,  deren 
Widerstand  das  Gewicht  tilgt.  Trotz  aller  Muskelanstrengung  wird  es  dem  Wesen 
nicht  gelingen,  seinen  Schwerpunkt  in  Bewegung  zu  bringen,  wenn  es  ursprüng- 
lich in  Ruhe  war  oder  ihn  zur  Ruhe  zu  bringen,  wenn  es  sich  in  Bewegung  be- 
findet. Denn  alle  Muskelkräfte  sind  als  innere  Kräfte  paarweise  gleich  und  ent- 
gegengesetzt und  vernichten  sich,  an  den  Schwerpunkt  verlegt.  So  sehr  auch 
immer  ein  Vogel  in  solcher  Lage  mit  den  Flügeln  schlagen  mag,  es  wird  nicht 
helfen,  ihn  vom  Fleck  zu  bringen;  so  viel  auch  immer  der  Mensch  auf  einer  voll- 
kommen glatten  Horizontalebene  sich  drohen  und  wenden  und  seine  Muskeln  an- 
strengen mag,  er  wird  seinen  Schwerpunkt  nicht  heben  und  nicht  aufstehen  kön- 
nen, wenn  er  liegt  oder  sitzt.  Bios  der  Luftwiderstand  und  die  Reibung,  wenn 
sie  als  neue  äussere  Kräfte  hinzutreten,  machen  eine  Aenderung  in  der  Lage  des 
Schwerpunktes  möglich. 

5.  Eine  Locomotive  wird  an  Ketten  frei  aufgehängt,  sodass  sie  schwingen 
kann,  wie  ein  Pendel;  sie  befinde  sich  in  Ruhe.  Wird  nun  der  Kessel  geheizt 
und  lässt  man  den  Dampf  auf  die  Kolben  wirken,  so  macht  die  Locomotive  Schwin 
gungen.  Bei  der  Bewegung  der  Kolben  wird  nämlich  der  Schwerpunkt  im  Innern 
der  Maschine  verlegt,  da  aber  auf  das  ganze  System  nur  äussere  Kräfte  wirken, 
die  im  Gleichgewichte  sind  (denn  der  Dampfdruck  bildet  sich  durch  innere  Kräfte^ 
so  muss  der  Schwerpunkt  im  Räume  ruhen.  Dies  ist  aber  nur  möglich,  wenn 
gleichzeitig  mit  dem  Vorwärtsgehen  der  Kolben  das  ganze  System  rückwärts  geht 
und  umgekehrt. 
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§.  3.     Integrirt  man  die  Gleichungen 

über  Olli  brlicbigpfl  Zoitintervall  /  —  /«  hinweg,  8o  kommt 


t 


and  wenn    man   diese  Gleichungen   der  Ueihe   nach   mit  dfn  Richtoogi- 
Cosinussen  einer  boIiebigeD  Axc  {pißy)  multiplicirt  und  sie  addirt,  weiter 

\  '  dt  ^*^"  •  '"•  fii  ^'"r  +  *«•  j.  ^^'  y) 

—  2  Im,         CO*  a  +  wi,  ^^   coi  p  +  m,         cof  y  j 


«  W[(A-.  +  .^;»)  rof  «  +  (I\  +  SyO  r«i  /J  +  (Z,  +  S^^)  ms  Y]dt. 

Beseichnet  nun  O,  den  Winkel,  wciclicn  die  (icschwindigkcit  r,  des 
Punktes  m,,  S,  den  Winkel,  welchen  A  und  6/  den,  welchen  S^'*  mit 
jener  Axe  bildet,  so  kann  man  din  Gleichung  schreiben: 

f 

Xm^Vt  ^os  0,  —  {£miPi  cos  0,)  ^=  2^  1  (I\  ms  f^,  -|"  •^«  ''^*  ^»  )  '''♦ 


•  •    • 


d.  h.:  Projicirt  man  ein  in  Bewegung  begriftenes  Syntem 
auf  irgend  eine  Axe,  so  ist  die  Aendernng  der  Summe  der 
Momentankräfte  für  di«^  Projectionsbe wcgung  wMhrcnd  ir- 
geud  eines  Zeitintervalls  gleich  der  Projectinn  des  totalen 
Kraftantriebes  auf  die  Axe  während  dieser  Zeit. 

Sind  £Xi  —  2*  I'.  —  IZ.  «-  (>,  ZS^''^  —  2\V«»»  «  2.^"  —  (>,  so  bleibt 

^'*'*  2m.  r,  cos  O,  —  (2m. r,  cos  \y,) , 

d.  b.:  Gilt  das  Princip  der  Erhaltung  der  Bewegung  des 
Massenm  itt  elpunktesi  so  bleibt  die  Summe  der  Momentan* 
krifte  für  die  Projoctionsbcwegung  constant.. 
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Man  kann  die  obigen  Gleichungen  auch  durch  folgende  eisetzen: 

''^-(*^)=-^A'+^'>'" 


und   erhält,   wenn  Ä  der  Winkel  ist,   den  die   Momentankraft  MV  des 
Massenmittelpunktes  mit  der  Axe  bildet: 

t 

MV  cos  A  —  {MV  cosÄ)^Z  f  {Pi  cos  6,  +  5/  cos  Si)  dt . 


•o 


§.  4.  Der  Satz  des  vorigen  §.  kann  folgende  Erscheinungeu  erklären: 
a)  den  Kückstoss  der  Geschütze.  Vor  der  Explosion  bilden  Geschütz  und 
Ladung  ein  System,  welches  nnter  Einflass  der  Schwere  und  des  Widerstandes 
des  ebenen  Bodens  im  Oleichgewicht  und  ausserdem  in  Ruhe  sich  befindet.  Die 
Summe  der  Momentankräfte,  projicirt  auf  eine  beliebige  Axe,  z.  B.  auf  die  Axe 
des  Rohrs,  ist  daher  Null.  Da  nun  bei  der  Explosion  nur  innere  Kräfte  entwickelt 
werden,  so  muss  diese  Summe  constant  gleich  Null  bleiben;  damit  dies  möglich 
sei,  muss  die  Summe  der  Momentankräfte  für  die  Kugel  der  Summe  der  Momentan- 
kräftc  für  das  Geschütz  entgegengesetzt  gleich  sein.  Daher  erlangen  die  Schwer- 
punkte beider  Theile  entgegengesetzte  Geschwindigkeiten,  welche  sich  umgekehrt, 
wie  die  Massen  dieser  Theile  verhalten  und  wird  das  Geschütz  rückwärts  aus- 
weichen. Eine  kleine  Abweichung  hiervon  findet  allerdings  statt,  weil  das  Pulver 
der  Ladung  verdampft;  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  das  Geschütz  zurück- 
weicht, ist  deshalb  etwas  grösser,  als  sie  ohne  dies  sein  würde,  b)  Das  Auf- 
steigen der  Raketen.  Bei  der  Entzündung  tritt  am  unteren  Ende  der  Rakete 
immer  mehr  Zündmasse  aus,  welche  verbrennt  und  den  Feuerstreifen  liefert;  daher 
muss  die  Rakete  selbst  eine  entgegengesetzte  Geschwindigkeit  annehmen  und  auf- 
steigen. Die  Beschleunigung  der  Schwere  vernichtet  diese  Geschwindigkeit  all- 
mählig. 

§.  5.  Wir  combiniren  jetzt  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung 
des  §.  2.  in  Cap.  XIV  so,  dass  wir  die  dritte  mit  y,  und  die  zweite 
mit  Zi  multipliciren ,  letzteres  Produkt  vou  erstercm  subtraliiren  und 
hierauf  nach  i  summiren.  Dies  liefert,  iu  Bezug  auf  alle  drei  Coordi- 
natenpaare  y,C|,  r,tTi,  Xiyi  ausgeführt,   die  Gleichungen 

'^""  ('■  !/?"  *"'S')  ==  ^^^'^'  "  *'^')  +  ^^'''^'''  ~  •"■'^^^") 


I 
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ilcnkt  man  sich  dio  Krftftc,  welche  am  Systoin  lugreifoii,  fUr  Jeu  Coor 
cliDRtentirspning  rcducirt,  wie  beim  uiiveränderlichou  Sybieiii,  «o  drücken 
dicrio  Gleichungen  dio  Aoquivalens  des  resultircnden  PanrcB  der  EfTeciiv- 
krlifte   m^g),    mit  dem   resultironden   Paaro   der   (gegebenen   und    der  lio- 
dingungskrüfte  aus.     Ebenso  drücken  dio  Gleichungen 

aus  welchen  das  Princip  der  Bewegung  des  Massenmittelpunktes  hervor- 
piig,  dio  Aequi Valens  der  Keductionsresnltanten  der  KrMfte  m^ip^  mit  den 
Ucductionsresultanten  der  gegebenen  und  der  BedingungskrÜfte  aus. 

Nelimen  wir  nun  an,   es  sei  die  rechte  »Seito  oiner  der  drei  obigen 
Gloichungou,  z.  B.  dio  der  ersten  fortwährend  gleich  Null,  so  wird 


d.  h.  die  Componento   des  Axonmomentes   des  Paares  der  KrHfte   m,tp,^ 
welche  der  x- Axo  parallel  ist,  bleibt  Null.    Diese  Gleicliung  gibt  integrirt 


und.  drückt  aus,  dass'die  Componento  des  resultironden  Axenmomentcs 
der  Momontankräfie  parallel  der  a:-Axo  contant  bleibt.  Projicirt  man 
nun  das  System  sammt  allen  vom  Ursprung  nach  den  Systempunkten 
gf^xogonen  Uadienvectoren    auf  eine   zur   or-Axe  senkrechte  Ebene    und 

nennt  cfa!^'  den  Elementarsector,  welchen  die  Projection  des  nach  m,  hin- 
führenden Radiusvectors  auf  jene  Ebene  im  Zeitelemente  beschreibt,  so 
nimmt  die  Gleichung  die  Gestalt  an 


</oi^ 


2m,      '  =  i  D 


dt 


I 


und  liefert  nach  der  Integration 

wenn    man    die   Sectoren    ö.r    von    der   Stolhmg   der    Uadienvectoren  zur 
Zeit  /  --==  O  an  rechnet.     Man  hat  daher  den  Satz: 

We  n  n  die  (Komponente  des  resultironden  A  x  e  n  m  o  m  r  n  1 1»  h 
aller  am  System  angreifenden  KrÄfte,  welches  sich  ergibt, 
wenn  man  dieselben  wie  beim  unverHn  der  liehen  System  für 
einen  Punkt  (den  (*nordinat  enu  rsprung)  reducirt,  parallel 
irgend  einer  Axe  wJihrend  der  Bewegung  des  SystemM  fort* 
wMhrend  verschwindet,  also  die  (?ompi»nente  des  enthpro* 
chenden  Axenmomentes  der  MomentankrHfte  constant  ist,  so 
ist  für  die  Pri>jection  des  beweglichen  Systems  auf  rine  xa 
jener    Axe    senkrechte    Ebene    dio    Summe    der   Sectoronge- 
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schwindigkeiten,  jede  mit  der  Masse  des  betreffenden  Sy- 
stempunktes  multiplicirtconstantnnd  ändert  sich  die  Samme 
der  Produkte  aus  den  Sectoren  and  den  Massen  der  Zeit  pro- 
portional.    (Princip  der  Flächen.)     Sind  auch  die  beiden  Grössen 

so  gilt  dieser  Satz  auch  für  die  Axen  des  y  in  z^  resp.  für  Ebenen 
senkrecht  zu  ihnen  als  Projectionscbenen  und  hat  man  ebenso 

und 

Gilt  als  Flächenprincip  für  drei  zu  einander  senkrechte  Ebenen,  d.  h. 
verschwinden  sämmtliche  drei  Componenten  des  resultirenden  Paarei» 
der  continuirlichen  Kräfte  bei  der  Reduction  für  einen  Punkt,  so  gilt 
dasselbe  für  alle  Ebenen  des  Raumes.  Denn  es  sei  ijxßy)  die  Richtung 
der  Normalen  iV  einer  beliebigen  Ebene,  so  erhält  man  sofort 

Zmi{diS^x'C08ci'\'dc^y\co8ß'-\-di5^z-cosy)^=i^{D^co8a-^D2COsß-\-D^c^^ 

Es  bedeutet  aber  rf^x  cosa  +  dOy  cos 8  +  dai^  cosy  die  Projectionssumme 

der  Elementarsectoren  rfcr^  ,  dOy,  (fa,  oder  also  die  Proportion  des 'vom 
Radiusvector,    der  nach   m,-  führt,   im   Räume  beschriebenen  Elementar- 

sectors  auf  die  neue  Ebene.     Bezeichnen   wir  dieselbe  mit  day  ^   so  bt 

die  linke  Seite  vorstehender  Gleichung  Xitiido}!,   Die  Grössen  D, ,  2>j,  />.. 

sind  die  Componenten  des  resultirenden  Paares  G  =  Y D^  +  D^  -(-  ^.^ 
der  Momentankräfte  und  wenn  {a  h  c)  dessen  Richtung  ist,  so  sind 
Dl  ^  G  cosa^  J)^  =  G  cosb^  J)^  =  G  cosc.  Daher  wird  die  rechte  Seite 
obiger  Gleichung  gleich 

^C  (cosa  coscc  -|-  cosb  cosß  -f-  cosc  cosy)  dl  =  ^G  cosd'  .  di , 

wenn  -O"  den  Winkel  (iV,  G)  bezeichnet.     Demnach  erhalten  wir 

£mid0^s^  =  ^G  cos{>  dt ,  Etma^P  =  ^C  co5  0  .  (^  —  /^)  . 

Diese  Summen  werden  ein  Maximum  für  ^  =  0,  d.  h.  die  Summe  der 
Flächenräume,  multiplicirt  mit  den  Massen,  wird  ein  Maximum  für  die 
zur  Axe  des  resultirenden  Paares  der  Momentankräfte  senkrechte  Ebene. 
§.  6.  Es  fragt  sich  nun,  in  welchen  Fällen  eine  oder  die  andere 
der  drei  Summen  auf  den  rechten  Seiten  der  Gleichungen  des  §.  5.  ver- 
schwindet. Nehmen  wir  an,  das  System  sei  frei,  also  alle  ^j^  ==  Sf^^=  5^P=0. 
Damit  £{yiZi —  t»  F,)  verschwinde,  muss  das  Paar,  welches  die  Kräfte 
Yiy  Z/,  in  der  yz-Ebeue  bei  der  Reduction  für  den  Coordinatenursprung 
liefern.  Null  sein,  müssen  sich  also  diese  Kräfte  auf  eine  blosse  Rcbul- 
tante  reduciren,   deren  Lage  also  die  Lage    der  Centralaxe    des    ebenen 
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Kräftesystems  hat.  Es  existirc  nun  eine  Kräftefunction  U.  Ad  dio  Stelle 
der  Coordinaten  ^m  ;&  führen  wir  Polarcoordinaten  r,,  O,  iii  der  yz -Ebene 
ein,  wfthrend  wir  a:,  beibehalten.  Wird  dadurch  nun  U  zu  einer  Function 
von  X|,  r,-  und  den  Differenzen  der  Winkel  0,  so  verschwindet 

weil  sich  darin  dio  Glieder  paarweise  tilgen.  Man  erhält  nümlich  ver- 
in«igc  der  Gleichungen 

yA  =  TA  cos^Ay  :m  =  n  9in^k]  Vk  =  rk  cos^k,  Zk  =  n  sin^k , 
behufs   Einführung  der   neuen  Variabelen,  weil  die  Differentiation   nach 
ZA  und  yA  resp.  ^a  nnd  za  als  constant  voraussetcen : 

^      «/^A  =  ^  -  (IrA  +  ,  ^  d^A  dyA  =  .      drA  +  .^  d&A 

rfzA  =  sin^A drA  +  yA^'^A  0  =  iiw^a  ^ta  +  yA</^A 

0  —  cos^A  rfrA+  ZAd^A  dyA  =  coi^a  ^'a  —  Xa^^a  , 

woraus 

du     dU  ,  ^    ,    i  dU      ^         du     du      ^       \  i^v  .  a. 

^•^A  dtA  TA  C'^A  <^yA  ^Va  Ta   €'0a 

und  mithin' 

dU  dU        cU        ^     ,  rü  dU        dU 

yA Za  ,     «=     ^    und  ebenso  y*  .,     — Ci        -=»   ._    • 

<^^A  ^yA        <^A  dZk  vyk       d^k 

Enthllt  nun   U  blos  die  Differenzen  Oa  —  ^a  *=*  Si  «o  werden 

ai;     iü     dv         tv 

d^k^  h'  <^a""'"  n 

und  folglich  tilgen  sich  die  den  Indicos  h  und  A-  entsprechenden  Glieder 
in  £{jfiZi — r,-F,).  Daher:  wenn  eine  KrMftefunction  T  existirt 
und  sie  bloss  von  den  Differenzen  der  Winkel  abhftngt, 
welche  dio  Projectionen  der  UadifMivoctoren  auf  die  eine 
Coordinatenebene  mit  einer  der  in  ihr  liegenden  Axen  bil- 
den, so  gilt  das  Princip  der  Flüchen  filr  diene  Coordinaten« 
ebene. 

Der  Sinn  davon,  dass  V  blos  Function  von  den  Winkeldifferenien 
ist,  ist  der,  dass  V  Hieb  nicht  Ändert,  wenn  man  dem  System  eine 
virtuelle  Drehung  um  die  zur  Ebene,  wofür  daa  Princip  gilt,  senkrechte 
Axe  dergestalt  ertheilt,  dass  das  System  sich  wie  ein  unveränderliches 
verhält  Dieser  Fall  tritt  ein,  wenn  in  V  nur  die»  Entfernungen  je 
zweier  Punkte  vorkommen.  Denn  man  hat  für  die  Entfernung  taa  der 
Punkte  INA,  ffti 

TAA^  —  (xA  —  Xk)^  +  [rACus^A  —  Ti.iin^k)'^  -f  (rA»inOA     •  rAftn(^i)^ 

—  (XA  —  ari,y  +  ta'  +  a'  -  2rAa  r«f (^a  —  9a) 

nnd  dieser  Ausdruck  enthält  die  Winkel  ^a  «  ^a  hlos  in  der  Verbindung 
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^jk  —  -^A-.  Wenn  daher  beim  unveränderlichen  System  ü  bloß  von  Coor- 
dinateudifferenzen  abhängt,  so  gilt  immer  das  Princip  der  Flächen.  Für 
gegenseitige  Attractionen  gibt  es  immer  eine  Kräftefunction ,  welche 
von  den  Entfernungen  abhängt,  daher  gilt  das  Princip  fiir  alle  Ebenen. 
Es  erhellt  dies  auch  daraus,  dass  alle  diese  inneren  paarweise  entgegen- 
gesetzt gleichen  Kräfte  sich  bei  der  Bildung  des  resnltirenden  Paares 
tilgen  und  dieses  selbst  mithin  verschwindet.  Bestehen  ausser  den  gegen- 
seitigen Attractionen  noch  Attractionen  nach  festen  Centren,  so  hört 
das  Princip  der  Flächen  auf  zu  gelten,  es  sei  denn,  dass  diese  Centra 
alle  in  gerader  Linie  liegen.  Denn  wählt  man  diese  Gerade  zur  Axe 
der  X  und  projicirt  auf  die  Ebene  senkrecht  zu  ihr,  so  liefern  die 
Attractionen  nach  den  Contren  in  der  Projection  eine  Resultante,  welche 
durch  den  Ursprung  des  Coordinatensystems  geht  und  kein  resnltirendes 
Paar. 

In  allen  Fällen,  in  welchen  sich  alle  Kräfte  auf  eine  Ginzelresul- 
tante  reduciren,  die  durch  einen  festen  Punkt  geht,  gilt  das  Princip  der 
Flächen  für  alle  Ebenen. 

Ist  das  System  nicht  frei,  so  gilt  das  Princip  nur  dann,  wenn  die 
Bedingungen  und  Bedingungskräfte  an  den  genannten  zur  Existenz  des 
Princips  erforderlichen  Eigenschaften  Theil  nehmen.  So  z.  B.  wenn 
die  Bedingungsgleichungen  blos  von  den  Winkeldifferenzen  abhängen, 
wenn  die  Verbindungskräfte  paarweise  gleich  und  entgegengesetzt  sind 
u.  6.  w. 

§.  7.  Das  Princip  der  Flächen  gilt  auch  für  die  relative  Bewegung 
freier  Systeme.  Setzt  man  Xi  =  a:,  -j-  §,-,  t/i  =  y,  -f-  i^,-,  r,-  =  z^  -\-  s» 
in  die  Gleichungen  des  §.  5.  ein,  so  wird  z.  B.  die  dritte: 

X,  Zm,  -^^,  -  y,  2m,  -,  +  Em,  [^,  ^^^,  -  rj,  -^^,  j 

=  x^£  Yi  —  y,  ZXi  +  2;(|,  F,  —  ^Xi) 
oder  da   vermöge   dos  Princips   der  Bewegung   des   Massenmittelpunktes 

Ztrii     .y/  =  ZXiy  Zmi  -,'*  =  ^Yi  ist , 

Setzt  man  hierin  die  Werthe 

(Pxi  _  (fx,        d^i       (fyi  _  ^,    ,    (1%       ^/'^.  _  'ili,     ,    d't, 
dt^         dC^   "^  dt^  '      dt^         dt'^  "^   d('^  '      d?         dt'   "^  \li'^ 

ein,  so  kommt 

2;«,|.-  •  ^  -  ^m,.,. .  "^  +  2:,„,.  (i,  5'- -  ,,  "^  =  ^^(1,  i-;.-,,.!-). 

Diese  Gleichung,  sowie  die  analog  gebildeten,  vereinfacht  sich  durch  dio 
besondere  Wahl  des  Ursprungs  {x^y^z^)  der  relativen  Coordinaten.     Ist 


y 
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derselbe  der  MMsenmittclimnkt,  oder  ein  Systempiinkt,  welcher  eine 
gleichförmige  Bewegung  hat  oder  ein  Punkt  dessen  Beschleunigung  fort-. 
wKkrend  durch  den  Massenmittelpunkt  hindurchgeht,  so  ist  ^^m,$,»>^^jM,f/,"^), 

,      (Px*       d^y»        ^     ,      d^x.    (Py.     tfiz.  «     >      «  «^     «.       r 

oder    ,J=    .ri  "^  0  <»der    ,.,   :     *    :    .«    =  £mili :  2:m,i},  :  -iw.f,.     In 
dt*         dt*  dt*      dt*      dt* 

allen  drei  Fällen  wiid  2^m,J,  •  '^'f^  -  £mm,  -  '^f}  -=  0   und    die   obige 

dt*  dt' 


Gleichung 

nebst  den  beiden 

analogen : 

£mi 

yii 

dp  ' 

^'  dP  ) 

£{ViZi 

- 1  r.) 

£mi 

(. 

dp  ' 

*'  dp  ) 

£{iiXi 

-  {.2.) 

£mi 

6, 

iPyi 
■j.i 

-  Vi  -..j )  -= 

^(1.- 1'. 

»ji.i,). 

Da  diese  Gleichungen  dieselbe  Form,  wie  die  Gleichungen  des  §.1.  für 
die  freien  Systeme  haben ,  so  gelten  auch  die  von  dieser  Form  abhängigen 
Bedingungen  der  Existcns  des  Flächenprincips. 

§.  H.    Integrirt  man  die  Gleichungen  des  §.  5.  über  das  Zeitintervall 
t  —  f„  hinweg,  so  erhält  man 


t, 


r.  f, 


(     dx,  dzi\       f.,      /    dx,  d:,y\ 


f 

i 


—  2' /(r.A-,  —  XiZ.)  dl  +  i:/(r..V,  -    XiZ.)  dl 
2m.  I^x.  ^^^  -y.  ^^^  )  -  [2m.  [x.  ^^  -  y.  ^^^  jj 

—  £j  {x.  r,  -  y.  X.)  dt  +  -ry  ( j.  r.  -  y.  X)  i// 

(1.  h.:  Die  Aenderungen,  welche  dir  (N^mponcMiten  des  resul- 
tirenden  PaarcH  der  Momentankräfte  während  irgend  eines 
Zeitraumes  erfahren,  sind  die  Integrale  der  Komponenten 
des  resultirenden  Paares  der  gegebenen  und  der  Bedingungs« 
kräfte,  über  dieselbe  Zeit  ausgedehnt. 

Int  {fßy)  die  Richtung  einer  Axe,  multiplidrt  man  diese  dn*i  itWi- 
chnngen  mit  rdscr,  rosßy  cnsy  und  addirt  sie,  so  ergibt  sich: 
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Die  Aendorung  der  Projection  des  resnltirenden  Axenmo- 
.inentes  der  Momentankräfte  auf  irgend  eine  Axe  ist  gleich 
dem  Integrale  der  Projection  des  Axenmomentes  der  ge- 
gebenen und  der  Bedingnngskräfte  anf  dieselbe  Axe. 

Sind  daher  die  gegebenen  nnd  die  Bedingnogskräfte 
im  Gleichgewicht  oder  reduciren  sich  dieselben  fortwährend 
auf  eine  Einzelresaltante,  so  bleibt  das  resultirende  Axen- 
moment  der  Momentankräfte  constant  nach  Grösse  and  Axen- 
richtung. 

Die  zu  dieser  Axe  senkrechte  Ebene  behält  während  der  Bewegung 
fortwährend  dieselbe  Stellung  im  Räume  und  wurde  von  Laplace  die 
invariabele  Ebene  genannt;  ihre  Normale  heisst  die  invariabele 
Axe.  Die  invariabele  Ebene  ist  die  §.  5.  erwähnte  Ebene  des  Maximums 
der  Flächen.  Laplace  glaubte  sie  benutzen  zu  können,  zu  finden,  ob 
im  Laufe  der  Zeit  im  Sonnensystem  Stösse  vorgekommen  sind.  Ist  das 
der  Fall,  so  muss  ihre  Lage  sich  geändert  haben  und  umgekehrt  haben 
Beobachtungen  eine  solche  Lagenänderung  festgestellt,  so  kann  man  anf 
Stösse  schliessen.  Diese  Betrachtungen  basiren  auf  der  Voraussetzung, 
dass  das  resultirende  Paar  der  auf  das  Sonnensystem  wirkenden  Kräfte 
nahezu  Null  ist ,  was  für  die  innern  Kräfte  genau ,  für  die  äussern  wegen 
der  grossen  Entfernungen  sehr  nahe  zutrifft. 

§.  8.  Zur  näheren  Erläuterung  des  Flächenprincips  lassen  wir  zunächst 
einige  leichte  Anwendungen  folgen,  welche  sich  den  Betrachtangen  anscbliessen, 
die  wir  zur  Erläuterung  des  Princips  der  Bewegung  des  Schwerpunktes  gegeben 
haben. 

Ein  lebendes  Wesen  befinde  sich  irgendwo  isolirt  im  Räume,  die  Einwirkun- 
gen der  äusseren  Kräfte  auf  dasselbe  seien  Null  und  es  sei  anfangs  rahig.  Dass 
es  seinen  Schwerpunkt  nicht  in  Bewegung  zu  setzen  vermag,  sahen  wir  bereits 
früher;  allein  es  kann  sich  auch  nicht  einmal  um  denselben  drehen.  Denn  be- 
trachten wir  den  Schwerpunkt  desselben  als  Pol,  ziehen  von  diesem  nach  allen 
Punkten  seines  Körpers  Radienvectoren  und  projicircn  das  ganze  System  auf 
irgend  eine  Ebene,  z.  B.  auf  die  durch  den  Schwerpunkt  gehende  Symmetrie- 
ebene.  Da  das  System  in  Ruhe  anfänglich  ist,  so  ist  zu  Anfang  die  Summe  der 
Sectorcn  Null;  da  das  Spiel  der  Muskeln  aber,  wie  es  immer  beschaffen  sein 
möge,  nur  innere  Kräfte,  welche  paarweise  gleich  und  entgegengesetzt  sind,  zur 
Ursache  haben  kann,  so  muss  die  Summe  der  Momente  der  Monientankräfte 
constant  bleiben  und  da  anfangs  alle  Geschwindigkeiten  Null  sind,  so  ist  die 
Sectorensumme  anfangs  Null  und  muss  fortwährend  Null  bleiben.  Wenn  daher 
das  Wesen  einige  Theile  seines  Körpers  derart  in  Bewegung  setzt,  dass  fiir  sie 
die  Sectorensumme  beginnt  positiv  zu  werden,  so  müssen  gleichzeitig  andere 
Körpertheile  so  in  Bewegung  gerathen,  dass  die  ihnen  entsprechende  Sectoren- 
summe einen  negativen  Werth  annimmt  und  hierdurch  die  ganze  Summe  auf  dem 
ursprünglichen  Werthe  Null  erhalten  wird.  Wenn  z.  B.  ein  Mensch  in  solcher 
Lage  den  Kopf  nach  rechts  dreht,  so  wird  sich  der  übrige  Körper  nach  links 
drehen;  wenn  er  das  eine  Bein  vorsetzen  will,  wird  er  in  Gefahr  sein,  mit  dem 
anderen  rückwärts  auszugleiten.  Mau  sieht  hieraus,  dass  wir  nar  deswegen  aat 
dem  Boden  vorwärts   schreiten  können,   weil  das  eine  Bein,  welches   nach   rück 
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wiirtH  Aiis|;leitcii  will,  durch  die  durch  den  Druck  nuf  don  Hoden  crrej^tc  Ueibanif 
an  dem  An^j^Ieiten  gehindert  wird.  Auf  einem  f^Intten  Hoden,  s.  H.  einer  Eis- 
fläche, findet  das  Aaspleiten  in  Wirklichkeit  sehr  leicht  stntt. 

Ein  Tänzer,  welcher  sich  auf  der  Kussspitze  umdrehen  will,  pbt  seinem 
Oberkörper  eine  Drehung  im  einen  Sinn,  gleichzeitig  wird  aber  sein  Unterkörper 
das  Bestreben  erli«ngen,  sich  im  mtgegcngertetsten  .Sinne  zu  drehen;  denn  nur  so 
kann  die  Scctorensummc,  projii-irt  z.  H.  auf  die  Korizontalchene  Null,  bleiben. 
Der  Unterkörper  würde  in  Wirklichkeit  jene  Howe^run^'  annehmen,  wenn  nieht 
die  Reibung  der  KnssHpitze  am  Hoden  als  eine  neue  äussere  Kraft  hintnträte 
and  dies  hinderte. 

§.  \K    Dio   G   Coiubinationcn   der   DifTerentiAlgleicbangen   der  Bewe- 

gnng    cinos    beliebigen    voräudcrlicben    Systems,    welche    der    Eutwick- 

long    ^cr    Trincipe    der    Bewegung    detf    Massenmitlelpunktej    und    der 

Flächen  su  Grunde  lagen,  nämlich: 

£m;  'J^^'  =  £  i;  +  £^;' 

£m/^~£Z^+£sr 
^'"^  (^•'  Hf^  -  ''  §')  =  -^^(^'^'  -  ••'  ^ •)  +  ^(^''^'^  -  ''^'^ 

£mi  [an  ^^V  -  -  y.  ^^^j  =  £{x»  Y,    -  //,X)  +  £{ar,Sf^^  —  y,SfJ^) 

sind  dieselben,  wie  für  d«N  unveränderliche  System.  Für  dio  Erfor- 
schung der  Bewegung  (Ick  letzteren  sind  sie  hinreichend,  für  das  ver- 
änderliche aber  bestehen  süsser  ihnen  noch  l\n  —  k  -  -  (j  andere.  Wir 
schlicssen  hieraus,  dass  auch  die  aus  ihnen  abgeleiteton  Sätse  filr 
alle  Systeme  gültig  bind.  In  der  Thnt  leiteten  wir  aus  ihnen  auch  dio 
beiden  eben  genannten  Principe  ab,  welche  für  das  unveränderliche 
System  bereits  früher  erwiesen  wurden  und  sie  liefern  für  das  veränder- 
liche System  Integrale  der  Hewegungsgleichungen ,  wie  für  das  unver- 
änderliche. Beim  unveränderlichen  System  Hessen  sich  nun  Kräfto  uml 
Paare  verlegen  und  xusammonsetten  und  war  ilie  Wirkung  drr  susanimen- 
gesotsten  Kraftgebilde  dieselbe,  wie  die  der  ursprünglichen.  Beim  vor* 
änderlichcn  System  hört  diese  Aef|uivalenx  auf:  indessen  liohält  dio 
Zusammensetzung  von  Kriiften  und  Paaren,  überhaupt  die  Koduction  von 
Kräften  auch  hier  nii'ht^fle.stowenif^er  eine  Bedeutung.  Sn  x.  B.  dio 
I^nvornndertiehkeit  der  koKultnnten  uml  drs  resultirenden  Paares  der 
Momentankriifle,  wonn  dio  ontNpieclienibMi  (tobilde  der  cnntinnirlichon 
Kräfte  verschwinden. 

Srh#ll,  Tlir  •Ml    il.  |:<  w.  II    •!.  Kr  «Itr.  .11 
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§.  10.    Combiniren  wir  die  DifPerentialgleichnngen 

^i  -^  =  ^»  +  ^i-  »         ^i  ^  =  ^»  +  ^y  »         "'*  ^2"  =  ^«  +  ^= 

so,  dass  wir  sie  der  Reihe  nach  mit  den  ersten  Differentialqaotienten 
der  Coordinaten  mnltiplicirt  addiren  und  hierauf  durch  das  ganze  System 
Summiren,  so  kommt 

(ilxi  (fixi        dyi  d^yi       dzt  (Pz,\  (      dxi  dyi  dz\ 

^"''  \dl     dl  +  T/  7^  +  7/7   r//V  =  ^V'  cli  +  ''  dT  +  ^'  -dl) 

+  -^V^"  dt  +  ^^  i?r  +  ^=  .//7  • 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  ist  nur  der  Differentialqnotient 

,:-i-l".(f)'+{S)'+©V;Vi--'. 

die  zweite  Summe  rechts  aber  hat  die  Bedeutung 

-^V^^   di  +  ^^    "(//  +  ^\  dl)  -  ^^\dx^  Tt  +  ä^,  7//~  +  ^r,  dl) 

"^'^    W,  (//■*" äy,  dt'^dzi  dij'^'" 

wenn   Zi  =  0,  ^  =  0,  ...  die  Bedingungsgleichungen  des  Systems  sind. 
Sind    nun   diese  Bedingungen   nicht   mit   der  Zeit   veränderlich,  so 
enthalten   L^  M^  ...  die  Zeit  nicht  explicit  und  erhalt  man 

\dxi  dl  "^ dyi  dl  "^  dzi  dt)'~'    '       \dxi  dt  ■*" dyi  dl  "^  a^.  dij'"" 

es  verschwindet  also  auch  die  zweite  Summe  rechter  Hand  in  jener 
Gleichung.     Dagegen  hat  man 

Vao:,  dt    •■  ay,-  c//  "*"  dzi    dl)  '^   dl~      ' 
/dM  dx^       dM(ly^      DM  dzi\    ,    ^^  _  . 

\dxi  "dl  "^  dyi  'di  "^  ar,  ~^/^  /  "^  7;/  ~  *^  "  • 

wenn  dies  nicht  der  Fall  ist  und  z.  B.  einzelne  Punkte  sich  auf  ver- 
änderlichen  Flächen    oder    Curven    bewegen,    vielmehr    wird    dann    di<* 

zweite  Summe  rechts 

,  dl  dM 

dl        ^  dl 
Mit  Ausschluss  dieses  letzteren  Falles  erhält  man  also  die   Gleichung: 

oder 

d  •  \  ^m,vi*  ==  ^{\\d.v,  -\-   Vidi/,  -f-  Z,r/c,)  . 
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Dioüo  (tl4*ic!inn^  «ngt  aus,  dasH  die  KlriiinntArfindoriing  der  halben 
lebondigen  Kraft  do8  Systoms  und  dio  Eleiiiontararboitii- 
samme  aller  KrKftc  Pi  Iftngs  der  von  ihren  Angriffspunkten 
tlurehlaufencn  Bogenolomeuten  gleich  sind.  In  dieser  Glei- 
chung erscheinen  die  Kräfte,  welche  die  Bedingtingen  des  Systems  tu 
vertreten  geeignet  sind,  nicht,  da  ihre  Element ararbeit  Null  ist,  indem 
Nif»  senkrecht  tu  den  Wegen  ihrer  Angriffspunkte  wirken.  Beteichnet 
T  die  Summe  der  Arbeiten,  welche  von  einer  beliebigen  Anfangslage 
lies  Systems  an  gerechnet  bis  tut  Lage,  wo  diif  Geschwindigkeiten  r, 
sind,  geleistet  würden,  so  ist  dT  die  Elomentnrarbeit  llir  den  Uebergang 
in  die  nftchste  Lage  und   also  dT '^  £(Xn!xi  -j-  y,dy, -{•  Zidz,),     Daher 

'*''"'  d'  ^ZmiPi^^dT 

und  wenn  man  integrirt  von  einer  Lage,  w<i  die  Cleschwindigkeiten  p.'' 
sind,  bis  tur  Lage,  wo  sie  die  Worthe  v,  haben: 

d.  h.  die  Aenderung  der  halben  lebendigen  Kraft  des  Systems 
beim  Uebergang  ans  einer  Lage  in  die  andere  ist  gleich  der 
Aenderung,  welche  die  totale  Arbeit  der  Kräfte  während 
dieses  Uoberganges  erleidet.  (Princip  der  Aeiinivalent 
twischen  Arbeit  und  lebendiger  Kraft.) 

Existirt  eine  KrfCftefunction   U  der  Coordinaten,   so  dass  X,  <=>        , 

I ,  =         ,  z,  3=        ,  mi  wird 

d  .  12:w,P.'  =  </{/,  \£m,P:^  =  (/  -f-  Ä  , 

d.  h.  wenn  eine  Krüftefunction  oxistirt  und  die  Bedingungen 
des  Systems  von  der  Zeit  unabhMngig  sind,  so  ist  dio  halbe 
lebendige  Kraft  des  Systems  gleich  der  Kräftefunction,  ver- 
mehrt um  eine  Constante.  (Princip  der  lebendigen  Kraft.) 
Besieht  man  die  vorstehende  Gleichung  auf  swei  Lagen  des  Systems, 

welchen  die  Werthe  ^/„,  p^*^;  [/,  r,  entsprechen,  so  erhält  man  dareh 
Elimination  der  Oonstanten  h 

d.  h.  beim  llebergange  des  Systems  aus  einer  ersten  Lage  in 
«ine  tweite  ist  die  Aenderung  der  halben  lebendigen  Kraft 
gleich  derDifferent  der  Werthe,  welche  die  Kräftefunction 
für  diese  Lagen  annimmt. 

Da  die  Kräftefunction  eine  Function  der  Coordinaten  Ist,  S4>  nimmt 
sie  denselben  Werth  an,  so  oft  das  System  in  dieselbe  Lage  inrilck- 
kehrt.  Daher  ist  auch  die  h*bendige  Kraft  des  Systems  dieselbe  bei 
der  Kückkehr  xu  di*nielben  Lag«*.  Vt>n  iler  Art  der  Bewegung  des  Sy* 
^trms  xwi5chen  beiilen   Lagen  und  d«T  Zrif .  wrlche  xnm  Uebergang  ans 


:*;• 
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der  einen  in  die  andere  verwandt  wird,  ist  das  Princip  der  lebendigen 
Kraft  unabhängig,  wie  von  den  Bedingungen  des  Systems. 

Es  ist  dT=dü,  T=  U+h. 

Man  erhält  das  Princip  der  lebendigen  Ejraft  auch  ans  der  Gleichung 

^|(-«-  $  -  ^)  ^^.  +  (-« ^  -  y)  »y^ + (-/  5  -  ^)  ^A 

indem  man  fUr  die  willkührlichen  virtuellen  Verschiebungen  die  durcb 
die  wirkliche  Bewegung  des  Systems  erfolgenden  nimmt,  d.  h.  8xi  s=  dxi^ 
dt/i  s=  dyiy  izi  =  dzi  setzt.     Dies  liefert 

Zmi  (^  dxi  +  ^  dyi  +  ^  dz^  =  £(,XidXi  +  F.dy,  +  Z.ifz.) 

da  die  Summe  rechter  Hand  verschwindet.  Die  linke  Seite  dieser  Glei- 
chung ist  aber  d .  ^2miVi'^  u.  s.  w. 

§.  11.  Zwischen  der  lebendigen  Kraft  der  absoluten  Bewegung  des 
Systems  und  der  lebendigen  Kraft  seiner  relativen  Bewegung  bezüglich 
des  Massenmittelpunktes  besteht  eine  sehr  einfache  Beziehung.  Sind 
^19  ^19  ^1  Coordinaten  dieses  Punktes,  $;,  tji,  ti  die  relativen  Coor- 
dinaten  von  m,-  in  Bezug  auf  ihn ,  so  dass  x,  =  ar,  -f-  |,-,  y,-  =  »/,  -|-  t^,-, 
Zi  =  tj  -}-  f,-,  so  wird 

+-.i(f)+e)+(f)'i 

-L  9  y«.    K*<  ''«'■  4-  ^^i  *'■  4-  *^''  '^*^'1 
+  ^  ^""  »^  rf/  +    rfT   rfT  +  dl     d7f 

Die   erste   Summe   zur   Rechten    ist,    wenn   Vj    die    Geschwindigkeit  des 

Massenmittelpunktes  ist,  ^Mv{\  d.  b.  die  halbe  lebendige  Kraft,  welche 

dieser  Punkt  besitzen  würde,  wenn  in  ihm  die  ganze  Masse   des  Systems 

vereinigt   wäre,    die   zweite   Summe   aber  ist,  wenn   u,    die    relative  Ge- 

scliwindigkcit  des  Systempunktes  in,  ist,  ^Zmui'^]  die  dritte  Summe  aber 

(i *v   dB'       (Ix  //••  • 

verschwindet,  da  £m^i  ==  0  und  mithin  2^/«,  -7  --*  =  r~  '  ^//i,-  -^'  =  (» 

dl    dt  dt  dt 

ist  u.  s.  w.     Daher  bleibt 

d.h.  Die  lebendige  Kraft  der  absoluten  Bewegung  ist  gleich 
der  lebendigen  Kraft  der  relativen  Bewegung  in  Bezug  auf 
den    Massenmittelpunkt,   zusammen  mit  der  abs  o  1  nton  leben- 
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digen  Kraft,  welche  dieser  Punkt  bcsitien  würde,  wenn  in 
ihm  die  ganie  Masse  des  Systems  vereinigt  wäre. 

Wir  haben  hiebei  eine  relative  Bewegung  in  Bciug  auf  ein  in  Trans- 
UUun  begriffenes  System  zu  Grunde  gelegt,  man  sieht  aber  sofort,  das« 
der  Sati  auch  für  eine  beliebige  Bewegung  gilt,  auf  welche  man  die 
Bewegung  des  Systems  bezieht;  wenn  man  nitmlich 

g^tjt^  or,  «=  Xj  +  «{•  +  «'•?!  4"  «fit  •••• 

Man  kann  hiemit  das  Princip  der  lebendigen  Kraft  auf  die  relative 
Bewegung  bezüglich  des  Massenmittelpunktes  ausdehnen.  Führt  man 
nämlich  die  obige  Substitution  Xi »— =  :r,  -f-  {»i  Vi^^Vx  +  ^m  *•  "■  *i  +  fc 
in  die  Gleichung  des  Princips  ein,  so  kommt 

d .  i Zm. r.'  =  (f/X| ZXi  +  dy,  Z T,  +  dz,  ZZ;)  +  £(,\\dl  +  K, r/i?,  +  Z,rff.)  . 

Aus  den  Gleichungen 

welche  bestehen ,  wenn  das  System  frei  oder  solchen  Bedingungen  unter- 
worfen ist,  deren  Kräfte,  an  einen  Punkt  verlegt,  sich  Gleichgewicht 
halten,  folgt 

d  .  i  .Vr,'  =  f/x,  ZXi  +  rfy,  £  )',  +  dz^  £Z, 

nnd  da  in  Folge  der  oben  entwickelten  Kelation 

d  •  ^£m,vr  —  f/  •  l  .V  r,'  +  //  -^iZm^u.^ 

iüt,  so  ergibt  sich 

d  '  \£m,ur  =  £(X,dl  +  r,dfi,  +  Z^dl) 

d.  h.  die  Aenderung  der  halben  relativen  lebendigen  Kraft 
bezüglich  des  Massenmittelpunktes  ist  gleich  der  relativen 
Elementararboit  der  gegebenen  Kräfte. 

|.  IS.  Wenn  für  ein  Syntcin  vuti  n  I*iinkteii  die  li<'tcli*«tinö|(liche  Anishl  von 
llediD|;uogen ,  nämlich  3  n  -  -  1  beisteht,  ^o  i:ciiü(;t  dttH  iVincip  der  lebendif^eu 
Kraft,  am  die  Dowc|pin|c  aller  Syitompankte  tu  beHtiiiimm.  I>enn  dasselbe  liefert 
ein  Inte(rral  der  Bowegtini^nf^leicbiinccn ,  welchen  in  Verbindung  mit  den  Hedin 
Ifani^rn  3  a  fileicbanc^u  liefert,  durch  welche  dir  Cuordinaten  allar  Punkte  aU 
Fnnctiunen  der  Zeit  erbalteu  worden.  Diea  findet  z.  H.  bei  dem  nnverindorlicben 
Hjmtani  mit  einer  festen  Ase  »tatt.  lUe  VnvorHudorlicbkeit  dcMellien  erfordert 
.1«  —  (t.  die  Festi^krit  d«*r  Axo  abrr  fiinf  Iledinf^un^en.  Da  nämUcb  iwiarben 
twei  festen  Tunkten  der  Ase  bereit»  ronitanter  Abstau«!  besteht«  so  werden 
ausser  iliesvr  bereits  in  den  3a  —  <>  Hedinj^ung  mit  inbegriffenen  lledinfUOfren  tur 
Unveränderlicbkeit  der  secbii  Coi»rdinaten  dieser  Punkt«  blos  nocb  fünf  Uedin- 
fangen  erfordert,  /usammvn  bat  man  also  3  n  —  6  -f*  •'*  "  «^  »  —  1  Dedinguagvn, 
tn  welchen  das  Integral,  wrlcbcs  die  lebendige  KraCt  liefert,  die  noch  fehlende 
Gleichung  hinzufügt.  So  z.  U.  beim  zu<>ammengei»etzten  Pendel  S.  84A\  wo  die 
laut«  der  ISewegungngleicbungen  die  Oleicbung  der  lebemligen  Kraft  Ist. 

|.  13.  Als  Anwendung  der  Princip«-  drr  Hewegiing  des  Massennittelpnnkl«*« 
«ad  der  lebendigen  Kraft  behandeln  wir  den  geraden  8toss  sphärischer 
KSrpcr 


902  Stobs  sphäriachur  Kräfte.  XVI.  Cap. 

1.  Es  seieu  gegeben  zwei  homogene  oder  concentrisch  geschichtete  Kugeb, 
in  Translation  begriffen  und  zwar  so,  dass  ihre  Schwerpunkte  dieselbe  Gerade 
in  gleichem  oder  in  entgegengesetztem  Sinne  durchlaufen.  Die  beiden  Körper 
mögen  zusammentreffen;  dabei  geht  eine  Formveränderung  derselben  vor  sieb, 
welche  eine  Folge  der  gegenseitigen  Einwirkungen  der  Moleküle  auf  einander  ist. 
Obgleich  die  Bestimmung  der  Bewegung  des  einzelnen  Moleküls  sehr  complicirt 
sein  wird,  lässt  sich  doch  leicht  die  Bewegung  der  Schwerpunkte  ermitteln. 
Dabei  sind  aber  zwei  Fälle  zu  sondern.  1.  Die  Körper  sind  absolut  unelastisch; 
dann  drücken  sie  sich  zusammen,  bis  die  Geschwindigkeiten  sich  ausgeglichen 
haben  und  gehen  sie  von  diesem  Momente  an  mit  gemeinschaftlicher  Geschwindig- 
keit weiter,  indem  sie  sich  berühren  und  die  durch  den  Stoss  veränderte  Gestalt 
beibehalten.  2.  Die  Körper  sind  vollkommen  elastisch.  In  diesem  Falle  nehmen 
sie  von  dem  Momente,  wo  die  Zusammendrückung  aufhört  und  die  Geschwindig- 
keiten gleich  geworden  sind»  allmählich  ihre  alte  Gestalt  wieder  an,  indem  sie 
in  entgegengesetztem  Sinne  auf  einander  einwirken  und  in  Folge  dieser  abstossen- 
den  Einwirkung  sich  trennen.  Zwischen  diesen  beiden  Grenzfällen  der  absolut 
unelastischen  Beschaffenheit  und  der  vollkommenen  Elasticität  liegen  alle  Falle 
des  grösseren  oder  geringeren  Grades  der  Elasticität,  in  welchen  die  Körper  nicht 
genau  in  die  frühere  Form  zurückkehren.  Während  bei  vollkommen  elastischen 
Körpern  die  Periode  von  dem  Moment  des  Maximums  der  Zusammendrückung  bis 
zu  dem  Momente  der  Trennung  der  Periode  vom  Moment  der  Berührung  bis  zar 
grössten  Zusammendrückung  vollkommen  gleich  ist  und  in  ihr  alle  Erscheinungen 
genau  ebenso,  wie  in  jener,  nur  in  umgekehrter  Ordnung  eintreten,  ist  dies  bei 
weniger  elastischen  Körpern  nicht  mehr  der  Fall  und  für  unelastische  Körper  ist 
diese  zweite  Periode  vollständig  auf  Null  herabgesunken. 

2.  Betrachten  wir  nup  die  Körper  zu  irgend  einer  Zeit  /  im  Laufe  des 
Stosses;  a*,  x  seien  die  Abscissen  der  Mittelpunkte  C,  Cf  derselben  von  irgend 
einem  Punkte  0  (Fig.  278.)  der  Centralen  gemessen  und  7n,  m  ihre  Massen.  Die 
Kugel  C  ist  ein  System,  auf  welches  die  Molecülc  der  Kugel  C'  mit  Kräften  ein 

Fi^  278.  wirken,  welche  vermöge  der  symmetrischcu 

Beschaffenheit  des  Systems    eine  Resultante 

liefern,  deren  Kiclituug  in  die  Centrale  falU; 

.        -^         /\      f '    /  ^^^^    Kugel    Cf  ist    ebenso   ein   System,   auf 

^  welches  C  einwirkt  und  da  die  Eiuwirkunjren 

je  zweier  Molocüle  gegenseitig   gleich  sin«!, 
so  ist  die  Resultante,  welche  an  C'  angreift,  jener  an  C  angreifenden  entgegengesetzt 
gleich.     Ist  also  II  ihr  geraeinsamer  Werth,  so  erhalten  wir  für  die  Bewegung  der 
Schwerpunkte   beider   Körper   nach  dem   Princip  von  der   Hewegung   des   Massen 
mittelpuuktes  die  Gleichungen: 

Aus  ihnen  folgt  durch  Addition: 

"'rf/'  +'"  ,11^  =" 

und  hieraus  weiter  durch  Integration: 

dx    ,       ,  d,r 
m    -^    -f-  m    -       ^=  (onal. 
dt  dt 

Es  Meibt  also  die  Summe  der  Momontankräftc  fortwährend  coiiüiaiit 
und  besteht,  wenn  ü,  t»'  die  Gesell  windigkeiten  zu  Anfa  n  ^  des  Stos5t^ 
sind,  während  der  ganzen  Bewegung  die  Gleichung 
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r^iiiil  uun  die  Kuf^elti  vollkommuii  iiurlatttUeh  uiiil  int  u  ibrv  i^vmtfiii' 
•aiu(.*  <tetti'hwiu«iip^kcit  im  Moiucnic  dei  Maximums  der  Ztisnmmt'iidrückiini^.  so  int 
{m  4-  m')  m  die  8nmmc  der  Heweprunp^Hf^ri'tüscn  für  diesen  Moment  und  crhiilt  man 
au«  der  Gloichunf?  (m  -f*  *"')  m  =  mp  4~  ^'^'  ^i**  ^i^*  premeinsAme  Gei»eliwiodif?kcit, 
mit  welcher  beide  Körper  nach  dem  StoMe  weitvri^cken : 

Hierbei  können  t*,  p'  )*lciebe  oder  eutp^ef^eugeaetzte  Zeieben  haben,  auch  kauu 
die  eine  von  dieneu  Grössen  Null  fein.  Gehen  die  Körper  mit  eutf^egengeselst 
ftleichen  Momeutankraftcu  gegen  einander,  so  wird  w  «■  0  und  gclaogen  sie 
Bur   Kohf. 

3.    Sind  die  Kugeln  vollkommen  olastiich,  lo  bedürfen  wir  aur  Beatim 
niUDg  der  Geschwindigkeiten  y,  t'\  mit  welchen  sich  die  Körper  trennen,  neben 
dem  vorigen  Satze  noch  eines  anderen.    Zu  dem  Ende  multipliciren  wir  die  beiden 

Gleichungen  für  die  Bewegung  der  Schwerpunkte  mit  2,2  und  addiren  sie. 

Dadurch  kommt 


-{-0'+ "•(*)■' 


dl  dl 

oder  weuu  wir  die  relative  Entfernung  x* —  x  der  Schwerpunkte  mit  r  bezeichnen 
and  vom  Anfange  des  Stosscs,  wo  dieselbe  r^  sei  bis  zu  irgend  einem  Momente 
des  Stosses,  wo  sie  r  beträgt,  intcgrircn,  so  folgt: 

r 

hiese  Gleichung  sagt  au»,  dass  die  Aenderung  der  lebendigen  Kraft  vor  Beginn 
des  Stosses  bis  zu  irgend  einem  Alomente  gleich  der  dop|>elten  Arbeit  ist,  welche 
die  Stosskrüfto  U  wiihreud  difser  Zeit  geleistet  haben.  Beziehen  wir  nun  diese 
Gleichung  auf  das  Ende  des  Stosses,  wo  sich  die  K«irper  trennen,  so  wird  für 
vollkommen  elastische  Körper  das  Integral  rechter  Hand  Null,  denn  während  der 
ersten  l'criodu  dos  Stusses  findet  Zusammendrückung  statt  und  ist  folglich  dr  und 
also  atieh  lldr  und  der  Wertli  des  Integrales,  ausgedehnt  Über  diese  l*criu«le, 
negativ;  in  der  zweiten  Periode  ist  dr  positiv,  bat  lldr  die  entgegengesetzt 
gleichen  Werthe,  wie  vorher  und  ist  das  Integral  ausgedehnt  über  diese  Poriodo 
dem  vorigen  cntgcgenge&etxt  gleich.  I>aher  ist  das  Integral  ausgedehnt  üHt*r  die 
ganze  Stosszcit  Null  und  erhalten  wir  die  («leichung: 

«,/f  +  „T'«  —  sip»  +  mV«, 

d.  h.  bei  vollkommen  elastischen  Körpern  ist  die  lebendige  Kraft 
nach  wie  vor  dem  Stosse  dieselbe.  Bei  unelastischen  oder  nicht  vollkom- 
men elastischen  K«irpern  ist  dos  Integral  über  die  Stosszeit  ausgedehnt  negativ 
und  tindot  folglieh  ein  Verlust  an  lebendiger  Kraft  statt  gleich  der  doppelten 
Arl>eit  der  molecularen  Kräfte. 

Die   folgenden   beiden  Gleichungen,   von   denen  die  erste  die  anf  das  Ende 
des  St4»sses  angewandte  ubige  Gleiehiing  der  Momentankräfte  ist,  nämlich 

wl'   +  m'y'   —  «p  -|-  mV* 
«ii/''-[    mV**  —   me'  -f    mV* 
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dienen  zur  Bestiihmang  der  Geschwindigkeiten  V,  y\  mit  welchen  sich  zwei  yoII- 
kommen  elastische  Kugeln  trennen.     Indem  man  sie  so  schreibt; 

m(r  —  o)  =  m{v    —  V) 

und  in  einander  dividirt,  sieht  man,  dass  sie  äquivalent  sind  mit 

mV  -{-  mV' ^=t     mv  '\'  mv 
V  —      r'  =.  _  0  4-      „' 
und  aus  ihnen  erhält  man 

{m  -}-  "*')  ^  =  (»*  —  '«')  0  +  2  m'v 
{m  +   m)  F'=  {m  —  m)  v  -{•  2 ;« r , 

vun  welchen  Gleichungen  die  eine  aus  der  anderen  durch  Vertauschung  von  m, 
0,  V  und  m\  v\  V'  hervorgeht.  Addirt  und  subtrahirt  man  rechts  mv,  resp.  mV 
und  berücksichtigt  mv  +  »*'«'==»  (w  +  "»')  "i  so   erhält  man   weiter: 

'  2  2 

OS  ist  mithin  die  Geschwindigkeit  im  Momente  des  Maximums  der  Compressioa 
das  arithmetische  Mittel  aus  den  Geschwindigkeiten  eines  jeden  der  Körper  zn 
Anfang  und  Ende  des  Stosses. 

4.  Als  spezielle  Fälle  heben  wir  folgende  hervor.     1.   Es  sei  C  in  Knhe, 
also  p  =  0;  sind  die  Körper  unelastisch,   so  ist  die  gemeinschaftliche  Geschwin- 

IM  V 

digkeit  nach  dem  Btosse  u  => ; ?;  m  wird  Null,  wenn  1»'=  ao  wird.  d.  h.  die 

m  -\-  m  ' 

ruhende  Masse  ein  unendlich  grosser  eben  begrenzter  Körper  ist  (näh  er  od  gs  weise 
für  das  Auffallen  eines  Körpers  auf  den  Erdboden  giltig).  Sind  die  Körper  voll- 
kommen elastisch,  so   wird    V  =^  r — >  v,    V' =  — ^ — t  0;    für  w'=  ao  wird 

VI  +  m  tu  -\-  m 

F=  —  ü,  F'=  0,  der  Körper  C  prallt  von  C  mit  derselben  Geschwindigkeit 
zurück.  (Auffallen  einer  elastischen  Kugel  auf  eine  feste  elastische  Ebene.)  — 
2.  Die  Massen  der  beiden  Kugeln  seien  gleich.  P^'ür  nnelastiscbc  Körper 
ist  dann  m  =  -J  (ü  +  w");  für  elastische  wird  V  ?=  i'',  V'  =^  t»,  d.  h.  die  Körper 
gehen  mit  verwechselten  Geschwindigkeiten  nach  dem  Stosse  weiter,  ist  also  der 
eine  in  Ruhe,  so  geht  er  nacli  dem  Stosse  mit  der  Geschwindigkeit  des  anderen 
weiter,  während  dieser  zur  Kühe  gelangt.  (Anwendung  hiervon  auf  die  gerad- 
linige Keihe  elastischer  Kugeln  gleicher  Masse.) 

5.  Es   seien  gegeben    zwei  vollkommen   elastische   Kugeln   von    den   Mas:>en 
;/i,  ///  (Fig.  279.),   man  sucht   die   Masse  ft   einer  dritten  gleichfalls    vollkommen 

Kij^.27j>.  elastischen  Kugel  von  der  Eigenschaft,  dass,   wenn  die 

^ — ^  Mittelpunkte   der  drei   Kugeln   in   gerader  Linie    liegen 

\^_        \r^^\  sodass  ft  zwischen  ;//,  m'  sich  betindet,  die  Kugel  m  mit 

V      '"^      /  \  A  y  ^2S^  der  Geschwindigkeit  /'auf  die  ruhende  Kugel  fi.  treffend, 

\_^^      '  dieser  eine  solche  Geschwindigkeit  ertheilt,  dass  sie  beim 

iSto^se  auf  die  gleichfalls  ruhende  Kugel  m'  letztere  mit  der  grösstmüglichen  Ge- 
schwindigkeit forttreibt. 

Die  Geschwindigkeit  od,    welche  iL  durch  m  erlangt,    ist   co  =  -—!f*JL-     ^\c 

o  * 

(leschwindigkeit,  welche  ;«'  von  u  erhalt,  /''  =  "^ — r,  folglich  nach  Eliroi- 
nation  von  co: 


/ 


/•'=    Im/'.; A   -  ■  -       ,    =4wF- 


{m  +  ü     (a  +  tn 


"(■ +  ?)(•  +  :)■ 
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daber  muM  die  Kiinctioo  fi  ( 1  -f       /  (^  "^       /  ^''^  Minimum  wonleu.    Dius  fiilirt 


min' 


tu    der    Rediiigiiiifr    1  —       ^    &■  o,    d.   h.    fi  »/  mm'.      Ks    miiM   demnach    die 

Mamo  der  eingeschalteten  Ku};c1  das  f^cumctriäche  Mittel  iwischen  den  Maiuten 
der  gegebenen  Kufircln  sein. 

Soll  zwischen  m  und  m'  eine  ganse  Reihe  von  Kugeln  ^|.  fi|,  .  .  .  .  ^^  ein- 
geschalten werden,  sodass  jede  folgende,  also  auch  die  letzte,  mit  dem  Maximum 
der  Gescliwindigkeit  fortgetrieben  winl,  so  wird 

§M  ät  §ä  '^  j4  Uta 

und    hieraus    folgt    *-=»      *«»      *=-...=*  ^  ■*»•    wenn  <  der  ge- 

mcinschaftliche  Werth  des  Verhältnisses  zweier  aufeinanderfolgender  Kugeln  ist. 
Mnltiplicirt  man  diese  n  -f"  1  Gleichungen  von  der  Furm        '     «>■  i   mit  einander, 

so  bat  man   f"       «»        ,   also  die  geometrische  Progression  fi,  s*  f  jn,   ^^  ^  t*jM, 

m  , 

fs,   :=.  f'm,  .  .  .    fi^  =  *   w,    wo    f  =-  ^^^ 

(i.  Hei  vollkommen  eliistischcn  Kör|iern  findet  kein  Verlust  an  lebendiger 
Kraft  statt,  wühl   aber  bei   unelastischen.     Um  diesen  Verlust  S  su   bestimmen, 

hat  man 

S  -^  intt*  -}-  inV'  —  '«  +  m')  M*. 

Addirt  und  subtrahiil  -man  2  (m  -^  m)  u',   so  wird 

S  .»  MV*  -f    wiiV**  -f-  (iw  -}"  m*)  M*  —  2  (s*  -{■  m')  u  •  u 
«■  mf*  +  mV*  -f"  <"•  +  «'>  M*  —  2  («I»»  +  m'r)  m, 

{m  -f-  m  )  u  .—  mv  -f  "•  *'  • 
ludein  man  zusammenzieht,  nimmt  S  die  Form  an: 

r  «und  M  --  r  sind  (n-winn  oder  Verlust  an  Civschwindigkrit  der  K>ir|ier;  d«*m- 
nach  ist  der  Verlust  nn  lebendigerKruft  gleich  der  Summe  der  leben- 
digen  Kräfto,   welche   man   mit  den   gewonnenen   und   verlorenen  (•«• 

schH  indigkeiten  der  Ki'irper  bilden  k  nun.    Setzt  man  in  die  Formel  fUr  4  den 

1       '  ' 
\V«*rth  von  n,  nämlieh  m  -»  ,       »      ein,   ho  kann  man  S  uuttT  dei   Furui 

w  -f"  •• 

a   »fr-  .       !•     ■  r  }' 

dar«tellen.  Der  vorliegen<lu  Satz  ist  ein  !»peciell(.*r  Fall  eines  allgemeinereu  haties 
tiher  den  Verlust  an  lebendiger  Kraft  eines  S^stenut  durch  8tosse,  welchen  Ca r not 
zurrst  aufgeatellt  hat. 

7.  Ks  sei  X  die  Abscisso  des  Massenmittelpunktes  der  beiden  Kugeln  zu- 
sammen als  ein  System  beti achtel;   für  ihn  besteht  die  Olciehnng: 

M   V 

A'  ist  eine  Function  der  Zeit,   wie  j-,  j:'  und  erhält  man  die  (fesch windiffkcit     ' 

•  #fl 

/  V  /  «j  * 

des  MMtcnmittelpunktes  aus  der  Oleichung  (w -f '"  '    ,     "^  **    /     ~H  "*     ,  I^>o 

rvcbta  8«ite  ist  die  Summe  der  Momcntankrafte  und  da  dies«  durch  den  Stoas 
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uicbt  geändert  wird,  so  folgt,  daes  der  Stoss  auf  die  Geschwindigkeit  des 
gemeinsamen  Schwerpunktes  beider  Kugeln  keinen  Kinfluss  hat. 

§.  13.  Der  schiefe  Stoss  sphärischer  Körper.  Die  beiden  Kugeln 
(7,  C  mögen  zwei  geradlinige  Translationsbewegungen  besitzen,  aber  so,  dass  die 
Schwerpunkte  verschiedene  gerade  Linien  beschreiben;  ihre  Geschwindigkeiten 
seien  constant.  Die  Kugeln  sollen  im  Laufe  ihrer  Bewegung  zusammentreffen, 
es  fragt  sich»  wie  wird  ihre  Bewegung  durch  den  Stoss  geändert?  In  dem  Moment 
des  Zusammentreffens  zerlegen,  wir  ihre  Geschwindigkeiten  jede  in  zwei  Compo- 
nenten,  von  denen  die  eine  in  die  Kichtung  der  gemeinschaftlichen  Normalen  CC 
der  Berührungsstclle  fällt  und  resp.  v,  v  hcissen  soll  und  eine  andere  t,  x 
parallel  der  Berühriingsebeue.  Bios  die  ersteren  Componenten  werden  durch  den 
Stoss  geändert,  die  geänderten  setzen^'sich  hierauf  wieder  mit  r,  x  zusammen 
uud  liefern  die  Geschwindigkeiten  Vy  V\  mit  welchen  die  Körper  nach  dem  Stosse 
weiter   gehen.      Bei    unelastischen    Körpern    ist   daher   die    gemeinsame    Normal- 

gcschwindigkcit 

%nv  +  mv 

u  =  i i  - 

m  -f-  m 

und  diese  ist  mit  t,  resp.  x  zu  combiniren,  um  K,  V'  zu  finden.  Bei  vollkommen 
elastischen  Körpern  dagegen  sind  die  Normalcompoueuten  .V,  N'  nach  dem  Stosse: 

(;/i    -   m)  V  +  2  mv  -^» {m  —  m)  v  -\-  2  mv 

///  -f-  VI  m  -f-  m 

welche  resp.  mit  t,  x   zusammentreten. 

Ist  m   ursprünglich  in  Ruhe,   also  v'=  0,    t'=  0,  so  wird 

m  —  in  .  2  m 

m  -f"  m  in  -f-  vi 

uud  für  w' ==  OD  wird  iV  =  —  v,  iV'=  0.  Combinirt  man  in  diesem  letzteren 
Falle  A^  =  —  v  mit  t,  so  folgt  das  lieflexiousgesctz ,  nämlich:  wenn  eine 
vollkommen  elastische  Kugel  auf  eine  feste  vollkommen  elastische 
riattü  trifft,  so  bleibt  die  Geschwindigkeit  ihres  Schwerpunkten 
constant;  ihre  Richtung  bildet  vor  und  nach  dem  Auffallen  gleiche 
Winkel  mit  der  Platte. 

Sind  die  Massen  gleich,  so  ergibt  sich  iV  =  v',  iV' =  v;  die  Kugeln  gehen 
mit  vertauschten  Normalcompoueuten  der  Geschwindigkeiten  weiter. 

§.  14.  Wir  wollen  als  weitere  Anwendung  des  Principa  der  lebendigen  Kraft 
mit  dessen  Ilülfe  die  Wirkungsweise  der  Kräfte  an  einer  Maschine  und 
deren  Gang  untersuchen.  Kine  Maschine  ist  ein  System,  au  welchem  Kräfte 
wirken  mit  Bedingungen,  welche  als  von  der  Zeit  unabhängig  angesehen  werden. 

Daher  gilt   für  sie  die  Gleichung  |  S  w^  v,*  —  ^ H  ;n^  üj/'^ '  =   T  —   T'f,,    wenn    auch 

wegen  Reibungen  u.  s.  w.  eine  Kräfte funetion  nicht  existirt.  Die  Maschinen  jre- 
statten  aber  nicht  beliebige  virtuelle  Verschiebungen,  sondern  in  der  Kegel  nur 
eine,  aber  meistens  in  doppeltem  Sinne  (vorwärts  und  rückwärts);  es  ist  daher 
die  Bewegung  aller  Systempuuktc  bestimmt,  sobald  die  eines  derselben  bekannt 
ist,  daher  wird  auch  nur  eine  einzige  Gleichung  zur  Bestimmung  der  Bewegung 
der  Maschine  erfordert  und  hierzu  kann  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  be- 
nutzt werden. 

Die  Kräfte,  welche  an  einer  Maschine  wirken,  sind  doppelter  Art,  1.  solche, 
welche  eine  positive  Klementararbeit  leisten,  indem  sie  die  Punkte,  an  welchen 
sie  angreifen,  beschleunigen  und  mit  der  Richtung  der  Wegelcmcnte  derselben 
spitze  Winkel  bilden;  sie  lieissen  Motoren  und  sind  z.  B.  die  Dampfkraft,  Wasser- 
druck, Wärmo,  Electiicität,  der  \Vind,  die  Schwere,  die  Elasticität,   die  Muskel- 
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kraft  der  Mcuvclieu  und  Tliiuro  u.  «.  w.  I)ic  Muturcu  wirkvu  utif  vlneu  bcxon- 
(Icreu  Moticliincnbeataiidtheil,  welclivr  der  Kocvptur  cuiiAUiit  wird  (bvi  vincr 
WaMermüblv  »iud  e«  die  Scb«ufclii,  bui  der  DampfmAöcbiiio  dio  Kulbfii,  Ik*i  viulvii 
einfacbcrcu  Ut  es  triii  Ilaiidtrriflf  udfr  ciu  Fiittstritt  u.  f.  w.).  IMe  2.  Art  der  KrifU* 
»ind  ]K>lcbc.  deren  Arbeit  nef^ntiv  int,  imleni  ibre  Ani^ritTitpiiukte  suriickweicben 
iiud  ttic  mit  dun  Wegeleinunten  derselben  «luuipfc  Winkel  biblen.  Uieito  Kraft« 
licisdeu  Widerstände;  ttie  werden  )^eleit>tet  von  den  Kurpein,  welebu  mit  lliilfc 
der  Wirkung;  der  Moturen  durcb  die  Manebine  um^efunnt  werden  aollon  uder 
werden  tum  Tbeil  dureb  die  Iterübrunf;  der  Mascbinentbeile  unter  einander  oder 
mit  der  unii^ebenden  Luft  u.  b.  w.  erregt.  Der  &fa»ebincntbeil,  wclcber  mit  den 
SU  deformireuden  Körpern  in  Heriibrun^  kumint,  an  welebem  aUo  <liu  erutf^onann- 
teil  WidemtUnde  an)*reifen,  beiast  daa  Werkieu^c  oder  bei  (^ötfvrem  Umfange 
der  Maacbine  die  Arbeit« roaneb ine,  und  betftebt  oft  aelbst  au«  einem  Kanten 
Syatcn  von  Arbeitsuiascbinen. 

Die  Arbeit  der  Motoren  beisdt  die  bewegende  Arbeit,  die  Arbeit  der 
Widerstünde  die  widerHtebende  Arbeit.  I>ie  Hedtimmun^r  der  Alasebine  »elbut 
iat  die,  die  Moloren  und  Widerstände  überbuupt  in  Verbiudunf;  zu  t»etzeu  oder 
wie  man  sieb  uusdrüekt,  die  Arbeit  der  Motoren  su  übertragnen.  Der  Masebinen- 
tbeil,  weleber  zu  diesem  Kndc  den  Ucceplur  mit  der  Arbeitumasebine  verbindet, 
beisst  die  Transmission  der  Mabebinc.  Bezeicbnen  wir  die  beweisende  Arbeit, 
die  wäbrend  des  Laufe»  der  Mascbiuc  (geleistet  wini,  indem  die  Gesebwindi|;keitt*n 

rj*'  in  r^  iiborpToben,  mit  T^  und  die  ^rloicbzeitig  geleistete  Arbeit  der  Wider- 
stände mit  -  ^V*  '^  '*^  ^  —  ^o  =^  ^<M  —  '^,  *>ud  kann  die  Gleicbunp  der  leben- 
difTCD  Kraft  i^eacbriebcn  werden: 

Wir  wollen  jetzt  verscbiedene  Annabmen  über  den  Gant;  der  Ma«vbine  macbeu 
und  zuaeben,  wie  sieb  bierbei  die  Arbeiten  der  Motoren  und  Widerstände  ver- 
balten.    Es  sei  von   einem   f^cwissen  Zeitpunkte   an   dio   Ik'wef;un(?  der   Alascbinc 

i;leicbfi»rmi(i:  und  diu  Gescbwindif^keiten  r,  also  constant  (;Icicb  rj*^\  dann  ist  die 

linke  8eite   der  Gleicbun^c   Null   und  folfrlicb    T^  «■  7\,  es  ninini  also  wäbrend 

dieses  Intervalls  die  Arbeit  der  Motoren   und  Widerstände  um  dieselbe  Grösse  sit 
mler   es   wird   die  Arbeit   der   Motoren   vollstHiidif?   auffr^brauebt,    um   eine   f^leich 
irrcMwe  Arbeit  der  Widerstände  zu  til|ifen.     Vmj^ekebrt  ergibt  sieb,   dass,   so  lange 
T^  a>  7*,   bleibt,  die  HewefTung  der  Mascbine  gleiebforniig  bleibt,  weder  bescbleu- 

nigt,  nocli  verziigert  wird.  Denn  man  kann  vermi'ce  des  bekannten  Zusammen 
banges  der  Sy»tcmpunkte  alle  Gesebwindigki'iten  auf  der  linken  Kcite  der  <2lei- 
cbung  durcb  eine  von  ibnen  ausdrürken  und  diese  muss  folglicb  coustant  bleiben, 
wenn  die  linke  Seite  der  (ileiebun^**  auf  dem  Wertbe  Null  erbalten  wenlen  soll; 
was  aber  von  ibr  gilt,  gilt  von  jeder,  foltrlicb  u.  s.  w.  Wird  der  <Iang  der 
Mascbine  innerbalb  eines  Xeitintervalleti  bescbleunigt,  ho  wächst  die  linke  Hcite 
der  Gleirbung,  also  muss  wäbrend  desselben  7*^^  T^  »ein  und  umgekebrt;  einem 

I'oberscbuss  der  Arbeit  der  Motoren  über  die  der  Widersittmle  entspricht  n«»tb* 
wendig  eine  Zunahme  der  Geschwindigkeit.  Kbenso  entspricht  einer  Verlang- 
samung  der    llewegiing  ein  Veberscbuss  von    T^    über    7*^  und   umgekehrt.     Aus 

dieser  W*eehselbeziebung  zwiifchen  dem  Gange  der  Mnsebine  und  der  Arbelt  der 
Motoren  und  Widerstände  ergibt  »ich,  da^i  wenn  die  Arbeit  der  Moturen  »ämmt- 
lieb  auf  dio  Tilgung  der  Arbeit  der  Widerstände  verwandt  wenlen  soll,  man  die 
Maschloo  in  gleicbli'irmiger  Ilewegung  erballen  muss,  dass  jeder  reberschuas  von 
Arbeit  der  Minoren,  der  niebt  auf  die  Tilgung  einrn  eut^precheudeu  Ae«|uivaleiite« 
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von  Arbeit  der  Widerstände  verwandt  wird,  eine  Beschleunigung  der  Bewegong^ 
der  Maschine  (Yennehning  der  lebendigen  Kraft)  und  jeder  Defect  von  Arbeit 
der  Motoren  eine  Verlangsaniung  (Abnahme  der  lebendigen  Kraft)  zur  noihwen- 
digen  Folge  hat.  Man  sieht  hieraus ,  in  welchem  Sinne  die  Redensart  gemeiot 
ist,  wenn  man  sagt,  die  Maschine  verhalte  sich  wie  ein  Reservoir,  in  welches 
Arbeit  der  Motoren  eintritt  und  unter  der  Form  von  lebendiger  Kraft  wieder  aas- 
gegeben wird. 

Nicht  immer  aber  ist  es  möglich,  den  Gang  der  Maschine  so  gleichförmig 
zu  erhalten,  dass  in  jedem  Zeitelemente  die  Arbeit  der  Motoren  die  Arbeit  der 
Widerstände  tilgt;  ist  dieser  ideale  Zustand  nicht  herbeizuführen,  so  sucht  man 
eine  periodische  Bewegung  der  Maschine  zu  erreichen.  Es  tilgen  sich  dann 
wenigstens  in  jeder  Periode  für  sich  die  beiderlei  Arbeiten;  denn  zu  Anfang  nnd 
zu  Ende  der  Periode  haben  die  Geschwindigkeiten  dieselben  Werthe ,  also  ist  die 
linke  Seite  der  Gleichung,  wenn  man  sie  auf  die  ganze  Periode  bezieht.  Null  und 
folglich  während  derselben  im  Ganzen  T^^  7",..     Dass  ein   gleichförmiger  oder 

ein  periodischer  Gang  der  Maschine  mit  möglichst  kurzer  Periode  wünschenswerth 
ist,  liog^  am  Tage.  Denn  durch  die  Tilgung  der  Arbeit  der  Widerstände  wird 
ein  Fabrikat  geliefert,  dessen  Erzeugung  der  Zweck  der  Anwendung  der  Maschine 
ist;  die  Beschleunigung  der  Bewegung  hat  daher  keinen  Nutzen,  vielmehr  mnss 
die  Arbeit  der  Motoren  vollständig  dem  Zwecke  entsprechend  ausgebeutet  werden. 
Andererseits  hat  der  gleichförmige  Gang  der  Maschine  auf  die  egale  Beschaffen- 
heit und  damit  auf  den  Werth  des  Fabrikates  Kinfluss. 

Beziehen  wir  jetzt  die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  auf  den  ganzen  Zeit- 
raum vom  Anfang  der  Bewegung  der  Maschine  bis  zum  Stillstand  derselben. 
Anfangs  sind  alle  Geschwindigkeiten  Null,  um  Ende  auch,  mithin  ist  die  linke 
Seite  der  Gleichung  Null  und  daher  T^='  T^,   d.  h.  während   des  ganzen  Lanfes 

der  Maschine  tilgen  sich  die  Arbeiten  beiderlei  Kräfte  vollständig;  es  wird  nichts 
an  Arbeit  gewonnen,  nichts  verloren.  Man  kann  den  ganzen  Lauf  der  Maschine 
in  drei  Epochen  zerlegen:  1.  den  Anlauf,  vom  Beginn  der  Bewegung  bis  zu  dem 
Momente,  mit  welchem  eine  gleichförmige  oder  eine  periodische  Bewegung  ein- 
tritt, 2.  den  Mittellauf,  die  Zeit  der  gleichförmigen  oder  periodischen  Bewegung 
und  H.  den  Eudlauf,  die'Zcit  vom  iSchhisH  der  lelzteren  Periode  bis  zum  Stillstände. 
Während  des  Anlaufes  wächst  die  lebendige  Kraft  von  Null  au  uud  daher  ist 
wälifcnd  dieses  Zeitraumes  in  jedem  Moment  und  im  Ganzen  die  Arbeit  der  Mo- 
toren grösser  als  die  der  Widerstände,  der  Ueberschuss  bringt  die  Maschine  „in 
den  Gang**.  Während  des  Mittellaufs  ist  in  jedem  Momente  oder  wenigstens  für 
jede  Periode  die  Arbeit  der  Motoren  gleich  der  Arbeit  der  Widerstände;  während 
des  Endlaufes  ist  die  linke  Seite  der  Gleichung  negativ,  die  lebendige  Kraft 
nimmt  bis  zu  Null  ab  und  es  geschieht  dies  in  Folge  dcä  Nachlasscus  oder  Aaf- 
höreus  der  Wirkung  der  Motoren. 

Die  Widerstünde  zerfallen  in  zwei  Klassen:  1.  solche,  welche  durch  die 
Bestimmung  der  Maschine  gegeben  sind  und  herrühren  von  den  um  zu  formenden 
Körpern,  durch  Tilgung  von  deren  Arbeit  das  Fabrikat  erzeugt  wird;  sie  heisseu 
nützliche  Widerstände,  ihre  Arbeit  sei  7'^;  "2,  solche,  welche  in  Folge  der  Be- 
wegung der  Maschine  rege  werden,  wie  die  Reibung,  Luftwiderstand  ii.  s.  w.  und 
welche  nichts  gemein  haben  mit  dem  Fabrikate;  sie  heisscn  passive  (schäd- 
liche) Widerstände,  ihre  Arbeit  sei  T^.    Die  Gesaramtarbeit  7,,  aller  Widerstände 

zerfällt  daher  in  zwei  Theile  nnd  hat  man  7',.=  ^'m  +  ^s-  ^*  ""^^  <lie  Arbeil 
der  Motoren  7\^^  gleich  7\.  sein  soll,  so  folgt,  dass  ein  Theil  der  Arbeit  der  Mo- 
toren auf  die  Tilgung  der  Arbeit  der  passiven  Widerstände  verwandt  werden  mass 
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und   also  für  die  Dcstimmung  der  Maschine  verloren  geht.     Daher  nnsi  man  die 

paaaiTen  Widerstände  soviel   als  mo^^Uch   su  verkleinern  suchen.     Kine  Maschine 

T  T 

ist  um  so  besser,  je  kleiner  das  Vorhältuias  und  je  grösser  ,..    ist. 

'  m  '  m 

Jeder  Verlost  an  lebendiger  Kraft  muss  vermieden  werden.  Nun  besteht  die 
lebendige  Kraft  aus  twei  Theilen:  1.  der  lebendigen  Kraft,  welche  durch  die 
(teschwindigkeiten  der  ftnsscriich  sichtbaren  Hcwegong  gebildet  wird  und  welche 
also  den  Gang  der  Maschine  bestimmt;  2.  der  lebendigen  Kraft,  welche  die  innere 
Bewegung  der  Maschinenthcile,  die  kleinen  Erschütterungen,  die  Schwingungen 
der  elastischen  Händer,  die  molecularen  Bewegungen  u.  s.  w.  tlarstellt  und  nicht« 
mit  dem  Oange  der  Maschine  im  Ganzen  gemein  hat.  Dieser  sweite  Bestandtheil 
darf  woroGgUch  gar  nicht  zu  Stande  kommen  oder  muss  durch  Kiufübrung  groHser 
Masten,  Polster  u.  s.  w.  herabgedrUckt  werden ;  denn  die  Arbeit  des  Motors,  welch« 
ihn  veranlasst,  ist  verloren.  Kine  schlotterige  Mühle  ist  ein  Beispiel  für  diesen 
Nachtheil. 

Die  Gleichung  der  lebendigen  Kraft  seigt  deutlich  die  Unmöglichkeit  eines 
Perpetuum  Mobile;  ein  solches  w&re  nümlich  eine  Maschine,  durch  welche 
ohne  continuirlicliu  Wirkung  eines  Motors  fortwilhrend  die  Arbeit  eines  Wider- 
standes getilgt  wird;  auch  weun  der  Widerstand  noch  so  gering  ist,  so  kann  seine 
Arbeit  nur  durch  eine  Kquivalente  Arbeit  entgegengesetzter  Art  getilgt  werden; 
geschieht  dies  nicht,  sondern  wirkt  ein  Motor  nur  eine  kurze  Zeit,  nach  welcher 
die  Maschine  sich  selbst  überlassen  bleibt,  so  nimmt  die  lebendige  Kraft  ab  und 
sowie  si«  Null  ist,  steht  dir  Maschine  still.  Will  man  aber  eine  Maschine  «in 
Perpetuum  Mobile  nennen,  an  welcher  überhaupt  keine  Arbeit  geleistet  wird, 
weder  von  einem  Motor,  noch  von  einem  Widerstände,  sondern  die  einmal  durch 
Momentankräfte  in  Bewegung  gesetzt,  fortwährend  in  Bewegung  bleibt»  so  ist 
dieselbe  zwar  denkbar,  aber  nicht  realisirbar,  da  wir  die  materiellen  Klemmte 
einer  Maschine  nicht  der  Wirkung  der  Naturkräfte  entziehen  können. 

f.  16.  Das  Princip  der  lebemligen  Kraft  hat  die  Physiker  der  Neuzeit  sn 
•iner  wesentlich  veränderten  und  allgemeineren  Auffassung  der  Naturprosesso  nnd 
ihres  gegenseitigen  Zusammenhanges  gefUhrt.  Man  hat  die  Ansicht  gewonnen, 
dass  die  Summe  aller  Arbeit  im  gesammten  Weltsystem  als  eine  constante  Grösse 
ansaschen  sei  und  dass  alle  Krschcinungen  der  Natur,  ho  mannigfach  sie  auch 
sein  mögen,  im  Grunde  nichts  anderes  seien,  als  die  Wechselbeziehung  zwischen 
Arbeit  und  lebendiger  Kraft,  wie  sie  die  CJleichnng  ausspricht.  Wo  nach  dieser 
Ansieht  ein  Bewegungsphänomen  auftritt,  winl  ein  entsprechendes  (Quantum  Arbeit 
anf  sein  Zustandekommen  verwandt  und  wo  es  aufh«"irt,  wird  ein  ihm  äquivalentes 
Qnantora  Arbeit  disponibel.  VorxugsweiNe  i«t  es  die  mechanische  Theorie  der 
Wärme,  welche  von  diesem  Grundsatz«*  ausgehend  zu  Polgeningen  der  griniNten 
Wichtigkeit  gefuhrt  hat  und  noch  ferner  führen  wiid.  Die  heutige  Naturforschnng 
ist  Daniel  Bernoulli  grossen  Dank  dafür  schuldig,  dass  er  die  Gleichung  der 
lebendigen  Kraft  zuerst  in  der  hcntigen  allgemeinen  Passung  festgmtellt  hat. 
Nicht  geringer«  Anerkennung  zollt  sie  den  Ideen  und  Forschungen  eines  Merer, 
Ilelmholtt,  Joule,  Thomson  u.  s.  w.  auf  diesem  Gebiete. 

%,  16.  Von  der  Gleichung  der  lelien«ligen  Kraft  kann  man  ein  Criterinm 
für  die  Stabilität  des  (■  leirhge wiehtes  eutlchnrn.  Itentrlit  nJimlich  für 
das  System  eine  Krüftefunction,  hoiUh« 

«.  2,- «,.-,»-     Ji,».,.""-  /         I, 
iit  wi>l 
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so  fällt  die  Bedingung,   dass  für  bestimmte  Worthe  von  ar,-    y,-,  «,,  .  -  . ,    d.  h.  far 

eine  bestimmte  Lage  des  Systems  Gleichgewicht  bestehe,  mit  der  Bedingung  zu- 
sammen, dass  für  diese  Worthe  das  vollständige  Differential  dU  verschwinde, 
sodass  also  im  Allgemeinen  für  jede  Gleichgewichtslage  die  Kräftefunction  ein 
Maximum  oder  ein  Minimum  sein  wird.  Wir  setzen  hierbei  voraus,  dass  aus  V 
bereits  mit  Hülfe  der  Bedingungen  des  Problems  ebenso  viel  Variabein  eliminirt 
sind,  als  die  Zahl  der  Bedingungen  beträgt  und  demnach  U  als  eine  Function 
vollständig  unabhängiger  Variabein,  die  wir  1,  /i,  y,  ...  nennen  wollen,  darge- 
stellt sei.  Findet  ein  Maximum  von  U  wirklich  statt,  so  besitzt  das  System  den 
Charakter  der  Stabilität,  d.  h.  das  System  wird  sich,  wenn  die  Pnnkte  desselben 
ans  der  dem  Maximum  entsprochenden  Lage  nur  wenig  verrückt  werden  und  kleine 
Anfangsgeschwindigkeiten  erhalten,  im  Laufe  der  Zeit  nie  über  g'e wisse  enge 
Grenzen  hinaus  von  derselben  entfernen. 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  können  wir  unbeschadet  der  Allgemeinheit 
annehmen,  dass  das  Maximum  von  U  für  die  Werthe  A  =  fi  =  v=:-*=sO 
eintrete  und  da  femer  die  Function  ü  in  der  obigen  Gleichung  blos  in  der  Ver- 
bindung U  —  Uq  vorkommt,  so  kann  ihr  auch  eine  beliebige  Constantc  zugefugt 
werden.  Durch  eine  zweckmässige  Wahl  dieser  Constanten  kann  man  aber  immer 
erreichen,  dass  der  Maximalwerth  von  V  selbst  die  Null  ist.  Unter  diesen  Voraus- 
setzungen schreiben  wir  nun  die  Gleichung  so: 

sodass    also    C/  {X,  fit  v,  .  .  .)   für    X  =  ii=^v  =  -''  =  0   ein    Maximum    wird, 

dessen  Werth  Null  ist  und  Ao,  /*üi  ^ui  •  •  •  ^o'^  zusammengehörige  Werthe  von 
A,  fi,  Vj  ,  .  ,  V-  sind.    Da  jeder  Nachbarwerth  des  Maximums  negativ  ist,  so  lassen 

sich  immer  so  kleine  positiirc  Grössen  /,  m,  n,  ...  angeben,  dass  für  jedes  System 
von  Wcrthcn  A,  fi,  y,  . . .  dessen  Zahlonwcrthe  resp.  nicht  grösser,  als  /,  m,  n, ... 
sind,  U  (l,  fi,  V,  .  .  .)  stets  negativ  ist.  Ist  nun  —  p  von  allen  diesen  negativen 
Worthen  der  Function,  absolut  genommen  der  kleinste,  so  kann  gezeigt  werden, 
dass  wenn  Aq,  (l^,,  Vq,  ...  numerisch  kleiner  als  /,  /;<,  n,  ...  und  zugleich  so  an- 
genommen werden,  dass 

ist,  jede  der  Variabelcn  l,  fi^  v»  ...  im  Laufe  der  Bewegung  unter  ihrer  Grenze 
/,  m,  n,  ...  bleiben  wird.  Fände  nämlich  ein  Ueberschreiten  dieser  Grenze 
statt,  so  müsstc  wegen  der  Stetigkeit  der  Grössen  X,  fi,  v,  ...  zu  einer  gewissen 
Zeit  zuerst  Gleichheit  zwischen  einer  oder  mehreren  dieser  Grössen  und  ihrer 
Grenzen  /,  m,  n,  .  .  .  eintreten,  ohne  dass  eine  der  übrigen  die  Grenze  über- 
schritten hätte.  Für  diesen  Zeitpunkt  wäre  der  negative  Werth  von  ^  (Z,  /n,  y, . . .) 
numerisch  nicht  kleiner  als  //,  mithin  die  rechte  Seite  unserer  Gleichung  negativ, 
was  mit  der  Natur  der  positiven  linken  Seite  im  Widerspruch  steht;  folglich  über- 
schreiten A,  fi,  V,  ...  nicht  ihre  Grenzen  und  das  Gleichgewicht  ist  stabil.  Man 
sieht  zugleich  auch,  dass  die  Geschwindigkeiten  v-  gewisse  Grenzen  nicht  über- 
schreiten ,  denn  da  das  Maximum  von  U  Null  ist,  so  ist 

£mvf^  <i  —   U  (Xo,  jtAn»  v^y  '  •  •)  +  \  ^'"i  »i/'^^. 

Endlich,   da  /,  w,  w,  .  .  .    beliebig   klein  angenommen  werden  können,    so  können 
die  Grenzen   für   die   die  Lage   des   Systems   bestimmenden    Grössen    A,  /x,  v,  .. 
und  die  Geschwindigkeiten  r  beliebig  eng  gezogen  werden. 

Der  vorstehende  Beweis  ist  von  Dirichlct;  vgl.  Crelle's  Jonrn.  B.  XXXIII. 
S.  84,  woselbst  auch  eine  Kritik  der  mangelhaften  früheren  Beweise  gegeben  ist. 
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§.  17.  Wir  wollen  jetzt  ein  freies  Hystein  betrAcliten,  auf  welche«  nur 
Innere  Krftfte  P  wirken.  Für  seine  Bewegung  existirt  eine  KrHftefunc- 
tion   ü  und  gilt  die  (ileichung 

die   wir  aber  hu  schreiben  wiiHen 

^  £m  ir  —  U  =  \  £m  r„'  -  -  U,^  . 

Die  Function  V  ist  nach  S.  XiW.  f^  =^- J  -  mm'  F(r)tit^  wenn  F{r) 
das  Gesetz  darntellt,  nach  welchem  zwei  Masseneinheiten  auf  einander 
einwirken  und  wenn  U  ein  Maximum  wird,  so  findet  stabiles  (ileich- 
gewicht  der  inneren  Kräfte  statt.  Da  ü  eine  willkürliche  Constante 
enthftit,  so  können  wir  diese  so  bestimmen,  dass  der  Werth  des  Maxi* 
mams  gleich  Nnll  wird  und  fiir  den  Fall,  dass  U  mehrere  Maxima  be- 
sitzt, soll  dies  für  das  grösstc  von  ihnen  gelten.  Dann  sind  also  alle 
andern  Werthe  von  U  negativ.  Lässt  man  nun  das  System  aus  der 
stabilen  (tleichgewichtslage  in  eine  andere  üliergehen  und  b4*zieht  die 
Gleichung  der  lebendigen  Kraft  auf  beide,  so  stellt  die  negative  (i Wisse 
ü  —  0  die  Arbeit  der  inneren  KrXfte  dar,  welche  dazu  nöthig  ist.  Ebenso 
wenn  das  System  aus  einer  beliebigen  Lage,  welcher  der  Werth  ü  ent- 
spricht, zur  stabilen  Cileichgewichtalage  gelangen  soll,  so  ist  die  positive 
Arbeit  O  —  U  erforderlich.  Es  bedeutet  demnach  —  U  die  positive 
Arbeit,  welche  die  inneren  KrHfto  leisten  mü^^sen,  um  das  System  ans 
der  Lage,  welcher  ü  entspricht,  in  eine  Lage  stabilen  O leidige wichts 
Überzuführen.     Iliemit  kann  die  obige  Gleichnng 

\  £m r^  —  U  =:^  \£m  v^^  ~  U„ 

auch  so  ausgesprochen  werden: 

Für    ein    freies    System,   welches    blos    inneren    Krüfteu 

unterworfen  ist,  bleibt  während  der  Bewegung  für  jede  Lage 
desselben  die  Summe  der  halben  lebendigen  Kraft  und  der 
Arbeit,  welche  die  inneren  Kräfte  zu  leistt^n  haben  würden, 
nm  das  System  aus  dieser  Lage  in  eine  Lage  stabilen 
Gleichgewichtes  zu  bringen,  eine  constante  Ctrösse.  Der 
Werth  der  Kräftefunction  für  di«*  fragliche  Lage  gibt  jene 
zu  leistende  Arbeit  an. 

AU  Dviuptol  wollen  wir  dun  S^Htom  zwrior  Mimicnpankti*  w,  m'  bchindrin. 
welche  ■ich  mit  «Icr  Kritft 


•;'"  !■  -  (;■)'! 


antichen.  In  <I<*r  Kntferniinir  r  -^  ro  holinflrn  sich  diciK-llM'n  im  atnhilen  Oleirli- 
Itcwicht;  fiir  r  ^  r^  tin<let  Attr.irtion,  filr  r  <^  r„  KopuUion  intt  Hrinrt  man  mo 
iiaf  ihrer  V*erbini|iin}r^lini«'  min  iler  Uleirhfre«riehtiilii|^i*  in  eine  Kntffrnunf*  '^-  r^, 
4o  ist  eine  positive  Arhfit  n<>thii',  um  nii'  in  <tieMr  LA|»e  xnriiekEnhrintren;  nähert 
rann  dirtelben  einrtmler  :iiif  oini*  Kntfrrnnnr    C.  r^,  ^«>  i^t  };lrirhf.-ilU  eine  |Miiilir«- 
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Arbeit  nötbig,  um  sie  zurückzuführen.  Die  Arbeit  ist  im  ersten  Falle  positiv, 
weil  Anziehung^  stattfindet  und  dr  negativ  ist,  im  anderen  Falle,  weil  Abstossuig 
stattfindet  und  dr  positiv  ist.    Die  Kräftefnnction  ist 

.  -  -  ..-./l.  -  (?)'!  f.  -  '^,  |^^  -  r+i^  •  (?)'!  +  <- 

und  erreicht  für  r  =  Vq  ihr  Maximum.     Um  dasselbe  auf  Null  zu   bringen,  hst 

_                       mm  a 
man  Const,  =• r   zu  setzen. 

n  — 1 


ro 


Die  Gleichung  ^£mv*  —  U  =:  Const.  zeigt  auch  einen  gewissen  Uebergang 
von  Arbeit  und  lebendiger  Kraft  von  einem  Sjstemtheil  auf  den  anderen.  Das 
System  bestehe  aus  zwei  Parti alsystemen  A  und  /?,  welche  durch  einen  nicht  dehn- 
baren Faden  ohne  Masse  mit  einander  verbunden  sein  mögen.  Da  der  Faden 
keine  Masse  hat,  so  ist  seine  lebendige  Kraft  Null  und  wenn  er  gespannt  ist, 
so  ist  die  Arbeit  der  beiden  ihn  spannenden  gleichen  Kräfte  Nnll.  Es  besteht 
daher  die  Summe  ^  Zmv*  —  [/  aus  einem  von  A  und  einem  von  B  herrührenden 
Theile.  Da  beide  zusammen  constant  bleiben,  so  rouss  der  erstere  wachsen,  wenn 
der  zweite  abnimmt  und  ist  letzterer  Null  geworden,  so  kommt  die  ganze  Samme 
dem  Theile  A  zu,  wenn  in  demselben  Momente  der  Faden  durchschnitten  wird. 
B  gelangt  in  den  Zustand  des  stabilen  Gleichgewichtes. 

§.  18.  Wir  fanden  früher  die  Gleichung  ^£tnv^  ==  4^3/^,2  ^  ^Zmu\ 
Da  keine  äusseren  Kräfte  auf  das  System  wirken ,  so  ist  Mv^  constant 
Substituiren  wir  also  den  Ausdruck  rechts  in  die  Gleichung  ^  £m  v^ — ü=  C, 
so  kommt  \£mH'—U=C\ 

wo  C  nur  eine  andere  Constante  ist.  Da  U  blos  von  den  Abständen 
der  Systempunkte  abhängt,  so  hat  es  für  die  relative  Bewegung  der- 
selben Werth,  wie  für  die  absolute.  Es  ist  also  auch  die  halbe 
Summe  der  relativen  lebendigen  Kraft  zusammen  mit  der 
Arbeit  —  ü  eine  constante. 

Die  lebendige  Kraft  ^Zmu'^  zerfällt  in  vielen  Fällen  in  zwei  Theile, 
von  denen  der  eine  nur  sich  an  der  äusserlicli  sichtbaren  Bewegung 
des  Systems  bemerken  lässt.  Wenn  nämlich  die  Systempunkte  um  ge- 
wisse Gleichgewichtslagen  oscilliren,  welche  sich  in  relativer  Ruhe  oder 
Bewegung  befinden,  so  hat  man,  wenn  a?,  y,  z  die  relativen  Coordinat<?n 
in  Bezug  auf  den  Massenmittelpunkt  für  einen  Systempunkt,  a?, ,  y, ,  Zj 
die  der  Gleichgewichtslage  und  §,  17,  J  die  relativen  Coordinaten  bezüg- 
lich dieser  Gleichgewichtslagen  sind:  x  =  x^  -\-  ^,  y=  ;/,  -{-?/,  r  ^  *i+?- 

iloc       doc         de 

Hiernach  werden  -7-  =     ~  +  -r  ^  ^^^  ergibt  sich    ein   Bestandtbeil 

dt         dt         dt 

9         ,  ,  ^^^^'\       ^^Vi      ^-1         1     .  1  j  d^     (^H 

von  M^  welcher  aus  -,     ,     ■     ,       -    und  cm  anderer,  der  aus         ,  — ^ , 
'  dt         dt        dt  dt  '  dt  ' 

y  gebildet  ist.    Ist  das  Oscillationsccntrum  {x^  y,   z^)   in   relativer  Kühe, 

so    ist   der   erstcro  Bcstandthoil  Nnll;    dann    ist    u   blos   von    dor   inneren 
Bewegung  des  Systems  abhängig. 
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§.  19.  Das  Princip  der  kleinsten  Wirkung  besteht  in  dem 
SaUe: 

Wenn  das  Princip  dor  lebendigen  Kraft  gilt,  so  wird  das 
Integral 

nachdem  mit  llUlfe  dieses  l'riucips  aus  ihm  die  Zeit  elimi- 
nirt  ist  und  wenn  es  auf  die  ganxe  Bahn  des  Systems  von 
einer  ersten  Position  in  eine  zweite  erstreckt  wird,  für  die 
wirkliche  Bewegung  ein  Minimum,  d.h.  kleiner,  als  wenn  das 
System  auf  irgend  einem  anderen  Wege,  welcher  mit  den 
Bedingapgeu  desselben  vereinbar  ist,  aus  der  ersten  Posi- 
tion in  die  zweite  gelangt. 

Eliminirt  man  nämlich  mit  Hülfe  der  Gleichung  }i?fN|P,'«ai  T -{-  h 
die  Zeit,  so  erbHlt  man,  genau  wie  S.  2i)2 

Die  Diifercntialgleichungen  der  Bewegung  geben  nun  durch  ihre  Inte* 
grmtion  die  3Ft  Coordinateu  der  Systempuukte,  da  man  aber  aas  ihnen 
die  Zeit  eliminiren  kann,  ho  kann  man  3fi  —  1  der  Coordinaten  dnrch 
eine,  i.  B.  durch  x,  ausdrucken.     Dadurch  wird    für  Zm^dii^  der  Aus* 

drock  £mi  (      '  )  ^.c,'  zu  substituiren  sein  nnd  erhält  man 
\//.r,  ' 

nnd  ist  zu  zeigen,  dass  djPdjc^  s=  Jd  P  dxy  =0  wird.     Es  ist  aber 

ii  P  rP  t  P  t  P  t  P  i)P       i 

'r,r.  <y.  fr,  /.r,  '    <y.  '  ?.         ' 

und  wenn  man  die  partiellen   Integrationen,  wir 

J     <a-,  '      ./     /.r.     r/.r, 

fx,  f/      «a-,  •/      äJC^ 

(da  Sx,  an  den  (rrenzen  der  Integration  verschwindet,  weil  die  Anfangt- 
nnd  Endpunkte  fest  bleiben)  benutzt,  so  wird 

•'|\^,-  ./...-"•'•+v    ./^./'♦•+\..    -s,/'--!''-' 

Iicli«ll,  TImwii«  d.  I(e«.  •.  lt.  kraflr.  TlH 
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Setzt  man  zur  AbktirzuDg  A  =  2{ü  +  h),   B  =  Zmi{xp  ^-  y/^  +  rr), 
so  wird  />  =  ;/^  .  y/B  und 

dxi        dx^  r     Ä  dxi  dx^ 

oder  da  , 

/  ^        .     (  diy 

V    A        r  2{ü  +  h)  y  ZmiVi^  dx^ 

18t: 


dxi         dxy^    ~  V  Ä  \dxi       ^'  dt^ )  ' 
durch  Einführung  dieses  und  der  beiden  ähnlichen  Ausdrücke  ergibt  sieb 

'/— //r -KU  -  -  5W 

,    (du  (Py.\   .       ,    fdü  (Pt,\   -    1 

Es  ist  aber  nach  dem  D^AIembert* sehen  Princip 

und  mithin  6V  =  öfPdx^  =  0  . 

Man  sieht,  dass  mau  aus  dem  Principe  clor   kleinsten   Wirkung  die 
Bewegungsgleichungon  des  Systems  erhalten  kauu. 


XVn.  Capitel. 

Die  zweite  Form  der  Differentialgleichungen  der  Bewegung  von  Iiagrange 
und  das  Hamilton^ sehe  Princip.    Die  Hamilton'sche  Form  der  Bewegungs- 
gleichungen und  die  Hamilton' sehe  partielle  Differentialgleichung. 

§.  1.     In  die  DiiTerontialgleichungen  der  Bewegung 
*  dt*  *  öx-  cx^ 

-^i,i^  -  yi  +  ^ ^^;  +  ^ ay.  +  ••  •     «  =  1»  2,  . .  .  „, 

'"1  "77*"  =    ^t   +  ^  u       +  i^- h  •  •  • 

wofür  Zf  ==  0,  y|f  =  0,  .  .  .  die  x  Bedingungen  des  Systems  darstellen,  welche 
von  Lagrange  zuerst  aufgestellt  wurden,  führen  wir  an  die  Stelle  der  Varia- 
belen  x-^  y-,  z-  neue  Variabele  y|,  y^,  .  .  .  y^  ein,  deren  Zahl   ^tt  =  3  n  —  x  Uüd 
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welche  so  gewählt  «iiid,  dats  die  x  Bedingungen  /,  »i  0.  .V  •*  0,  .  .  .  durch  eio 
identisch  erfüllt  werden,  d.  h.  dass  ohne  Zuhülfenahme  irgend  welcher  Relationen 
swischon  den  Grössen  q  die  Qlcichnngcn 

A  (7|,  Vi.  .  .  .  y^)  —  0.         .V  (7p  7,,  .  .  .  y^)  —  0,  .  .  . 
bestehen.    8o  können  x.  Jl.  die  Coordinntcn  x,,  y^^  :,-,   welche  der  Bedingung 

x»  1/»  :« 

fl»    ^    M    ^    <• 

genügen  sollen,  durch  die  swei  Variabein  9,,  71  ersetzt  werden,  welche  mit  ihnen 
durch  die  Gleichungen  x^  ^  a  com  q^,  y,  ^  b  Hn  q^  com  q^^  :,  »i  c  $im  qi  sin  q^  Ter- 

bunden  sind.    Setzt  man  diese  Ausdrücke  für  x,-,  y,,  z,-  in  die  genannte  Bedingung 

ein,  so  wird  sie  von  selbst  erfüllt.  Durch  Einführung  der  Grossen  q  nehmen  die 
DiiTerentialgleichungen  der  Bewegung  eine  sehr  bemerkenswerthe  Form  an,  welche 
gleichfalls  von  Lagrange  zuerst  gegeben  wurde. 

Es  werden  o*,,  y,,  z,  Functionen  von  qi,  q^,  ...  y   .     Multipliciren  wir  die 

obigen   Gleichungen    der    Reihe    nadi    mit    den    partiellen   Differentialqnotienten 

r.r,       (fyi       (^,- 

,    ^     ,     ,—  von  j*,,  .V,,   :,  nach  einer,  7^,    der  Grössen  7,    addiren  sie  und 

summiren  nach  i  durch  das  ganze  System  hindurch,  so  kommt,  da 

\cxf  (q,        <yi  cq,        dii  dqj  "  r'7, 

(dM  <^'^.    ,    dM  'Vi    ,    aw  <2A        <^»^(V..  9t.  ^..  9^) 

V^'j^.  a7,  "^  ^y.  av;  "*"  ^ ^"  ^J  "  ?v, " "      •  • '  • 

und  diese  Ausdrücke  verscliwinden,  da  A  (71,  7t*  •  • .  qJ),  «V  (7,,  7f  *  •  .  y^)  •  •  -  • 
identisch  Null  sind: 

T"''  1  W/»    Cq,  ■*■    rfl«    f7,  "*■    ''^    <*V.|   "  ^'* 
wenn  Q    den  Ausdruck 

y,  -  X  (  .\.  -  •  +   r,—  +  Z.  ^  • ) 

darstellt.    Wir  wollen  die  Differentiationen  nach  der  Zrit  durch  angeführte  Arrmte 

bezeichnen  und  »  x/,  ^  yn     y     ""  <i    Mtzen  und  die  vorstehende  Glei- 

chung also  schreiben: 

Nun  ist: 

i/i  r*' *•*•  <v;  "^  •''•  'y;  "^  *•''//»  "*  r"** ' »//  <7/  "^  '"  'y;  "*"  •/'  'y/' 

+  ^'-'  r  •  ^  iv;  "^  ''• '/'  ^yV  "^  '•  ^'  af/5 ' 

I>er  Ausclmck  links  hat  die  Bedeutung 

wenn  die  halbe  lebendige  Kraft  mit   T  beseiehnet  und  also  gesetzt  wirdt 

68» 
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Die  zweite  Snmme  rechter  Hand  gestaltet  sich  folgendermaasen  am.    Es  bestehen, 
da  Xf,  y-,  Zf  Fanotionen  der  neuen  Variabelen  werden,  die  Gleiehnngen: 

Differentiirt  man  diese  in  q^,  9/,  .  .  .  9/,  ...  q'  linearen  Ausdrücke  nach  7/,  so 

ergibt  sich 

dxf        dxi         dy{       difi      '    dz/        dz^ 

Wir  können  daher  die  Differentialqnotienten  von  x,-,  y,-,  z,-  nach  q^  durch  die  ent- 

sprtcheAden  Differentialquotienten  ihrer  Derivirten  o?/,  y/,  z/   nach    q^    ersetzen 
und  erhalten  fiir  jene  Summe : 

f '"•  r«  di    öqj  +  ^'  dt     %7  +  '«•  "rf7    dq;S 

Differentiiren   wir  aber  die  obigen  Ausdrücke  für  x/,  y/,   z/  nach   ^^,    so  erhal- 
ten wir: 

a — 

.      -  c=3        -  ^   ^j   -^  -  -     -  y,  -|- +  0     >i —  Vm   =    "^  ~   ^1  "T"   •  •  •  •  =    r   -^— 

^y*  a^i^yi  dq.Cqt'^  C^'is^Uf,'  CHX  dtCq, 

^.y/  ^/     ^^1  <^^/   ^    d     C-i 

hs    ^  ^^     Cq,   '  tq,    ""  rf/     Öq, 

d       ^*i 

Indem   wir   daher   die   Werthe    für    die   Differentialquotienten    —  •  -r^—  ,  . .  .    ein- 
führen, folgt  weiter  für  jene  Summe  die  Form:  ' 


f-'k^?'  +  ^''t'  +  '^'w}  -  i.^^'"-{-'"  +  *■''  +  -'•}  =  I 


Die  erste  Summe  rechts  in  obiger  Gleichung  (s.  vor.  Seite)  aber  ist  vermöge  der 

dx-         dx- 
Relationen    ,     ,  =  ^ — ,  ...   identisch  mit  (?,.     Demnach   erhalten   wir   ietzt  als 

eine  der  Differentialgleichungen  der  Bewegung: 

ä     er  ZT 


oder  ^^       ^j,         ^y, 


rf'      ^7/  "         <^7, 


welches  die  zweite  Lagrange 'sehe  Form  ist.  Indem  wir  8  von  1  bis  ft  variiren 
lassen,  erhalten  wir  die  fi  Bewegungsgleichungen,  welche  yi*  (/i,  .  .  .  ^  als  Func- 
tionen von  t  liefern. 

Im  Falle,  dass  eine  Kräftefunction  U  existirt,  haben  wir: 

.     \         (n,  Cq,  cqj  i    \dx.    dq,         Ct/i    Cq,  CZ-     cq J  Ol, 
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und  w«rdeo  mUhin  dio  Bewejpin^gleichaiigcn  in  diettem  KailU: 

d       cT  ^  riT+  n 
dt      ry/  ""  rq, 

oder  wenn  man  noch    .     .  ^  ».  soUt: 

rq,         '^* 

dp,        i,,r+  (')  iV  ,     .,    .. 

SulMtitairt  man  die  linenren  Ausdrücke 

in  den  Auidruck  '^ 

,     r  -  1  im,  (x.'«  +  y. «  +  X.'»)  . 

ffo  wird  r  eine  homogene  Fnnotion  der  OröMen  y/,  7/,  *  •  *  yu'  ^'^^  folglich  nach 
dem  Enler'ichen  Sntie  Qber  die  homogenen  Functionen: 

ry,  ^'  ^  ay,  fy^   ''^ 

oder  mit  KUcksicht  auf  v. — 1  ^  p. : 

«  r  —  p,  y,'  +  p,  y,'  +  •     •  +  P^  y^'. 

|.  2.  Wenn  die  VarUbelen  y  so  gewählt  werden  können,  daM  eine  von 
ihnen  in  der  Kr&ftefunction  V  und  in  dem  Aasdmcke  T  der  halben  lebendigen 
Kraft  nicht  Torkommt,  während  letitere  Orüue  den  DiiTerentialquotienten  y,'  ent- 

u  n      1.  .  ,   a(r+  D  dp, 

halten  kann,  so  wird  '  —  0,   aUo  -^  —  0  und  ergibt  sieh  mithin  ein 

Integral  p,  —  Contt,  der  Differentialgleichungen  der  Bewegung  nnmittelbar. 

Die«  tritt  i.  B.  bei  der  Newton *echen  Attraction  einet  Punktes  naoh  einem 
festen  Ontmm  ein.  Denn  fQr  dies  Centrum  als  Ursprung  der  Polarcoordinaten 
Vi  —  »■»    yt  —  ♦»    yi  —  9>  h*t  man: 

(s.  8.  119)  nnd  kommt  9  nicht  in  T  und  7*  und  in  7*  blos  9'  ror.    Daher  ist 

p,  —   «    <  —  — I  ■-  sir*  frf«'  ♦  •  •  ■—  Coiwl., 
ry,        rv 

oder  r*  «in*  ^  •  9'  ■■  Coiu/.  ein  Integral  der  Bewegungsgleichnngen.    Vermr^ge  der 
Transformationsformeln  x  -■  r  fos  ♦,  y  i«  r  «ia  ^  co«  9,  x  — ^  r  sin  ♦  «n  9  ergibt 

•ich    f^9  -    -  ,    — J       -  *"  -""/'.    d.   h.    r«  fin«  e  .  9  -  y :'  -  y  s  -  Ton«.. 

nlmlleh  dai  Princip  der  Klilchen. 

f.  8.    Aehnlieh,  wie  Cap.  XVI,  f.  19.  tut  dem  Princip  der  kleinttM  Wir 
kfuif  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  in  der  gewShnllehen  Form  ab- 
galeitei  wurden,    können  dieselben  in  der  iweiten  Lagrange'schen  Form   ans 
eiaMB  anderen  Principe   erhalten  werden,   welches   von  Hamilton   iQtnt   auf 
g«titlli  wurde.     Dies  Princip  ist  der  folgende  Sali: 
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Wenn  dio  Lage  des  Systems  zu  einer  Anfangsseit  /  =»  /q  and  za 
einer  Endzeit  /|  gegeben  ist,  so  liefert  die  Gleichung 

^  /  (7'  +  U)dt  ^  0 

die  Gleichungen  der  Bewegung,  worin  T  die  halbe  lebendige  Kraft 
und  ü  die  Kräftefunction  ist,  letztere  von  den  Coordinaten  und  der 
Zeit,  nicht  aber  von  den  Componenten  der  Geschwindigkeit  abhängt. 

Es  ist  nämlich,  wenn  P  von  den  Grössen  ^i,   ^j,  ...  7    ,    y/,   y,',  .  . .  y  ' 
abhängt: 

,    dP  ^   .,    dP  j.  .  ,  ,     SP  ,    ,i   ., 

^  iii  '"  +  dq; *»•  +  ••■  +  ä^*^/« }  *• 

Man  hat  aber,  wie  S.  913: 

J  ^!7i  J  dqi  dt  J  dqi         dt 

-^^'^g^'dt, 

oder,'  da  ^7,  au  den  Grenzen  der  Integration  verscliwindct,  indem  die  Eudpositioii 
des  Systems,  wie  die  Anfangsposition  eine  feste  ist: 


A 


dqi  dt . 

Setzt  man  dies,   sowie   die  analogen  Grössen   in  den  Ausdruck    für   die  Variation 
des  Integrales  ein,  so  erhält  man: 


t 

f 


'/■ 


^7,+ 


und  wenn   dieses  Integral   verschwinden  soll,   so  müssen  weg^en    der    Unabhängip- 
kcit  der  Grössen  y|,  7,,  ...  q     von  einander   die   Coefficicnten    der    willkürlichen 

Aenderungcn  ^q^^  dq^y  .  ..  dq    einzeln  verschwinden.    Dies  liefert  die  Gleichungen: 

d  ^^ 

Sg/        dP 

In    dem    vorliegenden  Falle   ist    nun    /'  =  T  +  U   und   hänj^t    U   nicht   von   den 
Grössen   q*   ab,    weil   es   nur  von   den   Coordinaten   selbst   abhängt,     welche   nur 

Functionen   von   q.   sind.      Daher    ist    ^    ,  =    ,     -,    und   werden    niithin   die   Glei- 
chungen :    • 
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1  .   dT  _f(T+ü)  ._,    ,    3 
dt      dg^                  c*i, 

welches  dio  LagrangeVlioii  Gleichnngen  sind  für  den  Fall,  dast  eine  Krifte- 
fanction  existirt. 

Teber  die  Ausdehnung  dieser  Methode  auf  den  Fall,  dass  V  auch  die  ("uro* 
ponenten    der   Geschwindigkeit   und    mithin    auch    7,    enthilt,    s.   Holimiiller, 

Ueber  die  Anwendung  der  Jacob i-Hamilton*srhen  Methode  auf  den  Fall  der 
Anxiehnng  eines  Punktes  nach  dem  clectrodjnamischen  Gesets  ron  Weber 
|8chl«'»mtlch*8  Zeitschrift  f.  Mathem.  n.  Physik  lid.  XV,  8.  60  (1870)). 

§.  4.  Hamilton  hat  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  in  einer 
eigenthQmlichen  Form  gegeben  und  für  den  Fall,  dass  eine  KrEftefunction  existirt, 
dieselbe  von  einer  Function  abhängig  gemacht,  welche  er  die  charakteristische 
Function  nennt.     Wir  fanden  §.  1.  die  Gleichung 

2  r  —        '  '/i'  +  ^    »  7t'  +  •  •  •  +  •'     '  yj  ■■  ^Pi  Im' 

Behufs  der  Kntwiekelnng  der  II  amilton*schen  Gleichungen  schreiben  wir  sie  so: 

und  differentiiren  sie  yollständig  nach  allen  darin  vorkommenden  Grössen  «/^  und 
y/.     Dies  gibt 

fiT  -  £.,;-  J-^  +  £  '^^.  dg;  -  (£  *.'^,  dg;  +  2:  ^^  dg\  . 

oder,  weil  sich  die  beiden  Mittelglieder  tilgen: 

dT  ^  ^T///-  d       ♦  —  X  .,     dg,  ^  Eg; dp.  —  £        dg. . 

^V,  cg,    "  ^*    '^*  cg,    ^* 

Indem  wir  aber  uns  die  Grössen  pi,  p%^  *  *  >  p,.  als  neue  Variabein   an   die  Stelle 

der  Grössen  7/,  7,',  . .  .  g'  eingeführt  denken,  wird  T  eine  Function  der  Grössen 

p^  und  g^  und  wenn  wir  dio  Differentialqnotienlen  von  T  partiell  nach  p^  and  y, 

genommen  unter  dieser  Voraussetsung  in  Klammem  einschliessen,  so  erhalten 
wir  für  das  vollständige  Differential  von  T  auch  die  Gleichung! 


^r-^Q*.  +  x  (;-}.,. 


Die  Vergleicbung  dirsrr  mit  der  vorigen  Formel  liefert  aber  die  Beaiehungeu: 

dT  /rT\  ^P»        tT 

und    wenn    wir    den    Werth    u^    ^  —   \         1    lo    die    Gleichung     ^^     —  — i  1J. 

des  §.  1.  einsctxen,  «o  folgt 

aU  die    Ilamil tnn'srhe   Form  der   Bcwogungsgloichungen.      FUr  den  Fall,  dass 
eine  Kräftefnnction  V  existirt,  welche  von  7,,  nicht  aber  von  7/,  also  aneh  nicht 

von  den  tvit  7/  eingeführten  p^  abhängt,  ist  0^  ^  «i  f     -  j  und  folglich 

''/»,        _   /'  '^        '  »\ 
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Aus  demselben  Grunde,   dass  U  kein  Pg  enthält,  kann   man   aber   die   Gleichung 

v/ ==  I,.-    I  auch  so  schreiben: 
\dp.) 

Setzt  man  daher  T  —  U  ^=.  H  und  tilg^  die  Klammem  als  selbstverständlich,  so 
kann  man  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  unter  der  über  V  gemachten 
Voraussetzung  schreiben : 

^        dH^  *f        _  M 

dt   ""  ap/         dt    ^        dq/ 

und  wenn  keine  Kräftefunction  existirt: 

^9,         dT  dPs  dT 


H  =  T  —  V 


dt  dp,'  dt  dq. 


+  Ö,,         *  =  1,  2,   3, 


7W 

Vermöge  der  Relationen   ^->   =  p,  und  j  ^'  ]  =  y^'  besteht  zwischen  den 


Die  Grössen  p^  s=  -    ,  sind,  da  T  eine  homogene   Function   des   zweiten  Grades 

'       oq, 

der  Grössen  qj  ist,   lineare   Functionen  von  q^\  löst  man  daher   das   Gleichaogs- 

System  p,  =»  ö— ;  Aiif?  so  ergeben  sich  für  die  7/  lineare  Functionen  von  den  p^, 

deren  Coefficientcii  die  q^  enthalten.  Mit  ihrer  Hülfe  treten  die  p^  an  die  Stelle 
der  y/. 

dq;  -  '■'  --  ( dp)  =  »»' 

Grössen  p^  und  q^  eine  gewisse  Reciprocität. 

Die  Function  fl  s=i  T —  U  nennt  Hamilton  die  charakteristische 
Function.  Vgl.  Hamilton:  On  a  general  method  in  Dynamcs;  by  unch  tkc  sludi/ 
of  the  motions  of  all  free  Systems  of  attracting  or  repeUiny  points  is  reduced  (o  the 
search  and  di/ferentiation  of  one  central  relationf  or  charactcrisiic  function  {Philosoph. 
Transactions  of  the  Hoyal  Society  of  London  for  the  year  1834,  P.  II,  p.  247)  und: 
Second  essay  on  a  general  melhod  in  Dynamics  (Ibid.  1835,  P.  1,   p.  95). 

Wir  lernten  die  charakteristische  Function  bereits  Cap.  XVI,  §.  17.  ihrer 
mechanischen  Bedeutung  nach  kennen. 

§.  5.  Hamilton  hat  die  Integration  der  Bewegungsgleichungen  von  einer 
nicht  linearen  partiellen  Differentialgleichung  abhängig  gemacht,  die  wir  jetzt 
aufstellen  wollen. 

Die  halbe  lebendige  Kraft  T  und  die  Kräftefunction  L\  welche  /  auch  ex- 
plicit  enthalten  darf,  seien  durch  die  3  n  —  x  =  /*  Variateln  q^  dargestellt, 
welche  den  Bedingungen  des  Systems  identisch  genügen.  Wir  bilden  die  Variation 
des  Integrales  ^ 

aber  so,  dass  die  Werthe  an  den  Grenzen  nicht  als  gegeben  angesehen  werden, 
sondern  an  den  Grenzen  andere  Bedingungen  stattfinden.  Indem  wir  abkürzend 
7'  +  ^'  =  qp   setzen,  erhalten  wir,  dn  qp  eine  Function  von  y^  und  q  '  ist: 

und  vermöge  der  Relation 
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also,  wenn  man  switchon  den  Grenzen  r  uml  /  inteKrirt  und  die  dem  Wertlie  f 
entsprechenden  Anfangivworthe  mit  dem  ang^efüi^ten  Index  o  beieirhnct: 


r 
ftrtxt  man  dies  in  ÖT  i*in,  «o  ergibt  sieb: 


f 
Iliese  Gleichung  vereinfacht  eich  sehr,  indem  die  eingoklammertan  (tn'»Men  unter 
dem    InlegraUeichen    in    Folge    der    Diflferentialgleirhnngcn   der   Hcwegnng    ver- 
•cbwinden.     Da  nj&mlich  ('  keine  y/  enthält,  lu  ist 

,q>    ^  f)(T  +  f)  ^    r7    _ 

' v/  "  ^ '//  ""  ^ '/7  ""  '' * 

Daher  ist 


I demnach  bleibt  blon 


'  <!'    -  ..  '  '^^ 


dr  -   2:      ;,  dv.  1  ^;,  dy.«  -   2,>,dy,    -   -l>/dy;' 

—  /'i  *'/i  +  Pt  'vt  +  •  •    +  ;'„  ''/^ 

-  ;»."*'/."      ;'.'»vi» VV- 

Da  die  Diflrerentialgleii'bungon  der  Hcwegung  aU  erfUllt  an;;cseben  werden,  so 
sind  y^  und  y/,  sowie  p^  mU  gegelieno  Functionen  von  I  und  den  S^  Constanten 

sn  betrachten,  welche  die  Integration  diciier  Gleichungen  einführt.  Die  Varia- 
tionen dy,  nind  daher  solche,  welche  aus  drr  Aenderung  der  U^  (Vn^tanten  ent- 
springen, da  t  nicht  viiriirt  wird  und  die  dy/  Hind  die  der  unterm  Grente  f  des  In- 
tegrales y  entsprcehenden  Wrrthe  derselben.  Nun  kt'innen  nsch  iler  Integration 
der  Ilewegungsgleichungen  alle  Variabein.  aUn  auch  tp  nls  Functionen  von  /  nnd 
den  Sft  Constanten  dargestellt  werdi'n.  Dieüe  Cunmiuitm  «ind  willkilrlieh  und 
kann  man  hierxu  dit*  Anfangswerthe  y,",  ;#,"  wählen.  K»  bilden  die  :t^  -f*  ^  ^*** 
riabeln  t,  y^,  p^  und  die  2^  Constanten  y,**,  /i/  ein  System  von  4  f»  -|-  1  Gnisscn, 

«wischen  welchen  aber  die  *2  u  Integralgleichungen  bestehen*  Durch  dieselben 
kann  man  also  die  2^  Griiosen  ;», ,  p,"  durch  /  und  y,,  y,*  darstellen  nnd  es  wird 

hiernach   1'  ■•  f^fif  eine  Function  \i»n  /.  y, ,  y,".    Ilicruaeh  erhUlt  man  die  Aeii 

dernng  von   l\  indem  /  unvariirt  bleibt,  auch  unter  der  Form 

dl-    2'''dy.   +    2:''ldy;'. 
/y.  M/," 

Die  Vergleichung  beider  Formeln  für  dl'  ergibt: 


und  mitbin: 
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Nun  ist  tp  s=^  -r- ;  da  aber  V  die  Zeit  sowobl  explicit  als  in  den  Grösseu  9, 
implicit  entbält,  so  wird 

0  =    .^-  +  Zp^q^  —  9. 

Es    ist    aber    <p  =  T  +  U ,     p^  =  4-.    und    Sp.qJ  =  2  i^  7  7/  =  2  T,  also 

Hp^q* —  qp  =  r —  U  =  11^  sodass  sich  die  Hamilton 'sehe  partielle  Differen- 
tialgleichung 

ergibt,   welcher  die  Function  V  genügen  muss.     Dies  ist  jedoch  so  zu  verstehen, 

dass  in  H  die  Grössen  q^   durch  p^  ausgedrückt  und  p^  =   0—  gesetzt  wird.    Man 

kann  daher  den  Satz  aufstellen: 

Wenn  die  Bewegung,  deren  Gleichungen  sind: 

^9s       dH         ^Ps  dll  „        ^        ,j  dr 

-dl-  dp;        lü^-dq,^     ^"     //=r-^,         Ps-    ^jy 

wo   n  durch  ]^^  und   q^  dargestellt  ist,   zwischen   zwei    Zeitmomenten 

T,  /  betrachtet  wird  und  als  willkürliche  Constaute  der  Integral- 
gleichungen   die    2 /A    Anfangswerthe    q^    uud    p/    gelten     und    ferner 

p,  =  .—   in  fl  gesetzt  wird,  so  ist 

eine   partielle   Differentialgleichung    erster   Ordnung,    durch    welcbe 

y  als   eine   Function   von  /  und   den   /i  Grössen  y,  definirt    wird.     Das 

Integral 

f 

V  =  j\t+  U)dt, 

r 

in  welchem  7'+  U  vermöge  der  Integralgleichungen  eine  Function 
blos   von   /  und   den    2 /i  Constanten  <//,  pj^  ist,   nachdem    das    Kesultat 

der  Quadratur  durch /und  die  Grössen  y^. ,  7^*^  dargestellt  iüt,  ist  eine 
Lösung  dieser  Differentialgleichung. 

Diese  Lösung   enthalt  /i  Constanten  y^"  und  /a  +  1  Variiibelu  /   und  y^.     Da 

nun  in  H  kein  V  vorkommt,  so  kann  man  der  Lösung  noch  eine  willkürliehe 
Constante  hinzufügen  und  sie  dadurch  zu  einer  vollständigen  Lösung  der  partiellen 
Differentialgleichung  machen,  d.  h.  zu  einer  solchen,  welche  ebenso  viele  Con- 
stanten, als  unabhängige  Variabein  enthält. 

§.  §.     Umgekehrt  kann  man  behaupten: 

Kennt  man  eine  vollständige  LJisung  ^  der   partiellen  Differen- 
tialgleichung: 
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ry 

wo  //— ■  T  —  V  eine  Function  der  ^-|"  ^  Or öison  l,  7,,  p^  und  p,  ^ 

Ist,  d.  h.  eine  solche,  welche  ausser  der  mit  V^  durch  Addition  vcr- 
bnndenen  noch  f*  andere  willkürliche  Constanten  a^  enthalt,  so  sind 
die  Gleichungen 

worin  die  p,  neue  willkürliche  Constanten  bezeichnen  nebst 

cy  ry  ff 

die  Integralgleichungen  des  Systems  von  Differentialgleichungen 

^9,         r//         *.  a//  ,    ^    .^ 

Differentiirt  man  n&rolich  die  Gleichungen  ,.  ■■  'ß^  YoUstHndig  nach  f,  so  er- 
hält man : 

SC  +  ^'^  ^  +  ^^-  1SJ+...  +  ,^„^-  ^^ - 0 

CtCirt  fffirffi    dt  faxCqt   di  ^^^*lu    '" 

^^.    4.       ^^^'^t     .        r^r   dq,     ...       ^«r    ''^z-  _  0 
DifTtrentiirt  man  aber  die  Gleichung  ^r-  -f  //  a«  o  nach  den  Constanten  er,,  «tf,  •  -  ■  er 

f-y 

und  ber&cksichtigt,  dass  //  die  Grössen  /,  y^  und  p^  >■  enthüll,  die  Cunstan- 

t«n  «y  aber  nur  in  den  p^  enthalten  sind,  su  crhült  man: 

^'K  +  ^".  <jb  A.'"  ?/».  +  ,. .  +  '•.".  ^^  .  0 

hcax         rpi  ra,   ^  f'pt    <•«,  ^  ^  f*;»^  r«, 

rtra,         i'p,  ra,         rp,    ra,  rp^  ?a, 

dies  System  linearer  Gleichungen   geht   abor   vermöge   der   Glrichiingm       -    *  p, 

über  in  ein  System,  welches  sich  Yon  dem  vorstehenden  nur  dadurch  unterscheidet, 

rfl  ''y, 

dass  die  Grössen  —   an  die  Stelle  der  (irönsen     ,     getreten  sind  und  hieraus  folet 

rp,  di   ^ 

-7/    ^    —  ,  «  ^  1,  2,  •  •  •  tt,  welches  die  einer  der  llamiltonWhen  DifTeren 
di  rpg 

tialgleichungen  der  Bewegung  sind. 

Uifferentiirt  man  aber  die  Gleichungen  p^  «»        ,  so  kommt 


und 
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dt  ""  dq/t  "^  a^^a^i  ^'^      ^v,^yt  dt  "*■••■+■  ay^9^  </< 

oder  weil  o    o      =    o     .    q— ca"  =»  ;e-? ,  •  •  • 

dq,  dff     dqt  dff  f%  oH^ 

dt    ^    dpi'    dt    ^   dqt'    '  '  '     dt     '^   dq^ 

bereits  als  richtig  erwiesen  sind : 

dl  "  cq.dt  "*■  dq,  ?p,  "^  a?,  ap,  "^  ■ '  *  "*■  ^^^  ^^  * 

Andererseits  gibt  aber  die  Differentiation  der  Gleichung  ^  ^  //  3=  o  partiell 
iiach  q^  : 

dq,ct  "^   dpi   dq,  '^  cpt   dq^  d^^   dq,  dg,' 

dPs  dff 

Subtrahirt  man  diese  Gleichung  von  der  vorigen,  so  folgt  -7-  ^^  —  p~~  »  welches 

die   andern  Ha mil tonischen  Differentialgleichungen  sind. 

§.  7.  Für  den  Fall  der  freien  Bewegung  ist  fi  sb  Sn  und  kann  man  für  die 
Grössen  g  die  Coordinaten  x,-,  y,-,  t,-  wählen.  Man  hat  dann  Ts=\£mf  (^/H"yi'M-=/*) 

und  da  die  Grössen  p  mm  —  sind ,  so  folgt,  dass  die  Grössen  p  hier  m^jc^' ,  ^iViJ  ""1*/ 

werden  und  da    »  ■=  75—    ist,  so  hat  man  fn.a?.-  =  tt- ^  ^iV/  =^  ^r—  ,  m.z-  := -r- 

Entnimmt    man   hieraus  o^/,  y/,  :/  um  sie  in  T  einzusetzen,  so  wird 

-t-iK©'^  (©■+©'!■ 

Demnach  wird  die  Hamilton'sche  Differentialgleichung  -^  +  //  =  0,  II  =  T  —  l\ 

wo  (/  blo8  von  den  7,  d.  h.  von  den  Coordinaten  x-,  y^,  2,  abhängt.  Eine  voll- 
ständige Lüsung  F  dieser  Gleichung  mitSn  willkürlichen  Constanten  «,,  cf,,  •  •  •  of,^ 
ausser  der  additiven  Constanten  liefert  die  Integrale  in  den  Bewegungsgleichungen : 

f^^'i  dC'  d^Vi  du  f^^i  cV     .        ^     ^ 

"''     df^    =    die     "*'   dt^    =    ä^'     "*«  ^   =    ai,'  '  =  ^  2,   .   •   .  „ 

nämlich 

ar        ^       ^K        ^  ^^         Ä 

wozu  als  erste  Integrale 

cV  dXi  ^^  dy.  ^y  dz^ 

a^,  '     rf^  <^y,  ^    dt  dz-  *     dt 

gehören. 

§.  8.    In  dem  Falle,  dass  H  die  Zeit  i  nicht  explicit  enthält,  redacirt  sich  die 

r  r 

Hamilton'sche  Gleichung  -x 1- // =  0  auf  eine  andere,  welche  eine  Variabele 

Ot 
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weniger   enthült.     SoUt  nan  uUmlich  »  «t    ^'  ^  i  -r- ^^^'nn«!  führt dnrch 

■  it  et 

divt«  Gleiehiingen  an  die  Stelle  vun  t  und  l'  zwei  nvue  Variabein  a  und  H'  ein, 

bo  wird  /  eine  Function  von  a  und  den  in  /'  ausser  /  vorkommenden  Grösaen  and 

li'  Function  von  a,  ^i,  *it'  '  '  *lg^  und   den  (^onstAntcn  «1/  ag  •  -  •     Man   hst  daher 


und  die  Oletchun^     -     +  //  jvi»  Vt«      '      Vu «         »     .     1  '  *       .      )"  ^  wini  jet«t 

«  +  ^'  (  Vi.  Vt.  •  •  •  y^»  -.y^  »    ^.y^  •  *  '  *  €'y    )  —  «  +  7-  ^  -  0. 

■  f ' 
Nachdem   sie  intef^rirt  ist,   crhiilt   man    I'  vermittelst  V  —  t    .  -  =»   H\    d.  h.  da 

r—  Hi  a.    /  3»  —    -        vermittelst:    T  a«  11*  —  a  und  in  dies  f  ist  überall 

cl  t-a  i'a 

•tatt  a  wieder  /  einzuführen  durch  die  (tieichunff    .       «^  —  /,  welche  nach  a  auf- 

snlösen  ist. 

Die  Lösunfi^  11'  enthält  nur  n  Constanten  und  die  aus  ihr  abgeleitete  GrüsM> 
r  ebenfalls;   es  muss  aber  /',  um  vollständig  zu  sein,  ft  -j"  1  Constanten  haben. 

Allein  da  /  in  4-  //  es  o  selbst  nicht  auftritt,  sondern  nur   —  ,  so   bleibt   /' 

eine  Lösung,   wenn    man  auch  /  um   eine  Constante  vermehrt  oder  vermindert 

Man  kann  daher  f  —  t  fdr/seUen,  wodurch   ir-«/'~(l~t^     -^  F^aU  —  t) 

'  ^  et  ' 

rlt' 

und     -       ■■  t  —  /  wird.     Dann  erhiilt  i'  die  nöthige  Antahl  M  4-  1  Conatant«n, 
r«  .01-1 

nÄmlieh  die  ^  —  1  Constanten  «i,  a,  •  •  •  tf      |,  die  additive  Constanta  von  11' 

und  T.     Die  Integralglt-ichungcn  des  Problems  sind  demnach 

-  —  Pi.      -    —  Pf /„         —  ^1.    I .     ,.,    —  const. 

Die   letzte  derselben  kann,   da    r   nur  in  der  Verbindung  /  —  r  vorkommt,    alku 

'''  ^'^  . .    .     t  '''  .  ,       .  er 

—   «  —    T-,    ist,    durch  >■  const.  ersetzt  werden.     Da  nun  -      wm  a  gesetzt 

et  VI  et  Ci 

würde,  so  erkennt  man,  dans  ilio  neu  eingeführten  Variabrin  und  die  Hahn  rini-r 

Constanten  spielt. 

I  *  It 

Die  Integralgleichungen  kann  man  durch  irdamtellen,  denn  es  ist  ^^ 

und  ■•  f  _    I  eine  Fulgi»  von  ■■  «f  und    11"^  1*—  1/  —  r  ,     Daher 

werden  dieselben 

vfl*  t*  MM* 

Aach  das  8jttem  der  Integralgleichungrn:  »^  p    kann  vermüge  ■»  in 

'Vi  'Vi  '  V^  * 

umgesetzt  Wi-rtlen.     Man  hat  daher  «Jen  Satz: 
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Wenn  die  Rräftefunction  U_  and  in  Folge  dessen  die  charakteri- 
stische Function  //=  J— 6^  die  Zeit  nicht  explicit  enthält,  so  stelle 
mau  T  durch  q^  und  p^  dar  und  ersetze  in  der  Gleichung 

a  +  r—  £^=  0 
dieOrossenp^  durch  ^      »wodurch  diese  Gleichung  eine  partielle  Diffe- 

rentialgleichung  wird.  Ist  W  eine  vollständige  Lörung  derselben, 
welche  ausser  der  zu  W  additiv  hinzuzufügenden  Constanten  noch 
/li  —  1  Constante  aj,  «t  •  •  •  «     i  enthält,  so  sind 

d^^^^^     ?^='^«'''      ä^i^'^/'-^'     äS^=^-' 

die  zweiten'  und 

die  ersten  Integralgleichungen  derDifferentialgleichugfen  der  Bewe- 
gung.  Die  2/ii  Constanten  derselben  sind  a^  •••  a      1 1  « >  ft  •  •  •  ^  _i .  t. 
Für  /li  B3  3n,    d.  h.    für   das    freie  System    sind  p,  die    m^a:^\    ^iy\   *»i*/« 

T  ^  £  -   {(m-a?/)«  +  (m.y/)«  -f  (»«,2/)»}  und  folglich  ist  die   Hamilton'sche 


nii 


Gleichung : 


^^kmj^im'^mi-"- 


§.  9.  Um  Probleme  der  Bewegung  nach  der  Hamil tonischen  Methode  zu 
behandeln,  bedarf  man  der  Integration  einer  nicht  linearen  partiellen  Differential- 
gleichung erster  Ordnung.  Es  ist  von  Wichtigkeit,  wenn  auch  nur  für  einfachere 
Fälle  aus  den  bekannten  Methoden  der  Integration  dieser  Gleichungen  einige 
Folgerungen   für  die   Behandlung  der   mechanischen  Probleme   zu  ziehen.     Unter 

Beschränkung  auf  die   Variabein  x^  y,   2,    wofür    '.-  =  »,   ^  =»  0,  ist  die  La- 

ex  oy         ^ 

g  rang  ersehe  Integrutionsmethode  folgende. 

Wenn  zwischen  Xj  y,  z,  p,  (j  die  partielle  Dififerentialgleiclmng  erster  Onl- 
nung  besteht: 

^  {^1  2/i  2,  P,  y)  =-  0 

und  mithin  das  totale  Differential  der  Function  z  die  Form  hat 

dz  =  pdx  +  qdy , 

so    kann    man   sich  jene   Gleichung    nach    q    aufgelöst  denken    und    das    Resaltni 
q  =  Z  {x,  y,  2,  p)  in  den  Ausdruck  für  dz  substituircn,  so  dass 

dz  =  pdx  +  z  {xj  Uf  -,  P)  dy 
wird.  Um  nun  eine  vollständige  Lösung  der  vorgelegten  partiellen  Differential- 
gleichung mit  zwei  willkürlichen  Constanten  zu  finden,  genügt  es,  für  p  einen  Aus 
druck  p  =zlS  {x,  y,  2,  a)  zu  finden,  durch  welchen  pdx -\- %dy  ein  vollständiges 
Difl'erential  wird.  Durch  die  Integration  desselben  erhält  man  z  mit  der  Conätau- 
ten  a  und  der  durch  die  Integration  eintretenden  weiteren  Constautcn.  Damit 
pdx  +  z^y  ein  totales  Differential  werde,  muss  die  Bedingung 


dp     ,     cp  cz  dz     I     dz  dz 


oder 


i     cp  (^_i   ^   cz     ,     cz  dz  (Jz  rcp     ,     dp  cj\ 

dz  dy         ex         dz  dx  "■     dp  V.r     '     dz  doc) 


dy         dz  dy         dx         dz  dx         dp 

''^  +  ^»  „  =  -  ^^  ^p  +  ?  +  G  -  ^y-  p)  ^i 

ex  6  2  cp  ix         cy  V*        cp     /  vz 
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erfüllt  werden.  Diese  purtielle  DifTerentittl^rleichnng  für  p  bmacbt  nicht  mllgemein 
l^lüst  XU  werden,  Yielmehr  bediirf  inan  nur  irgend  einer  Lounng  mit  einer  will- 
kiirliclien  Constunten  a,  nämlich  oT  (x,  ^,  :,  a).  In  besonderen  tollen  ver- 
einfacht sich  diese  Gleichung  sehr  wesentlich. 

Kommt   insbesondere   in    V  (.r,  ^,  :•  Pi  9)  »■  0    die  Function    :    nicht  vor, 
ist  aUo  die  vorgelegte  DifTerentialgleichuni^ 

«'('f»  y.  P.  v)  —  «» 
so  wird     /^  ■■  0  und  kann   man  p  als  Function  von  x,  y,  a  ohne  x  bestimmen, 

dass  pdA'  -|-  xdy  ein  totales  Piffcrontial  wint.  Dann  iit  auch  . '  ■■  0  und  wird 
p  durch  die  Gleichung 

fX   <p     _     Cp      ,      ^^   ^  K) 
f  p  (  »r  ty  CJC 

Bu  finden  sein.  Ks  ist  jedoch  sweck massiger,  hierin  2  durch  die  Function  V  selbüt 
ausBudriicken  und  die  LöAung  p  =■  »'(',  y^  n)  unter  der  Form  /"(j:,  y,  p)  ^mm  a  dar 
Xttstellen.     l>ie  Differentiation  von  V  =>  0  liefert  su  diesem  Hohufo 

i  ,T    '     cq   (X  cp         fq      i-p  Cx       cp  tx  ry       «*p  ry 

woraus 

et  ^<9  ^_'CV     IV        tx  ^Cq^_€^  ^(V 

i'X       rx  rx  '  fq  *     cp        cp  rp   *   cq 

Vp  cf     vf       cp  df     Of 

CX  Cx  '  cp  *      cy  dy  '  cp 

Mit  IIQlfe  dieser  Wertho  wird  die  partielle  Differentialgleichung   für  p  oder  jetat 

vielmehr  für  /* 

rV  f/   .    <  y  (f  _  €^V  cf  _  ^ 
rp  <?j        f  y   ry         tx  cp 

Sobald  man  also  von  ihr  eine  Lösung  f  kennt,  so  liefert  Ax,  y,  p]  =»  «  mit 
V(x,  y,  p,  q)  ■■  0  Mio    Grössen   p   und  q  als    Functionen  von   x,  y  so,    das« 

«#:  t=«  pi/x  -|-  r/r/y  ein  totales  Differential  und  z  ■■  fipiix  -f*  y'y)  die  ifesuchte 
Lösung  Ti>u  V{Xf  y,  p«  7)  «■  0  darstellt,  wobei  su  :  eine  additive  Constaiite  hinsn- 
tritt.  Diese  partielle  Differentialgleiehung  lösen  oder  ein  Integral  /  (.r,  y,  p)  »■  « 
des  Sjstems  gewöhnlicher  Differentialgleichungen 

,        ^           rV     fV  cV 

tut  :  ay  :  ap  ^m  :  :  — 

Cp        cq  fX 

linden,  ist  danselbe.     I>enn  die  l>ifrerentiation  von  /*  ■■  a  gibt 

^^  dj   +  ^'^  */y  +  ''^  dp  -  0 
<.r  '    Cy     "  Cp 

und  wenn  man  hierin  für  dx^  dy^  dp  die  ihnen  pro|>ortionalen  Griis%«*n  eiusetst, 
an  erscheint  <Ue  ubif^e  partielle  Difffrentialffleichung,  weleher  mithin  /*  geiiü|»l. 
Man  kann  ilie  eben  aul'i;estellte  l'ruportion  noch  durch  dy  un*!  ilie  ihm  pruiiortionale 
Cirüsse  crcHnxcn.     Die  Differentiation  von   ^  ■«  o  ergibt  nämlich 

cV  ^       .rV,       .'V,       .'V, 

//.#•  +  du   +  .//#   4-  da  —  0 

<  X  r  y      '  r  p  r  y      ' 

f  Qf  ^'  or  ^'  ur  /•  or 

und  da  dx  :  f/p  =»  liefert:  dx  4*  ''i'  -*^  ^^i  *o  bleibt 

ip  (X  (X  cp 

^  dy   +    '  ^  c/v   -  0 

iy  cy 
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woraus  ,       ,         dV  d^ 

folgt,  BO  dass  jetzt  vollständig: 

^     ^     ^     ^      ^5^   ay       as'       ay 

wird,  welche  Proportion  in  Bezug  auf  x  und  p,  sowie  in  Bezug  auf  y  und  9  sym- 
metrisch ist. 

Man  kann  die  Betrachtungen,  denen  f{x,  y^  p)  ^^  a  zu  Grunde  lag,  dahin 
erweitern,  dass  die  Function  /*  auch  q  enthält  und  F{xy  y^  p,  q)  zsb  a  an  die  Stelle 
von  /(x,  y,  p)  >»  a  tritt.  Dies  heisst  so  viel,  als  man  sucht  /*C^,  y,  p,  q)  =»  0, 
so,  dass  hieraus  die  Verbindung  mit  9^(a;,  y»  p,  9)  =  0  für  p  und  g  Ausdrücke 
in  Xy  y^  a  folgen,  welche  pdx-^-qdy  zu  einem  vollständigen  Inte^ale  machen. 
Es  ergibt  sich  leicht,  dass  die  Function  /'  der  Gleichung 

d^dF       dy  dF  _d^dF_d]P^dF  ^ 
dp  dx    '    dq  öy        dx  dp        dy  dq 

genügen,  also  F  =a  a  ein  Integral  von 

^        ^       ,       ^  d^     d^  ay  dV^ 

dx  :  dy  z  dp  :  dq  s=a   -^—  :    --    : — -  : -_ 

dp       dy  dx  dy 

sein  mnss. 

Diflferentiirt  man  nämlich  ^(x,  y,  p,  q)  »*  0  und  F{Xj  y^  p,  q)  =»  a,  indem 
man  p  und  q  als  unbekannte  Functionen  von  x  und  ^  ansieht,  w.elche  der  Be- 
dingung 

dp dq 

dy       ex 

genügen  müssen,  partiell  nach  x  und  y  und  eliminirt  aus  dieser  und  den  so  za 
gewinnenden  Gleichungen 

d^         d^  dp     ,     d^  Cq  _   ^  ?.^'    .     ^^  ^     .     ^J]  H   ==   0 

dx        dp  dx'    dq  dx  dx       dp  dx       dq  ox 

d_^  .d"^  dp    ,d_^  dj  ^  ^       dF       dF  dp       df  dg  ^  ^ 
^  dp   dy        cq   dy  dy        dp    dy        dq    dy 

^  ,  80  ergibt  sich  die  Gleichung 

^d^  dF  td^d^F__  ()W  dF  _  d^  dh\  /d^  dF  _  cV  dF\  __ 
V  dp  dx        rq  dy         dx  dp        dy  dq'^  dp   dq        dq    dp) 

deren  erster  Factor  links,  der  Null  gleichgesetzt,  die  obige  partielle  Differential- 
gleichung liefert.     Man  erhält  daher  den  Satz: 

Bildet  man   behufs   der   Integration    der   partiellen   Differential- 
gleichung  ^{x,  y,  p,   q)  =  0   das   System   gewöhnlicher   Differential* 

dW     d^         d^  dW 

gleichungen  dx  :  dy  :  dp  :  dq  =  -^—  :  ^-  :  —    0"  • ö"  ^^^  findet  ausser 

op       oq  Cx  Cy 

^f*  SS  0   noch   ein  Integral  F{xy  y^  p,   q)  ==^  a  desselben,   so    erhält   man 

mit  Hülfe  vonU'^sO  und  F  ^^  a  solche  Functionen  p  und  <y  von.r  und.v. 

dass  ^ 

z  ^^  J{pdx  +  qdy) 

als  eine  vollst  Und  ige  Lösung  der  Gleichung  9''=»0  durch  blosse  Qua- 
dratur gefunden  wird. 

§.  10.  Für  die  Bcwegungsglelchungen  eines  Problems,  für  welches  die  Kräfte- 
fünction  die  Zeit  nicht  explicit  enthält,  kann  man,  wenn  blos  zwei  Variabele 
?i }  ^J%  vorkommen,  schreiben: 

tu     elf  dH  du 

OPi      dp2  cqi  dqt 


dy 

dp 

dp 

dl 

CX  * 

dy' 

dx 

f  —  I. 
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iiihI  für  Hie  iHMlclit  dir  purticlle  niflffrrutiAlfi^trichunfir 

«  +  //  -  ü ,      //  —  r  -  v 

IX  *  H' 

wenn  itnrin  n,  &>  %  Vt  ^  ccnctzt  winl.    Von    dimer  Uleichune   wird    nan 

<  Vi  '  Vt 

eine  %'iilliitHiidi(re  l^*»iiuiip  /i'  fr<'fi»rdvrt  mit  zwei  (^uuttAiiU'n  a  und  a  und  dann  iiind 

rU        .        r/r 

Inteitmle  der  newe)funf;jif;]«'ichunfr(''U.  Hai  man  daher  als  sweitef  Inte|[ral  des 
Systems  derselbrn  ausser  a  -\-  ü  ^»  M  noch  die  Gleiehun|(  ^(Vii  Vt«  Pit  Pt)  "^  ^* 
l^fnnden,  su  ist 

indem  an  diu  Stelle  ilrr  <tri»ssen  .t*.  j/,  p,  y,  ^,  :  liier  «/f,  y|,  p, ,  ;i,,  a  -{-  //,  11' 
treten.     Ks  sind  dabei  alsu 

'  " ■  -  /  (""  '/'/.  +  ' "•  '/v.)  -  '' .      '  "  -  /  C'"  ''y.  + ''"' ''».)  = 

Auch  kann  man  der  obipren  l'roportiun,  welehe  die  Hewe|?unfpif;leiehunf;en  ans- 
tlrtifkt,  links  #//  und  rechts  1  zuführen.  Man  bat  daher  den  fuli^endcn,  zuerst  von 
.laeobi   \^'M\  nuf}:oHtrllti>n  Siitz: 

Wenn  ein  l*rolilrm  der  Mi'rbanik  blus  v«)n  zwei  Variabelen  yi,  y^ 
abhängt,  wenn  für  dasselbe  eine  Kräftef unctiun  (■  eiittirt,  welehe 
die  Xeit  nicht  explirit  entbült  und  man  von  dem  Hjrstem  der  Uewe« 
I?  u  n  fi^  s  f^  1  (>  i  c  b  11 II  ^  r  11 ,  n  U III I  i  e  b 

.,       ,  ,  .  .  i  H     t  II  i  II  vll  -.         _,         ,, 

n*\      fPt  <'Vi  <*Yt 

norh  ein  Iiiti'i;ral  A'i'/it  y«!  /'i*  ;>t^  ^^  «i  kennt,  w«i  /i|  •«  .     « ,  ;fg  s»       «,  mo 

'Vi  «'/t 

bcHt  im  ni<>ii  d  i  f  IS  li>  ich  untreu  u  -f-  //  -^  o  im«!  A'.Vit  Vt*  /'i*  /'fl  ~^  *^  *'*' 
iiriissiii  //|,  ;iy  als  Fiinctiouen  vuu  yi,  yj,  <t  und  a  so.  tlass  die  beiilen 
übriiren  Inte^rrale  d«'r  He wi^i^un^sfif luicbtini^en  sind: 

wi'ltlio  mit  a  \  II  -  «i.  1'  -  u  xu.«aniiii«-u  die  vullstUndiKe  Iute||;ratifin 
dt'H  <•  li'i«- biin iTMHv nI «'iiiH  d aritrlle II.  v^'t-rj;!.  .laeobi,  V<*rli>sunir<*u  übor 
Ihnaiiiik,  S.  IT.V ) 

«}.    II.    Kür    di«*    fri'ir    tli'Wf^un);    oines    Punktes    in    «ler    Kbene    sind 


t< 


,  •     .'•    -  dii»    n<*wi'irunifsj;l«iebun>»i'n     iiml    ist    7*    --    4  (x*  -f-    v'). 

tit'  t  j-      if  r         t  ff 

K  «'11111  mau  alflo  niissir  u  -|    \  {.i  '-\-ff')-     f'^  <*  iioeb  ein  luto^ral  /'<.Xf  y«  x'.  y)  -*-  <t« 
■•>  Find 


./(::•"-♦ '^V'O-".  je: •'- ♦■ :'« "") - 


f  -  I 


die*   lntf;rr.il)rleicbunt;en   drs  rnibb'ms,    ersterc   die  Uleicliunic   der   Hahn,  wühlend 
durch  Ivtzti-rc  dio  /rit  i-iiiireführt  wird. 

Kin  anileri-4  biiTlnr  i;i>bt'»ri;;cH  Pridilfui  int  dir  Hi'Wff^uni;  eines  Punktes 
auf  cinrr  krummen  Fl^irb«*.  Vfcl  Jarobi,  l>\nainik,  S.  I7t»;  PadoTa,  Apfdi- 
eaziono  d«*!  mt*ttH]«>  di  Ihirniltuii  al  uif>to  di  im  piiiitn  s<»prA  nun  «iipi  rtieir  Jtat* 
taifliiii.   (Sitininli*  di  m.iti'inaticbe,  T.  VIII,  p.  *.Ni.     [IH7o|| 
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XVni.  Capitel. 

Probleme  der  Beweg^iing  veränderlioher  Systeme. 

§.  1.  Bewegung  eines  biegsamen  und  dehnbaren  homogenen 
Fadens  (Problem  der  schwingenden  Saiten).  Ein  biegsamer  nnd  dehnbarer  Faden 
sei  zwischen  zwei  festen  Punkten  A^  B  gespannt.  Zur  Zeit  <  =>  0  sei  er  um  ein 
Weniges  aus  der  Gleichgewichtslage  entfernt,  und  ihm  ein  bestimmter  Geschwin 
digkeitszustand  ertheilt  und  mögen  dann  auf  ihn  continuirliche  Kräfte  wirken. 
Es  sollen  die  Gleichungen  seiner  Bewegung  aufgestellt  und  näherangsweise  in- 
tcgrirt  werden. 

1.  Wir  nehmen  die  Gerade  AB  zur  a;*Axe,  zwei  andere  zu  ihr  und  unter 
einander  senkrechte  Axen  des  Punktes  A  zur  y-  und  z>Axe.  Die  anfängliche 
Spannung  des  Fadens,  ohne  dass  die  Kräfte  P  wirken,  sei  in  allen  Punkten  gleich  r. 
Die  Gerade  AB  ist  nicht  die  Gleichgewichtslage,  um  welche  der  Faden  schwingen 
wird,  sie  ist  die  Gestalt  des  Fadens,  welche  er  annehmen  würde,  wenn  blos  die 
Spannung  t  wirkte.  Ein  Punkt  A  dieser  Linie  wird  zur  Zeit  /  =  0  die  Lage  M^ 
zur  Zeit  t  die  Lage  M  haben.  Ist  A  N  =^  x,  so  seien  x  -{-  u,  y^  z  die  Coordinaten 
von  M^  entsprechend  der  Zeit  /,  so  dass  u^  y,  z  die  Verschicbnng'en  des  Punktes 
N  darstellen.  An  dem  Punkte  M,  in  welchem  man  sich  das  Bogenelement  MM" 
verschwindend  zu  denken  hat,  wirkt  nun  die  gegebene  Kraft,  welche  wir  wie 
auf  die  Masse  b  der  Längeneinheit  beziehen,  so  dass  Xsdtf  JKedSf  Ztdt  ihre 
an  M  in  Betracht  kommenden  Componenton  sind;  ferner  die  Spannungen  J, 
T  -f"  ^^  längs  den  beiden  an  M  anstossenden  Elementen,  deren  Compouonten 
T^  +  dT^,  Ty  +  aJy,  T^  +  ar,  im  Sinne  des  wachsenden  Bogens  und  —  T^, 

—  y  ,  —  T^  ivci  entgegengesetzten  Sinne  sind. 

Diese  Coraponentün  bezichen  sich  auf  diu  Zeit  /  und  öT^,  oT^    dT^y  ds  sind 

Aenderungen,  welche  man  zu  derselben  Zeit  beim  Uebergange  vom  Punkte  .V  zum 
Punkte  A'  erhält,  wobei  sich  x  allein  ändert;  es  sind  partielle  Aenderungen 
nach  X,  Diese  Spannungscomponenten  liefern  nun  mit  denen  der  äussern  Kraft 
zusammen  dT^  +  ^fds,  dT    +  ^^ds,  dT^  +  Zids^  welche   mit   den   Kcactions 

kräftcn  am  Punkte  M  Gleichgewicht  halten.  Die  Bcschleunigungscomponenten 
des  Punktes  M{x  +  m,   ?/,   z)  zur  Zeit  /  sind  nun  die  zweiten   Derivirten  seiner 

Coordinaten  nach  der  Zeit.     Daher   ergeben   sich   als  Reactionskräfte  —  ^ds   --, 

er 

—  sds  ■—.  —  tds-r-i,   indem  x  von  der  Zeit  unabhän^ie  ist.     Da  w,    v.   z  Func 

tioncn  von  .t-  und  /  sind,  so  sind  diese  Derivirten  partielle;  daher  das  Zeichen  ( 
und  nicht  d  geschrieben  werden  musa.  Das  Gleichgewicht  der  Kräfte  von  M 
liefert  uns  daher  die  Gleichungen  der  Bewegung: 

öT^  +  (x -  IJ)  td»  =  0,  dr^  +  {r-  0)  res  =  o,  a?;  +  (z  _ g?)  ,av  =  o. 

Um  nun  T^y  7'  T^  zu  erhalten,  ist  T  mit  seinen  Kichtungscosiuusscn  zu  mul- 
tipliciren.    Diese  sind  die  Richtungscosinusse  der  Failentaugente  zur  Zeit  f,  nämlicb 

—  Ö--  — »  ^r~i  ö~  »  ^vo  dies  Zeichen  d  einer  Aenderung  des  x.  d.  h.  einem  Ueber- 
gange  vom  Punkte  M  zu  M'  zu  derselben  Zeit  /  entspricht.     Demnach  ist 


will    (*np.  I>Afi  ProMem  «Irr  Bcliwinpcml«*!!  Aniton  SKW 

Wir  wullvii  nun  iiiiticr  lM-ucgliclu*M  SyHtom,  den  Kntloii,  k<>  lichrlinfTfn  aiiii<'lini<*ii, 
tltun  dnn  nogvticIciiK'nt  MM'  — ■  cn^  wvlcliu«  Iir0prün)(lic:li  die  Lüiit^e  .V.V'  -^  tljr 
liAtto,  nAcli  wie  vor  (liusoll»«*  Mhhio  liciiitit.    Dann  it»t,  wenn  M  die  (]eii/inimtniiiiMe 

M 

des  Fadens  and  /  seine  urri|»rün|fliche  LUni^e  AR  l>oseiehnet,  n)t  mm '--  ^j-.    Führen 

war  diesen  Ausdruck  in  die  llewcfi^infpigleicliunf^en  ein,  und  schreiben  statt  der 
hifferentiation  derivirte  Functionen,  so  nehmen  dieselben  die  (testalt  an: 


(^   ,^  et 

2.   Nehmen   wir  jetst  an,   es   wirken   keine  Kussoren  Krüfte,   d.  h.    es  seien 

X,   J',  Z  (gleich  Null   und   sei  der  Zusammcnlianfr  der  Fadenthetle  der  Art,  dn*i!i 

die  Verlanf^ernni?,  welche  ein  Theil  desselben  durch  eine  spannende  Kraft  erleidet, 

der  arsprün^'lichen  LXnfre  und  der  spannenden  Kraft  proportional  sei.    Nati  besatui 

'f*M  nrHprUnglicli   die   LHn^^e   ix  und   ist   mithin  (*§  —  t'jr  seine   Verlilnf^rnng;   die 

arsprOngltche  Spannnni;  war  r  und  ist  mithin  die  Kraft,  welche  die  Verliüifrening 

henrorgcbracht  hat  7  —  r.    Daher  besteht  die  Qloichnng  f's  —  f'x  —  £  (7*—  t)  f^x, 

sowie   E  einen   constanten,   von    der    materiellen   lieschatTenheit  des  Fadens  ab- 

hängilCon  Coefficienteii  bedeutet.    Im  vorliegenden  Falle,  wo  keine  Äusseren  KrHfle 

wirken,  ist  die  Oleiehf^owiehtslagc  des  Fadens  die  Oerade  AH  und  wird  derselbe, 

wenn  er  zur  Zeit  f  sb  o  nur  eine  kleine  Ansbiefi^nK   erfiihrt,   fortwährend  nur 

kleine  Abweichunfren  von  A  //  seiften.     In  Folf^e  dessen  wini   cu  allen  Zeiten  die 

Tan^ntc  der  Fadeneurve  mxKAH  einen  sehr  kb'inen  Winkel  bilden,  sein  (-oHinns 

^(x  4-  m) 

.  also  Sehr  nahe  die  Kinheit  und  r«    —  r>  -f  /'m   nein      Daher   erifibt   die 

i»ben  entwickelte  Formel 

Cm 
r  ^  X  +  K. 

Demxnfol);re  wird  die  er^tr  der  drei  HewefTniif^sglrichun^en : 

^,  r»«  M  r*y 

*'  ■    ■     ■*     .    -   • 

Drücken  wir  jetzt  die   beiden  anderen  KiehtnnfrHeusinus*)e  der  Fadentan^ente  und 
die  C'omponenten  der  Spnnnunir  mit  Kiieküieht  auf  tlie  anirefübrten  speeiellen  Ver 
hHltni-tte  tiiiA,     Man  erliHlt  zunHcliNt : 

/'" ^ (t  f  A '")    'jf    - (.  I  f  '■-) '■*  1 1    ';"  f    1 

r*         \      '         r.i/  cj'  +  m         \  f'j/  (.r    l.  c*J      '  I 

Ks  ist  aber    .     die  Tanin^nt«  der  Neit^nuf;  der  rrnjfction  des  FadoDclementes  auf 
rx 

die  xy-Kbene  K^fC^»  *^^^  x-Aie,  also  sehr  klein.    Kbeniiü  int  m  i^ei^en  x  und  mithin 

(*m  irefpen  r.i   sehr   klein.      Mit  liem«iti|;un^  der   kleinen   (U«*s«cn    h«»herrr  OnluiiBif 

erhält  man  demnach 

7  •  f 

und  folglich  für  die  zweite  HeweirungMgleichuni»* 

P^H         M  fS 


'  <\r»  /     c  #» 


.M» 
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und  ganz  in  derselben  Weise  die  dritte 

^  dx*^  T  dt*' 

El  tI 

Setzt  man  noch  —  a=s  o*  und  —  =  a',  so  nehmen  jetzt  die  Bewegungsgleichuii- 

gen  die  einfache  Form  an: 


Sie  sind  simultane  partielle  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  und  dienen 
dazu,  u,  ;/,  z  und  mithin  die  Lage  jedes  Systempunktes  (o:,  0,  0)  als  Functionen 
seines  Abstandes  ^iV  in  der  Gleichgewichtslage  von  dem  einen  Kndpunkte  des 
Fadens  und  der  Zeit  zu  finden.  Die  erste  Gleichung  bestimmt  die  Bewegung  der 
Projection  des  Systems  auf  die  or-Axe  (die  sogenannten  Long^todinalschwiiigungen 
der  Saite),  die  zweite  und  dritte  die  Bewegung  der  Projection  auf  die  jcy-  und 
die  a;z- Ebene  (die  Transversalschwingungen).  Da  jede  der  Gleichungen  blos  eine 
der  gesuchten  Functionen  u,  y^  z  und  die  unabhängigen  Variabein  a:  und  t  ent- 
halt, so  können  sie  gesondert  integrirt  werden.  Zu  den  Differentialgleichungen 
treten  nun  noch  die  Bedingungen  der  Anfangslage  und  des  anfänglichen  Geschwin- 
digkeitszustandes hinzu,  sowie  die  für  alle  Zeiten  zu  erfüllende  Bedingung  des 
Systems,  dass  die  beiden  Endpunkte  fest  seien.  Bezüglich  der  Anfangslage  müs- 
sen sich  also  ti,  y  und  z  für  /  es  0  auf  bestimmte  Functionen  /J)  (o;),  f  {x)  und 
fi  (x)  von  X  reduciren,  sodass  y  =^  f{x),  z  =  ti{^)  ^^^  Gleichungen  der  Form 
sind,  in  welche  man  die  Saite  zur  Zeit  ^  =>  0  durch  Herausbringen  aus  der  Gleich- 
gewichtslage gebracht  hat.    Ebenso  müssen  die  Componenten  der  Ge.«;chwindigkeit 

7\  7^  ^ 

sich  für  /  =  0  auf  gegebene  Functionen  /.-  =  F^  (j?),    .--  =  F  (a:),    ,^  =  F»  (x) 

ox  tx  ox 

reduciren.  Demnach  ist  das  Problem  in  folgenden  Bedingungen  vollständig  ent- 
halten: 

dfi  =  "  d^     "  =  /^<^^         Fl  =  '»^^^  "  =  ^ 

^■f  =  «'  0         y  =  /"(OÖ      »nd      1^  =  t'(,x)    für    <  =  0,  y  =  0  für  ^  =  J' 

'd^z  d^z  dz 

dt^   ^  ^^  dx"^         2  =  /i  M  ^i  =  ^1  W  z  =  0  und   alle  /. 

3.    Wir  beschäftigen   uns  vorläufig  nur  mit  der  Behandlung   des  Gleichnn^s- 
Systems 

j>  —  0 
//  =  0      für  für  jedes  /. 

Für  sich  drücken  diese  Gleichungen  die  Bewegung  der  Saite  aus,  wenn  dieselbe 
blos  Transversalschwing^mgen  in  der  .ry- Ebene  macht.  Der  erste,  welcher  die 
vorliegende  Aufgabe  löste,  war  D'Alcmbert  {Memoires  de  V Academie  de  iierlin. 
Wir  wollen  zunächst  seine  Methode  der  Integration  der  partiellen  DitTerential- 
gleichung  erläutern,  die  beiden  willkürlichen  Functionen,  welche  das  allgemeine 
Integral  enthält,  bestimmen  und  später  erst  die  neuere  Methode  mit  Hülfe  von 
Particularlüsungen  und  der  Fourier'schen  Reihen  nuseinandersetzon.  D'Alom 
bert  schreibt  die  obige  Differentialgleichung  in  der  Form 


0         6 

et      dt 


tu        0   (  ,  'du\ 
dt        dT  \     ex/ 
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und  bemerkt,  dass  sie  Ausdrückt,   dau  die  Gr<5uo   ^  dx  +  i^^^  di   ein  roll' 
«Uiidiifes  DiflTerentiiil  einer  Function  u  von  x  und  t  ist,  sodass 


/n  —  '.;  rfjr  +  fl»  l'^  ,//. 
et  rx 


Iliersu  tritt  die  allgomoin  gültige  Gleichung: 

An*  beiden  Gleichungen  erfcibt  sich  sehr  leicht,  wenn  man  die  iwcite  mit  a  mul- 
tiplieirt  und  mit  der  ersteren  durch  Addition  und  Hnbtraction  verbindet: 

rf(«  +  a„)  -  G  +  'l"^)<ti*  +  ") 

'/(--«y)-(^f-«^^)rf(x-a/). 

Da  die  linken  Seiten  dieser  Gleichungen  ▼oUstiindigc  nifTercntialien  sind,  so  müs- 
sen es  auch  die  rechten  Seiten  sein.    Demnach  ist  w   A-  a  ^   eine  Function  Ton 

Ci  ox 

jr  4-  «'  "n<l  ■  s  ~  ^  ö     ^i>>*  Function  Ton  x  —  «/.    In  Folge  dessen  sind  u^^  my 
ft  ex 

und  u  —  ay  Functionen  rcsp.  von  x  -^  at  und  x  —  al,  d.  h.  man  kann  setsen 

a  +  /ly  ■-  9  (*  +  «0.        a  —  ay  —  —  ♦(«  —  a/) 
mithin  wird 

welche  Gleichung  die  allgemeine  Lösung  der  DifTerontialgltficbung  der  schwingen- 
den Saiten  mit  den  swei  willkOrlichen  Functionen  9  und  ^  darstellt.  Vm  die 
Form  derselben  zu  6nden,  wie  sie  dem  mechaninchon  Prohlomv  entspricht,  haben 
wir  gemäss  den  Bedinguni^en  des  Anfangssnstaiides 

2ä/-(x)  -  9(a.)  +  ♦(x) 

2r(x>  -  fpix)  -  ^'(x). 

mitbin,  nachdi>m  man  die  sweite  diefl«*r  Gleichungen  swischt^n  O  und  x  Integrirt 
hat,  wodurch 


'J' 


2  1  fix)  dx  —  9  (X)  —  ^  ix) 
0 


<p  (.r^  =.  «/•  '.r^   +  /  A'  (Jr^  '/^  .  U»  (J  )  —  "Z'  ^r)         /  A*  (.r)  */x 

0  o 

und  mithin,  ind««iii   man  an  die  Stelle  des  Argumentes  x  dir  Argumente  x  -f-  <*'• 
X  "^  at  sctst: 


x-^mt  r—ml 


Hay  —  n  [f{x  +  at)  +  f  {x  —  «/)]  +  j  F (x)  dx    -  / /'  j    i/x , 

0  o 


,v  -  »[/(■'•  +  "'^  +  /■  '        «'1 


■^•A  /''•(•^'''•'- 
t ' 


IIa  die  Zeit  i  von  0  bis  oc  und  j   von  n  h\%  I  lauft,  «u  erhält  x  +  <»'  aHc  Werthf 
von  (I  bis  40,  X  -    #//  aber  alle  Wortb«  von  —  od  bis  /.     Damit  als«»  y  und  mithin 
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auch  S-  für  alle  Werthe  von  /   gefunden  werden  könne,  müssen  die   Functionen 

qp  (£)  und  ^  (£)  für  alle  Werthe  des  Argumentes  £,  die  ersto  Ton  O  bis  oo,  die 
zweite  von  —  oo  bis  l  bekannt  sein.  Durch  den  Anfangszustand  sind  aber  die 
Functionen  f  und  F  und  in  Folge  dessen  auch  die  aus  ihnen  gebildeten  Func- 
tionen qp  und  '^  nur  für  alle  Argumente  zwischen  0  und  /  bestimmt.  Die  Aus- 
dehnung dieser  Kenntniss  der  Werthe  derselben  ergibt  sich  nun  mit  Hülfe  der 
Bedingung  für  die  Grenzpunkte  der  Saite.  Vermöge  derselben  ist  y  =  0  für 
o;  s=  0  und  o;  b»  /,   d.  h.   es  bestehen  die  Gleichungen; 

9  («0  +  ^(—«0  =  0 

«p  (/  +  «0  +  ^  ('  —  «0  =  0, 
oder,  wenn  man  a/  =>  ^   setzt s 

9>  ('  +  (?)  +  ^  a  -  ?)  =  0. 

Diese  Gleichungen   bestimmen  den   periodischen  Charakter  der  Functionen 

(p  und  ^  und  damit  den  der  ganzen  Bewegung.     Die  erste  Gleichung  zeigt,  dass 

wenn  9  (p)   für  irgend  ein  positives  p  bekannt  ist,   man  sofort  '^  ( —  q)  für  das 

absolut  ebenso  grosse  negative  p  erhält  und  dass  wenn  -^  ( —  q)  für  ein  negatives 

9,  also  für  ein  positives  Argument  bekannt  ist,  9  für  das  entsprechende  negative 

Argument  erhalten  wird,    sowie  dass  die   eine  dieser  Functionen  periodisch  ist, 

wenn  es  die  andere  ist.    Die  zweite  Gleichung  sagt  aber  aus,  dass  eine  derselben 

periodisch  sein  muss.    Denn  setzt  man  in  ihr/  —  pss  —  a^   also  ^  s»  /  -f-  <^»  so 

kommt 

g)  (2  /  +  <y)  —  —  ^  (-  <y) 

und  da  die  erste  Gleichung  hierzu 

liefert,  so  wird 

9(<F  +  2/)  ="  9  W- 

Die  Periode  von  qp  ist  also  2  /.  Dasselbe  gilt  von  ^.  Hiernach  ist  klar,  wie  die 
Reihe  der  Werthe  der  Functionen  qp  und  '^,  welche  durch  den  Anfangszustand 
nur  zwischen  den  Grenzen  0  und  /  dos  Argumentes  gegeben  ist,  über  diese  Gren- 
zen ausgedehnt  wird  und  wie  durch  die  Bedingungen  an  den  festen  Endpunkten 
diese  Functionen  als  periodische  definirt  werden.  Setzt  man  für  e  die  Grösse  aty 
so  erhellt,  dass  wenn  ai  um  2  /  zunimmt,  die  Functionen  qp  und  -^  und  also  auch 

die  Ordinate  y  und  die  Geschwindigkeit  x-  dieselben  Werthe  annehmen.    Es  keh- 

2/ 

ren   daher  nach    der  Zeit    y  =  —   alle  Zustände   der  Saite   in  derselben   Ordnung 

wieder,  wie  früher  und  macht  die  Saite  fortwährend  gleiche  Oscillationen  von  der 
Dauer  T.    Für  die  Anzahl  n  der  Oscillationen  in  der  Zeiteinheit  hat  mau  n  7*  =  1. 

also  n  =  — ,    oder  da  a»  =a  —  ist:    n^=^\y  —  .     Diese  Schwingungszahl,  welche 

unabhängig  von  der  Anfangsgostalt  der  Saite  ist,  bestimmt  die  Höhe  des  Tones, 
den  sie  erzeugt.  Sie  ist  proportional  der  Quadratwurzel  aus  der  Spannung  t. 
Da  M  selbst  proportional  l  ist,  so  wird  n  umgekehrt  proportional  dieser  Länpv 
der  Saite. 

4.    Ist  z.  B.  1^  =  F{x)  für  <  =  0  gleich  Null,  so  erhält  man 


also 


qp  {x)  =  af{x)  ,         1/»  (o-)  =  af{x) , 


XVIII.  Cup.  Dan  l*rul)l(Ui  iKt  Bcliwinircndi'ii  Kaitcn.  tKiT) 

Tl.    Wir   wollen  jutzt   dit:   frülivi    vrwähuti*   zweite    Hehaiiillun^Hwuiiir   iiiiHiTcs 

Prubleiiif  diirchnihmi.     Dio  pHrtiulli*  DifTcrciitifilfrluicliiitift  ,^^  *^  "'  p^  ^'^^  liiioiir, 

f1.  Ii.  CK  kummeii  in  ihr  «lic  DiirorcntiAlqiiuticntcn  woilür  auf  l'ott*uzoii  nuch  durcli 
Mnlliplicmtion  mit  rinrindcr  vorl>iin«1en  vor.  Kin^r  nolclifn  Differcntimlirluichmif; 
kann  man  immer  durch  oino  Kxpiinentiulfiinotion  aln  PartiiMilarltimini;  t;i*nü};vn. 
Man  jtioht  nümlich  vcrmöpro  der  EifreUHchaft  d«>r  Kxpuncntialftinction,  «ich  in  ihr(*n 

iritTtircutialquiiticnten  wieder  zu  orxeut^en ,   t*in,  daa«  y  ^^  e  der  Olcichunf; 

(Tcnüüt,  siiliald  üher  die  Confttanten  nr,  jf  ho  disponirt  wini,  dann  nie  durch  dio 
al|C«hrai8che  (tleiehiin^  ff*  =^  /«*»'   von    (»inander   ahhünpf;  find,   wie  sich  erpbt, 

wenn   man  y  ^^  r  in   die  DifTerentialf^loiehunir  einnetit.     Von   den  CSröMcn 

A,  ß  kann  über  die  eine   iiocli  weiter  verfüfrt  werden.     Setzen  wir  ß^^  j^  an  ein, 

»o    wird    die    l*artienlnrl«">Htin);   v  ^  r  und    spaltet    Kieh    in   zwei    nolche, 

nilmlich   ff  mm  e  und   y  «■  «*  Jode    von   diesen   Losunfi^en   ^enti^tt 

aach  noch,  wenn  man  sie  mit  einer  willkürlichen  Constanton  multiplicirt,  d.  h.  es 

sind  y  m^  C^e  und   tt  ^m,  r^r'  irloichfalls  Particularlösunf^n.     Nun 

Ist  aber  weiter  einleuchtenil,  daHH  nllf^omeiu,  wenn  A',  und  X^  iwei  Lösnnfreu 
sind,  auch  dio  Summe  .V|  -4"  A',  eine  Lörtunir  ist.  Dies  ist  eine  Kol^e  der  linearen 
lleachaffenheit  der  Ditrerentialfrleiehnni;  und  duK  Manirels  eines  Absnlutirliedes, 
wie  man  sofort  einsieht,  wenn  man  die  trenannte  Summe  einsetzt  Ks  verschwin- 
den dann  Cvkf  sich  die  Kusultate,  welche  aus  der  Kinsetzun^r  von  .V|  und  Xf  ein- 
zeln folfircn  würden.     Daher  ist  auch 

«ine  Litsunff.  Die  spcciellen  weiteren  Kedinfrunj^en  unneret  mechanischen  Problems 
fordern  nun  aber,  dass  für  j*  ^»  <>  und  a-  mm  l  die  Function  y  bei  jedem  Wertho 
von  t  verschwinde.  Dies  ist  in  der  vi»rliefrenden  Form  für  reelle  a  nicht  ror»|rlieh, 
wohl  aber,  wenn  n  imaffinür,  d.  h.  ß  =^  'i^  tini  fr<*ii^in"i«'»  wird.  Dann  flehen 
nämlich  die  KzponentialtrrösHen  in  t^oiiionietrirtehe  Functionen  über.    An  die  Stelle 

der  Lösunffen  #•  tn-ten  alKdann  com  a  (j*  -^  at)  -f"  i  «in  «  (j*  4!  "^^^  welche 

man  aber  selbst  wieiler   in  ihre  rei'llen  und  imapuüren  Tlieile   spalten   kann,   so 

dass  rot  «  (j-  ^  nt)  und  vrna<.r  -j^  al)   selbst  Particularliisunf^en   sind.     Die  letz 

tcren  kann  man  aber   auch  nach   der  obipMi  Hemerkuni;  durch  A<ldition  und  Sub 

trartion  combiniren.    Daher  i.^t  «in  a  (r  +  "0  +  *'"  **(■**    "   "'^  «der  «in  rf.r  r##t  ant 

rine   L(isun|r:    ebenso  rot  rt  (.r  --   iit)   —  rot  «  (j-  -J-  at)  oiler  «i»  n  i    »im  nnt.     Mul- 

tipliciren   wir   <Uo   tieideii    letztgenannten   Losunf*en    mit  C*onstanten    und   aildireii 

sie,  ni»  winl 

1/  '■"  *i»  €tx  {.-1  !'•#%  aiil  "4"  ^'  ***»  otit) 

eine  Li»bnnfr.      Sie    fienitzt   bereits   <lii'  Hi^^ensehaft ,   ilasr*  y  für   x  i»  O  bei   jedrm 

Wertho  von  t  verschwindet.    Wir  kennen  aber  ilie  fSriisse  n  ni»ch  so  wählen,  «Inss 

y   auch    für  .r  ^  t  Null    wiril.      Dies    liefert    flie    lleilinirunf;    »in  at  ^  o,    w^iraas 

^       sr       2  Jf  n  jf    ^  ,  , 

«  ■-  0,     --  »        ;'i   •        ♦  f'djrt,    sodann 

nn       /  .  nna  .,    .     pufu   \ 

if  mm  ntn  j-l.l  nu  /  -f-    /i  tin  tf 

wird.     F.ndlich   k<'»nnen  wir  hierin   zu   jedem  Wertht    von  m  immer    andere  Wertho 
der  (-onntanten  J  und  //  wühlen   und    nlb-  .<«ii  erhultenvu  I*articularl«*dunfreu  huni 
miren,  sodass  wir  unter  der  Fi»riii 


936  '  ^^^  Problem  der  schwingenden  Saiten.  XVIII.  Cap. 

_   .    nn     (  nna  ,    •     »      •    w«  A  -     o 

y  =  £sin  —  X  iA^^  cos  — —  /  +  ^n  **"  "l —  v*         n«=»i,2,...oo 

eine  Lösung  erhalten,  welche  der  Differentialgleichung  nicht  allein,  sondern  auch 
den  Bedingungen  ^  =»  0  für  x  =  0  und  x  ^=  l  genügt.  Durch  Differentiatioo 
erhält  man  für  die  Geschwindigkeit: 

dy        an  _    ,    nn     /  ^      .    nan       ,        -.  nan  \  ^     ^ 

^  =  —  2;  «n  —  j?  ^ —  nA^  sin  —j—  t  +  »^„  co«  — j—  tj,         n=l,2,...«. 

Hierin   sind  nun  die  Coefficienten  A  und  ^  noch  so  zu  bestimmen,    dass  sich  y 

dv 
und  ^    für   /  =  0  auf  gegebene   Functionen  /*  (j?)  und   Z'  (a?)   von   a:  redncireii. 

t/X 

Dies  führt  zu  den  Bedingungen: 


nn 


f{x)  =  £A^sin--x 

F  (x)  =  —r  SnB„  sin  — -  j:. 

Um  hierin  ^^  und  B^  für  alle  Werthe  von  n  =>  1,  2,  .  .  .  oo    zu  bestimmen,  ent- 
wickelt man  die  Functionen  f(x)  und  F  (x)  auf  den  linken  Seiten   nach  Sinussen 

n  T! 
der  Vielfachen  von  -y-  und  vergleicht  beiderseits  die  Coefficienten.      Unter  dem 

•  • 

Namen  der  Fourier'sohen  Reihe    kennt   die  Anaijsis   aber    nun    folgende    Ent- 
wickelung  einer  beliebigen  Function  tp  (o?) : 

(p  (x)  =  C|  sin  —  aj  +  ^«  *^'*  ~r  ^  4*  ^s  *"*  ""7"  «+••••#         0  ^  x  5C  / 


.-!> 


C„  =  -^  I  (p  {a)  sin  —j-  o  •  rftJ. 


0 

Die  Entwickelung  von  f  [x]  und  F  (x)  in  eine  solche  Reihe  Hefort  daher  sofort: 

^-  =  T  I /"  W  «'»  "r  o  '  do,        /^«  = 1  ^'  (<y)  •««  ^  a  '  da  . 

"  l  J  i  "         nan  J  '  l 

0  0 

Demnach  wird  y  dargestellt  durch  die  periodische  Reihe: 

.     .    nx        nai    ,      .     .    2  wa?        ^nai    ,       .     .     *inx         Snai     . 
y  =  Ai  Sin  —7—  CO*  — t 1-  Ai  sin  — - —  cos    ■  - —  -)-  ^,  sin  — -—  cos  -J-  .  .  . . 

,     _      .    nx    .    TTfl^    ,     ^     .     2  7tx        2nat                 .     :>  tt.t          8  w///     . 
-f-  ^1  ««  — r-  stn  — — -   -f-  ^j  .9tn  — - —  cos  ■  -r  -  -T  "i  **'^  -  -—  fo« _|_  .  .  .  . 

und  A^y  B^  haben  die  oben  angeführte  Bedeutung, 

Aus  dieser  Form  der  Lösung  erhellt  die  Periodicität  der  Bewegung  besser, 
als  aus  der  früheren  D'Al erobert' sehen.  Insbesondere  erkennt  man  leichter  die 
Oscillationsdauer.     Soll   nämlich  y  für  t  und   t  -\-  T  denselben  Werth    annehmer, 

so   muss       —  =  27t,    also    y  =  -  -    sein.      Der   Einfluss    des   AnfangszustandcJ 

spriclit  sich  in  den  Coefficienten  aus.     Wenn  derselbe  derart  ist,  dass  Coefticien 
ten  von  bestimmtem  Index  ausfallen,   so   zeigt  die   Saite   ausser   den    festen  Kn«l- 
punkten    noch    andere    ruhende   Punkte   (Schwinpfungsknotcn).      Fallen    z.    B.   alle 
Coefficienten  aus,  für- welche  n  nicht  durch  die  Zahl  m  ohne  Rest  thcilbar  ist,  so  ist 

für  die  Anfanj^sp^lieder  der  Reihe  n  =  »i   und  wird    7'=^  2  7r,    also    7"  = 

i  m     n 
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un«i  «Ho  Punkte,   für  welcbe   -   -  x  ■■  1,  2,  ...  m,  ml»o  x  ^  — ,     "     ,  .  .  ,    - 

/  mn     mn  m 

Hind  ScbwingrangsknottiD. 

Den  speciellen  KtnHuis  den  AnBchUfrs  der  Saite  durch  einen  Hammer,  durch 
fUu  rizxiciito,  dun  Hof^enstrich  u.  s.  w.  auf  den  Anfant^isuttand  der  Baite  und  die 
Bildung  der  Schwinguugsknoton,  abgeleitet  au»  der  vorstehenden  Kntwickelangt- 
reiho  ftir  ^.  0.  Hclmholtz.  die  Lehre  von  den  Tonempfindungen  8.  563  a.  f. 

6.  Die  Gleiehung   ^  ^  »  a  ^   fUr  die   LongitudinaUchwingungen  hat  die- 

aelbe  Form,  wie  die  für  dio  Transvorsalaehwingungen.    Man  erhiUt  daher  an«  ihr 

analuge  Resultate.     Dio  Conttantc  a  aber  hat  eine  etwa«  andere  Bedeutung.    £■ 

Kl  xl 

ist  a'  ■■     '    und  a*  »    ^  .    Die  Oscillationsdaner  der  Longitodinalschwingungen 

2/  '  2  / 

ist   r*  ■■     -  ,    wülircnd  die  dor  Transvorsalscbwingungen    7'  ■■  —   Ist.     Man  hat 
tt  a 

T  tt  /  El 

daher    ^«  =         =1         •      I>ic  Grosse   E,    i^elcbe   der   Klastlcititsmodulus    des 
/  a         F      X 

Systems  heisst,   int  eine  sehr  grosso  Zahl  und  daher  T  bedeutend  grösser,  als  T\ 

Daher  sind  die  Longitudinaitöno  der  Saite  weit  h(»her,  als  ihre  Transrersaltöne. 

Wir  batton  früher  die  Formel 

dx 

Aus  ihr  erkennt  man  dio  Bedeutung  tod  E,  Würde  nimllch  7*  —  t  so  gross, 
das»  die  Verlängerung  tU  —  dx  von  dx  gleich  ^  dx  würde,  so  erhielte  man 
A'  "«  T  —  T.  Ks  bedeutet  demnach  der  KlasticitÜtsmodulns  den  Zuwachs  der 
Spannung,  welcher  eine  Ausdehnung  der  Saitentheile  auf  die  doppelte  Länge  sa 
erscugen  im  .Stande  wäre.     Ks  int  daher  E  sehr  viel  gri'isser,  als  x, 

7.  Im  Vorstehenden  ist  nur  eine  specielle  Aufgabe  über  die  schwingenden 
Saitrn  behandelt  worden,  nämlich  die  Schwingungen  der  Saite  mit  twei  festen 
Kndpiiiikton.  Andere  Probleme,  welche  hierher  gchüren,  sind  die  Bewegung  eines 
Fadens,  welcher  nur  einen  festen  Punkt  oder  gar  keinen  festen  Punkt  hat,  aber 
durch  Kräfte  ursprünglich  gespannt  ist.  Auch  haben  wir  mancherlei  Kinselheiton 
übergangen,  wie  die  lUIdung  der  Wollen,  ihre  Reflexion  und  Snperposition,  ihre 
Furtpflansung  u.  s.  w.  Wir  werden  b(«{  anderen  Problemen,  bei  welchen  Aehnliches 
vorkommt,  «lerartige  Fragen  ctwan  eingehender  behandeln. 

§.  1.  Uowegung  flüssiger  Systeme.  J)i«*  Bedingungen,  welche  die 
Natur  eines  .Systems  charakteriHiren,  k<»nnon  xwfierlei  Art  sein,  geometrische 
Be<]ingiingrn  zwischen  den  Abständen  der  Systempuukto  oder  mechanische  swischen 
den  Kräfl«»n,  welche  «Ifn  Zusamm»«nhang  drr  Punkte  mit  dem  System  darstellen. 
Dat  flüsüigv  System  wird  auf  die  letztere  Art  definirt.  Man  versteht  unter  einem 
flüssigen  System  eine  continuic liebe  Vereinigung  materieller  Punkte,  der  Art,  dass, 
wenn  an  irgend  einor  Stelle  nach  irgend  einer  Richtung  hin  die  Vorbindung  mit 
dem  Systfui  aufgehoben  wird,  die  Kraft,  welcbe  dvn  Kinfluss  des  Zusammenhanges 
diirstellt  (der  Druck),  von  der  Richtung  unabhängig  ist.  Denkt  man  »ich  dnber 
durch  einen  Punkt  des  Systems  ein  ebenes  Fläcbeneleinent  gelegt,  so  wird  hinter 
denii»elben  der  Fün'fluss  der  binweggedaehten  Mas«e  durch  dieselbe  Kraft  vertreten, 
nüch  welcher  Ricbtnni:  innii  auch  das  Klement  hindrehen  mag. 

Wir  stellen  Knniiehst  die  Be»e^in;r"frleichungen  einer  Flüssigkeit  anf,  indem 
wir  eine  klein««  Pnrthie.  z  II.  «-in  kleine«  reehtwinkli;:rs  FlUsj^igkeitsparall^lepiprd, 
abtrennen  und  das  <tleielii;ewiclit  ilcr  ReactiunskrafI  mit  den  gegebenen  und  di'n 
Druckkräften  analyti».  b  darMellen.     Man  kann  verlangen,  dass  durch  dies«  Ulei- 
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chungen  die  Coordinaten  x,  y^  z  irgend  eines  Panktes,  die  Componenten  seiner 
Geschwindigkeit,  der  Druck,  der  auf  ihn  ringsherum  wirkt  und  seine  specifische 
Masse  als  Functionen  der  Zeit  gefunden  werden  können,  wenn  die  Anfangslage 
und  der  anfängliche  Geschwindigkeitäzustand  des  Systems  bekannt  sind.  Hier- 
durch würde  unter  Anderem  auch  die  Bahn  bekannt,  welche  jedes  Theilchen  be- 
schreibt. Mau  legt  der  Aufstellung  der  Bewegnngsgleichungeu  gewöhnlich  aber 
eine  etwas  andere  Auffassungsweisc  zu  Grunde,  auf  welche  sich  übrigens  die 
oben  angeführte  leicht  zurückführen  lässt.  Die  Geschwindigkeit,  mit  welcher 
ein  Theilchen  zur  Zeit  t  durch  den  Punkt  xyz  hindurchgeht  und  ihre  Compo- 
nenten können  als  Functionen  von  t  und  x,  y,  z  angesehen  werden,  indem  sie  an 
demselben  Orte  zu  verschiedenen  Zeiten  und  zu  derselben  Zeit  an  verschiedenen 
Orten  verschieden  sein  werden.  Dasselbe  flndct  Statt  bei  dem  Druck  nnd  der 
specifischen  Masse.  Hiernach  hat  man  für  die  drei  Componenten  k,  o,  «o  der  Ge- 
schwindigkeit, die  specifische  Masse  q  und  den  Druck  p  fünf  Differentialgleichnngen 
aufzustellen  zwischen  den  vier  Variabeln  x,  y,  r,  t^  durch  deren  Integration  jene 
fünf  Grössen  als  Functionen  dieser  vier  Variabeln  dargestellt  werden.  Von  diesen 
Gleichungen  ist  eine  gewöhnlich  eine  algebraische  Gleichung,  nämlich  die,  welche 
einen  Zusammenhang  der  specifischen  Masse  und  des  Druckes  darstellt,  d.  h. 
erstere  als  Function  des  letzteren  bestimmt.  Diese  Gleichung  ist  dann  dnrch  die 
Beschaffenheit  des  Systems  gegeben.  Man  unterscheidet  in  dieser  Hinsicht  zwei 
Arten  von  Flüssigkeiten:  incompressibele ,  für  welche  q  durchaus  const^nt  bleibt, 
und  elastische,  für  welche  dies  nicht  der  Fall,  q  vielmehr  eine  gegebene  Func- 
tion von  p  ist.  Die  vier  nothwendigen  Differentialgleichungen  sind  partielle  Diffe- 
rentialgleichungen zweiter  Ordnuug  und  ihre  zweimalige  Integration  würde  die 
Gleichungen  liefern,  aus  denen  man  unter  andern  auch  durch  Elimination  von  m, 
Vf  Wf  p  und  Q  die  Grössen  x,  y,  z  als  Functionen  von  t  finden  würde,  wodurch 
die  obige  Auffassungsweise  des  Pro()lems  mit  der  jetzigen  vermittelt  wäre. 

Zu  den  Bedingungen,  welche  den  Anfangszustand  ausdrücken,  treten  noch 
andere  hinzu,  welche  die  Begrenzung  dos  Systenrs  (Gefässwände ,  freie  Ober- 
flache  u.  s.  w.)  betreffen. 

Den  Systempunkt  (xyz)  denken  wir  uns  als  ein  verschwindend  kleines  P.v 
rallelcpipid  von  den  Kauton  dxy  dy y  dz,  welches  während  des  Zeitolementes  r// 
sich    um    die    Strecken    dx,    dy,    dz    parallel    den     Axen    fortbewegt.       Um    die 

Componenten  der  au  demselben  angreifeudeu  Rcactionskraft  zu  finden,  haben 
wir  seineBcschleunigungHcomponenten  — - ,  -  ,  -  -  darzustellen.  Da  w  ,  p ,  «' 
Functionen  von  o*,  y,  z,  t  sind,  so  sind  diese  Grössen 

dtt  dx  ^.   ?H  dl/  j^fhi  dz  _ydu  dv  dx  ^.?v  dy    .   ?y  dz       dv 

?x  dl  "^  ?y  dt "^  dz  dt'^'Fi'         di  di'^dy  dt'^  ?z  dt  "^  dt  * 

?^w  dx  ^^dw  dy   ,f^^v  dz^_.   ^' 
JxTt^  dy  dt  '^  ?z    dt'^dt    ' 

,        .     dx  dy  dz  .    , 

oder    da  -^r-  =  M,         -7-  =  i',         -77  =  »''  sind, 
dt  dt  at 

du  du     ,         (u     ,         ?u     ,     ?H       dv  ctf      .         ri»     ,  dv      .     dv 


u  7, 


dy  dz    ^     dt       dt  dx    *       dy  cz     ^     et 


dt  dx  dy 

dw  du)    ,       d^o    .       dw    .    du> 

dt  dx     '        dy    '        dz     *     et 

Sie   sind   mit   dar  Masse   dm  des    Punktes    drn  =  gdxdydz    zu   multipliciren    und 
stellen  danu 


will.  Cm|i  lifWcf;tiii^ii|;luiclianf^i*n  flÜMif^ur  SvHiraic.  iHÜ) 

~  Q  '^"    dxtiytiz  ,  "  ^   dt    *^'^y*^*  •  '  ^  dt    ''•^''y''" 

«lio  Compoueottti)  «ler  KuHctioDskraft  dar. 

Die  Kotallaiito  dur  ^cf;«*tu*nuii  am  Puiikto  (.r//:)  an^reifcmluii  KräfU*  werdu 
«iif  div  Kiiilifii  der  Mhnho  bc/Of^eii  und  Miiid  di<mnacb  \äm^  Fiim,  Z«im  odor 
XQtLrttytlz,  yQdxdyth^  Zgdjrtiyiiz  ihre*  (*oinpoiionten.  Itoiirhvii  wir  dm  Hnick 
p  anf  dio  KlHrhenctiiliott,  Ho  wirkt  auf  dio  Soitüiiriilclie  dydz^  wolcho  durch  dni 
Punkt  (xyz)  freht,  dt*r  Druck  pdydi  iu  der  Kichtonff  dvr  j-Axc.  Der  Druck  auf 
die  (C^geiiiihcrlieircndü  8<>iicntlHcho  dydi  dcit  unendlich  kleinen  Parallelcpipe«!« 
fj^eht  aus  dicseni  hervor,  indem  x  »ich  um  d,r  ändert,  welcher  Acnderunfj;  eine  Aen- 

derang  von  p  um  p  -  dx  entspricht     Er  ist,  da  er  mit  dem  Torigen  entge|ren|re- 

Bctxten  Sinn  hat:    ^  (/>  -f*  ^  <^)  <iydz.     Heide   PressuD((cn ,   welche  der  jr-Aie 

ex 

parallel  sind,  haben  daher  die  Resultante 

Analoff  erhalten  wir  für  die  Prossun^ren  parallel  der  y-  und  :-Axen: 

—   ,.     dxdydz         und         —   ,/    tirdydi  . 
f'y  rz         " 

Demnach  liefert  das  (31eichf>i!wicht  der  frcfTol^enen,  der  Druck-  und  der  Keactlons- 
krüft«,  die  Gleicbun|*en 

„         ?p  du  ,,        rp  dv  „        ?p  tiw 

oder  nach  KinMetsunc  der  ohi|;en  Werthe 

rt  Q    f*x 

ft  Q    fy 

M«       +1»  -fir^4-  =-/   — 

ff  9    '^  • 

Zu  divbcn  (thMchun^en  tritt  eine  weitere  hinsu,  welche  die  Aen<leruii|;  d«*r  n|K'ci- 
risrhen  Massf  an  der  Stelle  (xyz)  wilhrend  des  ZeitoIemfUte»  entwickelt.  Man 
rrhält  dimclbr,  indem  m.in  die  Mj|«se  lM>Mtiuimt,  welch«  in  das  Vulumenelement 
djrdydz  an  iIit  frairlichen  Stelle  während  des  Xeitelementen  dt  eintritt  und  ilieselbu 
durch  das  Volumenelement  selbst  dividlrt.  Diese  MaHse  settt  sich  aus  dr««i  Theilen 
Sttsammen.  Durch  die  Sfit(<ntlUche  dydz  tritt  parallel  der  j-*Axe  mit  drr  ( Geschwind i|r* 
keit  M  die  MasHu  gdydz  -  udt  ein,  indem  wühreitd  dt  susammenhilntrenil«  Masse 
am  die  Strecke  dx  «^  udt  fortrückt.  (Ileichxeitif;  aber  tritt  durch  die  ifrifenüber- 
lieirende  SfitenfUche  Masse  aus.  Man  erhält  dieselbe  aus  der  vcirif^m,  indem 
man  x  um  dx  lunehmen  lilsst,  denn  diese  auntretende  Masse  ist  die,  welche  in 
das  anstossende  Volumenelement  eintritt,  welcbr»  der  Abscisse  x -\' dx  rntspricht. 

Die   austretende  Masse   ist   daher   dydz  (m0  +  )  dt.     Die  Diffrrcni  swischeo 

\  f  ,r  / 

ihr  und  der  vorif^en  Masse    ^iht   die   in   dem   Zeitelenionte  dt  erfulffte  Aenderuns 

Jivt  Masstf  des  VfdumenelfmentcH  in  K«>lfre  eines  MnsiteniMn-  und  Austritts  parallel 

der  x-Aie  an,  nikinlich  —  da  dydzdl.     A«  liiilichi!   Ausilrürke   erhält  man  für 

die  Massellander un^Ti-n  bfxÜKlich  der  y-  und  :    A&c*,  Uiimlicb 


~?x 

+ 

?u 

ry 

,          tu 

+ 

rx 

+ 

f'r 
fi  -  - 

ry 

+ 

tu* 

rx 

+ 

f  H' 

^y 

rz 

+ 
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_  ?^)  'dxdydzdt,        -  ^  dxdydxdt 

und  die  Summe  aller  durch  dxdydz  dividirt  gibt  die  Aendemng  der  Bpeeifischen 
Masse  an  der  Stelle  {xyz)  nach  t^  d.  h.  ~  di.    Nach  Division  mit  dt  hat  man  da- 

Ol 

her  die  Gleichung: 

(2)  ^^  +  ?^  +  ^)  +  ^)^o. 

et         cx  dy  dz 

Die  totale  Aendemng  der  specifischen  Masse,  welche  beim  Uobergang  des  Massen- 
elementes von  der  Stelle  (xyz)  zur  Stelle  {x  +  rfa?,  y  +  ^y?  *  +  dz)  im  Zeitele- 
mente ^erfolgt,  würde  sein 

__  (dQ  dx       dg  dy    ,    dg  dz    .    dg\    .. 
"^-^di+Fydi+dzdi  +  dr)'^' 
und  die  totale  Dorivirto  von  g 

dg        dg        ,    dg       .dg        ,    dg 

Für  die  incompressibeln  Flüssigkeiten  ist  ein  g  =>  const. ,  mithin 

dg       i    dg       .    dg        .dg        ^ 

und  wenn  man  mit  Hülfe  dieser  Rotation  die  Gleichung  (2)  nach  Ausführung  der 
Differentiationen  reducirt ,  so  wird  sie  ersetzbar  durch : 

du     i    ^vf    .    dw  ^ 
dx'^dy'^  dz  '^'^' 

Man  hat  daher  für  die  incompressibeln  Flüssigkeiten  als  Differentialgleichungen 
der  Bewegung  die  folgenden  fünf: 

rn     .        du     .        nt      .    dn  „  1    dp 

rx    '       cy  cz     '    dt  g   dx 

dv  .  dv  .       dv  .  dv  -.         l  dp 

dx  '  dy            dz  dt  g  dy 

dw  .  dw  .       dw  ,  dw  „         1  dp 

dx  dy           dz  *  dt  g  dz 

dx'^    dy  '^    ai  """ 

cx  dy  dz    '    et 

Die  Integration  derselben  gibt  ?/,  «,  t/?,  9,  p  als  Functionen  von  or,  y,  z,  /.  Eli- 
minirt  man  zwischen  den  Integralen  dieses  Gleichungssysteras  g  und  /?,  so  erhält  mao 
noch  drei  Gleichungen  mit  m,  v,  w,  j?,  y,  2,  /,  welche  mit 

dx  dy  dz  .       .  ,      ,  ,.         , 

~n  ^^  ^  *  /     "^  ^  '         T/T  ^^  ^  verbunden  nach  abermaliger  Integration 

die  Coordinaten  als  Functionen  der  Zeit  geben. 

Für  die  comprossibelen  flüssigen  Systeme  muss  noch  eine  Definitionsglei- 
chung gegeben  sein,  welche  einen  Zusammenhang  zwischen  dem  Druck  und  der 
spocitischen  Masse  licrstcllt,  z.  B.  p  ==  (p  ig).  Für  solche  »Systeme  gelten  die  drei 
vorstehenden  Bewegungsglcichungen  ebenfalls,  die  vierte  und  fünfte  dagegen  sind 
zu  ersetzen  durch  : 

dt  dx    ""     dy   '        cz 

P  =  9  (q)  • 
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(.  3.  Otcillmtorisclie  nfWC(^iiiiK  einer  olm  titclien  F  lüssigkeit. 
Es  sei  p  nrsprtini^lich  constant,  p  »  r,  die  iinssertn  KrKftc  X,  J',  Z  seien  NaII, 
die  Flüssigkeit  in  Kühe  und  es  werde  nun  zur  Zeit  i  mm  0  in  der  Flüssigkeit  eine 
kleine  Str>ning  Torgenomnicn.  Zu  irfrend  einer  Zeit  i  wird  dann  p  Ton  r  nm  eine 
kleine  %*crHnderliclie  Grüssu  rerschiedfu  st-in,  nftmlich  p^r  (1+ä).  l>cr  Factor 
a  heisst,  je  nachdem  er  positiv  oder  nei^ativ  ist,  die  Condcniiation  oder  Dila- 
tation sur  Zeit  /.  Man  bat  dann  p  mm  q,  (q)  mm  tp  {c  -{■  ra)  und  erhiilt  für  die 
erste  Bewegunt^sglcichung,  da  u.  r,  w  wef^en  der  Klein)u*it  der  Störung  fortwHh- 
rend  klein  sein  worden,  abgekürzt: 

ht     .  r  '  /      i       \      f '         .k 

+        I      -   W    ir  -f-  ch)  '  —   ■■  0 
f/     •    I    -f  r«  ^    ^      ^       '      f'j' 

oder  wenn  man  ip'  (c  -f  r«'.  und        ,         niicli  Potenxm  von  m  entwickeil   und  di«* 

r  +  CM 

Glieder  mit  m  tilgt: 

rv     .       .  .  .      r# 

Da  der  Druck  und  die  speciti^clio  Masse  gleichzeitig  wachsen  und  abnehmen,   so 

ist      "   ca  qp'  (p)  für  p  :»  f  poHitiv    und   wenn   wir   diese  Gr<isHe   daher  mit  /i*  he* 

seii'hnen,    die   Rechnung    für    alle   C*oordinatennxcn    durchfiihn'n    und   bchufn    der 
vierten   der  Gleichungen   des  §.  2.   berücksichtigen,    dass  vp  ■»  wr  -|-  urs   wi'gen 

der   Kleinheit   vcm  m    und   m  sieh   auf  wr  reducirt.  also  =^  c        ,     •  •  •  int,  so 

erhalten   wir   für   die   oscillaturisi-he  Ilewegung  ilcr  flaut isehen    Flüi»sigkeit   unter 
den  angegebeneu  Bedingungen  die  Gleichungen : 

ti 

( I» 
(t 
ty 
vi 

fM 
(t 

f  —  V  (p).         p  «  r  (1  +  #), 
Die  Integration  dieses  GleichungpiKyiiteniH   mit  l<üclc«ieht    auf  den   Anfangnzuntnnd 
und  dii*  Hedingungeii  an  den  (tmixen  den  Sviitenis   »o|lc*n  wir  in  einigen  pperielleii 
und  dann  auch  für  den  allgemeinen  Fall  ausführen. 

§.  4.  Die  elastische  FlÜMHigkeit  erfülle  einen  nach  beiden  Sei- 
ten  unendlich  langen  rjrlinder  von  beliebiger  Form,  die  Störung  des 
Gleichgewichts  sei  mo  he Hch äffen,  dann  alli*  Punkte  eines  cur  (*vlin* 
deraxe  senkrechten  t^uersehni  tteit  gleiche  (Seiichwindigk  eilen  pa* 
rallel  der  Aze  und  gleiche  Cikudeniiat if»n  besitzen.  Welche  Bewegung 
erfolgt  in  ilem  Synteme  und  wie  ixt  die  Kondensation  in  demselben 
bescbaffeuV 

Die  Aze  des  Cylinders  «ei  iliu  j*-Azv;  nur  in  ihrer  Kiehtung  erfolgt  Be* 
wegang,  nicht  in  di<n  Richtungen  der  .v  und  xAxen.  Die  ganze  Bewegung  hiingt 
blos   Voll   zwei  Variahein    x.  /  ah;   y   und    :    «in«*!«  Punktes  lindern   nieh    niebt,    r 

ond  v,     -     und  ^ind    Null;    s    h.ingt    nicht    \iin    u    uuil    :    ab,    vn    ait    mithin 

4  t  et 

IM  0  unti  bleiben  uns  blos  die  Gleichungen: 


-1-    //»           -T  0 

+    ,1»   "    ^  0 

■^  fx  "^  /'v  "^  dt 

-==  0 

^ 

r» 

=-  0, 

Vif 

€*Z 
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^  +  fl«  g^  =  0         p  ==  9  (p)  II  =  /•  (ic) 

und  Tür  £  =  0 , 

von  denen  die  letzteren  ausdrücken,  dass  die  Geschwindigkeit  und  die  Condensation 
für  <  =  0  sich  auf  gegebene  Fanctionen  f  (x)  und  F  {x)  rednciren  sollen. 

Um  u  uud  s  als  Functionen  von  x  und  /  zu  bestimmen,  könnte  man  aus  den 
beiden  ersten  Gleichungen  je  eine  dieser  Grössen  eliminiren;  indem  man  beide 
Gleichungen  nach  einer  Variabcln  x^  t  differentiirte  und  beide  dann  von  einamler 
subtrahirte.  Indessen  gelangt  man  kürzer  durch  Auflösung  von  Particalarlüsungen, 
die  den  simultanen  Gleichungen  genügen.,  zum  Ziel.  Die  lineare  Beschaffenheit 
und  die  constanten  Coefficienten  derselben  deuten  hinreichend  an,  dass  ihnen 
Exponentialgrössen  genügen.     Wir  setzen  also 

Die  Einsetzung   dieser  Grössen   liefert  für  die  Constanten    or,    ß,    /,  m  die  beiden 

Bedingungen 

la  +  mßa^  =  0  ,         ma  +  /(J  =  0  , 

so  dnss  von  diesen  4  Grr>sscn  noch  zwei  willkührlich  bleiben.      WUhleii  wir  hiezo 
ß  und  /,  so  folgt  a  =  -^  aß  ^  m  ^  ^  —  und  werden  also 

a 

Indem  man  nun  eine  Reihe  von  Wcrthen  ßj ,  ßi  •  •  •  -  annimmt  und  ihr  eine  Reihe 
von  Werthcn  /j,  1%    -  •  -  zuordnet,   dass  jedem   ß^  ein    bestimmtes  7,-  zugehört,   er 

hält  man  eine  Menge  von  Particularlösnngen,  aus  welchen  mau  auch  die  roll- 
stiindige  Lösung  würde  zusammensetzen  können.  Indessen  bedarf  es  nur  einer 
kleinen  Uebcrlegung,  um  diese  sofort  in  weit  bequemerer  Gestalt  aufzufinden. 
Das  Genügen  der  Exponentinlfunction  beruht  nämlich  darauf,  dass  sie  in  ihren 
DifTcrcntinlquoticntcn  sich  wiederholt  und  vermöge  der  linearen  BeschMffcnheit  der 
Differentialgleichungen,  die  keine  Absolutglicder  besitzen,  herausfällt,  so  dass 
blos  algebraische  Beziehungen  zwischen  den  Constanten  übrig  bleiben.  Dasselbe 
leistet  aber  auch,  da  blos  Diircrcntialquoticnten  gleich  hoher  Ordnung  vorkommen, 
jede  Function  von  x  -j^  at.    Man  überzeugt  sich  sofort,  dass 

u  =  'iff  {x  ±  at)  ,         «  =  T  —  V'  t^  ±  «0 

genügen,  indem  man  ^  =  ±^  arp' {x  ±  «/)>  ^  =  '^'i^  ±  '^O»     r.   =  —  rp\x  ±  at\ 

Ol  C/X  f.  €■ 

r'Ä         _    1 

—  =  H 'iblx  +  at)  einsetzt.     Der  doppelten  Zeichen  wegen   erhält  man  nher 

Cx  a 

zwei  Lösungen : 

u  =  tp  {x  -\-  at)  u  =^  %  (x  —  ot) 

und 

a  =  -^         ^  ix  A-  at)  s  =  —  2  (a:  —  at)  , 

a  n 

indem  man  zugleich  eine  andere  Function  i  statt  i/»  wählt.  Aus  beiden  bildet  man 
nun  aber  durch  Addition  die  allgemeine  Lösung  mit  2  willkülirlichen  Functionen 

M  =  -^  (o;  +  «0  +  Z  (^  —  at) 

^   ^  ~    a    ^  ^^  "^  ^^^  "^    n    ^  (^"^  ~  ^^^  ' 
Man  kann   zu   dieser  f^orm   der  Lösung   auch  gelangen,   indem   man  .r  -|-  ^z  =  i, 
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X   -^  iii  ^  ß  aU  ncnc  Variabclii  in  die  I>in'orpiitiAl|;lvic)iuiif?«*ii  cinfniirt.     Man  Imt 
nHmlich,  da  l  und  fi  Functionen  %on  .i-  und  /  rtind : 

f*M       (fm   f'l    .   t%    (hu  f'»  f'u        ^'w       f'H   f'l       ru   f'n       <**    ,    t't 

Ci        fl    (t    *    f>   <'l  fl  fn        ('.I-       rl    tJ-       f>   rJ-       rl        <> 

f*t  (ft  1^*       ir«        r«    ,    r«         ...     .,.   ^...  ,.  A      1    •  I      •      i. 

.-    a.«         —  <j      ..       ..     ^     ,  +  .       und   die  Kinfulirunt;   diencr  Au.iilrurKe  in  die 

DilTeruntialffleicliungcn  ertheili  dienen  die  Kurni : 

f  {u  +aM)  _    r{u  —  *im)  ^    ^^  t'(u  +  ttä)         r{u  —  #1«)         ^^ 

ri  r>  ""      '  rU  ^  r>i 

llierauH  fol|;t  weiter 

/  (m    +     um)  ('(u    —    tIM) 

rl  iß 

Mi  daaä  also  m  -j-  a*  Function  blutt  von  ß,  u  —  «i«  IdoM  von  l  iMt.    Srtit  man  aIiki 

M    +    «*    =     X(^)  M    —    "«    =-     ♦(*). 

»(»  erg^ilit  rtich 

welebon  nneli  KeHtitution  von  1    -  .i    -|-  tif  ^  u   -^  .i         al  dif  ulMi.'e  Form  ipt. 
t.   Die  unliekitnntm  Funetioncn  ^f  und  2  >»  *!•*'  nllircmeiiien  LüHung* 

«  —  ^(x  +  «/)  +   |(x  -   11/).         «   -     -      *   ♦(•r  +  «/)  +    ^^^  Z(J'         'iO 

wenlen  nun  durch   die  ncdinfruii^'eii   «leii  Anfani^iizniilanileii   lirnlimmt.     liieiien   tn 
fiflKo  int 

woraus 

♦  (x)  «   lA^)  -   l*/A-(.r).         xW  -   lA^)  +   1«A'(') 

folfi^t,  und  mithin  unsre  l.!*Minf;  voIlstHndi):  Ite^timmt  iitt,  nUnilieh 

Darcli  dieMf  Forro<'ln  wird  die  <M*(ieliwindi|;keit  m  nml  die  ("oiideniiation  »  al«  Funr 
Uonon  von  ^,  I  boAtimmt;  nie  hiin(r(*n  von  dor  Natur  iwcier  Functionen  f(x)  uml 
F{x)  ab,  wclehe  den  aiifflnf^licbofi  (Joiicbwindif»keitiiiu<t(%nd  und  die  nnfiingliche 
Coodeniation  danitcllcn.  Diei«  Functionen  müiitien  bei  dem  bciderneitii  uncndllcb 
lanffcn  Cjtindcr  für  alle  Wertbt*  vt»n  x  (gegeben  lein ,  können  aber  IHüContinuititm 
beaitten.'  Wir  wollen  hier  aber  jottt  Hpecirlle  Annahmen  machen. 

3.  Kl  werde  der  uripriingliche  UlciehgewichtMUstand  nur  innerhalb  tiep  Ui«um«*ii 
von  X  »  —  u  biH  x  ^  -{-  u  geitürt,  so  das«  m  ■»  [{t)  and  §  ^  ^\x)  für  I  »«  o 
an  allen  Stellen  x  ^  a  uml  x  <^  —  a  die  Wertho  Null  haben,  während  sie 
■wischen  —  u  und  -f-  «<  im  Allgemeinen  nicht  Null  sind. 

Für  einen  Punkt  j-  ^  »,  der  ausserhnlb  des  Krregiingsraamcs  Hegt,  ist 
X  -^  mi  "^  m,  mithin  worden  für  ihn  f{j-  +  tU)  und  F{x  +  «>')  Null  an«l  bleiben 
in  H  und  «  bloa  iwei  Glieder,  nümlich: 

m  -  \r{x  -  «/)+   \ny{x  -  «D,         »    -     ]    i(x  -  at)  +   \F{x  -  «1). 

Der  Punkt  x  ist  anfangs  in  Huhe.  da  fUr  ihn  für  i  ^  o,  /(jr)  —  /'(')  *  0;  mit 
wachsendem  t  nimmt  aber  x  al  ab  und  sobnbl  es  gleich  a  wird,  htiren  die 
Functionen  A  ^'  *vf  Null  tu  sein  und  erlangen  h  uu«1  •  Werthe,  welche  von  Nnll 
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verschieden  sind.    Die  Zeit  ^i,  fiir  welche  der  Punkt  seine  Bewegfung  beginnt,  folgt 
demnach  ans  der  Gleichung  x  —  at^  ^=b  a  und  ist 

X  —  a 
t*  =5 • 


'  a 

Im  weiteren  Verlauf  von  t  nimmt  aber  x  —  at  bis  —  «ab,  und  dann  verschwinden 

wieder  f  und  /' und  folglich  auch  u  und  «.   Für  die  Zeit  t^^  welche  aus  x  —  at^  =  —a 

folgt,  nämlich 

X  +u 

kommt  der  Punkt  x  wieder  zur  Ruhe.     Die  Dauer    seiner  Bewegnng    ist   daher 

't  —  ^1  ="  -    *     Sie  ist  proportional  der  Länge  des  Erschütterang^sranmes. 

Für  zwei  Punkte  or,  x'   ausserhalb   des  Erschütterungsraames  auf  der  Seite 
der  positiven  a;-Axe  sind  die  Zeiten  /,  t*,  zu  welchen  sie  die  Bowcgung  beginnen: 

/'  =»  f  jt  **      /  =  ^  "t  -  und  stellt   die  Differenz  t' ^  t  =  '^_ZL5  ^je  Zeit  dar. 
a  a  a 

während  welcher  sich  das  Phänomen  von  dem  dem  Erschütterungsraiimc  nHlier 
liegenden  Punkte  x  bis  zu  dem  entfernteren  x'  fortgepflanzt  hat.  Dieser  Zeit- 
unterschied ist  proportional  dem  Abstände  x'  —  x  beider  Punkte.  Für  /'  —  / 
gleich  der  Zeiteinheit  wird  x  —  x  =^  a.  Die  Constante  a  stellt  also  die  Strecke 
dar,  um  welche  das  Phänomen  in  der  Zeiteinheit  fortschreitet.  Sie  heisst  die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit. 

Es  sei  X  ein  Punkt,  in  welchem  das  Phänomen  zur  Zeit  i  beginnt,  x  ein 
solcher,  in  welchem  es  zu  derselben  Zeit  aufhört.  Für  beide  bestehen  zur  selben 
Zeit  die  Gleichungen  x  —  at  =^  a^  x  —  «/  =  —  a.  Hieraus  folgt  x  —  x'=  2« 
für  die  Länge  des  I?aumcs,  welcher  zur  Zeit  /  sich  in  Erschütterung  befindet. 
Er  ist  ebenso  lang,  wie  der  anfängliche  Erscbütterungsraum.  Er  rückt  scheinbar 
fort  mit  der  Geschwindigkeit  a  und  wird  die  Welle  genannt. 

Aus  den  Formeln  für  u  und  s  ergibt  sich  noch  m  =  ««,  d.  h.  die  Geschwin- 
digkeit ist  der  Condcusation  proportional.  Da  a  positiv  ist,  so  ist  u  positiv,  wenn 
s  positiv  ist,  d.  h.  wenn  Condensation  stattfindet,  dagegen  ist  u  negativ,  wenn 
Dilatation  eintritt.  Der  Systempunkt  oscillirt  also  immer  nach  der  Seite  hin,  nach 
welcher  Verdichtung  des  Systems  stattfindet. 

Nehmen  wir  den  Punkt  x  jetzt  ausserhalb  des  Erschütterungsraumes  auf  der 
negativen  Seite  des  x  an,  sodass  a:  <  —  a.  Hierfür  ist  x  —  ni  stets  kleiner 
als  a,  daher  fallen  in  den  Ausdrücken  für  m  und  s  jetzt  die  Qlicder  aus,  welche 
f{x  —  al)  und  b\x  —  aC)  enthalten,  da  die  Functionen  /'  und  F  für  alle  Argro- 
mentc  kleiner  als  —  a  Null  sind.     Demnach  wird 

u  =  \f{x  +  ai)  —  \aF[x  +  «/),         ä  =  —    ^^^^  [{x  +  at)  +    \  F{x  +  al). 

Es  ist  hier  w= —  aSy  so  dass  die  negative  Geschwindigkeit  dieselbe  Rolle  Fpielt, 
wie  oben  die  positive. 

Für  X  -\-  al^   =  —  «  und  .r  +  id^  =  a  ergeben  sich  die  Anfaii^rs-  und  tlud- 

zeit  für  die  Bewegung  des  Punktos  x^  nämlich  /|  = IT---  ^  /^  =  —  __  , 

"  ti 

sowie  die  Dauer   der  Bewegung  l^  —  'i  =   -      wie  oben. 

Ebenso  erliiilt  man  für  zwei  Punkte  a?',  a-,  in  denen  das  Phänomen  aber  an 
fängt  und  aufbort  x  -\-  al  =  —  a,  x  —  at  ^=  a.  Die  Gleichung  x'  —  .t  =  *Ja  zel^. 
dass  auch  nacb  der  negativen  Seite  des  x  eine  Welle  von  der  Läncre  2cr  fort- 
schreitet. 
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FUr  oiDi-ii  l'iuiki  X  innerliAlh  <loti  KrschUttorunf^iirauinofi,  d.  li.  ftir  -  a  <^  .r  <^  « 
ist  (Iah  PhiinomeD  coniplicirter,  indem  dort  jene  beiden  Ulieder  in  m  und  §  nicht 
nuiifallen.  Um  zu  bestimmen,  wann  durtselbst  die  (ioscbwindififkeit  nnd  di«*  Con* 
densHtion  Null  worden,  niuss  man  für  die  einzelnen  (SlitMler  die  Zoit  des  Ver- 
•chwindons  untersurben.    Für  zwei  (fliodor  tritt  dies  ein,  Hubald  j:  -{-  ai  ^  a,  also 

/   -■ ,   für  die    beiden   andern,  sobald  x  —  «<=»  —  a,   d.  h.  !■■ 

a  41 

wird.     Fiir  dio   f^rösate   von   beidun   Zeiten   verschwinden   alle   vier  Glieder,   also 

auch   H   und  «.     Diese   Zeit  biingt  von  der  Orüsse   a   und    der   FortpHanzuni^l^e- 

flchwindigkeit  a  ab. 

Kuler  warf  die  Fra^e  auf,   wie  es  komme,  dass  ans  dem  Anfauf^zustande 

swei  Wellen  bervorj^eben,  von  denen  die  eine  nach  der  positiven,  die  andere  nach 

der  nei^ntiven  Seite  des  x  fortschreitet,  dass  aber  nicht  zu  jeder  Z«sit  aus  dem  zu 

dieser   stattfindenden  Zustand»  zwei  solche  Wellen  hervorgehen.     Au  sich  hat  der 

Anfanf^sustand   nichts   voraus  vor   dem   Zustande,    welcher  zu    irji^end   einer  Zeit 

I   stattfindet.      Kr    erklärt    diesen    Tnistand    so,    dass   ausserhalb    des    Hrrej^ungs- 

raumes   m   und  «   eiue   solche   Desiehung  haben,    dass   eine   Welle   ausfällt;    diese 

Ileziehunfi^  int  n  =-  um  und  m  •»  —  um.     Uebrigens  kann  mau  den  Anfangüzuatantl 

so  in  z^ei  AiifangszustÜndr  spalten,   dass  der  eine   von   ihnen   nur  die   eine,   der 

andere   nur   die   andere  Welle   zur  Folge   hat.     Der  Satz,   mit  Hülfe   dessen   diess 

mitglieb   ist,    heisst  der  Salz   von   iler  Superposition   oder  (Koexistenz    der 

llewegungen.     Kr  lautet  fulgendermassen. 

Wenn  aus  einem  Auf angszustande  h  t^  f^{jL'),  s  <»  /'|(x)  für  die  (ie- 
seh  windigkeit  und  die  (-ondensation  zur  Zeit  /  die  Fanctiouen  «i  und 
S|  folgen;  wenn  ferner  ein  zweiter  Anfangszustand  v  «"/§(•<') t  m  >=»  y^[x) 
für  die  Uesehw  indigkeit  und  Condensation  zur  Zeit  t  die  Functionen 
■f  nnd  Jt^  tTgibt  und  man  führt  nun  einen  A  nf angszustand  m  '="Ai(«>*)dlA(>'')i 
s -^  A',(.i)  ;J3  At'.f )  ein,  dessen  (teseh  w  indigkeit  und  Condensation  dureh 
die  al  gebraiHcheii  Sunnueu  der  (}esch  w  indigke  i  ti>n  und  dindunsatio - 
Den  jener  beiden  A n fangszustKiid«*  gebildet  wenlen,  so  folgen  aus 
diesem  dritten  Anfangssustaude  zur  Zeit  /  für  die  Geschwindigkeit 
M,  und  (Kondensation  «|  die  Functionen  u^  *-»  m,  ^  m^,  'i  =^  «i  it  't* 
cl.  h.  die  algebrainchen  Summen  aus  den  Functionen,  wclelio  diese 
Griimvn  für  die  eiuiielnen  llewegungen  darntullon. 

Denn  h,  und  «3  gflien  aus  fi^j-)  -;[  /f(<'''  und  A'i(x;  -|-  A*f(x)  hervor,  indem 
man  in  den  Formeln  Nr.  2.  diese  Summen  an  die  Stelle  von  /(x>  uml  A\j )  treten 
lasst.  Dailureb  erliHlt  man  aber  je  H  (Jlieder,  von  welchen  nach  ileniielben  For 
mein  die  4  einen  ilie  Gri'snen  h  uml  m  biblen,  welehe  man  durch  F.inführnng  von 
/',(.! )  und  A'iCi  )  an  die  Stelle  «ou  f{.i)  und  A*(.i )  erhiilt.  während  die  4  andern 
•leui  hinsetzen  von  fti.J')  und  A',(.i  >  entsprechen. 

M-in  kann  nun  den  oben  zu  <trunde  gelegten  Anfanghzustand  n  -^  AU/« 
M  —  ^'{jr,  auf  mannigfaehn  Weii«e  in  zwei  AnfaugH/untämlr  /|(j  1,  A*|(j)  und  ff\x\, 
/|(jj  zerlegt*!!,  siNlass 

■at,  innbeiionderi'  mo,  d.'iHH  /tueh  fiir  /  ~  O  die  Ketationi'n  m  «^  tit  uml  m  ^  -  lU, 
il.  b.  /*!  .1 )  -  «/',■•''  ""'^  /t("'"'  -  —  "'1  •*"'  wird.  Sidiabl  •lim  aber  der  Fall  ist, 
•o  fallen  in  dem  lleweguncnzu^^tande  /|.  A,  /u  alten  Zeiten  uml  nn  allen  Orten  in 
den  Ausditicken  fiir  u  und  m  zwei  <ilieiler  au«  un<l  Mehreitet  mitbin  nur  eine  Well« 
im  poaitiven  Sinne  der  j  -Ate  fort.  Kbenila<««ielbe  gilt  für  den  liewegungsiuiititnil 
/tt  ^'t  *^*"'  liefert  derselbe  nur  eine  Welle,  Welehe  im  negativen  Sinne  ft»rtsehreitot. 
Srlirll,  liHsiiir  i|.  Im«,  u,  iI.  Kf  irir.  Ii() 
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Im   Erschütterungsraume    legen    sich    beide  Wellen    übereinander.     Die    fragliclie 
Zerlegung  des  Anfangszustandes  ist; 

fti^)  =  i/"W  +  -^^  W        ^-.W \afix)  +  \F{x)  . 

4.  Nimmt  man  an  zwei  Stellen  im  Cylinder  Störungen  des  ursprünglichea 
Gleichgewichtes  zugleich  vor  zur  Zeit  /  =  0,  so  kann  man  den  Anfangrgzustiiid 
in  zwei  andere  zerlegen ,  in  einen ,  für  welchen  an  der  ersten  Stelle  Erschüttenrng 
stattfindet,  während  an  der  zweiten  Stelle  u  und  <  Null  sind  nnd  einen  zweiteo, 
für  welchen  derselbe  bezüglich  der  andern  Stelle  eintritt.  Jeder  der  beiden  An- 
fangszustände  veranlasst  zwei  Wellen,  von  denen  die  eine  nach  rechts,  die" andere 
nach  links  fortschreitet.  Diese  Wellen  kreuzen  sich,  gehen  aber  dann  ungehindert 
weiter  fort,  ohne  sich  zu  stören.  Nur  an  der  Kreuzungsstelle  complicirt  sich  du 
Phänomen. 

§.  6.  Der  Cylinder,  in  welchen  die  elastische  Flüssigkeit  ein- 
geschlossen ist,  erstrecke  sich  nur  nach  einer  Seite  ins  Unendliebe 
und  sei  nach  der  anderen  Seite  durch  eine  zu  den  Erzeagnngsliniei 
senkrechte  Ebene  geschlossen.  Welche  oscillatorische  Beweguof 
folgt  hier  aus  einem  gegebenen  Anfangszustande? 

Zu  den  Bedingungen  des  Problems  in  g.  4.  tritt  hier  noch  die  hinzu,  dui 
an  der  Grenzwand  die  Geschwindigkeit  fortwährend  Null  ist.  Nehmen  wir  diese 
Ebene  zur  ^z-]^bene,  so  sind  die  Bewegungsgleichungen: 

d»    ,  du        ^  für  t  =  0,        «  =  0  für 

Die  Functionen  '^  und  %  der  allgemeinen  Lösung 

u  =  -^(j?  +  at)  -f-  %{x  —  öO,         «  =  —   —tp[x  +  at)   -f-      -  i{a:  —  at) 
bestinunen  sich  durch  die  Bedingungen 

namlich: 

m 

Es  sind  aber  f{x)  und /'(^)  "^^  für  positive  Argumente  gegeben,  da  die  negititt 
Richtung  der  o^-Axe  nicht  dem  System  angehört;  es  sind  also  auch  ift  und  %  Mos 
für  positive  Argumente  bis  jetzt  bestimmt.  Die  Function  ip  wird  auch  nur  fo' 
positive  Wertbe  jc  -\-  at  für  w  und  s  in  Anspruch  genommen,  das  Argument  x  — *' 
in  X  aber  kann  negativ  werden  und  müssen  wir  also  diese  Function  auch  füi 
negative  Argumente  kennen.  Hierzu  dient  die  letzte  Bedingung.  Vermöge  der 
selben  ist  tp{al)  +  3j(—  at)  =  0 

oder  Zi—Q)  =  —  ^(q)* 

wenn   man    at  =   q  setzt.     Für    negative   x  —    at   ist    mithin    ^(^  —   ^)  ^^^^ 

—  xp{at  —  x)  zu  ersetzen.     Unsoro  Formeln  spalten  sich  nun   folgeudermasseo: 

Für  X  —  ß/  >  0:  für  o;  —  ö^  <C  0: 

"  =  ifi^  +  ö/)  —  y  F(x  +  at)  u  =  if{x  +  at)   —   '--  F{x  +  al] 

+  -iA(w  ~  at)  +  ~  F{x  -  at)  -  lf{at  -  x)  +  -^-  F(at  -  x; 


XVIII.  ('Ap.         OücilUt.  DcwLXUiif;  in  hoiilcMeiU  bo^^ronsU^m  CyliiMer.  !I47 

#  —        2a ^^"^  "^  '"'  "^  ^''*^  ''^  "''         «  ■==  —  20^'*^  "^  **''  "^   '^'*'    "^  '"• 

+  .»^/"«-^  -  «0  +   i^  •;.'•  -  tf^'  -  J^AM  -  J)  +   1^'«/  -  *)  . 

Wir  wollen  aniiehm^ii,  et  liiitU*  flic  KrHrliütteriiiifi^  zur  /vit  /  ^  u  nur  inner- 
halb cinci  beRtimmton  Kaumc»  fltntt,  »u  iIash  innerhnlb  «leisclbrn /"  und  /*go|i^ebcne 
Wcrihc  bciitzcnf  aatierliAlb  deMvll>en  Null  »ind.  Pa  für  ncf^tive  x  diese  Func- 
tionen nicht  gegeben  lind.  so  kann  man  «ie  hierfür  bclicblfp  definircn.  Die  Ver- 
l^leichung  der  vorstchendrn  Ausdrücke  zeigt  nun,  dass  sowohl  diu  beiden  Werthe 
für  H,  als  auch  die  für  m  sich  in  einen  lusamnicnfasscn  lassen,  wenn  man  f[x) 
nnd  A*(x)  so  delinirt,  dass 

/•(—  x)  —  —  fix)  und  /'(-  x)  —  h\x). 

Die  Bedeutung  dieser  Definitionserweiterung  ist  folgende.  Wir  wollen  nns  einen 
nach  beiden  Seiten  unendlich  langen  Cvlinder  denken  und  in  dem  elastisch  Hüssigen 
Medium,  welches  ihn  erfüllt,  eint*  Störung  des  Gleichgewichts  vornebmeu,  so  dass 
•af  der  Seite  des  positiven  x  die  anfilngliche  Geschwindigkeit  un^l  Cunden^ation 
durch  die  Functionen  f[u)^  ^'l-^)  angegeben  werden,  welche  aber  nur  innerhalb 
eines  gewissen  Hereichrs  von  Null  verschiedene  Werthe  haben  mögen.  Auf  der 
Seite  des  nrgati\en  .r  wollen  wir  in  dem  xu  diesen  Hereiche  symmetrisch  liegenden 
Ranmo  zugleich  derart  das  (tleichgcwicht  stören,  dass  die  Geschwindigkeit  und 
die  (Kondensation  durch  — f  x)  und  /  (j)  angegeben  werden,  d.  h.  da«s  die  Ge- 
achwindigkeit  entgegengesetzt,  die  Condensatiun  aber  dieselbe  ist,  wie  auf  der 
positiven  Seite.  Dieser  Anfangszustand  wird  zur  Zeit  I  einen  liewegungszustand 
aar  Folge  haben,  welcher  auf  der  Seite  drr  positiven  x  derselbe  sein  wird,  wie 
in  dem  hu  der  Stelle  x  >»  0  dureh  eine  Kbcne  begrenzten  Cjrlinder  unseres  Problems, 
•o  dass  man  behaupten  kann,  dass  dns  rhünomen  in  dem  begrenzten  Cjlinder 
nnter  Kintiuss  der  Jlodinj^ungen  u  »■  f[x)  und  4  ■■  /  x;  für  I  o»  0  und  m  ■■  0, 
fDr  X  "M  0  ebenso  erfulgi>,  als  ob  an  St«*lle  dieser  Hrdingungm  der  Cvlinder  beider* 
•eits  unendlich  lang  wäre  und  in  der  Verlängerung  die  genannte  symmetrische 
Btörung  eintrete.  Den  angenommenen  AnfangHzuntand  in  dem  beiderseits  unend* 
liehen  Cjlinder  kann  man  nun  zerlegen  in  zwei  andere,  einen,  für  wt*lchen  blos 
nof  der  potitiven  Seite,  nicht  aber  zugleich  auf  der  negativen  Seite  eine  Er- 
fchUtterung  eintritt,  und  einen  andern,  bei  welchem  umgekehrt  blos  auf  der  nega- 
tiven  Seite  dies  der  Kall  int.  Aun  beiden  ergehen  sieh  vier  Wellen,  von  den 
alHsr  <lie  beiden .  die  auf  der  negitiven  Srite  fttrtiehreitm,  für  das  wirkliehr  Ite- 
wegungsphänomen  nicht  iu  Itetraeht  kommen,  weil  der  Cvlinder  in  Wirklichkeit 
abgeschnitten  ist.  Die  von  dem  Anfnngs/UKtnnde  auf  der  negati%en  Seite  herrUh- 
rtnde  und  sich  nach  der  poiiitiven  Seite  fortpflanzende  Welle  liefert  das  PhlinoBcn 
der  ZurUckwerfung  der  von  der  positiven  S»it«  ausgehenden  Welle  au  der  festen 
Wand.    An  der  Stelle  x  «  O  ist  die  Geschwindigkeit  von  »elbst  zu  allen  Zeiten  Null. 

|.  6.  Der  Cvlinder  sei  durch  zwei  zu  den  Krzengungslinien  senk- 
recht« Kbeuen  begrenzt.  Nehmen  wir  die  eine  K.bene  zur  ^:- Ebene  nnd 
Dcnnen  r  den  Abstand  beider  Ebenen  von  einander,  so  sind  jetxt  die  Bedingungen 
dea  Problems : 

/'« 

I  —  0 

<    X   <   f' 


/ 1# 
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Die  Functionen  ipy  %,  welche  die  allgemeine  Lösung 

1 


^  (x  +  «0  +  —  2   {^  —  oi) 


u  SS  ilf  {x  -^  at)  -\-  X  {x  —  at)  y  «  =  - 

enthält,  müssen  zuuächst  den  Bedingungen : 

genügen,  woraus  folgt: 


^{x)  =  \f{x)--F{,x), 


a 


Z(^)=-  */•(*)  +  -2    /''(^), 


da  X  blos  positive  Wertho  haben  kann  (von  0  bis  c),  so  erhält  x  -{-  at  alle  posi- 
tiven Werthe  von  0  bis  oo  und  x  —  at  alle  Werthe  von  c  bis  —  oo.  Innerhalb 
der  Grenzen  von  0  bis  od  wird  nun  in  den  obigen  Ausdrücken  für  u  und  s  die 
Function  ip  in  Anspruch  genommen,  von  c  bis  —  a>  die  Function  %.  Beide  sind 
bis  jetzt  aber  nur  für  Argumente  zwischen  0  und  c  bekannt.  Allein  die  weiteren 
Bedingungen  des  Problems  liefern,  wenn  man  at  =»  q  setzt: 

•^  (p)  +  «  (—  p)  =  0,        1^  (c  +  P)  +  Z  (c  -  P)  =  0  . 

Da  tp  von  0  bis  c  bekannt  ist,  so  liefert  die  erste  dieser  GleichuDgeu  i  von  0 
bis  — c  und  da  man  %  bereits  von  0  bis  c  ebenfalls  kennt,  so  kennt  man  %  jetit 
von  c  bis  —  c.  Setzt  man  nun  in  der  zweiten  Gleichung  für  q  alle  Werthe  ron 
0  bis  Cf  so  ergibt  sich  tff  von  0  bis  2c.  Hiermit  findet  man  dann  aus  der  ersten 
Gleichung  weiter  %  von  —  c  bis  — 2  c  u.  s.  w.  Eine  abwechselnde  Benutzung  bei- 
der Gleichungen  führt  auf  diese  Weise  zur  Kenntniss  der  Functionen  ip  aud  i 
für  alle  Argumente,  für  welche  sie  zur  Bildung  von  u  und  s  In  Anspruch  genom- 
men werden.  Setzt  man  c  -f-  ^  =»  a,  so  gibt  die  zweite  Gleichung  jf  Q —  (f  -f-  2e}  = 
—  ip  (ff)  oder  vermöge  der  ersten  Gleichung  %  ( —  ff  -f-  2  c)  =  x  (-^  ^)r  woraus  die 
Periodicität  von  %  erhellt.     Ebenso  für  ip. 

Man  kann  leicht  zeigen,  dass  das  Phänomen  in  dem  begrenzten  Cylinder  ebenso 
vor  sich  geht,  wie  in  einem  beiderseits  unendlichen  Cylinder,  wenn  über  f{x) 
und  /'(a;)  wieder  die  Voraussetzungen  f( —  ,v)  =^  —  A-^)»  ^( —  •^)  =  ^(-a;)  zugleich 
aber  noch  die  weiteren  f{x  +  2c)  =  /"(.r),  F(x  +  2c)  =  F(a:)  gemacht  werden. 

§.  7.  Es  soll  die  oscillatorische  Bewegung  im  unendlichen  ela- 
stisch-flüssigen Medium  untersucht  werden,  welche  eine  Folge  eines 
gegebenen  Anfangs  zu  Standes  ist. 

1.  Die  Bedingungen  des  Problems  sind  in  dem  Gleichungssystem  ausgesprochen  : 

du     ,      ^  ds         ^  du     .      .  ds  _  du?  ^  ds 

di    ^       dy  '        dt 

du 


dt 


+  «' 


dx 


=  0, 


dt 


OS        , 

Tt  "^ 


_^        au; 

dx^    dy    ^    dz 


aus  welchen  w,  i»,  W,  ä,  nämlich  die  drei  Componenten  der  Geschwindigkeit  und 
die  Condensjition  als  Functionen  von  a:,  y,  z,  /  hervorgehen.  Für  /  =  0  müssen 
sich  dieselben  aber  auf  4  gegebene  Functionen  reduciren,  so  dass 

M  =  i/q  ,         V  =  vo ,         u;  =  töy ,         «  =3  «0  für  ^  =  0  . 

Bedingungen  der  Bewegung  des  Systems  sollen  nicht  gegeben  sein,  vielmehr  neh- 
men wir  an,  dass  das  elastische  Medium  den  unendlichen  Raum  erfüllt.  Wir 
suchen  zunächst  .9  und  eliminiren  hierzu  ii,  v,  w  indem  wir  die  drei  ersten  Bewe- 
gungsgleieliunofcn  der  Reihe  nach  in  Bezug  auf  x^  y,  z,  die  vierte  nach  /  differen- 
tiiroTi  und  dann  die  Sunmio  der  drei  ersten  von  der  letzten  subtrahiren.  Dies  liefert 
die  partielle  Ditrerentialgleichung  zweiter  Ordnung : 


dt^  W  ^  du''  ^  dz^)' 


dy' 
aus    welelier  s   als    vollständig    bestimmt    hervorgeht,    sobald    sein   Werth   jCn   für 
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I  aa  0  and  sein  Differenüalquotient  p  für  f  ■-  0  bekannt  Ut.  Den  letsteren  er- 
hält man,  Termüfce  der  obigen  weiteren  Gleichung,  nämlich 

W  \dx    '^    dy    "^    hzf 

Sobald  aber  «  vollständig  bekannt  ist,  hat  man   mit  HUlfe  der  drei  ersten  Qlei 

ehongen  ancb  m,  v,  v.  nämlich 

#  J  j 

Der  Differentialgleichung  für  «  genOgt  nun  die  Partieularlösung 

Iv  4-  Mir  +  ^  4* " 
t  ■*  e 

sobald  iwischen  I,  fi,  v,  TOT  die  KolaUon  TP  —  o*  (Z*  +  fi*  +  »•)  besteht.  Wegen 
der  voraussichtlich  periodischen  Beschaffenheit  der  Bewegung  wählen  wir  Z,  fi,  r 
imaginär  und  nehmen  die  Partieularlösung  unter  der  Form  an 

Wir  serlegen  dieselbe,  sodass  wir  setsen: 

s  -  ^<*'+A«y  +  »»±-f 0.-  «  ^  (i^  +  ^y  +  ^  -t  a^l)  +  f  #<n  (iar+  fi|f +  «±  «1^1) 

und  bemerken,  dass  die  Glieder 

C09  (ix  +  i*y  +  »'«  i  ^)  ^^^  ♦'"  (^  +  i*y  +  «'S  i  «^) 

einsein  genügen,  so  wie  auch  die  Summe 

rot  (la-  +  fiy  +  w  —  o^)  +  jrfii  (Lr  +  |iy  +  rx  +  fl^) , 
•o  wie  die  Bestandttheile 

ro8.[lx  +  f^y  "t"  *'<)  ^^  ^^        u**^        '^'^  (^  ~^  ^y  "l"  *'<)  '<"  ^• 
Von  diesen  letiteren  Formen  gehen  wir  aus.     Sie  sind  besonders  geeignet,  wenn 
wir   den  Anfangssustand    so   in   swei   andere    serlegen   wollen,    dass  «  —  /-{-s" 
wird  und  xwar  •   sich  flir  I  ■«  0  auf  $^  reducirt,  während  sein  Differentialquotient 

\a  }  ▼erschwindet,   dagegen  §*  fUr  /  «>  O  verschwindet,    wHhrend  dussen   Diffe- 

rentialqnotient  1  p    1  ■- IL   I    wird.     Dabei  wollen  wir  der  Ueherslchtlichkeit  wegen 

Ü  0 

s^  ■>•  f'x,  y,  :)  und  (-  )  ""  ^*('f  Vt  0  setzen.     Vou   den  beiden   snletst  aufgu 

0 

•teilten  ParticularlösungtTn  hat  nlünlich  die  erste  die  Kitffnschaft  für  I  «  O  uioht 
an  verschwinden,  während  ihre  Derivirte  nnch  /  verschwindet;  hei  der  andern  ist 
«fl  umgekehrt,  und  verschwindet  sie  selbst  für  /  ^  U,  nicht  aber  ihre  Drrivirt«*. 
Znnärhst  verallgemeiuorn  wir  die  PartieulHrlosungun  indem  wir  x-  a,y  ß^  ^  "^  t 
mn  die  Stolle  von  x,  y,  :  schreiben,  wodurch  sie  nicht  aufhören  der  Gleichung 
sn  genfigen.  Sodann  multipliciren  wir  sie  mit  einer  willkürlichen  Function 
q^  («r,  ß,  y)  von  a,  ^,  y  und  nehmen  das  sechsfache  Integral  swisrhen  —  «  und 
-f-  OD  in  Besug  auf  Z,  f»,  v,  a,  ß,  y.  Da  die  Differentiationen  nach  x,  y,  :,  I 
•ftoirotlich  nnter  dem  Integralxeichen  ausgeführt  werden  dürfen,  so  sieht  man 
leicht  ein,  dass  der  so  gewonnene  vcrallgemeinte  Ausilruck  immer  noch  eine  l*ar 
Ucnlärlösung  ist.     Demnach  haben  wir,  indem  wir  ihn  sn  «'  wKhlen 

j'a«     j  rat^l{x  — a)'^-f^{y  ^ß)  +  9(z-   y^}  rot  «^  9  (a.ß,  )'>ff«r  «l^i/y  dlclfi«/». 
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Er  besitzt  die  Eigenschaft,  dass  sein  Differential quotient  für  <  =  0  verschwludel 
und  wenn  wir  im  Stande  sind  9  so  zu  bestimmen,  dass  /  für  /  ==  0,  nämlich 

/  CO*  {  Z  («  —  a)  +  fi  (y  —  (J)  +  y  («  —  y)  }  9  (a ,  (J ,  y )  <fa  </jJ  rfy  rfX  ifftrf ir  =  /•  (x ,  y , :) 


—  oo 


wird,  so  genügt  9   den  Beding^ng^en  des  ersten  der  beiden  Zustände,   in  welche 
wir  den  Anfangszustand  des  Systems  zerlegt  haben.    Die  ganz  analoge  Behandlung 

der  andern  Particulärlösung ,  der  wir  noch  den  Factor  —  zufügen ,  liefert  uns  in 


(6) 

S 


^ /*        I  t  sin  agt 


—  00 


einen  Ausdruck,  welcher  genau  den  Bedingungen  des  zweiten  Bestandtheiles  Tom 
Anfangszustande  entspricht,  sobald  ip  der  Bedingung  genügt 


oo 
(6) 


/ CO*  { 1  («  —  «)  +  fi  (y  -  (5)  +  V  (2  —  y ) }  ti^^ßll)  da  dß dydXdfidv  =  F (x,y. : ). 

Sobald  sodann  9  und  '^  gefunden  sind,  stellt 

die  yollstfindige  Lösung  des  Problems  dar.     Auch  sieht  man  leicht,  dass  nur  ebe 
einzige  Lösung  möglich  ist,   indem   s   durch    die    partielle  Differentialgleichung 

vollständig  bestimmt  ist,  sobald  «0  ^uid  l^j  gegeben  sind. 

Zur  Bestimmung  der  Functionen  tp  und  rp  dient  der  Fourier'sche  Satz  aber 
die  Darstellung  willkürlicher  Functionen  durch  doppelte  und  mehrfache  Integrale. 
Derselbe  lautet  in  einer  sehr  gangbaren  Form 


00 


cos  l{a  —  x)  cos(i{ß—i/)  cos  v(y— z)  •  a:(«.P»y)  dadßdy  dldfi\dv  =  (2»)'  •  a:(x,y,:), 


—  00 

muss  aber  für  unsem  Zweck  ein  wenig  umgestellt  werden,  damit  an  die  Stelle 
des  Cosinusproduktes  der  Cosinus  eines  Aggregates  tritt.  Eine  zweimalige  Anwen- 
düng  der  Gleichung 

cos  a  cos  6  =  "i  cos  (fl  +  6)  +  -J  cos  {a  —  b) 
gibt  nun 

cos  a  cos  b  cos  c  =  J-  cos  (a  +  6  +  c)  +  j-  cos  ( —  a '\-  b  -\-  c) 

-^^  ^cos{a  —  h  -\-  c)  -\-  \  cos  {a '\-  h  —  c) . 

Mit  Hülfe  derselben  spaltet  sich  die  linke  Seite  der  Fourie raschen  Qleichung  in 
vier  Integrale,  welche  alle  vier  einer  einander  gleich  sind.  Sie  unterscheiden  sich 
nämlich    nur    durch    die   Vorzeichen    im    Innern    der    Klammer    in     der  Function 

cos  |X  (x  —  a)  +  f*  (y  —  ft  +  V  (z  —  y)}.     Indem  man  für  X,   fi,    v  m  ihnen 

—  jl,  —  fi,  —  V  als  neue  Variabein  einführt,  je  nachdem  die  eine  oder  die  an- 
dere diese  Grössen  in  der  Klammer  das  negative  Zeichen  hat,  überzeugt  man  sich 
sofort  von  der  Richtigkeit  dieser  Behauptung.  Es  nimmt  daher  unser  Satz  die 
Form  an : 

jcos[X{ci'-'x)  +  iL{ß—y)  +  v{y--z)}x[a,ß,y)dadßdydXdiidv=^{2nyx{x,yr'\ 


—  00 


W  111.  i*Ap.        (>«cilUt.  HcwcRUnf;  im  uubuirrenitun  olAaiiichon  Mediuni.  [):)l 

in  «%i'Ichcr  or  »ich  uimcrni  BvtliirfiiisH  gcnnu  AniohlicMt.  Die  beiden  obigen  (jlei- 
i*htiiifr<'n  füi  (f  iiiid  ^  ür)rt*l>en  bieriiArli  aiit^otiblicklich:  (2«)'  tp  (x,  y,  :)  ^/(Xy^f  x) 
um]  {'In  ^  V  x,  .V,  :)  =>  A\.r, //,  £^  iin<l  in<Ioiii  wir  hieraui  die  Wertbc  fQr  9  und  ^ 
eutnvhiin'ii  1111 1  in  /  und  *"  cini»otzen,  er^^ibt  licb  um  die  volNtUndig«;  Litsung 
de«  Problomt*  untrr  der  Form: 


4f     s»     «       -j- 

r 


•>  /     / ' "*  ( ^  ■'    '^  "^  '^  ».V  —  ^  +  *■  (• "   y ' /  '^' "^'  A«.  ß*  y)  <'« <'? ''y  ditif^dv 

—    r 
r 


—    Ä- 


Das  crite  dieser  Intoi;ralr  gvhl  auc  dem  iweiten  berv-or,  w«:nn  man  daaaelbe  nach 
t  difTerentiirt  und  die  Function  /*  mit  /*  vertmuacht. 

2.  Die  beiden  necbsfachen  Intcf^rale,  aus  welcben  f  sich  snaammensetzt, 
lai»i«un  sieb  nocb  obno  oinc  boMtimmte  Form  für  f  und  F  vorausxnsetxen,  auf 
I>oppttUntofp'Alo  rcduciron.  Kh  genüf^t,  das  iweite  derselben  in  dieser  Hinsicht 
EU  trannformiren,  da  da»  vrtito  aim  ibm  unmittelbar  ableitbar  ist.  Wir  führen 
für  A,  ft,  V,  die  wir  um«  alii  irircnd  ein  Svstem  rechtwinkeliger  Coordinaten  den- 
ken wollen,  Folarcoordinatrn  p,  ^,  «p   ein  mit  IlUlfe  der  Formeln  1  ■■  9  ^o«  ^. 

^  «  p  nn  ^  rot  tp ,  p  ^^  q  »in  ^  mih  9,  wobei  also  q  ^»  J^X*  +  ^'  -{-  1^  dieselbe 
Grösse  ist,  wie  bisher.  Der  Sinn  des  Integrales  m'  ist  nun  der,  dass  das  Volumen- 
element til  dpi  tlv  mit  fincr  gewissen  Function  niultiplirirt  durch  den  ganten  nn- 
endlichen  Kaum  summirt  werden  soll.  Das  Volumenelement  für  Polarcoordinaten 
ist  aber  p*  Mim  9  d^  d^  dtp  und  die  (.irenzen  für  die  Integration  durch  den  ganien 
unendlichen  Kaum  sind  0  und  oo  für  9,  0  und  m  für  ^,  o  und  i«  für  9.  Dero* 
nach  wird 

a  —  X)  ro9  ♦  +  {ß —  y)  coi  9  rot  tp 


'"-QJ  *'7''  «.  ß<  yffadß.iyj  IJro$9{ 

—  «  00    0 


+  (y  —  s)  »i'a  ^  «»•  9  }    —         .  9  tin  9  dQ  d^  d^  , 

oder  wenn  wir  den  Tnipruiig  der  a,  ß,  y  nm  x,  y,  :  vorlegen,  d.  h.  a-|-x.  ß-|-y, 
y  -f-^z  statt  a,  ^,  y  schreiben,  was  auf  die  «Iri'nzcn  —  x  und  oc  keinen  KinÜuss  hat: 

."  — (-'^)        I  A'(x  +  er.  .V  +  ß,  I  +  y)  da  dff  dy  j  ""j'*'  9*^9  1  j  rnt  g  {a  ron  9 

-{-  ß  «i'a  d  rvc  (p-i-ytin^tinfff  ■  sin  ^  <fd  dtp  . 

Nach  einem  bekannten  Satze  der  Integralrechnung  ist  nun 

tu  n  +1 

/   /  ^  'O  ''o'  ^  "i"  ^  ""  ^  **"'  'P  4"  y  ""  ^  «11  9-  «ta  9  d9  d(p  ^   2m  I  ^  [r«'  #«  , 

r  -  J  «»  +  ^t  ^  ^ 

Wir  wollen  den  Beweis  dieses  Satxe«  na^^hliefern.      Kinstweilen   folgani   wir  aus 
demselben 
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II 


cos  q  ia  cos  ^  •\-  fi  sin  ^  co$  tp  •\-  y  sin  9  sin  tp^  sin  9"  d^  dtp 

+  1 


2«  I  cos  (gra)  da  =  4« — 


und  hiermit  wird: 

JOD 


s 


(4,)  / 

=  ~t  jF(x  +  a,y  +  ß,z  +  v)  '^-  «fnpr  da  dßdyde,  r  =  J^t+ff+f. 

—  OD 

Wir  führen  nuu  abermals  Polarcoordinaten  ein,  indem  wir  setzen   a  =b  r  cot^j 
ß  si  r  sind"  costpj  y  «^  r  sin9'  sintp  und  erhalten; 


<  I  f  r  '  F{x 


1  r^Tsif 


*"="H^.    /       l«^d^rfg,X 


+  r  cosd-f  y  +  r  sind"  costp,  z  '\-  r  sind"  sinq>)  •  singoi  sinrg  dr  dQ. 


Nun  ist  aber  nach  dem  Fourie raschen  Satze  für  Functionen  einer  Variabein 

,00     ^00 


II'" 


2      «       .    , 

/'  :)  sinaJi  sinXx  da  dl  ==3  /(x),         0  <  a? 


und  hieraus  wird  für  u  =  r^  f  =  rF,  X  =  Qj  al  =  x 

I      I  rF{x  +  r  cosd'f  y  +  r  sind"  costp,  z  -\-  r  sind'sinq>)  sinrg  singat  dr  dQ  = 

ö     0  -Jäo/ZX^  -f"  ^  co*^>  y  +  «^  *m^  cosq>t  z  -}-  at  sin9  singf\ 

wodurch  sich  *"  auf 


27r    n 


«'  =    —    I       i  t  '  F(x  4"  "'  roA'-O",  1/  -{-  at  sind"  cosqty  :  -f"  ''^  sinO"  sintp)  •  «in  9  dd"  dqi 

reducirt.     /  erhält  man  hieraus  durch  Diffcreutiatiou   uach  i   und   Vertauscbung 
von  /'  mit  /*,  so  dass  also  schliesslich  sich  erp^ibt: 

*—'  r    jf    I      /  '  •  fi^  +  ^'  cosd-,  y  +  ui  sin&  rovqp,  z  -\-  at  sinO^  sifiq})  •  sin&  d&  d(f 


ü      ü 


4\//-^(- 


+  1      1  <  •  F(a?  +  ö'  CO« -9".  y  +  «^  «i«^  cos(p,  z  +  at  sind"  sinqf)  •  sind"  d9  rfqp. 


Wir  liefern  jetzt  den  Beweis  des  oben  benutzten  Satzes 


27f   n 
j      I  'ip{cc  cos  -0" 


-\-  ßsind'  cos(p  +  ysind-  sinq>)  •  sind"  d^  dq} 

+  1 


27t  I  Vf{ra)  da,        r  =  K«'  +  ß'  +   y^- 
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Man  aeUe  u  ^  r  coMp^  ^  ""  **  *f^P  <^o$q^  T  ""  ^  ^"P  ^i^f  •<>  wird  die  linke  Seit« 
dieser  Gleichung 

tm    n 
I      I  ^  {^l^^P  ^^^  "¥  ^"P  ^'•^  f^o9{q  —   9)]^  find  (fd  d^. 

Anf  einer  um  den  Pol  des  Coordinatensystems  mit  dem  Radius   1   beschriebenen 
Kugel  hat  nun   ein  Punkt  die  sphärischen  Coordinaten  d,  9;    ein   anderer   die 
Coordinaton  p,  q  und  sieht  man  leicht,  dass  für  den  Verbinduugsl>ogen  •  beider 
die  Relation  rat  m  —  ca»  p  co»  ^  -{•  Hm  p  Hm  9  roi  [q  —  9)  gilt. 
Demnach  stellt  sich  das  Integral  unter  der  Form  dar 

tm 


'V/ 


ip{rcotm)  r*Hm4^  d^  d^ 


wo  Hm9  c/d  dtp  das  sphRrische  FlAchenelement  bedeutet.  Der  Bogen  •  misst  den 
Winkel,  welchen  der  Radiusvoctor  des  Punktes  (d,  9),  an  welchem  das  Flächen- 
clement anliegt,  mit  dem  festen  RadiusTector  (p,  q)  bildet,  rrotm  ist  daher  der 
Abstand  des  FlXchenelomvntes  r^Hm^  d^  dip^  von  einer  sur  Richtung  (p,  q)  lenk- 
rechten  Acqnatorobene.  Der  Sinn  des  Integrales  ist  daher,  abgesehen  von  dem 
Divisor  r*,  der.  dass  es  die  Summe  aller  Fl&chcnclemente  einer  Kugel  mit  dem 
Radius  r,  jedes  multiplicirt  mit  seinem  Abstände  von  einer  feston  Aeqnatorebene 
bedeutet,  ausgedehnt  über  die  ganze  Kugclflächo.  Da  alle  Aeqnatorebenen  für 
flio  Kugel  dieselbe  Bedeutung  haben,  so  ist  es  gleichgültig,  welche  man  wählt 
und  behält  das  Integral  denselben  Werth,  wenn  man  p  ■■  0  und  y  ■■  0  setat« 
llierfOr  fällt  die  Richtung  (p,  q)  mit  der  Polaraxe  susammen  nnd  wird  •  ■■  ^, 
und  folglich  das  Integral 

im   m  m  —1 

^     /     I  if(reot»)r*gim»d»dtp'^29  l^(rros9)sim9d^mm29  f^{r9)d€, 

U         U  0*  +1 

indem  man  ntt^  «■  9  setst. 

4.  Wir  wtillcn  jctst  das  gefundene  Resultat  interpretircn  und  bis  lu  einem 
gewissen  (trade  di»cutiren.  Die  Functionen  f  nnd  A'  itind  die  anfängliche  (*onden- 
aation  und  drren  DilTerentialiiuotient,  welcher  lotsterer  gleich  der  mit  entgegen 
gesetsteii  Zeichen  genommenen  Summe  der  Derivirten  Vun  m^,  ro«  ir^  inL  Ke  Hei 
der  Anfnng«xuNtand  derart,  da»»  die  Krschütterung  nur  innerlialb  eines  bestimmten 
KaumeH  »tatttimle,  su  dnita  «ot  *<•••  1*01  '''ii  *)'>*1  <)'^*  DilTerentialiiuutienten  von  iig„ 
>*••  «Co  nur  innerhalb  desarlbeu  Werthe  haben,  aus«erhalb  aber  Null  sind.  Dann 
tat  also  auch  A*aUHserhaU»  dieses  Räume»  Null.  Nun  sind  x^-  «flrr#«^,  y-i""'  »im9roM^, 
z  -f-  ataini^  Mtmip  die  (*uurdinaten  eine»  Punktes,  welcher  auf  einer  um  den  Punkt 
(jryz)  mit  dem  Kadiu»  at  beschriebenen  Kugelriäche  liegt  und  (##!)'  Mim9  d^  d^  ist 
da»  Flächenelement  der  Kugel  an  jener  Stelle.    Die  Bedeutung  des  Bestandtheiles 

m"  von  M,  wofür 

tm   m 

u      A 

ist  tlie,  das»  die  Summe  aller  FUchenelrmente  dieser  Kugel,  jede»  multiplicirt 
mit  (Ii-iii  Wrrthe  tlor  Function  /  •  A'  in  ihm,  ausgeilehnt  über  die  ganie  Kugel 
gleit'h  f"  niulti|ilicirt  mit  <lt*r  ObtTtlieliu  der  Kugid  iielh»t,  sei.  K»  »teilt  demnach 
m"  den  Mittel wertli  drr  Fnuclion  /  •  A*  auf  der  Kugel  dar.  Aehnliches  gilt  von 
«lern   andern   llcutandtheil  /,  welcher  sur   Bildung  von  i  nöthig    ist.     Mau  sieht 
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• 

hieraus»  dass  das  Phänomen  von  dem  anfänglichen  Zustande  auf  einer  Kngelfläche 
abhängig  ist  und  im  Verlaufe  desselben  alle  Elemente  einer  mit  der  Zeit  veränder- 
lichen Kugel 'zur  Bildung  der  Condensation  beitragen. 

Es  liege  nun  der  Punkt  {xyz)  ausserhalb  des  Erschütterungsraumes ;  wann 
beginnt  derselbe  seine  Bedeutung  und  wann  hört  sie  wieder  auf.  Die  Functionen 
f  und  F  haben  anfangs  auf  der  um  ihn  beschriebenen  Kugel  die  Werthe  Null,  so 
lange  bis  der  Radius  at  so  gross  ist,  dass  die  Kugel  den  Erschütteningaraam  be- 
rührt. Mit  dem  Momente,  in  welchem  dies  eintritt,  beginnt  die  Bewegung  und 
findet  so  lange  Condensation  oder  Dilatation  statt,  als  die  Kugelfläcbe  den  Raum 
schneidet,  innerhalb  dessen /*  und  /"  Werthe  haben,  solange  also  bis  sie  denselben 
nach  der  äussersten  Berührung  verlässt.  Sind  also  r|,  r,  die  künseste  nnd  die 
weiteste  Entfernung  des  Punktes  {xyi)  von  der  Oberfläche  des  Erschüttemngs- 
raumes,  so  folgen  die  Zeitgrenzen  /|,  /|,  innerhalb  welcher  der  Punkt  überhaupt 
Condensation  besitzt,  aus  den  Gleichungen  at^  s>  n,  at^  =■  r,.  Dazwischen  kann 
übrigens  die  Bewegung  öfters  intermittlren. 

Alle  Punkte,  welche  gleichzeitig  mit  dem  Punkte  {xyz)  ihre  Bewegung  be- 
ginnen, liegen  in  demselben  Abstände  r  von  der  Aussenfläche  des  Erschütterangs- 
raumes  ab.  Errichtet  man  in  allen  Punkten  dieser  Fläche  nach  aussen  Normalen 
von  der  Länge  r,  so  erhält  man  eine  Parallelfläche  als  Ort  dieser  Punkte.  Die 
Zeiten  um  welche  zwei  Punkte  {xyz)  und  (xyz')^  deren  Normalabstände  vom  Er- 

sohütterungsraume  r  und  r   sind,  ihre  Bewegung  beginnen,  sind  /  =  —  und  /  ss  - 

a  n 

und  die  Zeit,  in  welcher  sich  das  Phänomen  vom  ersten  bis  zum  zweiten  fortpflanzt, 

ist  <* —  /  e= •     Für  /' —  /  s=  1  wird  r  —  r  ss  a,  d.  h.  a  ist  die  Fortpflan- 

Zungsgeschwindigkeit.  Es  schreitet  vom  Erschütterüngsraum  aus  einer  Welle  von 
der  Dicke  a  nach  dem  unendlichen  Räume  fort.  Sie  ist  begrenzt  von  Parallel- 
flächen zur  Oberfläche  des  Erschütteruugsraumes.  Mit  wachsender  Zeit  nähert 
sich  die  Form  der  Wellcnfläche  mehr  und  mehr  der  Kugel. 

Im  Erregungsraume  selbst  ist  das  Phänomen  etwas  complicirter. 
In  Betreff*  der  Geschwindigkeit  bemerke  man,   dass  der  Punkt  (xt/z)   ausser- 
halb des  Erregungsraumes  anfangs  keine  Geschwindigkeit  besitzt,  dass  also  für  ihn 

i  t  ( 

r^s    ,  i  ds    ,  i  ds    , 

J   ^^  J   ^  J    ^^ 

So  lange   ein  t  kleiner  ist  als  die  Zeit  /^,  für  welche  at^  =  r   ist,  wenn  r  den 

p         pp        o 

kürzesten  Abstand  vom  Erschütterungsraume  bedeutet,   sind  ö~  i    ^  »    t^  Null  mid 

€^      cy      cz 

mithin  auch  die  Componenten  der  Geschwindigkeit.     Daher  kann  man  setzen: 

/  t  t 

i  GS    -^  l  ds   ,  l  ds   , 

u  ^=*  t   r^-  dt  ^         V  =  I   ^-  dt  y         tc  =  I   ^-  dt . 

J  dx      '  J  dy  J  dz 

'r  C  K 

T  r  V 

Dasselbe  ereignet  sich  von  der  Zeit  t^.,  an,  für  welche  at^'  =  r',    nämlich   gleich 

der  grössten  Entfernung  r  wird.  Von  diesem  Momente  an  werden  i/,  t?,  tr  constant, 
nämlich 

K'  C'  C' 

r  r  r 

/  CS    ,  l  ds   ,  i  ds    ^ 

'r  'r  'r 
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Man  bemorkc  noch,  dims  wAbrend  dio  Condensation  vun  dem  Zottande  auf  einer 
Ku^elflKche  abbänfj^,  die  Gescbwindigkeit  wegen  der  nocb  weiter  b In m tretenden 
Integration  Ton  dem  Zustande  in  einem  Kanme  von  drei  Uinenaionen  bedingt  laL 
6.  Ilefindct  sieb  das  elastische  Kluidom  blos  auf  einer  Seite  einer  festen 
Kbene,  so  sind  /*  und  t\  wenn  wir  diese  Kbene  xnr  y:- Ebene  nebmen,  blos  für 
positive  X  und  beliebige  y  und  :  f^ogebcn.  Es  tritt  lu  den  Bedingungen  des  bisher  be- 
liAudelten  Problems  nocb  die  weitere  binxu,  dass  u  ^0  sei,  für  xa^O  in  allen  Zeiten. 
Es  kann  auch  hier  gexeigt  wenlen,  dass  das  Pbftnomen  der  Bewegung  dasselbe 
ist,  welches  erfolgt,  sobald  mau  sich  den  ganzen  Kaum  mit  elastischem  Flnldnm 
erfüllt  denkt  und  symmetrisch  zu  der  yz- Ebene  eine  zweite  anflnglicbe  Gleich- 
gewichtastörung  so  vornimmt,  dass 

A—  '»  y.  ')  —  /*(*.  ^t  «)  aber  iro(—  x,  y,  s)  —  —  Mo(*t  y,  «)• 
wKhrend  Fq  und  ir^   fHr  negative  x  dieselben  Werthe  haben,  wie   für  positive  x. 
Die  Geschwindigkeitscomponente  u  ist    dann   an   der  Ebene    zu  jeder  Zeit  Null, 
indem  das  Integral,  welches  sie  darstellt,   paarweise   entgegengesetzte   Elemente 
besitzt     (Reflexion  der  Wellen.) 

6.  Nimmt  man  an,  dass  f  und  F  blos  Functionen  von  x  sind  und  kein  y  und 
:  enthalten,  so  ist  dio  anfängliche  Störung  fUr  alle  Punkte  eine  zur  x- Richtung 
senkrechte  Ebene  dieselbe.  Die  Ausführung  der  Integrationen  führt  zu  der  Lösung 
des  Problems  in  §.  6. 

f.  8.  Die  anfängliche  Störung  im  elastischen  Medium  sei  so  be- 
schaffen, dass  die  anfängliche  Condensation  und  Geschwindigkeit 
Mos  Fnncttunen  des  Abstandes  r  von  einem  bestimmten  Punkte  sind 
und  die  Kichtung  des  letzteren  durch  diesen  Punkt  hindurchgeht. 
Das  Medium  selbst  sei  unbegrenzt. 

Nehmen  wir  diesen  Punkt  zum  Urspning  der  x,  y,  :,  so  ist 

«.  -  Ar)  -  riV^  +y  ■¥':*)  -  A*.  y,  '.) 

nnd  die  Geschwindigkeit  'S*«  ■■  9(r)  so,  dass  m^  •»  ^^  *  — ,  v»  ■■  'S*«  •  '  ,  w,  ■■  7»  •  *  • 

r  r  r 

Wir  erhalteii  dann 

rx  rr    (*x  dr        r  ^     dy  fV        r*fx  Cr        r 

und  hiermit  weiter 


rr 


r:  Cr 

Hiermit  finden  wir 

>(x.  y.   X.  -  -  (^,+  ^+    ^J  -   -     ar    -    r    *•-  -  ''^•■J  -   r'"'- 

l'm  ff   darzustellen,  haben  wir  mit  Hülfe  von  /"«x,  y,  i)  —  fiVx^  +  y*  +  **'  ■» 
bilden 

f,x  4"  "f  roffd,  y  +  d/  tim^  cosqp,  :  -|-  #tf  tfa^  «fa^) 

■"  /*{^'.'  +  rt*ro*^;*+  ^y  +  flifftad  r«*f9)' +  <:  -f"  «I  «fad  «la^i'V   «»  f\\\ 

wenn  wir  unter  X  die  Wurzel  aus 

X  4"  «'  009  9^*-^-  (y  4"  "'  '»'•d  ftw^  •  4-  (•  4-  '*'  *•"♦  ««»v)* 
—  r'^  "*^4-  2#il  ^xnvsd  +  y  »U^  raa^  +  Sf/adtfn^) 
verstehen.     Ebenso  ist 
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F{x  +  at  co8^^  ••••)  =»  —  9  (X)  —  -^  9  (X) 

za  bilden.    Man  erhält: 


'=4 


^  ^jj^  ^^^  ""^  "^^  ^"^  "  ^jJ^  {^  W  +  Y  <P  (X)|  nn»  d»  rfq,. 


Von   den   beiden  Integrationen  kann  eine  noch   aasgeführt  werden  vermöge   des 
bereits  früher  benutzten  Satzes: 

in  n 

ip{tt  cosd"  -f-  ß  find"  costp  -|~  y  n'n^  sintp)  •  sin^"  d9'  dtp 


!ir  /V(<^Ka*+(J*+y*)  • 


Im  vorliegenden  Falle  ist  nämlich  a  =  2aiXt  ß  =  ^aty,  y  «»  2a/z  und  folglich 


JJ 


f(X)9in^d»  dtp  =  2«  i fiyr^+'tiH^  +  2«/  ra)  rfa,  .-.., 

daher  x  i  o.  i 

.*  ==i|-  (tJaS)dc^  -  i//{9'(Ä)  +1  9  («}  da 

;g^  =  (r«  +  aV  +  2ö/  ra)i 
Führen  wir  nun  S  als  neue  Variabele  für  a  ein,  so  wird 

r  —  at  r  —  tit 

Behufs  Ausführung  der  Differentiation  mit  Hülfe  des  Satzes 

ergibt  sich  "  r  + «/ 

»  =  2^   { ('•+  «0  /-(r  +  «0  -  (r  -  «0  Ar  -  «0  }   "  ^    /  {Sv'{S)  +  2  v  (S) }  rfS- 

r  —  fl/ 

In  Betreff  der  Geschwindigkeit  lo   hat  man 

t  I  ^ 

w  —  I/o  =  —  //*  /  ^  -    /// ,         ü  —  ?'(,  =  —  ö*  /  ^^    rf^         w  -  Wo  =^   —  a^  I  ^-dt 

0         .  0  ü       * 

oder  da  ^  o        ^  '^ 

r.v         CS      er  C8      X  X 

aa:        ar      ax        ar        r  '  '  ^  °    r  ' 


ist:  ^ 


0  0 

t  .  t  ^ 

0  0 

Sie  ist  normal  zur  Kugel  um  den  Coordinatenursprung. 
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§  8.  Di«  Gleichnngcn  fUr  fli«  Itcwegiing  fliUfiger  Systom«  wurden  toertl 
von  Kai  er  in  twei  ▼ürachiedencii  Formen  Aafgetiellt  (Principe!  gifnvranx  da 
aioavcmcnt  dei  flaidee  in  der  Hitftoire  de  l*A6«d.  de  Berlin  1766;  de  prineipile 
inoios  floidorum.  Not!  commcuUrii  Acad.  Pvlrop.  T.  XIV.  P.  I.  176tt.)  Die 
Probleme  Tun  §.  j.  8  ~  6.  wurden  gleicbfalte  Yon  Kalor  taent  behandelt;  das 
allgemeine  Problem  §.  7.  und  leine  Lösung  verdankt  man  Polsson  (Mc^m.  de 
TAcad.  de  Paris.  T.  X.).  Dio  vorliegende  Darstellung  lehnt  sich  streng  an  die 
itchandlungsweise  von  Diricblet  an,  wie  sie  derselbe  in  seinen  Vorlesungen  über 
tlio  Integration  partieller  DiiTerentialgleichungen  und  ihre  Anwendung  auf  physi- 
kalische Probleme  gegeben  hat  und  wie  sie  in  der  llattendor  ff 'sehen  Bearbeitung 
Kiemaun*8cher  Vortesiun^ron  über  denselben  Gegenstand  su  finden  ist. 

S.  9.  Oleiehgewichtsflgiir  einer  rotirenden  ineompreitibelen  llftMigen  Miü«. 

Kine  inconipressibcle  FlOssigkeit  rotire  als  ein  unveränder- 
liches äjstem  um  eine  feste  Aie  mit  constanter  Winkelgeschwindig- 
keit Sl  unter  Einwirkung  gegebener  Krftfte  P  (X,  /',  Z);  es  fragt  sich, 
welche  Gestalten  die  freie  Oberfläche  derselben  annehmen  kanuT 

1.  Auf  das  Massenelcment  q  tlx  dy  dz  wirken  die  Kraftcomponenten  q  X  djr  dy  dz, 
^  y  dx  dy  dz  ^  q'A  tLt  dy  dz  der  fi^egelienen  Kräfte  und  die  Coniponenten  —  .     dj  dydz^ 

—         djcdydz,  —  .      djr  dy  dz   des   Druckes,   welche   mit  den  UeactionskrUften  im 

Gleichgewicht  sein  niUssen.  Die  letzteren  reduciren  sich  vermöge  der  Kotation  um 
die  feste  Axe  und  der  rnverinderlichkeit  der  Geschwindigkeit  auf  die  Ontrifugal- 
kraft  gSl^r  da-  dy  dz^  deren  Compoiientcn  qSI^j-  dx  dy  dz,  Q^l^y  dx  dy  dz,  O  sind« 
wenn  wir  zur  x-Axe  die  KotatioiiHaxe  wählen.  Nach  dem  d *Alem her t 'sehen 
Princip  besteht  nts<>  für  jeden  Kjrstempunkt  («ry:]  die  Gleichgewichisbedingung 

(«X  -  '[''  +  f ft'.r)  Sa  \  (tl  '*''  +  »Ä«.v)  d„  +  Lx  'If  +  fSlu)  S:  •  .», 
c»der 

\^  lix   -^  ^''  6y   +  '/   «i  «  9  (.V«x  +    Vdy  +   /«2)  4-  9 AM'''  +  yV. 
€?j"  öy  oz 

wofür  wir  auch  schreiben  können  , 

^p^  ^  {XSjc  +   ydy  +  ZSz)  +  ^ÄM  !(*•  +  yV 

und  innbesoudere ,  wenn  eine  Kräfte fnnetion  existirt 

Sp  .-  QSr  +  ^ÄM  J(x»  +  y»). 

llierauM  erhalten  wir  für  den  Druck: 

p~9[V  -\-  I  ft«  (X«  +  i,')\  +  r. 

Kine  Fläche  des  Hjrstenii,  deren  Punkte  denselben  Druck  erleiden,  heiMit  eine 
N  i  V  e  a  u  f  1  ä f  h e  der  rotirenden  Flumiigkeit.    Die  Gleichung  dieser  Fläohen  int  daher 

und  unter  diese  Flächen  gehört  die  freie  Oberfläche  selhiit,  wenn  sie  unter  con- 
Mtnntem  Drucke  steht. 

2.  Die  Flüssigkeit  sei  schworer  und  von  einem  (*^linder  um- 
schluHscn,  dessen  Axe  mit  der  Kotationiax«  snsammenf ällt.  Man 
liat  dann  X  -^  }'  (»,  /  •  g^  i,'  z.  ■  ffi,  Diher  int  die  C*|«*irhung  der 
Niveaullächen  : 

«»  +  *•- Jj' u  +  «•) 

Für  die  freie  Obertläehe   bestimmt   sieh   die  C«instante  r  mit  imife  des  Volumens 
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der  flüssigen  Masse.  Es  sei  a  der  Radias  des  Cylinders,  h  die  Höhe,  bis  zn  wel- 
cher im  ruhenden  Zustand  die  Flüssigkeit  denselben  füllt,  also  wa^h  ihr  Volumen. 
Im  rotirenden  Zustande  ist  dasselbe  Volumen  von  der  vorstehenden  Rotations- 
fläche begrenst  und  wenn  (  die  Ordinate  des  Kreises  ist,  welcher  von  den  hochst- 

_  2^ 


liegenden  Systempunkten  gebildet  wird,   welche  der  Gleichung  a*  =s   ^^  ((  -{-  r) 

Sil 

genügen  muss,  so  besteht  die  Bedingung 

na*t  -     /  «  (x«  +  »»)  rft  =-  «a»J  _  ^  (J  +  c)«  =  na*h . 
—  c 
indem  —  c  der  Werth  von  z  ist,    für  welchen  a:*  +  y*  verschwindet.     Die  Ent- 
fernung von  J  liefert  für  c  den  Werth  c  =■  —  ( A  —  f  —  AM    und    hiermit  als 
Gleichung  der  Oberfläche  der  rotirenden  Masse  das  Rotationsparabaloid : 

Ä«  —  ä)  . 


Die  Constante  des  Druckes 

bestimmt  man  mit  Hülfe  des  constanten  Druckes,  welcher  auf  der  Oberfläche 
lastet.  Ist  derselbe  P,  so  erhält  man  nach  Einsetzung  des  Werthes  von  ;c>  4~  v' 
aus    der   Gleichung    des    Paraboloides    P  »  j^  o*  A'p  —  gifh  -|-  C   nnd   folglich 

Die  Constante  —  c  in  der  Gleichung  des  Paraboloids  ist  die  Ordinate  seines 


Scheitels,  sie  ist  demnach  —  c  =  A  —  J  —  Ä*. 


ff 


Die  Grösse  f  ==  4   -  Ä« 

9 


c. 


o' 


Die  Differenz  beider  f  +  c  ist  A  —  ß*.     Beide  Grössen  differircn  also  um  dieselbe 

9 

Grösse  \  —  Sl^  von  h.  Die  Flüssigkeit  ist  also  auf  der  Axe  ebenso  viel  gesunken, 
als  sie  am  Rande  gestiegen  ist. 

§.  10.  Die  Punkte  einer  flüssigen  mit  constanter  Winkelge> 
schwindigkeit  rotirenden  Flüssigkeit  ziehen  einander  nach  dem  New- 
tonischen  Gesetze  an,  man  soll  die  Bedingungen  bestimmen,  unter 
welchen  die  Oberfläche  derselben  ein  Ellipsoid  sein  kann,  dessen 
eine  Axe  mit  der  Rotationsaxe  zusammenfällt. 

1.  Nach  Cap.  IX.,  §.  12.  S.  696  ist  das  Potential  eines  homogonen  Ellipsoids 
von  der  specifischen  Masse  g  und  den  Halbaxen  a,  ß,  y  in  Bezug  auf  einen  der 
Masse  angehörigen  Punkt  x,  y,  :,  wenn  dessen  Coordinaten  sich  auf  die  Haupt- 
axen  beziehen: 

0 

Dies  Potential  mit  dem  Factor  e  behaftet  (S.  666)  ist  in  unserem  Falle  die  Kräfte- 
function  U  für  die  Kräfte  X,  ^K,  Z,  welche  auf  die  Einheit  der  Masse  bezogen 
sind.     Demnach  ist  die  Gleichung  der  Niveauflächen 


JX) 


U 


cc'  + 


y  _ 


c. 
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Dief«  Gleichung  muss  mit  der  Gleichung 

'•    J.    J^    4.    L'   .    , 

a»        ^        y* 

ilcfl  Kllipsoi<lo8  ühoreinstimmcn ,  wenn  (lie«<>8  eine  Gleichgewichtsfigur  lein  solL 
Die  Vergleichung  der  Coefficienteu   von  x*,  y*.  z*  liefert  «Is  Bedingungen  hiefUr: 

/•*     fh        _    Ä»  1   /    /*/*_    \       /'*     ds         _     Ä«  l(   (d*  _    \ 

J(y«  +  *)  />"  y»  Vj  />   *"  V  • 

0  0 

Diese  Gleichungen  liefern  die  Constante  r,  die  Winkelgeschwindigkeit  A,  mit  wel- 
cher die  Masse  rotiren  muss,  damit  sie  die  Gestalt  des  KIlipsoids  annehme  und 
eine  Relation  «wischen  den  drei  Aien  a,  ß,  y.  Die  Elimination  der  CoDSt^inten  r 
führt  in  den  Gleichungen 


0  u 

Ä»  Z*^  MfiM  «'   -   y»      /^" 


:i«f9 


0  u 


^  ^  —  r*   /* "'» 


—  y«     /* s#/f 


Da  hlos  iwci  Gleichungen  zwischen  er,  f},  y  und  A  hestehen,  so  sieht  man,  dass 
man  im  Allgemeinen  swei  Azen  a,  ß  d«*s  KIlipsoids  willkürlich  anuehmea  kann, 
die  dritte  und  die  Winkelgeschwindigkeit  hesttmmen  sich  hietu  ans  diesen  beiden 
transcendenten  Gleichungen. 

2.  Die  erste  Gleichung  hat  den  Factor  ß  —  a  und  wird  also  fQr  a  «■  ^ 
erfüllt.  Da  hiertu  aus  der  zweiten  (tleiehung  eine  reelle  endliche  Winkelgeschwin* 
digkeit  folgt,  so  sieht  man,  dass  das  Ki»tationseItipsoid  eine  Gleichgewichtsfigar 
der  tlüssigen  Masse  sein  kann.  Ks  ist  aher  nurh  denkbar,  dass  der  andere  Factor 
•«ich  auf  Null  reduciren  könne  und  die  Gleichung  auch  erfüllt  werde,  ohne  daas 
u  »m  ß  sei.  Dies  ist  in  der  Thitt  der  Fall  und  merkwUnligerweise  kann  auch  das 
dreiaxige  EUipsoid  Gleichgewichtstigur  sein. 

Wir  wollen  lunUchst  untersuchen,  welche  Kotationsellipsolde  der  Aufgab« 
genügen.    Man  erhält  für  |}  —  a  die  Winkelgeschwindigkeit 


2  9tQ 


r*         y*     /•  mJm 


Man  sieht  hieraus,  dass  A  nur  dann  reell  sein  kann,  wenn  tf  >  y.  d.  h.  wenn 
die  Kotationsaie  die  kleinste  Aze,  das  KIlipsoid  also  abgeplattet  ist.  Nnr  ab- 
geplattete Kotationsellipsolde  genügen  der  Aufgabe. 
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und 


Um  etwas  za  vereinfacheo,  setzen  wir  — 5  =  «,    ~r  =  a*  und   a*  —  l  =  f 

=■  y.    Dadurch  wird 

2  ««9 


Ä« 


00 


2  nsQ 


udu 


+  Xf  +  «)t  (1  +  „) 


f,  [(3  +  A»)  ^rctg  A  -  3  A]  =  ^?-±-^'  (Arcig  l  - 


31 


Es  sei  Arctg  X  — 


BX 


=  9  (A) ,  so  wird    9'  (X)  = 


3  + 

41« 


i.) 


3  +  Z«        '^  '"''  "^  ^  '"'       (1  +  X»)  (3  +  a«)« 

Da  diese  Grösse  stets  positiv  ist,  so  folgt,  dass  Fundmithio  A^mit  waeV 
sendem  X  wächst  und  zu  jedem  positiven  Werthe  von  X  auch  eii 
reeller  Werth  der  Winkelgeschwindigkeit  gehört  und  zwar  abgeseben 
vom  Vorzeichen  nur  ein  einziger.  Die. Grösse  X  ist  die  AbpUitaag  det 
Ellipsoids,  nilmlicli  das  Verhältniss  der  Differenz  der  beiden  HsJbaxeo  deaselbeo 


a' 


-  l  =  «*  -  ^' 


zur  kleineren  von  ilinen.     Es  ist  Z'  =  a'*  —  1  =     _ 

yl  y* 

Für  Z  =  0,    d.  h.  a  =  y  oder  die  Kugel   muss   K  =  0    sein.    Eben«)  für 
X  =  cp  oder  y  1=  0,  d.  h.  für  die  Gestalt  einer  Scheibe  als  Oleichg^wicbtsfifur. 

Ob  auch  jeder  gegebenen  Winkelgeschwinrligkeit  ein  Rotationsellipsoid  «iSr 
Gleichgewichtsfigur  entspricht,  oder  vielleicht  mehrere,   oder  ob  nur  bis  a einer 
gewissen  Grenze  von  Sl  die  GIcichgewichtsfigur  ein  Rotationsellipsoid  seinkuS' 
ergibt  sich  folgendermasscn.     Wir  constriürcn  eine  Cnrve,  deren  Abscisses  1 9>^ 
deren  Ordinaten  die  Werthe  von   r  sind  und  fragen,   ob  ein  gegebener  Werth  i 
Ordiniitc  dieser  Curve  sein  kann,    ob  dies  für  eine  oder  mehrere  Abscisseo  Z  eio- 
truten  kann  oder  nicht  u.  s.  w.    Nun  erhält  num  mit  Hülfe  des  obigen  Aas«lrnckes 
für  T: 

dl      v\  i 


+  i* 


wenn 


-  (9  +  i»)  Arcta  i}  =  iT^f 
9  i  +  7  A» 


+  V)' 


^"  w  =  (f  +  i«;  (9  +  iT)  -  ^'•-'i?  ^ 


gesetzt  wird.     Da  offenbar     ;.     mit  F  {X)  das  Zeichen  wecluselt,  so  folgt,  dass  / 

wächst  oder  abnimmt,   je   nachdem   F  {X)   positiv   oder    negativ  ist.    Für  1  =*  " 
ist  /'  (I)  positiv  und  da 

dF{X)  ^      _^^'{^  —  >l') 
dX  1(1  +  V)  f9  +  r)p 

von   Z  =  0   bis  Z  ==  ^3   positiv  ist,  so  wächst  F  (X)  innerhalb  dieses  Interf*"^ 

und  ist   positiv ,   aber   von   X  =  V^   an   wird   ■^-   fortwährend  negativ  und  b\W^ 

mithin  FiJC)  fortwährend  ab.    Anfangs  ist  F{X)  noch  positiv,  da  es  aber  für  X=** 

in —  übergeht,  so  folgt,  dass  es  zwischen   X  =  r'S  und   Z  ==  oo   einen  WerVV 

ft 

dV 
X  geben  müsse,   für  welchen  F  {X)  und  mithin  auch  -^  vom  Positiven  zum  Nega- 
tiven,   also   r  selbst  vom  Wachsen  zum  Abnehmen  übergeht,  mithin  V  ein  Maxi- 
mum   wird.      Genauer    berechnet    ist    dieser    Werth    X  =  2,ö293;    der  Werth  des 
Maximums  /''  von  /'  ist  /''=^  0,2246  und  ihm  entspricht  eine  Winkelg^schwindlg* 


XVIII.  (^iip.         Dari  Jacobi'fche  Klli|>toi<l  als  (ilcichfrewiclitaligtir.  %! 

keit  Sl' -^  0,2246  /*J«fp.  Die  fraj^liclic  Curvo  iHt  «lemnach  fo1|i;en«lermaticn  Ue- 
■cbafToii.  Für  1  »  0  wird  /'  —  0;  von  1  i-  0  bis  1  —  3,5293  wächst  T  and 
erreicht  für  lutiterun  Werth  sein  Maximnm  F' ^  O,SSI0,  Ton  fla  nimmt  F  fort- 
wllhrend  ab  und  n&hert  sich  die  Cor^'e  der  Axe  der  1  asrmptotisch.  Es  kann 
daher  lu  keinem  Wcrtbo  /',  welcher  grösser  als  F'  ist,  Abscissen  X  geben.  Da- 
gegen entsprechen  rincm  Wcrthe  Ton  V  swischen  Nnll  nnd  /"'  iwci  Werthe  X, 
▼ou  denen  der  eine  unter  2,5293,  der  andere  über  dieser  Zahl  liegt.     Daher: 

Kiner  gegebenen  Winkelgeschwindigkeit  A  kann  nur  dann  ein 
UotationicUipsoid  als  G  leichgewichtsfigur  entsprechen,  wenn 

A<  <  0,2246  •  2  «f  9 

und  cwar  entsprechen  ihr  twei  solche  Figaren,  welche  an  dieser 
Grenze  in  eine  tasammenfallen. 

3.  Wir  gehen  jetzt  lu  der  Heantwortung  der  Frage  über,  in  welchen  Fällen 
ein  dreiaxiges  Kllipsoid  Gleichgewichlsfignr  sein  kiinne.  Iliersu  bringen  wir  die 
beiden  Gleichungen  unter  Nr.  1.,  welche  die  Bedingungen  der  Aufgabe  aussprechen, 
nach  Tilgung  des  Factors  f*  —  a*  auf  etwas  andere  Formen. 

Setst   man   nämlich      .  »■  »   und  benutzt  die  Buchstaben  s  und  I  Ton  jetzt 

an  zur  Bezeichnung  der  Axenverhältuisse,  sodass 

yt  yt 

o«  '•  ff^ 

wird,  so  erhält  man   mit  I^ichtigkeit  aus  der  ersten   der  dort  gegebenen  Glei 
rhungen : 


U  II 

/{t    =-    (1       f    BU)    K\     +    iu)    ^1     -f     » S 


ii^  -''' 


fider  auch,  indem  man  das  erste  der  Integrale,  mit  tt  mnitiplicirt,   hinzufügt  und 
Mieder  subtrahirt: 

.       .  m'  Mliu  i  *  N  f/w 

2.  /  (I    -    #)    Vi 


i     Utiu  i  H  *iu 


u  0 

Kbenso  gibt  die  zweite,   wenn  '-^   /'   gesetzt   wird: 

•  2  Jf  I  V 

o  I» 

Huwic  mit  Kruutzinijr  der  eben  gefundriien  (ileirhnng  1.  oder  2.: 

Mtiu  i      Mtilt 

4.  /  •    »/ 


0  V 

Da  die  hier  vorkomnieoden  Integrale  sUmmtlieb  |M>Hiti%   miid.  n«»  f»lgt  ^«  1.,  da«s 

•    I    /  •'    1    und   mitbin   •  <   1 ,   /  <   I ,   d.  b.   y»  •      u»,    y»  •:  d\     \   }      '    <    *   ■ 

u'         p*  y" 

Die    kleinste    Aze    iles    ilreiaiigen     K  llipsuitlii.     welrlie«    dleieb 
ge wielitsf igur  iHt,    fällt   in   die   Kotatiunsaze  der   MaSftr   und    ist  die 

**•  lirll.    Ilir..nr   d.    IU«.    U     •!     Kitll«.  Ol 


[2  +  (3  —  «  —  0  "   —  *<w»]  du; 
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Quadratsumme    der    reciproken  Werthe    der   beiden    grösseren  Axen 
kleiner  als  das  reciproke  Quadrat  des  kleinsten. 

Nimmt  man  für  t  einen  bestimmten  Werth  zwischen  0  und  1  an,  so  folgt 
aus  der  Gleichung  2.  für  /  =  0  ein  positiver,  für  /  =  1  —  g  ein  negativer  Werlb 
von  F.  Da  nun  F  eine  continuirliche  Function  von  s  und  t  ist,  so  folgt,  dass 
ein  Werth  t  zwischen  0  und  1  —  t  existire,  für  welchen  F  verschwinde.  Aehn- 
liches  gilt  in  Bezug  auf  «,  wenn  für  /  ein  bestimmter  Werth  angenommen  wird. 
Es   ezistirt  demnach  zu   jedem  beliebigen  Werthe   eines   der    beiden 

y*  y* 

Azenverhältuisse   ~,     ~   immer   ein  Ellipsoid,    welches    der    ersten 

Gleichung  des  Problems  genügt. 

Es  kann  femer  gezeigt  werden,  dass  mit  wachsendem  s  das  Verhält- 
niss  /  abnehme  und  umgekehrt.    Man  erhält  nämlich  ans  1.: 

dF             ,  /*  tt  (1  +  u)  (1  +  tu)     r^    ,    ,.        .        ,.  ,  ,,    . 

^^    =  -  ^  I  - ^^        -    —  [2  +  (3  —  «  —  /)?/  —  slu^]  du 

0 

dF 1  /*«  (l  +_«)  (1  +  *«] 

dt  ""      y  /i' 

0 

oder  wenn  man  setzt: 

OD 

2  ^0  =  /*"11 1"-^    [2  +  (3  -  f  -  0  «  -  stu^]  du 

0 

CO 

2  A,  =  /'"*  ^^^^t_")    [2  +  (3  -  «  -  0  «  -  sen*]  du  , 

0 

so  werden 

?F 

^^-  =  -  ^u  -  ^^1  =  -  (1  -  iO  ^0  -  i^  (2^0  +  3  ^,) 

gf  =  -  ^ü  -  «^1  =  -  (1  -^«)^o-  i*(2A  +  3^,), 

Nun  kann  man  leicht  zeigen,  dass  j4q  und  2  Aq-^  S  'A^  positiv  sind  und  da  *  und  / 

kleiner  als  1  »ind,  so  folgt  dann,  dass  beide  partielle  Differential quotienten  von  f, 

nach  8  und  /  genommen,  negativ  sind,   F  mithin  mit  s  und  /  abnimmt  und  zeigt 

die  Gleichung 

dF        dF      dt  _ 

da  "^  'dt    '  ds 

dass    '      net^utiv  sein,    also  ds  und  dt  entgegengesetzte   Zeichen    haben  müsse^^ 
ds 

dass  also  t  abnimmt,  wenn  s  wächst  und  umgekehrt. 
Man  erhält  nämlich 

M«  _  4  M  _|_^(3  _|-  j»  +JW_  —  2Wm»  —   3*/«< 

^ '  (r'4-~7^)Tr+^«) ^^ "      ~  2 d  +  Äw)  (1  '~+"/w)  «3" 

und  folglich  durch  Integration  zwischen  0  und  od  : 

0  ==  f'—-^  —   [4  +  (3  +  *•  +  0  "  —  2*/«'  —  3ä/m*]  f/«. 

0 
Subtrahirt  man  diese  Gleichung  von  der  obigen  für  2  ^o»  "<'  kommt. 


\ 


will.  (Ap.         ]>M  Jiicobri.tfhe  Kltiptuiil  als  (fti*trli)*iifichufi|{ur  \M\3 


,     .•!<»  IM    -4-     |\ 


iiikI  wfiin  ifiAD  ttitt  mit  2  dtvi«lirt  uud  vtui  (l«*r  Verl>in(iuii|r  •  A^    f  3  .4,  abtiAht: 


(• 


Mmi  nirlit  liitTHiih,  Hans  :!.-/„  iiikI  *J  .-!„  -f-  .'t  .-1,  ponitiv  sind. 

Man  kann  frrncr  zeifi^en,  «lasa  ^  mit  wachHenHcm  t  abnrbme. 
Ka  iat  nümlicb,  da  auch  I  aU  Function  von  s  anEnH«»b«n  int: 

#/#  '"    CM  *^  ri      r/jr  ""  Vr*    //        rt    f^»f  *  €*t  ' 

+  .      =  <M».  oben). 

Nun  zoifrt  aicb,  dabs  d«r  XÜbler  ditiicH  Auadrucku«  fortwährend  |io»itiv,  während 
tl«*r  NiMiner  nach  drm  Voratehendrti  nep^ativ  Ut,  aodana  alao  dl'  und  tU  entf|^iip>n- 
f:t*irt2tcH  Zeichen  hahfu  müsiion.    Man  erhält  nämlich  aiiü  der  ohif»en  (flcichunir  I.: 


X  • 


/  I  ^,^  \\  —  1*«)*/« 


n 


r 


w<  Irhr  Anadriicke  mit  Hülfe  der  llexvicbnini); 


*i  0 

hirh  iinlt-r  der  Furm 

r  A*       /  A" 
flamtfllfn       Hiermit  und  mit  den  oben  cutwiekelt«tn  Werthen  von         .  erhält 

/ »       ff 

iiinn : 

'I     n  \\     r-^    -  <•  -   "  l-'-^'n    }     '•    f   />-4./'.   +    !W.^,/M 

H.i-M  /*,  poHiliv  ifit,   t'fsii  lil    iK.tn    iininittelbar,   dann  /*,»  eA    int,   «rKiht  aieli,   wenn 
man  vim 

s 

i'  H     ff    4      I  • 
I  n„  —   I  7  i4   +    Im   —    Jj/ü*   -    -J«!«*    f/M 

die  idirn  hcnutUe  (iltivhunt: 

*M   'M    -4"     I  ' 


■•7 


|i    {-  i.i  4-  fl  4   /  M       jfl/y*       :i«/M*]«/»i 


nhzjtht,  wodurch  mmi 

r.i 


I 

I 


964 


Dos  JacobrBcbe  Ellipsoid  als  Gleichgewichtsfii^r.        XVIII.  Cap. 


00 


'-J 

0 


•  „t  (1   -{-   u) 


(1  —  «  —  /  +  «/«*)  du 


erhält,  einen  Ausdruck,  dessen  positive  Beschaffenheit  einleuchtet.  Da  nun  also 
Bo,  B^y  Ao,  2Ao+'6Ai  und  s  +  t  —  4«/  =»  «  (1  —  f  0  +  '  (1  —  i*)  po"*»^ 
sind,  80  folgt,  dass  für  «  ^  /,  d.  h.  «  ^  -1  und  also  /  <!  i  <li6  Qrösse 

ds     dt'        dt     ds 
positiv  ist  und  mithin  V  mit  wachsendem  s  abnimmt.    Da  femer 

dy  ffs  __  /dy  dF     dy  ^A^    a^'         f^y  dF 


dy  _dy 
dt  ■"  dt  "T- 


dt\  ,  dF  ^  _  fdy  dF  _dy  dF\^ 

dt)  *  ds  ■"      \ds  dt       dt  ds) ' 


et 


ds    dt        \dt    ds        ds    et 
ist,  so  ergibt  sich  weiter,  dass  y  mit  abnehmendem  t  wächst. 

Das  Resultat  dieser  Untersuchung  kann  auch  dahin  ausgesprochen  werden, 
dass  mit  wachsendem  F  die  Grösse  s  abnehme  und  i  wachse,  woraiu 
folgt,  dass  einer  gegebenen  Winkelgeschwindigkeit  Sl  nur  ein  ein- 
ziges dreiaxigesKlIipsoid  als  Oleich gewichtsfigur  entsprechen  kann. 

Aus    den    01eicl\ungcn     '     =  *,     %  =  '   ergibt   sich    hierzu    weiter,  dass 

mit    wachsender   Winkelgeschwindigkeit    die    grössere    Axe    2a  des 
Aequators  des  Ellipsoids  abnimmt,  während  die  kleinere  2ß  wächst. 

Aus  der  Gleichung  2.  folgt,  dass  wenn  «  =»  0  ist,  t  =i  1  wird  und  umgekehrt 
dem  ^  =B  0  der  Werth  8=1  entspricht.  Da  nun  von  beiden  Grössen  die  eine 
abnimmt,  wenn  die  andci^  wächst,  so  folgt,  dass,  während  s  von  0  bis  1  wächst, 
/  von  1  bis  zu  0  abnimmt.  F^s  wird  daher  nur  einmal  innerhalb  dieser  Grenzen 
sich  ereignen,  dass  s  und  t  einen  gemeinschaftlichen  AVerth  s  s»  /  =  t  annehmen. 
Wächst  s  über  diesen  hinaus,  so  geht  /  unter  ihn  herab  und  umgekehrt,  sodass 
wenn  ä  =  *o,  /  =  /q  ein  Paar  zusammengehörige  Werthe  sind,  wo  *o  ^  ^  °°^ 
/o  >  T  ist,  bei  dem  weiteren  Wachsen  von  s  und  Abnehmen  von  t  man  anch  zu 
dem  Paare  «  =  /q,  t  =  Sq  gelangt.  Dies  ergibt  sicli  aucli  schon  daraus,  dass  f 
eine  symmetrische  Function  von  s  und  t  ist.  Die  beiden  Annahmen  s  =^  s^^,  t=^h 
und  s  =^  tQy  t  =s  Sq  führen  daher  zu  demselben  Ellipsoid  und  braucht  man  deshalb 
blos  die  Untersuchung  auf  die  Werthe  5  ">  /  zu  erstrecken. 

In  Bezug  auf  die  Geschwindigkeit  Ä  oder  die  Grösse  y  nahmen  wir  s^i 
an  und  folgerten,  dass  y  mit  wachsendem  s  abnehme;  ebenso  ergibt  siel»,  dass 
wenn  «  <^  /  ist,  y  mit  wachsendem  s  abnimmt.  Nimmt  daher  «  von  1  bis  t  ab, 
so  wächst  y,  nimmt  es  weiter  von  t  bis  0  ah,  so  nimmt  y  wieder  ab.  Es  er- 
reicht mithin  /'  sein  Maximum  Fq,  wenn  s  =  l  =  t.  Da  ferner  y  sich  nicht 
ändert)  wenn  *  und  t  vertauscht  werden,  so  gehören  zu  den  Werthsystemen  ä=*o, 
/  =  ^0  und  «=3/ß,  t  =  Sq  derselbe  Werth  von  F.  Jede  dieser  Annahmen  liefert 
aber  dasselbe  Fillipsoid.  Daher  entspricht  einem  gegebenen  Werthe  F<[ronur 
ein  einziges  Ellipsoid.  Da  nun  mit  /  =  0,  s  =  l  die  Grösse  y  verschwindet, 
so  folgt: 

Wenn  y  von  0  bis  znm  Maximum  Fq  wächst,  so  wächst  auch  t  von 
0  bis  t  und   nimmt  s  von  1  bis  r  ab  oder  es   nimmt  die   grössere  Halb- 


axe    des  Aequators    von   co 
y   biB   .^. 


bis 


r 


ah    und   wächst    die   kleinere  von 


Zur  Berechnung  von  t  und   Fq  dienen  die  Gleichungen: 


will.  Cii\K         Vmn  JAculii'sclie  Elliptoid  aIm  GIcichfreMicIiUfii^ur.  iMif) 

i*  ifu  r  du 

,'  (1  +  xM*y  (1  +  «)*     •'  (I  +  «)'  ^l  +  t«) 

n  n 


ff4#M 


0 

flie   man    auK  Hör   urtitcn  Formel   §.   10.  orliült,   iudcni   mitn   nr    »-  f),       ^  —  u  iiuil 

yt 

'     .«.  t  iM'tzt,  Kiwic  auü  obig<*r  Gleichung;  4.  für  s  —  t  —  t.     Indem  man  wriivr 

-^   1  -|-  Z*    und    u  =^  .         iit*i£t,   nehmen  dioHe  (flleichuniren  die  Form  an: 

r  J*' 


o 


1  I 

^f  I   +  Jl».r«  ^    '^^/    l+A'.^)«' 

I 

odi*r  nach  Auüfnlirun^  d<*r  Intc^ratMinen  dii*  F«irm«*n: 

o   ^        X  [w  +  \:\V\  +  f:\  -I-  111»  +  :ii«)  Archj  i, 

/'m  -  J^,  {A  (3  +  1»)   -  (»         A«)  M   +   IM  Arvhil)  • 

Muii  erhält  hioraui,  da  1  =»  0  nicht  in  Frage  kommen  kann: 

i   ^   |.3?M«.         /'„        0.1H7I1  , 

,  .  —       ^  /  I  H-  At    _  1 7161         f    _   '        o,:i:w5. 

yf  yl  j  «»  • 

Piiidirt   m»n   die   erite  der  beiden  vorstehenden   fileirhunfr^'n  mit  4  1^  und   addirt 
«H-  7.tir  zweiten,  so  orf^iht  iiioh 

:\  -\    IV  Anlq  X         'M 

wf*ti'hf*    Ulnichunic    lirrvit»   ohrn    auftrat   hfi    |i«*HtimmiitiK   *'****    KotMlioUn«lIi|>iioidH. 
Ka    iftt  daher   da«  Kllipuoid,    wrlfhcii  dif  <ir«'n/.«*    alli'r  ilri*iaxii:fn  (■It'ichfrrwiohti»- 
•  Uipnoiilf*  bildet,   in    der  Keihi*    firr  nhfii    iintf^rniirhtrn  RotationnellipiMiidi'  fiithal 
t<ii,  I  ntüprechend  dem   WiTthe   X  •->    l.;UM6. 

Wir   erhalten,   imlrni    wir   all«>   {;i*woiiiii>n«'n   Kriitiltati*   ciisammenfasflcn,   d<>n 
>Ät«  : 

Damit    r  i  n    K 1 1  i  p  r>  <>  i  d    <  ■  I  <*  i  i-  h  t:  «*  w  i  c  h  t  •  f  i  jr  u  r   ri  n  «•  r   mit   t*  o  n  n  t  a  ii  t  e  r 

W  iukol|;i*iirh  wind  i^*  k  r  it  A    rotir  enden  Flüa«it;kcit   «ei,    int    erft»riler- 

nt 
lit'h,    dann    /'  '**        zw  i  si'h  en   d  «'M  (•  rcuzen  ft   und    1''*«  ü,*i*J4A   lie|»e. 

Allen  U'erthen  /'  T<»n  n  hi«  l'^  0.1H711  rnt  nprech  m  je  ein  dreiait^«« 
(lllipiif)id  lind  zwei  abgeplattete  Kii  t  «t  i<in  ne  llip»iiide;  fiir  1'  -*  #'„ 
colli  daH  dreiaiicr^  Kinp<*«id  in  daH  ein«*  der  beiden  Kutal  ionnelli  p  ■ 
■  o  i  «i  e  über,  1  ii  r  / '  ,  -  /  '„  e  z  i  ■  t  i  r  e  n  zwei  K  o  t  a  t  i  o  n  •  e  1 1  i  p  ■  o  i  d  e ,  w  e  1  e  h  «» 
für   /  /'*  ziizammenf  nllfn.     Teh^r  f '  hinauii  f;ibt  e.t  i;ar  keine  ellip- 

Koidt!*i  lien  ftleiebgrwichtnfiffiirrn  mehr 

Her  ruhenden  FliiMigkeittfmaiine,  aln««   ''      *  m  i'ntvprechend,  liefert  die  <ilei- 

yf  yl 

rhiing  4    die   Werthe  %         i .   f  m  o,   d.  h.     '     -•  t ,     '.    *  rt.   also  «*-/,(!        y. 
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Die  Gleichgewichtsfigur  ist  in  diesem  Falle  ein  unendlich  langer,  unendlich  dünner 
Kotationscylinder.  Die  beiden  Rotationsflächen,  welche  Gleichgewichtsfiguren  für 
y  s=  0  sind,  waren  die  Kugel  und  die  unendliche  Scheibe. 

Wenn  die  Geschwindigkeit  von  0  an  wächst,  so  gehen  Kugel  und  Scheibe  in 
Rotationsellipsoide  über,  indem  erstere  sich  abplattet  and  die  Excentricität  der 
letzteren  abnimmt;  der  Cylinder  aber  wird  ein  dreiaziges  Ellipsoid,  so  zwar,  dus 
der  Kreisschnitt  eine  Ellipse  wird,  um  deren  kleinere  Axe  die  Masse  rotirt,  wäh- 
rend die  grössere  Axe  zur  kleineren  Axe  des  Aequators  wird. 

Das  Problem   der  Gleichgewichtsfiguren    einer   rotirenden  Flüssigkeitsmasse 
hat  einige  Berühmtheit  erlangt,   einerseits  wegen  der  Anwendung  auf  die  Unter- 
suchungen über  die  Gestalt  der  Erde,  andererseits  wegen  der  scheinbar  paradoxen 
Existenz  der  dreiaxigen  Gleichgewichtsfigur.     Die  Gleichung  der.  Oberfläche  de( 
Gleichgewichtsfiguren  überhaupt  gab  zuerst  Clairaut  (Thiorie  de  la  figure  de  l^ 
ierrCf  2**nio   ((dit.  p.  101),  die   Rotationsellipsoide    fand   Maclaurin   {TreatUe  o^  ^ 
fluctions,  L.  I,  Cap.  XIV,  §.  641.);  das  dreiaxige  Ellipsoid  rührt  von  Jacobi  he^^^^^^y 
(lieber  die   Figur  des  Gleichgewichts  in  Poggendorff's  Annalen   Bd.  XXXIII^^    ^^ 
8.229(1834),  woselbst  sich  auch  verschiedene  historische  Notizen  finden).  Jacobi    \^^^ 
wurde,  wie  er  einstmals  in  der  Vorlesung  (es  war  in  der  Vorlesung  über  allgemeine  ^^^ 

Theorie  der  Oberflächen  und  der  Curvon  doppelter  Krümmung,  Winter  1849)  erzählte,  ^^ 

durch  eine  unvorsichtige  Aeusserung  von  Pont^coulant,  dass  nur  Rotationsflächen  ^ 

Gleichgewichtsformen  sein  könnten,  zu  seiner  Untersuchung  veranlasst  (wie  er  sieb  ^ ; 

ausdrückte:   „vermöge  des  Geistes  des  Widerspruchs,   dem  er  seine  meisten  Eni-  ^^ 

deckungen  verdanke *0*  I^er  Jacobi'sche  Satz  wurde  (20.  Oct.  1834)  der  Pariser 
Akademie  vorgelegt  und  Liouville  gab  in  der  folgenden  Sitzung  einen  Beweis 
desselben,  welcher  unter  dem  Titel:  Note  sur  la  figvre  d'une  masse  fluide  homogene, 
en  equüihre,  et  douee  d^un  mouvement  de  rotation  in  Gab.  XXIII.  des  Joiirn.  de  Tecole 
.  polyt. ,  p.  289  sich  findet.  Er  behandelte  dieselbe  Frage  in  dem  Memoire  sur  les 
figttres  eüipsoidales  ä  trois  axes  inegaux^  qni  peuveni  convenir  ä  riqidlihre  fCune  masse 
liquide  homogene^  dotiie  d^un  mouvement  de  rotation  [Addition  h  la  Connaissance  des 
Temps  pour  1846  oder  Journal  de  mathcm.  T.  XVI,  p.  241  (1851)].  Diese  Arbeit 
ist  im  Grunde  eine  Bearbeitung  der  Ilauptabhandlung,  welche  über  diesen  Gegen- 
stand existirt,  von  C.  O.  Meyer,  de  aequilihrii  formis  ellipsoidicis  [Crelle's  Joum. 
Bd.  XXIV,  S.  44  (1842)J,  worin  zuerst  der  Zusammenhang  der  sämmtlichen  ellip- 
soidischen  Gleichgowichtsformen  dargelegt  wurde.  Eine  andere  frühere  Arbeit, 
ist  von  Ivory,  On  the  equUibrium  of  a  mass  of  homogeneous  fluid  at  liherty  (Philo- 
soph. Transact.  f.  th.  y.  1834,  P.  11,  p.  491).  In  neuester  Zeit  hat  Da  blander 
(Zur  Theorie  einer  rotirenden  Flüssigkeit,  deren  Molecüle  sich  gegenseitig  an- 
ziehen, Poggendorff's  Annalen,  Bd.  CXXIX,  8.443  (1866))  gezeigt,  dass  drei- 
axige EUipsoido  auch  für  liotationsaxen ,  welche  nicht  mit  einer  Hauptaxo  zu- 
sammenfallen, Gleichgewichtsfiguren  sind.  Für  die  numerische  Berechnung  der 
Axenverhültnisse  der  Ellipsoide  ist  von  Bedeutung:  Kostka,  Ueber  die  Auffin- 
dung der  üllipsoidischen  Gleichgewichtsfiguren  einer  homogenen  um  eine  feste  Axe 
rotirenden  Flüssigkeitsmasse,  wenn  die  Dichtigkeit  und  Umlaufszeit  bekannt  sind 
(Monatsber.  der  Berliner  Acad.  1870,  S.  116.) 


VfrlMssoninm'U  uiul  Ziisatzr.' 


S.  :W,  Z.  15  V.  o.  Iicr:    /;  =  --  4  J»  cotg*  ta.    Z.  11  v.  u.  liei:  y  =  «  «m*  ^  -f   r  röi  ^^ 

iinil  •irctclio  dio  folf^omlen  Worte  un<l  ilic  (Jleicbang  bis  tum  l*iioktif. 
S.   11,  Z.  10  ▼.  n.  lici: 

S.  42,  Z.  l»  ▼.  O.  lici:    x  —  K^  «»  —  v»  +  Kr«  —  4  .y«. 

S.  4:i.  Z.  22  liun:   fl»^^'  stAtt  ^  a»  iiiM  Z.  27  lie«:    (9,'  +  p,'»       «»]  «titt  [^,»  4  p,'»J, 

•(»wif  4)  HtAtt  \  r/'  niif  der  rvclitcn  Scito  der  Ul«i<*hiiD^. 

rt.  4*».  Z.  13  lies:    (.r  —  a)  com  ^  itÄlt  (x  -  a)  ^. 

S.  M,  Z.  11  V.  u.  He»:    cos  {m  —  i«l. 

S.  Ö7,   Z.  IH  V.  u.  liei:    l  «■  0. 

S.  77,  Z.  1)  V.  lt.  lie«:    ig  \  ^  ttUtt  rof/;  )  R 

S.   I*h;,  Z.  ir»  T.  o.  lies:    —  i'K  +  •"• 

i/cp 
S.  1I*J,  Z.  6  T.  u,  lies:    r     —  r  tf  11  i  y- • 

S.   12H,  Z.  17  ▼.  o.  lies:    ranhlN-lrttraleiiliiischels. 

S.  i:t1,  Z.  VJ  11.  20  sind  £ai»x  und  £toy  lu  vertibuschru. 

S.  i;i8.  Z.  7  V.  u.  lies:    nicht  inimlloK*  Axen. 

8.  16H,  Z.  13  T.  n.  soUe:    7^^>.  7^^*^'.   Z^*"  sUtt  T,.   T^.   7',. 

S.  IHO,  Z.  1  lios:    r/r'»  a"  imd  Z.  4:      -  'luv* cm  u. 

•»  •  «   •» 

S.   Irtl ,   Z.  II    V.  u.    lie«:    coa  p   «  ^      -  und    Z.  •••    v.  u.:  Wn  «, 

«IM    (10    -  -  I»  roc  a ) 

S.    lyj,  Z.  12  und  13  ▼.  u.  lie»:     /    und    \\ 

S    2U.   Z.  lU  V.  u.  li»»:  f^gds, 

ß  'i  1 

S    22<»,    Z.  21),  19,   IK  V    u.  ffcttu  Eweckuijuifli):er:  '--*  il,  HtMUaii  /«•'</ 

y  4  sror' 

vy 

S.  22V,  Z.   IK,  21,  22  lies:    .l/««!,   .t/«.V,  .1/^  sUtt  .-Im,  .^.Y,  m. 

S.  2:il,  Z.   13  V.  u    lien:    '2  f  {a^  iiUtt  /"(t);  Z   2  v.  u.  2/:  Z.  I    v.  n.  »trrirhe:      -   M 
S.  23\».  Z.   12  V.  u.  Uvn:    „und  sir  liier«uf  addirt  V     Z.   Im   v.  n.   lim      ,,drri  •  tntr 

Intepmli***. 
S.  242,  Z.  r.  lifH:    „<*in  ndtr  drei  Iutet*riil.>";   Z.   I.'t  lii-n:   2u./r 

S.   2IM.   Z    •;  V    n    lien:     to  t  i  AA' . 
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Vcrbessemngen  und  Znaätze. 


S.  262,  Z.  1  V.  o.  nnd  Z.  9  v.  u.  lies:   x  =  h  sin  2  a.     Desgl.  S.  253,  Z.  2  v.  o. 
S.  255,  in  Fig^.  98  ist  D  zwischen  F  und  N  su  streichen. 


S.  266,  Z.  14  V.  o.  lies:  M^—  Kg  cos 


n     i   nd^ 
_  ff    f   ^*»'^ 

rji  Z.  12  V.  u.  lies :   M  =  rot    "  17  •  e  «^  ; 


Z.  3  V.  u.  füge  den  Factor  —  —  zu. 

ff 
S.  258,  Z.  5  y.  u.  lies  im  Nenner  rechter  Hand:   2gh  statt  Agh.    Desgl.  Z.  1  v.  u. 

im  Zähler. 

S.  259  sind  in  den  Formeln  für  da:,  dy,  dt,  x,  y,  /,  t^  die  Zahlencoeffioienten 

\^   y^y    V\  "^"^  tilgen. 

S.  266,  Z.  21  u.  22  v.  0.  lies  in  den  Formeln  für  v^  und  vi  a  cos  %t  und  -^  h  cosmU 

S.  284,  Z.  13  V.  o.  lies:   IM  =  Const.  —  /  (XÄ). 
S.  304,  Z.  1  n.  2  lies: 

A  =^  Q  [sin  (i  cos  vt  +  I  cos  (i  — ; — J  und  B  =  q  [cos  (i  cos  vi  —  i  «in  fi  — —j  , 

oder  also  j4  =  q  (gin  /Ei  ±  £  cos  fi)  cos  vi  und  B  =^  g  {cos  ft  ^  i  sin  fi)  cos  vi. 
S.  306,   Z.  17  u.  ffg.  sind  zu  ersetzen  durch:    „die  Oeschwindigkeit  des  Ilodo- 


graphonpunktes  Q  ist 


ds'  ,d&  Q         p'p        , 

p    —  =  C  -^  =  -jjf  r,   da  C  =  pv   ist 


li 


dt         ^  dt 
S.  307,  Z.  6  V.  o.  lies:   g  sin  », 
S.  315,  Z.  6  V.  o.  lies:    <  statt  >. 
S.  323,  Z.  18  Y.  o.  lies:    „gleich  langer  Pendel**. 
S.  324,  Z.  2  ▼.  u.  im  Nenner  unter  dem  Integralzeichen:    2  statt  2g, 

S.  325,  Z.  2  u.  3  lies:    sin  »dd"  und  d&  =     /— ^  • 

sin  v" 

S.  332,  Z.  3  lies:    v  —  g  sin  ^  co  statt  g  sin  ^oa  —  v  und  Z.  15  v.  u. :    v  =  "2  Vga  ... 

S.  333,  Z.  8  lies:    S  =  0. 

S.  337  lies:    K^  ~~Ä   statt  J^fi  —  //. 

(djc\  dx* 

2 
S.  341,  Z.  1  V.  u.:    /  =     -  • 

X 

S.  342,  Z.  2G  lies:    „Die  Oscillationsdaner  ist  etwas  grösser,  als  im  leeren  Räume" 

S.  344,  Z.  4  V.  o.  lies:    t;  =  a  Vga  sin  1/  ^  •  t  und  Z.  13:    a,  =  —  «  (l  —  J  ^^-"V 

S.  352,  Z.  9:    iV  statt  v. 
S.  362,  Z.   11  V.  u.  lies: 

A'  ---    ^   {r  +  2.«  +'2Ä  -  3.}  =  ^{1  +  '"'^  +  -^  -  ^" 

S.  370,  Z.  3  V.  n.  ist  sin  a  im  Nenner  zu  streichen. 

S.  371,  /.  4  V.  o.  lies:    ip  cos  y  statt  -^  «in  y;    Z.   1   v.  u.  lies:    y  =  ^,    \p  r=  g^ 


} 


C« 


2r 


S.  372,  Z.  1  V.  o.  lies:        -     -  •      .  ,      und  Z.  8:    [A  +  cos2q  —  2q)  sin*  p  = 

g  sin  Q       sm^  p  y       >  ^  kj         f 

S.  374,  Z.  5  V.  u.  streiche  das  Zeichen  — . 

S.  376,  Z.  4  lies:    N  ^     -  g  •  ^^— 5" 

cos  4r 

S.  388,   Z.  9  V.  o.  lies:    Sl^.v'^  +  ?/«)  +   ß«^'/. 

S.  389,   von  Z.  8  v.  n.  an  lies:    ,,Für   alle   Punkte   innerhalb   des  Kreises   ist  dfi 

negativ  und  absolut  genommen  >  dSy  also  dt  negativ :  mithin  liegt  für  sie  Ä 


VerbeMernngen  niid  ZtittKtte.  \H]\) 

in  der  Kicbtung  CM  jeoMita  .11;  für  Alle  Punkt«  AOHerhalb  dei  KreiMi  Auf 
der  Seite  von  CC\  auf  welcher  der  KreU  liegt,  iit  «f^  negatiT  und  ab- 
solut genommen  ^  M,  alio  ifr  positiv  und  ^  d0  und  Hegt  folglich  A'  in 
der  Richtung  MC  jeneeiU  C.  Für  alle  Punkte  M,  welche  dem  Felde  der 
positiven  tIfA  angehören,  ist  dt  positiv  und  ^  fif9  und  liegt  folglich  A'  xwischrn 

C  und  m:' 

R.  390,  Z.  17  lies:  Die  Bahnen  aller  Punkte  ausserhalb  dieses  Kreises  kehren 
dem  Momentancentrum  ihre  concave,  die  innerhalb  liegenden  ihre  convexe 
8eite  zu. 

S.  397,  Z.  5  v.  u.:    Kfir  den  Punkt  T  ist  I  -»  |s,   also  «  -»  0. 

8.  4ür»,  Z.  12  v.  u.  lies:  Die  andere  ist  senkrecht  tur  Kbene  duroh  den  System- 
punkt  und  die  Gerade,  welche  in  der  Tangentenebene  des  Kegels  {€)  senk- 
recht cur  Momentanaxe  geführt  werden  kann  und  proportional  dem  Abstände 
von  dieser  Geraden,  der  Winkelgeschwindigkeit  n.  s.  w. 

S.  407,  Z.  4  ▼.  u.  tilge  die  Worte:    „tur  Momentanaxe  senkrechten**. 

S.  41  »9,  Z.  8  ▼.  u.  lies:  für  alle  8/stempunkte  erfüllt,  welche  in  den  Ebenen  der 
XI  und  xy  liegen. 

S.  4l:i,  Z.  2  V.  u.  lies:    welche  durch  den  Systempuukt. 

S.  411,  /.  4  ▼.  u.  lies:  welche  senkrecht  zum  kürzesten  Abstände  der  beiden  auf- 
einanderfolgenden Momentsnazen  ist. 

.<.  415,  Z.  4  V.  u.  lies:  $.  4.  mit  KUcksicht  auf  die  Verschiedenheit  der  Lage  der 
Axon:  • 


tit 


uz   -      «..r  —   --  X 


tiSl 


S.   Uß,   Z.  6  u.  1!    lies:    —  fl  V:    und    —  ÄV:,:    Z.  G   u.  12:    —     ,     j,:    Z.  7; 

iit 

n^x;    Z.  13:    -f  ''f;    Z.  22:    //  -   ''^  .    ^    -  -  Ä  V,    A' ^  -^   '^ . 

ai  ut  tit 

S.  417,   Z.  H  muss  im  Ausdrucke  für  x,  und  im  ersten  Otiedo  des  Ausdruckes  für 

y,  dan  Zeichen  —  stehen.     Kbcnnu  Z.  9  im  ersten  GÜede  für  :,  und  muss  im 

Nenner  des  zweiten  (fliiMlvs  A  V  gesetzt  werden.    Z.  II  lies:    --  «     .    +  6Sl^\ 

ai 

Z.   i:»:    —  Ä  Vx,;    Z.   17:    -  «  ''^  +  ^fl  V    u,„i    „  ßi  ^    ''^  .  „ 

itt  tit 

S    UH,  Z.   1  sind  dan  zweite  und  dritte  (ilied  rechtn   mit  dem  Zrirheii       .   »benso 

Z.  3  das  erste  (ilicd  mit  — ,  Z.  ii  mit  -{-  zu  nehmen.     Diesflben  Aendernngeu 

«ind    Z.   9,    10,    11    anzubringen.      Z.    17    lies:    --      ,     ä  ^  |~    *)    und 

"  di  ttt    \        p/ 

iiSl  dSl  /  9i\  ««     .     .  I       1-      -/   •  u 

ij  ^      .     I       I.     Z.  22  streiche  die  /eivh«>n  — . 
tit  dl    \  ;/  / 

>    4i*:t,  Z.  a  int  im  dritten  Uliede  ein     -  und  in  der  Klammer  den  vierten  CSIiedcs 

-^  zu  setzen. 

S.   42H.  Z.   15  u.  31  lies:    Sl  (  »ii  Matt  ff//. 

>.  421».  Z    I:    f"  lUtt  <•". 

S    4;Ji.  Z.  2  lie^:     //r/— rfy/  und  «*  statt  m;  Z.  4:    l\"/i'^  ./:  im  I  //'i'—  dm,', 

S  t.;2,  Z.  :{  V.  u.   lies:    ,.dureh  die  relative  (teschwiiidi^'keit  zu   .1/  pamllel.** 

S.  i:tl.  Z.  3  lim:    Centripetalheschleunigungen. 

>.  tt'»,  Z    1  V.  u.  lies:   „veründerlich**. 

.^.  4U.  Z    2<i  ist  einzuschalten:    Diese  Ileschlvunigung  Ui    i»t   alten  Punkten  der 

Sc  h«i  I  .    Thron«  iL  De«.  «.  «1.  Kraitr. 


x 

970  Verbesserangen  and  Zusätze.  ^ 

Erde  nnd  dem  Pankte  M  gemein,  sodass  sie  auf  dessen  relative  Bewegrmg'  ^ 

keinen  Einfloss  hat  i^' 

8.  443,  §.  6.  ist  die  z-Ase  positiv  im  entgegengesetzten  Sinne  von  g  zu  nehmen 
und  zu  setzen 

Ä^  «  0,       Äy  «  Ä  cos  t,      Sl^  ^  —  Sl  sin  i, 

-V     o  =  —  2  Ä  CO«  Z  ^  —  2  Ä  ffn  Z  ^  , 
~  ^'  di  dt 

y     o  =  2  Ä  «n  i  ^,       Z     o  =-  2  Ä  CO«  X  ~  . 
—  M  dt  ^  ^  dt 

In  den  folgenden  Bewegungsgleichungen  ändern   sich   daher   einige   Zeichen^ 
die  weiteren  Z.  10  bis  12  aber  bleiben  ungeändert. 
8.  445,  Z.  12  lies:    tf^x  statt  v^,. 

8.  446,  Z.  12  lies:   —  g^  (^  —  ^^s  2Ä0;  Z.  16  v.  u.  lies:  \v^  =. 

8.  447,  Z.  12  V.  u.  lies:   (—  z)^,  . 

8.  458,  Z.  3,  5,  7  v.  u.  streiche  Ä',  Ä/',  ß";  Z.  12  v.  u.  lies:    U^^'Sl'dt  und  Z.  15 

V.  u. :   „Winkelgeschwindigkeit**. 
8.  460,  Z.  19  V.  u.  setze:    Ä/'  statt  Ä'. 
8.  461.   Z.  12  und  14  bis  16  sind  die  Projectionen  der  dritten   Beschleunigungs- 

componente  entgegengesetzt  zu  nehmen. 

8.  466,  Z.  5  bis  3  v.  u.  lies:   g>Jf^  =  —  ^  (s  —  —  co/p  *) ,   mithin 

7rf^'^7      V7rf7"•*^'•/'^*• 


s.  468,  Z.  8  lies:   —  -^p,. 


Po' 
8.  473,  Z.  8  V.  u.  lies:   p^Sl^. 

8.  474,  Z.  14  V.  u.  lies:    —  3.     Ebenso  Z.  7  v.  u.    Z,  4   v.  u.    sind    die  Zeichen 

umzukehren. 

8.  545,  Z.  6  u.  21  lies:    H  statt  M, 

8.  573,  Z.  1  zuzufügen:    ,, welche  nicht  beide  zugleich  schneidet**. 

8.  593,  Z.  9  V,  u.  lies:    §.  4. 

8.  598,  Z.  3  V.  o.  lies:    Cap.  V,  §.  8.  - 

8.  620,  Z.  17  tilge  die  AVorte:    „oder  zwei  Spitzen**. 

8.  697,  Z.  11  setze  im  dritten  Gliede  der  Klammer  —  statt  +• 

8.  743,  Z.  24  V.  o.  lies:    axis. 


/ 


[■•I 


I! 


! 
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